Utkast — manuscript for SMS Medlemsutskick, 2006-04-20

Euklides i nya klider — om dynamiska geometriprogram

- Christer Bergsten -

Inledning

Den deduktiva presentationen av plangeometrin, med Euklides Elementa som forebild, har
dominerat geometriundervisningen under lang tid, inte minst i Sverige inom ldroverks-
traditionen. Med den niodriga grundskolans infoérande, och genom den nya matematikens
inflytande pd 1960- och 1970-talen, bréts den traditionen for en mer intuitiv och transfor-
mativ geometri. *Euklides’ ansdgs alltfor teoretisk och svartillgdnglig for den moderna skolan
(se t.ex. Lindahl, 1987, s. 5). Ndgon systematisk framstillning av geometrin gjordes darfor
inte ldngre och kunskaperna i geometri hos svenska skolelever édndrades bade till karaktér
och i prestation. Vid internationella jimforelser dr geometri ett av de omraden inom matema-
tiken dir svenska elever hamnar lagt'. Aven vid universiteten har den klassiska geometrin
haft och har mycket liten plats i de grundldggande kurserna, dér de aterfinns huvudsakligen i
kurser for lararutbildningen.

I vilken grad denna fordndring av geometriutbildningen har pdverkat studierna och
forstaelsen inom andra omraden i matematiken kan man bara spekulera om. En foljd verkar
ha varit att utan det analyserande geometriska resonemanget i fokus blev resultatet en dkad
fokusering pd métning och kvantitativ anvdndning av formler for areor och volymer. Sa
skriver t.ex. Bengt Ulin (1998, s. 7) att "Efter 1950-talet fick geometri en allt mindre roll i
svenska skolor. I gymnasieskolan blev den 1 stort sett reducerad till analytisk geometri, en i
och for sig effektiv form av geometri, vars metoder dock dr algebraiska. I grundskolan har
geometrin starkt begrénsats till kvantiteter: berdkning av vinklar, langder, areor och volymer;
problem av andra slag har fatt ett blygsamt utrymme.” Studierna av symmetrier och trans-
formationer tycks ha kommit helt i skymundan, mdjligen beroende pa oklarheter och/eller
okunskap om syfte och sammanhang. Per Higgmark beskrev denna period som de ar da
geometri dgnades ett forstrott intresse och av manga skolmén betraktades som ett omodernt
dmnesomrade (Haggmark, 1989, s. 5). Under dren sedan dess har flera roster horts i samma
anda (t.ex. Ulin, 1998; Bergsten, 2006a) men inte forrén i de nya kursplanerna for gymnasiet
Gy07 har man kunnat se borjan till en officiell aterupprittelse’ av geometrins betydelse for
en mer generell och integrerad matematisk kompetens. En naturlig friga ar d& varfor det
skulle lyckas béttre nu dn for 40 ar sedan med en logiskt resonerande och konstruktiv
geometri?

Det har skett stora fordndringar nédr det giller synen pad matematiken i skolan, pa den
internationella scenen sivil som pi den nationella. Amnet i skolan har #ndrats frin en
betoning pd rdkning till matematik, dvs. en styrning frin att individuellt trana rakneforméga
till att undersoka, diskutera, resonera och forstd matematiska begrepp, sammanhang och
metoder (Wyndhamn, 1997). For geometrins del utgor de nya tekniska hjédlpmedlen en annan
faktor som @ndrat forutsédttningarna. Datorprogram diar man kan konstruera och dynamiskt
manipulera geometriska figurer direkt pd skérmen tillater en kombination av undersdkning,
hypotesformulering och provning, med ett d4 motiverat behov av att forklara och bevisa sina
hypoteser. Figurerna blir dessutom snygga och precisa och kan didrmed ge en tydligare

"I en sammanfattning av resultaten fran TIMSS 2003 kan man lisa: “I algebra och geometri ligger Sverige bland
de allra sdmsta i 20-landsgruppen” (http://www.umu.se/edmeas/timss2003/Sammanfattning.html; 2006-04-10).
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aterkoppling @n handgjorda konstruktioner. Forskning visar dock att dessa datorprogram inte
sa sjdlvklart skapar en direkt koppling mellan tanke och begrepp.

Har kommer dynamiska geometriprogram att diskuteras, illustrerat med ett par exempel
(for gymnasiet), dels ”vad dom gor”, dels deras anvindning i skolans geometriundervisning.
En kort oversikt ges ocksd av didaktisk forskning om geometriskt tdnkande och om
anvindning av dynamiska geometriprogram i undervisningen.

Dynamiska geometriprogram

Dynamiska geometriprogram (i fortsédttningen forkortat DGS, fran engelskans dynamic
geometry software) kallas de datorprogram som inte bara tillater konstruktioner av geo-
metriska figurer utan dven ger mdjlighet att manipulera dom pé ett sddant sétt att de egen-
skaper som byggts in i konstruktionen bibehalls. Har man t.ex. konstruerat en triangel sa att
den per konstruktion har lika ldnga sidor kommer den fortfarande att vara liksidig 4ven om
man med hjdlp av markoren flyttar ett av dess horn s att den kommer 1 ett annat lage,
roteras, eller forminskas/forstoras. Denna funktion att flytta omkring ett objekt pd skdrmen
brukar kallas drag mode. Med hjélp av drag mode kan man som larande i matematik bli
observant pd olika grundldggande invarianser i den klassiska geometrin, som t.ex. att de tre
bisektriserna i en triangel skér varandra i en punkt eller att periferivinklar pa samma bége i en
cirkel ar lika stora. Tva andra funktioner som karakteriserar DGS ar kommandot /ocus (som
ritar den geometriska orten for en vald punkt konstruerad utifrdn en rorlig punkt) samt
mdjligheten att skapa macron (se t.ex. Strisser, 2004).

Det finns idag ett 70-tal olika DGS tillgdngliga, sedan de borjade utvecklas pa 1980-talet,
de flesta dock baserade pa ca 10 grundkoncept (Laborde et al., 2006). De mest kénda ar
Cabri-Géometre (Laborde et al. 1988), Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1991), Geometric
Supposer (Schwartz et al., 1985) och Thales (Kadunz & Kautschitsch, 1993). Ett Java-
baserad vilkint program ir Cinderella®. De flesta program finns for utprovning som fria
demo-versioner péd respektive hemsidor. Det finns idag &ven gratisprogram som t.ex.
GEONEXT’. De flesta av dessa program ér utvecklade for anvindning i undervisningssam-
manhang men manga anvinds dven inom matematisk forskning.

For att belysa hur ett DGS fungerar ger jag hédr ett exempel pa arbete med parabeln. Det
program jag anvént dr Cabri-Géometre I+ (kallat bara Cabri i fortséttningen) men mot-
svarande konstruktioner kan genomforas i de flesta DGS.*

Detta och fler konstruktionsexempel genomforda med Cabri finns att ladda ner frin
webbsidan www.mai.liu.se/~chber/Geometri .

Exempel 1 — Parabeln

Med den grundliggande geometriska kégelsnittsdefinitionen av en parabel foljer den vil-
kinda avstindsegenskapen® som pa gymnasieniva ofta anvints som definierande egenskap.
Med den som grund och kommandot Conic kan man i Cabri skapa en parabel att undersoka
och arbeta med.

* Se webbsida pa  http://cinderella.de/tiki-index.php

’ Se webbsida pa  http://geonext.uni-bayreuth.de/

* Fér information om Cabri och dess historia, se http://www-cabri.imag.fr/cabri2/historique-e.php

Publikationer om Cabri i undervisningen finns listade pé http://www-cabri.imag.fr/cabri2/publications/

> Forvanande nog aterfinns inte denna hos Apollonius sjilv, utan bara motsvarande egenskaper for ellipsen och
hyperbeln (se Apollonius, 1952).

% Se dven Bergsten (2006b) for en historisk-didaktisk diskussion av parabeln, dir dven andra definitioner tas upp.
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Ligg in en styrlinje L och en punkt F (fokus), godtyckligt valda (se figur 1). Vilj sedan
en punkt R pd L och dra med kommandot Perpendicular Line normalen N till L genom R.
Mittpunktsnormalen (Perpendicular Bisector) till straickan FR skir N i P. D4 har P samma
avstand till F som till R och ligger alltsa pa parabeln med styrlinjen L och brannpunkten
(fokus) F. Flyttar man nu R ldngs L med drag mode kan man se hur P ror sig ldngs en kurva
som kan synliggoras som ett spar med kommandot 7race On: Parabeln vixer fram som ett
resultat av den geometriska konstruktion man just genomfort. Vill man kan arbeta vidare med
parabeln dr det dock béttre att pa samma sétt som P konstruera ytterligare fyra punkter pa
parabeln och sedan med kommandot Conic skapa parabeln genom dessa fem punkter. Genom
att flytta F med drag mode ser man d& hur parabeln blir "brantare’ d& F avldgsnas fran L och
"flackare’ da den ndrmas. Den sa kallade parabelromben PFTR kan litt konstrueras och
undersdkas dynamiskt och brannpunktsegenskapen for axelparallella stralar undersékas (med
drag mode) och forklaras. Att avstandet fran parabelns vertex V till tangentens skidrnings-
punkt T med axeln d&r samma som till tangeringspunkten P:s fotpunkt U pd axeln kan
undersdkas till exempel genom att med kommandot Distance markera ldngden av respektive
stricka, eller dra en cirkel med medelpunkt i V och radie VU, och flytta pd R (sa att P flyttas)
med drag mode.

Ny

T

Figur 1. Parabel med bréannpunkt, styrlinje och en parabelromb.

Mindre allmént ként dr kanske begreppet diameter i detta ssmmanhang (se t.ex. Archimedes,
1952, eller Apollonius, 1952). For att undersdka detta med Cabri viljs tvd punkter fritt pa
parabeln (A och B i figur 2). Vilj sedan C fritt pd parabeln och konstruera medkommandot
Parallel lines en linje parallell med kordan AB och som férutom i C skir parabeln i D’.
Genom att flytta A, B eller C med drag mode ser man hur CD forblir parallell med AB.
Konstruera gédrna ytterligare en korda GH parallell med AB. Marker nu med kommandot
Midpoint mittpunkterna pa AB och CD och dra linjen genom dessa. Man kan da observera att
denna linje dr parallell med parabelns huvudaxel och att den skir &ven GH 1 dess mittpunkt.
Apollonius kallar en sddan linje genom mittpunkterna pé parallella kordor till en parabel en
diameter och definierar parabelns axel som den diameter som ar vinkelrdt mot de parallella
kordorna (Apollonius, 1952).

" Dra strickan (Segment) CD och gom (Hide) sedan den konstruerade linjen genom C.
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Figur 2. Parabel med parallella kordor och tillhérande diameter.

Foljande exempel handlar om problemldsning med en parabel konstruerad i Cabri. Med
beteckningar som i konstruktionen i figur 3 soks den minsta triangel RPS, dér S &r skdrnings-
punkten mellan styrlinjen L och mittpunktsnormalen M till F och R, da R &r en punkt pa L.
Triangeln RPS kan lampligen kallas “subtriangeln” till parabeln for punkten P, dda M éar

tangent till parabeln i P.
./

S R
Figur 3. Parabel med ’subtriangel” PSR till P.

Med Cabri kan situationen undersdkas till exempel genom att med kommandot Triangle rita
triangeln genom att markera punkterna R, P och S, fylla triangeln med en férg sa att den lyser
fram samt skriva ut mitetalet for dess area med kommandot Area. Aven méttet for
skdrningsvinkeln PSR mellan tangenten och L kan markeras. Genom att med drag mode
flytta punkten P lidngs parabeln ser man hur triangelns form och area éndras samt vinkeln
PSR. Minsta area verkar finnas da vinkeln PSR dr 30°, oberoende av avstindet mellan F och
L. Att man pd detta sétt *upplevt’ situationen och hur det ser ut kan gora att man far storre
motivation att soka en forklaring till och/eller en validering av det observerade resultatet.
Eftersom det handlar om optimering ligger det néra till hands att algebraisera problemet via
ett lampligt koordinatsystem.

Med avstindet d fran F till styrlinjen L ger en enkel kalkyl med hjdlp av derivata, med

Cartesiska koordinater definierade genom att L &r linjen y = —;’ med F i (0,621) , att sokt R
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: . : 2 o
har koordinaterna ( och att triangelns minsta area ar 93d . M skédr da L i vinkeln

)
30°, oberoende av d och triangeln FSR ér liksidig. Triangeln FSR &r dock minst da vinkeln
FSR ér rit; dé ar trianglarna FSR och PSR kongruenta. Man kan ocksa observera, genom att
anvianda kommandot Locus pa skdrningspunkten mellan FR och PS (beroende punkt) relativt
P (oberoende), att denna skdrningspunkt ligger pd en rét linje (identisk med x-axeln 1 det
koordinatsystem som definierats ovan; enkelt att algebraiskt verifiera).®

Geometri och forskning om geometriskt tinkande

Inom den antika grekiska matematiken garanterades existensen av ett geometriskt objekt om
det kunde konstrueras med passare och ograderad linjal, med en kompletterande validering
av konstruktionens giltighet genom logisk argumentation’. Den deduktiva geometrin i anti-
kens Grekland drevs till en alltmer avancerad nivd efter Euklides, inte minst genom
Arkimedes och Apollonius, senare d&ven genom Pappus. Den metod for geometrisk konstruk-
tion (dven anvéndbar mer generellt for problemldsning) som kallades ’analys och syntes’
beskrevs under senare delen av antiken av Pappus 1 Synagoge:

. in analysis we assume that which is sought as if it were already done (xx), and we
inquire what it is from which this results, and again what is the antecedent cause of the
latter, and so on, until by so retracing our steps we come upon something already known or
belonging to the class of first principles, and such a method we call analysis as being
solution backwards (xx).

But in synthesis, reversing the process, we take as already done that which we last
arrived at in the analysis and, by arranging in their natural order as consequencies what
before were antecedents, and successively connecting them one with another, we arrive
finally at the construction of what was sought; and this we call synthesis.

(citerat i Heath, 1981, s. 400)

Detta illustrerar en viktig aspekt av geometriskt tinkande, som skolan till stor del tagit bort ur
sitt program och som enligt manga bor fa en rendssans (t.ex. Ulin, 1998). Det bor déd ske
utifrdn kunskap om hur geometriskt tdnkande utvecklas och en tydligt uttalad bild av mélen
med skolans matematikverksamhet.

Den mest inflytelserika teorin specifikt for det geometriska tdnkandets utveckling
utarbetades av Dina och Pierre Van Hiele under 1950-talet, baserad pd Piagets utvecklings-
psykologi. Teorin urskiljer fem hierarkiska nivder: igenkdnning — analys — logisk ordning —
deduktion — stringens. P den fOrsta nivan kan barnet kéinna igen och namnge vanliga figurer
(cirkel, rektangel, osv.), vilket utgér en grund for att pa4 den andra nivin analysera egenskaper
hos dessa figurer genom att rdkna antal horn, mita langder och vinklar, osv. Med dessa
erfarenheter som bas har man mojlighet att klassificera de geometriska objekten relativt
varandra (en rektangel &r en parallellogram som é&r en fyrhorning, osv.). Forst pd nista niva
kan man forstd och genomfora en logiskt-deduktiv bevisforing (som att hirleda bisektris-
satsen genom att se pa lampliga likformiga trianglar). Den femte nivan, som innebar féormaga
att forstd inneborden i vad ett axiomatiskt system &r och att inse att andra val av axiom (én
dom traditionella) kan leda till andra geometriska system. Forskning har visat pa en stabilitet

¥ Lisaren uppmanas att genomfora ett geometriskt (Euklidiskt) bevis for dessa resultat.

’ Léangt senare (1797) visade Mascheroni att alla konstruktioner som kan genomforas med passare och linjal
ocksa kan genomforas med enbart passare, medan Steiners resultat fran 1833 visar att en konstruktion som kan
genomforas med passare och linjal ocksé kan genomforas med enbart linjal om man dessutom har en fix cirkel
given (se t.ex. Dorrie, 1965, s. 160-170).
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for dom grundliggande nivderna men pa problem att identifiera och mita skillnader mellan

de hogre nivderna, vilket lett en reviderad modell med bara tre nivder — igenkénning, analys

och deduktion (se t.ex. Owens & Oughtred, 2006). Teorin kopplades av Van Hiele sjélva till
en undervisningsmodell for hur 6vergdngen mellan de olika nivderna kan underldttas, och

senare till en mer generell teori for utveckling av matematiskt tinkande (Van Hiele, 1986).

Det ”svara” steget géller overgdngen frn niva tva till niva tre. Forskning har dven visat att

formella definitioner bara kan fOrstas pé niva tre (de Villiers, 1998). Nivéerna &r inte knutna

till specifika dldrar och samma elev kan inom olika begreppsomraden befinna sig pé olika
nivaer.

En grundliggande komplexitet for geometriska objekt dr samspelet mellan figur och
idé/begrepp, ndgot som inte ar intuitivt uppenbart (Fishbein, 1993). Forstéelse kan enligt
Duval (1998) nds genom samverkan mellan tre olika kognitiva funktioner, visualisering,
konstruktioner med hjdlp av verktyg (som t.ex. passare och linjal eller datorverktyg), och
resonemang. I detta sammanhang skiljer Duval mellan tre olika sitt att betrakta en
geometrisk figur,

An immediate perceptual approach that may be an obstacle for the geometric representation

of the diagram, an operative approach that is used for identifying sub-configurations useful

for solving the problem and a discursive approach that is related to the statement describing

the givens of the problem. (Laborde et al., 2006, p. 276-277)

Foljande citat sammanfattar mycket av forskningen om ldrande och undervisning i geometri:
Problem solving was shown to be a key in students attending to key features in shapes and
working towards understanding the relationship between shapes. This development was
frequently described in terms of Van Hiele levels. These levels were shown to be continuous
rather than discrete and studies showed a range of issues in assessing students in accordance
with this theory. Nevertheless, experiences that influence preliminary intuitive approaches
and more complex visual imagery are important in students’ geometry education. (Owens &
Oughtred, 2006, p. 105)

En rimlig didaktisk implikation av detta &r att elever/studenter bor erbjudas undervisnings-
situationer i geometri med problemlosning dir savil ett intuitivt som ett mer komplext bild-
seende kommer i spel. Samtidigt krdvs en medvetenhet om inom vilka Van Hiele-nivaer
geometriska resonemang kan ske, samt om vilka olika typer av kognitiva funktioner som
aktualiseras och integreras i samband med arbete med geometriska figurer — perceptuella,
operativa och diskursiva.

Didaktisk forskning om dynamiska geometriprogram

En nyskriven oversikt om forskning kring DGS i matematikundervisningen ges i Laborde et
al. (2006). Ett fruktbart teoretiskt begrepp som anvénds ir utilisation scheme (’anvindar-
schema’; Rabardel, 2002), som star for hur en individ utnyttjar en artefakt (som t.ex. ett
verktyg, konkret material eller ett datorprogram) for att klara av en uppgift man avsiktligt
forsoker 16sa. Den process som leder till utvecklingen av ett anvidndarschema kallas
instrumentering, dvs. artefakten, objektet, forvandlas till ett instrument (se t.ex. Strésser,
2004). Ett exempel pd anvindarschema nér det géller DGS ér hur drag mode hanteras. Man
har funnit att elever inte naturligt utnyttjar programmets mdjligheter att skapa stabila
konstruktioner och studera invarianser med hjélp av drag mode, utan gérna gor mer direkt
visuella konstruktioner med anpassningar (t.ex. med maétetal for strickor och vinklar for att fa
dem lika). For detta fenomen har termerna robusta respektive mjuka konstruktioner anvénts
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(Healy, 2000). Aven olika ’typer’ av drag mode har identifierats, inte alla forutsedda av
programkonstruktorerna (ibid.). Vid geometriska konstruktioner blir elevers forsok ofta inte
robusta under drag mode, vilket understryker den separation i elevens tanke mellan den
visuella och den teoretiskt-geometriska virlden som nimndes ovan (Noss et al., 1994). Hur
ett steg 1 en konstruktion dr beroende av tidigare steg inses inte heller alltid av elever som
arbetar med DGS, vilket mérks forutom vid drag mode @ven nir delete anvinds, da ibland
ovantade delar av en figur forsvinner. Detta ger stod for att anvinda DGS i1 geometri-
undervisningen da dessa 'misstag’ uppmirksammar och medvetandegdr sddant beroende.

Att arbete med DGS stdder behovet av och forstaelsen for bevis inom geometrin framgér
ockséd av den forskning som gjorts, bland annat hur beviset fyller en funktion bade som
validering for individen av en konstruktion och som stdd for att Gvertyga en kamrat om att
konstruktionen verkligen fungerar (se Laborde et al., 2006).

Forskningen kring DGS (och andra datorprogram inom matematikundervisningen) har
inte bara visat pd hur begreppsutvecklingen kan péverkas via tekniken utan dven gett
fordjupad insikt i elevers matematiska begreppsuppfattningar. Lirare dr i detta sammanhang
nyckelpersoner och man har visat hur lirares anvindning av DGS reflekteras i valet av olika
typer av uppgifter, dér tillgangen till DGS fyller olika funktioner (Laborde, 2001). Bara vissa
av dessa ger stod for lirande medan andra &r mer lampade for forskning kring begrepps-
forstaelse (Laborde et al., 2006).

I Sverige har denna typ av programvara hittills levt en ganska undanskymd roll, i skola
savil som i didaktisk forskning. En del studier har gjorts i Goteborg (se t.ex. Holmquist &
Lingefjérd, 1999; Lingefjard & Holmquist, 2003; Lingefjdrd & Norman, 2006) och nyligen
presenterades den forsta svenska doktorsavhandlingen med DGS i fokus (Engstrom, 2006).

Exempel 2 — Apollonius problem
En enkel situation for det s.k. Apollonius problem ska diskuteras hir, dvs. att konstruera en
“cirkel” som tangerar tre givna ’cirklar’, dir ’cirkel’ dr en punkt, en rét linje eller en cirkel (se
t.ex. Dorrie, s. 154-160): Konstruera en cirkel som tangerar en punkt och tvd rdta linjer.

Jag ser hir pa den konfiguration dér punkten ligger utanfor tva icke-parallella linjer, som
i figur 4a. Detta dr min rekonstruktion av hur Pappus (eller Apollonius) kan ha gjort med
tanke pad de metoder han brukade anvdnda. Att som lirare i matematik ibland sjélv genom-
fora sadana rekonstruktioner ger en stabil utgangspunkt for att i undervisningen kunna
behandla den klassiska geometrin med en erfarenhetsgrund och respekt (och kanske fascina-
tion) som eleverna kommer att marka och ta till sig. Sddana rekonstruktioner &r ocksa vad
matematikhistoriker ibland méste gora da originaldokument saknas. En ldrares arbete med
sitt &mne maste inte bara vara att undervisa i och om det, utan dven att sjilv arbeta med det.

e

Figur 4a. Givna objekt och sokt cirkel. Figur 4b. Konstruktion av b, P’ och Q.
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Analys: Om en cirkel tangerar de givna linjerna L och L’ och gér genom den givna
punkten P (se figur 4a), s& méiste cirkelns medelpunkt ligga pa bisektrisen (b) till L
och L’ och dven ga genom spegelpunkten P’ till P i b (se figur 4b). Om T ér
tangeringspunkten mellan L och cirkeln och Q é&r skdrningspunkten mellan L och

linjen genom P och P’, sa foljer av kordasatsen att Q7> = QP-QP".

Syntes: Konstruera bisektrisen b till L och L’ och spegelpunkten P’ till P i b
(klassiska konstruktioner). Konstruera Q som skirningen mellan strickan PP’:s
forlingning'® och L. Bestim sedan T pa L si att QT* = OP-QP'. Dir normalen till
L skér b finns den sokta cirkelns medelpunkt.

Da P, P’ och Q pa en linje dr givna kan T d& bestdimmas via en klassisk konstruktion pa
foljande sitt (se figur 5). Cirkeln med Q som medelpunkt och QP som radie skir linjen genom
P och P’ 1 P”’. SlI4 en cirkel med PP’ som diameter. Normalen genom Q till denna diameter
skdr denna cirkel i R. Cirkeln med Q som medelpunkt och QR som radie skdr da L i T
respektive T’ (problemet har alltsa tva 16sningar).

Figur 5. Konstruktion av punkterna T och T".

Den sokta cirkelns medelpunkt fas nu direkt som skdrningspunkten M (respektive M’) mellan
normalen till L genom T (respektive T”) och bisektrisen b (se figur 6).

Figur 6. Konstruktion av punkterna M, M’och de tangerande cirklarna.

' Om P ligger pa b dras normalen till b genom P.
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Konstruktionens robusthet kan nu kontrolleras genom att flytta punkten P med drag mode,
liksom linjerna L och L’. Man ser dé hur cirklarna tangerar varandra da P &r pd b och hur den
"yttre” cirkeln blir mer och mer lik en linje da vinkeln mellan L och L’ ndrmar sig 180°.

Euklides i nya klidder

De exempel som tagits upp hir krdver naturligtvis att man redan har en vana att hantera
Cabri, vilket man dock lédr sig ganska snabbt. Detta kan med fordel goras i samband med
enkla ovningar direkt inriktade pa att belysa grundldggande begrepp och relationer, med
fokus pa invarianser under drag mode. Négra av de mest grundldggande klassiska konstruk-
tionerna (som att bestimma mittpunkten pa och normalen till en given stricka, dra en
bisektris till en given vinkel, eller en linje genom en given punkt parallell med en given linje)
kdnns nddvandiga att inledningsvis ha genomfort pd papper med passare och linjal. Utan att
ha upplevt och forstatt vad som ligger bakom de snabbkommandon som finns i menyn pé
Cabri blir det omgjligt att kénna att man har kontroll 6ver vad som hénder ndr man gor
konstruktionerna péd datorskarmen.

Kanske kan dynamiska geometriprogram ge Euklides den mer moderna klddedriakt som
kan f6rma fanga ett intresse for geometri hos dagens skolelever, dé programmens anvéndning
bygger pé sddana naturliga minskliga aktiviteter som att undersoka, upptacka och soka efter
en forklaring. Da krdvs dock att programmet av eleven kan hanteras som ett verktyg for att
med dess bilder bygga en bro mellan tanken och objektet (hdr geometriska begrepp och
relationer), vilket hos liraren kriver, utifrdn foreliggande text, en reflekterad didaktik som
bygger bland annat pd kunskap om och samspelet mellan de fyra 'noderna’ geometrin —
programmet — instrumentaliseringsprocessen — geometritdnkandet.
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