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1 Inledning

Detta kompendium behandlar parabler, ellipser och hyperbler som ar kurvor i ett plan. Med en
gemensam bendmning kallas de ibland kégelsnitt (eller i dldre bocker ocksa koniska sektioner).
Detta beror pa att man kan definiera dem som skérningskurvor mellan en kon och ett plan
i rymden. Det gjorde den grekiske matematikern Apollonius, (250-175 fKr), i sin bok om
kégelsnitt, men det var sikert kint tidigare bla av Archimedes (287-212 fKr).

Grekiska matematiker anvinde forstas geometri som i Euklides’ Elementa for att bevisa egen-
skaper hos parabler, ellipser och hyperbler. Men for att fa en nagorlunda kortfattad framstéallning
av teorin dr det enklare att héar anvinda analytisk geometri och beskriva kurvorna med ekva-
tioner mellan koordinaterna for punkter i ett koordinatsystem i planet. Definitionerna av kur-
vorna som kégelsnitt behandlas mycket kortfattat i avsnitt 7 om kégelsnitt.

Har behandlas forst det viktigaste om analytisk geometri for punkter och linjer som redan
bor vara bekant. Vi ser da pa ett ortonormerat koordinatsystem i planet som i fig 1.1. Att
det &r ortonormerat innebéar att koordinataxlarna &r vinkelrdta mot varandra och har samma
langdenhet. En punkt P i planet bestdms av sina koordinater x och y enligt figuren och vi
skriver da P = (x,y). Punkten O = (0,0) kallas origo i koordinatsystemet.

Avstandet d = PP’ mellan P = (z,y) och en punkt P’ = (2/,y') ges av avstandsformeln

d=\/(z =2 +(y—y)?

som foljer av Pythagoras sats. (Har dr det viktigt att koordinatsystemet ar ortonormerat).
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Fig 1.1 Fig 1.2

En (rat) linje som inte &r parallell med y-axeln kan ges av en ekvation
y=kx+m

sa att en punkt P = (x,y) ligger pa linjen om och endast om x och y uppfyller denna ekvation.
Man skriver oftast bara ”linjen y = kxz 4+ m” nér man menar denna linje.
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Har ar m y-koordinaten for linjens skérningspunkt med y-axeln och k &r linjens lutning
(eller riktningskoefficient) som definieras genom en kvot

b — Y1 — Y2
r1 — T2

for tva olika punkter P; = (z1,y1) och Py = (22,y2) pa linjen (och det ger samma vérde pa k
hur man an véljer dessa punkter). Detta illustreras i fig 1.2.

Om P; = (z1,y1) ar en punkt pa en linje med lutning &, ligger da en punkt P = (x,y) (med
x # x1) pa linjen om och endast om
Yy—Whn
r — I

k=

dvs
y=y1+k(z —x1)

som &r ett annat sétt att skriva en ekvation for linjen (och géller dven for = = x7).
Om lutningen ar k = 0 far en linje y = kx + m ekvationen
y=m

och &r parallell med z-axeln och skér y-axeln i punkten (0,m). En linje som &r parallell med
y-axeln ges av en ekvation

x=d
och skér da z-axeln i punkten (d,0).
En normal till en linje ar en linje som ar vinkel- YN _
rat mot den forsta linjen. Om en linje har lutning lutning ky
k1 # 0, sa har varje normal till den lutningen
1 1
ky=——#0 jatt k= ——
2 i #* Sa a 1 s /
och >3:
]{71]{72 =-1 \lutning ko = _kl
Linjerna y = m och x = d &r férstas normaler !

till varandra.
Fig 1.3

I detta kompendium definieras parabler, ellipser och hyperbler som kurvor i ett plan genom
geometriska villkor. Fran dessa villkor harleds sedan ekvationer for kurvorna i ett ortonormerat
koordinatsystem sa att en kurva beskrivs som méngden av punkter P = (z,y) sadana att x och y
uppfyller ekvationen for kurvan. Med hjalp av dessa ekvationer kan vi ocksa hérleda ekvationer
for tangenter mm till parabler, ellipser och hyperbler.
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2 Parabler

En parabel bestams av en linje [ och en punkt F utanfér | genom att parabeln &r mangden
av alla punkter P sadana att avstandet fran P till F' &r lika med (vinkelrdta) avstandet fran
P till I. Punkten F kallas brannpunkt eller fokus och linjen [ kallas styrlinje for parabeln.
Detta illustreras i fig 2.1 dar (en begrénsad del av) parabeln ritats som en kurva med nagra
punkter P, P’ och P” pa kurvan. Skéarningspunkten V mellan parabeln och linjen genom F
vinkelrat mot [ kallas vertex for parabeln, stralen fran V' genom F' kallas parabelns axel och
parabeln dr symmetrisk kring denna axel.

P Q= <_aay) P = (m’y)
% F -
u F = (a,0) ,x
' T =—a
l l
Fig 2.1 Fig 2.2

Vi infor ett ortonormerat koordinatsystem dar brannpunkten ligger pa positiva z-axeln och
styrlinjen [ dr parallell med y-axeln genom att F = (a,0) med a > 0 och [ har ekvationen
x = —a. Da blir positiva z-axeln parabelns axel och parabeln gar genom origo d vs punkten
(0,0) som blir blir vertex for parabeln. Se fig 2.2.

Avstandet fran en punkt P = (z,y) till F' = (a,0) &r med avstandsformeln

PF =\/(z —a)? +y2 = /22 — 2az + a® + ¢2
och avstandet fran P till linjen [ ar lika med avstandet
PQ=z—(—a)=z+a
fran P till punkten @ = (—a,y) pa l. Villkoret PF = PQ ger efter kvadrering

22 —2ar +ad>+ 1y = (x4 a)? =2+ 20 +d® <= Y’ =dax

Vi har darfor visat foljande sats:

Sats 2.1 Parabeln med brannpunkten F = (a,0) (med a > 0) och styrlinjen | med ekvation
x = —a ges av ekvationen
y? = daz.

Ovningar

2.1 Bestdm brannpunkten F' och styrlinjen [ for parabeln i sats 2.1 da den gar genom punkten
(2,3) och kontrollera att avstandet fran denna punkt till ' &r lika med avstandet till {.

2.2 Bestidm parametern for parabeln i sats 2.1, d vs avstandet mellan de punkter dar para-
beln skér den linje som gar genom brannpunkten och ar parallell med styrlinjen.
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3 Ellipser

En ellips bestams av tva punkter £} och F, samt en given positiv konstant genom att ellipsen
ar méngden av punkter P sadana att summan av avstandet fran P till F; och avstandet fran P
till F5 ar den givna kontanten dvs att

PF, + PF, = konstant. (3.1)

Punkterna F} och Fj kallas brannpunkter for ellipsen. Detta illustreras i fig 3.1 dar ellipsen
ritats som en kurva med nagra punkter P, P’ och P” pa kurvan.

YN

d p P = (z,y)

N

=Y

Pll

Fig 3.1 Fig 3.2

Vi infor ett ortonormerat koordinatsystem déar brannpunkterna F; och Fs ligger pa positiva
resp negativa z-axeln genom att F; = (¢,0) och Fy = (—¢,0) med ¢ > 0.

Avstanden m = PFj och ro = PF, fran P = (z,y) till F} = (¢,0) resp Fy = (—c¢,0) ar med
avstandsformeln

ri=(@—c?+y? = a2 2w+ +y (3:2)

resp

ro =/ (x +¢)2 +y2 = Va2 + 2cx + 2 + 12 (3.3)
och det det ger efter kvadrering
(r1+r2)(r1 —ra) =78 —r3 = 2% — 2cx + 2 +y* — (2 + 2cx + & + y?) = —dex,
Det &r praktiskt att beteckna kontanten i (3.1) med 2a dér a > ¢ och det ger villkoret

1+ 12 =2a

och alltsa

r? —r  —dex 2cx
Tl — T2 = = = ——
1+ 79 2a a
Dessa ekvationer ger
cx cx
r=a—— och ro=a+ — (3.4)
a a

och alltsa

2 2 2,.2 2,.2 9022
r%—kr%:(a—g)—F(a—kg) :a2—2cx+%+a2+2cx+%:2a2+ 62
a a a a a

Men (3.2) och (3.3) ger ocksa

242 =22 =2z + A+t 4 2% 4 2cx + A 4 y? = 227 + 262 4 297
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och alltsa
22 9 22 9 9

Pty =d+— = PP —tyf=d -
a a
2 2\ .2 2 2
a” —Cc”)x X
— (72)+y2:a2—62 — —2+y—:1
a a b2

dar
b=+va?—c? sa att b =a® — 2.

Vi har darmed visat foljande sats:

Sats 3.1 En ellips med brannpunkterna Fy = (c,0) och Fy = (—¢,0) ges av en ekvation

2 2
T+
a b2
dir a>c>0 och b=+vVa?—c? sdatt 0<b<a.
Ellipsen i sats 3.1 skér x-axeln i punkterna YA

(a,0) och (—a,0)

och striackan mellan dem kallas storaxel (eller
transversalaxel) for ellipsen och den har allt-
sa langden 2a.

Ellipsen skar y-axeln i punkterna

(0,b) och (0,-b)
och striackan mellan dem kallas lillaxel (eller

konjugataxel) for ellipsen och den har da
langden 2b.

Ellipsen ar symmetrisk kring dessa axlar
och kring sin medelpunkt (eller centrum) Fig 3.3
M = (0,0) (origo).

c
Talet o= S
a
kallas excentricitet for ellipsen och av olikheterna 0 < ¢ < a foljer att
0<e<l.

Om speciellt e = 0 &r ¢ = 0 och ellipsens brannpunkter F; och F5 sammanfaller med dess
medelpunkt M. Ellipsen &r da méngden av punkter som har avstandet a till M och &r alltsa en
cirkel med medelpunkt M och radie a. Ekvationen i sats 3.1 kan da skrivas i formen

x> +y2 = a’.

For en allmén ellips méter excentriciteten e hur mycket ellipsen avviker fran cirkelformen
genom att den blir allt plattare ju storre e dr (men fortfarande < 1).

Ovningar

3.1 Bestdm brannpunkterna F; och F, for ellipsen i sats 3.1 da den gar genom punkten

1
P = (2,3) och har excentriciteten e = = och kontrollera att summan av PF; och PF

ar lika med ellipsens storaxel 2a.

3.2 Bestam parametern for ellipsen i sats 3.1, d vs avstandet mellan de punkter dar ellipsen
skér den linje som gar genom en av brannpunkterna och ar vinkelrdt mot ellipsens storaxel.
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4 Hyperbler

En hyperbel bestdms av tva punkter F; och F, samt en given positiv konstant genom att
hyperbeln dr méngden av punkter P sadana att absolutbeloppet av skillnaden mellan avstandet
fran P till F} och avstandet fran P till F5 ar den givna kontanten dvs att

|PFy — PF,| = konstant. (4.1)

Punkterna F} och F5 kallas brannpunkter for hyperbeln. Detta illustreras i fig 4.1 dar
(begrénsade delar av) hyperbeln ritats som tva kurvor och P ligger pa den ena eller den andra
beroende pa om PFj ar mindre eller storre dn PF5.

YN
P//
P P = (z,y)
T2 r
- >
F2 Fl F2 = (—C, O) X
P/
Fig 4.1 Fig 4.2

Vi infor héar ett ortonormerat koordinatsystem déar Fy och Fy ligger pa positiva resp negativa
z-axeln genom att Fy = (¢,0) och Fy = (—¢,0) med ¢ > 0.
Avstanden ry = PF) och r9 = PF ér (som for ellipser)

ri=(@—c?+y? = a2 -2+ +y (42)

resp

ro =/ (x + )2 + y2 = Va2 + 2cx + 2 + 12 (4.3)
sa att
(r1419)(r1 — o) =13 — 12 = 2% — 2cx + A 4+ 9? — (2% 4 2cx + & + y?) = —dcx.

Det ar hér ocksa praktiskt att beteckna konstanten i (4.1) med 2a dér nu ¢ > a > 0 och det
ger villkoret |ry —ro| =2a dvs

ri—1re = £ 2a

h alltsa
och afttea i r?2 —r?  —dex :I:( 26:E>
T To = = e _—
! 2 KL —T9 +2a a
Dessa ekvationer ger
r1:i<—g+a>:$<g—a) och r2:i<—g—a):$<g+a> (4.4)
a a a a

dar + eller — galler om x < 0 resp = > 0.
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Harav foljer att

cx 2 cx 2 202 22 20222
ridri=(——a) +(—+4a) =5 —2cx+a*+ —5 +2cx +a* =
1 2 . a a2 a2

+ 242

Men (4.2) och (4.3) ger ocksa
242 =22 =2z 4+ A+t 4 2% 4 2cx + A 4y = 227 + 262 4 297

och alltsa
2..2 2,2

T c
—2+a2:x2+02—|—y2 — —2—x2—y2:c2—a2
a a
2 2),.2 2 2
(¢ —a’)x 2_ 2 2 Y
— —y'=c"—a = S -5=1
a? Y a? b2

dar nu

b=1+/c?—a? sa att v =a® - d?.

Vi har da bevisat foljande sats:

Sats 4.1 En hyperbel med brannpunkterna Fy = (¢,0) och Fy = (—c,0) ges av en ekvation

dirc>a >0 ochb=+c?—a?.

Hyperbeln i sats 4.1 skir z-axeln i punk-
terna

(a,0) och (—a,0)

som bada kallas vertex for hyperbeln. Strackan
mellan dem med langd 2a kallas ibland trans-
versalaxel for hyperbeln.

Hyperbeln ar symmetrisk kring axlarna och
kring sin medelpunkt (eller centrum) M =
(0,0) (origo).

Ekvationen for hyperbeln ar ocksa ekvi-
valent med

2
z? :a2<Z—2—|—1>

som ger 5

T =Za 12—2 +1
dér y kan anta alla reella varden. Detta visar
att hyperbeln bestar av tva grenar som bada

ar obegransade i bade z- och y-led.

I fig 4.3 visas ocksa de tva linjerna med ekvation

bx _b_x

_ — 4.5
y=- resp Y (4.5)

a

Dessa linjer kallas asymptoter for hyperbeln darfor att de har egenskapen att en punkt
P = (z,y) pa hyperbeln ndrmar sig en av dessa linjer alltmer da den ror sig utat pa nagon av
hyperbelns grenar.
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Bevis for asymptotegenskapen Fkvationen for hyperbeln kan ocksa skrivas

y2:b2(w—z—1) :@(1_‘1_2)
a a X
som ger

b 2 b 2
y=t—1-L =2 T dir e=—
a x? a 22

(observera att x # 0 da punkten (z,y) ligger pa hyperbeln). Med konjugatregeln ger det

y = i%(1+m—1)_i%(l+%) _i%(l—ﬁ) -
_ ib_z(l_a—Q) b e
a 22(V1—e+1) a  z(vV1—e+1)
dar a2 ab
e=5 0 och déarmed ocksa m —0 da x — Fo0.
Detta innebéar att linjerna med ekvation (4.5) har den angivna asymptotegenskapen. ]

Ovningar

4.1 Bestdm brannpunkterna F; och F5 for hyperbeln i sats 4.1 da den gar genom punkten
P = (=5,4y/5) och har en asymptot med ekvation y = 2z. Kontrollera ocksa att
absolutbeloppet av skillnaden mellan PF; och PF5 ar lika med hyperbelns transversal-
axel 2a.

4.2 Bestdm parametern for hyperbeln i sats 4.1, d vs avstandet mellan de punkter dar hyper-
beln skar den linje som gar genom en av brannpunkterna och &r vinkelrdt mot hyperbelns
transversalaxel (mot z-axeln).
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5 Tangent och diameter

Parabler
Vi ser pa en parabel med ekvation

y? = dax dér a >0
och skall undersoka var en linje med ekvation

y=kx+m med lutning k # 0

skér parabeln. Vi l6ser har ut « = v

och insatt i parabelns ekvation ger det

y2:4(y m)_4a_y_4am o day  4dam

Voo e T
2a 4a? — dakm
< k2
B (a—k‘m
= s

som ger reella varden pa y baraom a —km >0 dvs om

0

km <a dvs m§% da k>0 och m >

Linjen skir da parabeln i tva punkter P+
och P~ med y-koordinat enligt (5.1) med + I
for Pt och — for P~.

I grénsfallet a —km =0 dvs

vl

a
m= —

k

sammanfaller P* och P~ i en punkt P; som
ligger pa parabeln och pa linjen med ekvation

=kx + a
! k /R F
Det ar da naturligt att sdga att denna / P-
linje &r tangent till parabeln och att P ar
motsvarande tangeringspunkt.
I det allménna fallet géller att mittpunkten Fig 5.1
P pa kordan (dvs strickan) mellan P~ och
P7 har y-koordinaten lika med medelvirdet av y-koordinaterna for P och P~ dvs

2a
== 2
y=7 (5.2)

=Y

Vi séger nu att mittpunkterna P pa alla kordor till parabeln med samma lutning £ till-
sammans bildar motsvarande diameter till parabeln. Det foljer att denna diameter ar en del
av linjen med ekvation (5.2) och speciellt att tangeringspunkten P; dr &ndpunkt pa diametern.
Detta illustreras i fig 5.1.

En linje med lutning & = 0 har en ekvation y = m och &ar parallell med z-axeln dvs med
parabelns axel. Den skiir parabeln i en enda punkt (z,y) = (x,m) dir m? = 4ax, men denna
linje ar forstas inte tangent till parabeln.
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Vi skall ocksa se var parabeln skidrs av en linje som &r parallell med y-axeln dvs med
parabelns styrlinje. Den har en ekvation z = d och skéir parabeln i punkter Pt = (d, —i—x/@)
och P~ = (d,—V/4ad) om d > 0 och det medfor att mittpunkten pa kordan mellan P~ och P+t
da ar punkten P = (d,0).

Om d = 0 far vi linjen med ekvation

r=0

dvs y-axeln som forstas dr tangent till parabeln med tangeringspunkt i (0,0) dvs parabelns
vertex. Motsvarande diameter till parabeln ar den positiva z-axeln d vs parabelns axel.

Allt detta kan sammanfattas i foljande sats:

Sats 5.1 For en parabel

y? = dax dar a >0 (5.3)
galler att linjen
a
Yy = kx + E

for varje k # 0 dr tangent till parabeln, att tangeringspunkten dr dndpunkt for motsvarande
diameter till parabeln, ddr diametern dr en del av linjen

Dessutom ar linjen x = 0 dvs y-azxeln tangent till parabeln med tangeringspunkt ¢ parabelns
verter och motsvarande diameter till parabeln dr parabelns azel.

Ett annat séatt att ange tangenterna till en parabel ges i foljande sats:

Sats 5.2 For varje punkt Py = (z1,y1) pa parabeln (5.3) dar
yy1 = 2a(r + 71) (5.4)

en ekvation for tangenten till parabeln i punkten Py, dvs med tangeringspunkt Pj.

Bevis Om y; # 0 och
2a

2
kz—a;zéo sa att Y1 =—,
Y1 k

ar P; da dndpunkt pa den diameter som enligt sats 5.1 svarar mot tangenten med lutning & och tang-
eringspunkt P;. Det medfor att tangenten ocksa ges av ekvationen

2a(x — 1)

y=y1+k(xr—21)=y1+
Y1

som ar ekvivalent med ekvationen
Yy = yf + 2a(x — x1) = daxy + 2ax — 2ax1 = 2ax + 2ax1 = 2a(x + 1),

dir y? = 4ax; dd Py ligger pa parabeln.

Om y; = 0 &r ocksa #; = 0 och (5.4) ar ekvivalent med ekvationen x = 0 som enligt sats 5.1 ar
ekvation for tangenten med tangeringspunkt i parabelns vertex d vs punkten (0, 0). (]
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(")vningar
5.1 Bestim alla tangenter till parabeln 3? = 4z som gar genom punkten (2,3).

5.2  Bestim a > 0 si att punkten (2,2) ligger pa parabeln med ekvation y? = 4ax. Bestim
sedan en ekvation for tangenten till parabeln i punkten (2, 2), en ekvation for normalen till
parabeln (d vs till tangenten) i denna punkt samt de punkter dir tangenten resp normalen
skar z-axeln.

5.3 Bevisa att fyrhorningen FPiQRifig 5.1 dr en romb. Vad sdger det om rombens diagonaler?

5.4 Bevisa med hjélp av 6vning 5.3 att vinkeln ZF P, R &r lika med (den minsta) vinkeln mellan
tangenten och diametern genom P i fig 5.1. Detta innebér att parabeln har egenskapen
att en strale fran brannpunkten reflekteras mot parabeln sa att den gar ut parallellt med
axeln (eller omvant).

Ellipser

Vi skall nu se pa en ellips med ekvation
22 42

—2—|—b—2:1 dvs b2z? + a%y? = a?b? dér a > 0och b >0
a

och skall bestamma var en linje med ekvation
y=kr+m med lutning k # 0
skér ellipsen. Vi sétter darfor in y = kxz 4+ m i ellipsens ekvation och far da
va? +a?(kx +m)? = a*b? < b2+ a?kP2? + 2a kma + a®m? — a?b? =0
= (a®kK* +b*)2® + 2a*kmx + a*m? — d®b? =0

5 2a*kmz  a’*m? — a®b?

= 2,2 | 12
— a2k2 + b2 + Py R 0 (observera att a“k” 4 b* > 0)
a’km a*k?m? a?m?2 — a2h?
— = B
k2402 \ (@R 122 a?k? 40
hm_ | [aRm — (@R 4 )@ — @)
< rT=—-——_
a’k? + b2 (a2k2 + b2)2
N i )
R 5.5
T a2k2 + b2 (a2k2 + b2)2 (5.5)

som ger reella virden pa x bara om a?k? +b> —m? >0 dvs om
m? < a’k? + b? dvs —Va2k?2 + b2 <m < Va?k? + b2

och linjen skér da ellipsen i tva punkter PT och P~ med z-koordinat enligt (5.5) med + for P
och — for P~.
I gransfallet m? = a?k? + 0% dvs

m =V a?k? + b2 eller m=—vVa2k2 + b2

sammanfaller P och P~ i en punkt som hir betecknas med P, foér m = v/a2k? + b2 och med
Py for m = —Va?k? + b2, P1+ och P, ligger bada pa ellipsen och pa linjen med ekvation

y = kx + v a?k? + b2 resp y = kr — v a?k? + b2 (5.6)

och vi siger da att dessa linjer ar tangenter till ellipsen med tangeringspunkt Pfr resp P .
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I det allménna fallet géller att mittpunkten P pa kordan mellan P~ och P har z-koordinaten

a’km

T TR

(medelvardet av z-koordinaterna for Pt och P~) och dérmed y-koordinaten

ket a’k*m = —a’k*m+ (a’k* +b*)m _ v¥’m
v= RN a?k? + b2 Tk 0
_ b_2 a’km _ﬁ <_ a’km >
a?k a?k2 402 a2k a’k? +b2)°
Detta kan skrivas
y=Kkz (5.7)
dar , P2 / 52

och det betyder att P ligger pa den linje som har ekvationen (5.7) och har lutning k&’ och gar
genom origo dvs ellipsens medelpunkt.

Vi séger nu att mittpunkterna P pa alla kordor till ellipsen med samma lutning & tillsammans
bildar motsvarande diameter till ellipsen. Det foljer att denna diameter ar stréckan pa linjen
(5.7) mellan P;” och P;", symmetriskt i férhallande till ellipsens medelpunkt.

Vi sédger ocksa att lutningarna k och k' &r konjugerade till varandra (med avseende pa)
ellipsen genom sambandet i (5.8).

I fig 5.2 visas tangenterna med ekvationerna (5.6) och motsvarande tangeringspunkter Pfr
och P, samt diametern mellan dessa punkter.

YN /

Pt/

y =k +Va2k? + b2

= kx — 2k2 + 02/
Y X \/a + b

/
/
/

Fig 5.2

FEn linje med lutning & = 0 har en ekvation y = m och ar parallell med z-axeln. Man kan
da latt visa att den bara skar ellipsen om

—-b<m<b

och att det blir tva skdrningspunkter P™ och P~ sidana att mittpunkten P pa kordan mellan
P~ och P ligger pa y-axeln.
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Om
m=>o eller m = —b,

sammanfaller PT, P~ och P i en punkt P1+ resp en punkt P, som ligger pa ellipsen och pa
linjen
y=>= resp y = —b.
Vi sdger da att dessa linjer ocksa &ar tangenter till ellipsen med tangeringspunkt P1+ resp
P samt att mittpunkterna pa alla kordor till ellipsen med lutning & = 0 bildar motsvarande
diameter till ellipsen. Denna diameter #r da striickan mellan P;” och P pa y-axeln.

En linje som &r parallell med y-axeln har en ekvation x = d. Man kan da ocksa latt visa att
den bara skar ellipsen om
—a<d<a
och att det blir tva skdrningspunkter P™ och P~ sidana att mittpunkten P pa kordan mellan
P~ och P ligger pa z-axeln dvs pa ellipsens storaxel.
Om
d=a eller d=—a
sammanfaller P*, P~ och P i en punkt Pfr resp en punkt P som bada ligger pa ellipsen och
pa linjen
r=a resp T = —a.
Vi sdger da att dessa linjer ocksa &r tangenter till ellipsen med tangeringspunkt Pfr resp

P samt att mittpunkterna P pa alla kordor till ellipsen som &r parallella med y-axeln bildar
motsvarande diameter till ellipsen. Denna diameter ar da strackan mellan P;~ och Pfr pa z-axeln.

YN r=—a YN rT=a

P+'/-‘
P/ P\P-‘r

~—__
P y=-—b P
Fig 5.3 Fig 5.4
Allt detta kan sammanfattas i foljande sats:
Sats 5.3 For en ellips med ekvation
22 2
§+b_2:1 dir a >0 och b >0 (5.9)

galler att linjerna

y = kx + Va2k? + b2 och y = kx — Va2k? + b2

for varje k # 0 ar tangenter till ellipsen, att tangeringspunkterna dr dndpunkter for motsvarande
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diameter till ellipsen och att diametern dr den del av linjen

y=FKuz
som ligger mellan tangeringspunkterna. Hdar dr lutningarna k och k' konjugerade till varandra
genom sambandet 9
kk' = —b—
a2
Dessutom ar linjerna y = b och y = —b tangenter till ellipsen med tangeringspunkterna
(0,b) resp (0, —b) och motsvarande diameter lika med ellipsens lillazel. Likasa ar linjerna x = a
och x = —a tangenter till ellipsen med tangeringspunkterna (a,0) resp (—a,0) och motsvarande

diameter lika med ellipsens storazxel.
Ett annat sétt att ange tangenterna till en ellips ges i foljande sats:

Sats 5.4 For varje punkt Py = (x1,y1) pa ellipsen (5.9) dr
TTr1 | Yn

en ekvation for tangenten till ellipsen i punkten Py, dvs med tangeringspunkt P;.

Bevis Antag forst att x;1 # 0 och y1 # 0. Om k' bestdms sa att

v = k'x1 dvs B =Y
L1
ligger P; pa linjen
y=Kux.
Enligt sats 5.3 &r P; da en &ndpunkt for den diameter som svarar mot tangenten med lutning k sadan
att ) ) )
b b b xq
’_ _ _
kk =— dvs k-—an/ = T ary
och tangeringspunkt P;. Det medfor att tangenten ocksa ges av ekvationen
b2xi(x — 1 baxxy b2l
y=y1+k(:v—w1)=y1—¥=y1— 5 .
a yl a yl a yl

som ar ekvivalent med ekvationen

2 2
Try Yy  x7 Yy
@t ettt
da P, = (x1,y1) ligger pa ellipsen.
Om 21 =0 &r y; = b eller y; = —b och (5.10) &r ekvivalent med ekvationen
b2 b2 b2
Yy=— dvs y=—=»> resp y=——=-b
Y1 b —b
som enligt sats 5.3 dr ekvation for tangenten med tangeringspunkt (0, b) resp (0, —b).
Motsvarande galler om y; = 0 och alltsa 1 = a eller 1 = —a. O
(")vningar
i} N o P . 9 8
5.5 Bestdm en ekvation for tangenten till ellipsen 9 + 1= 1 i punkten (3, 3) samt en

ekvation for normalen till ellipsen (dvs till ellipsens tangent) i denna punkt.

5.6  Anvénd sats 5.4 for att bestdmma en ekvation for normalen till ellipsen (5.9) i en punkt
Py = (z1,y1) pa ellipsen och bestdm den punkt N dér normalen skir z-axeln da y; # 0.

5.7 Anvénd bla 6vning 5.6 samt (3.4) pa sid 4 for att bevisa att normalen till ellipsen i punkten
Py dar &r bisektris till vinkeln ZF} P; F5 (med brannpunkterna Fy och Fy). (Det innebéar
att en strale fran F reflekteras mot ellipsen sa att den sedan gar genom F5.)
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Hyperbler

Vi skall ocksa se pa en hyperbel med ekvation

Y dvs ba? — a%y? = o®v? dér a >0 och b> 0.

och bestamma var den skéirs av en linje med ekvation
y=kxr+m med lutning k # 0.
Insatt i hyprbelns ekvation ger detta med liknande rakningar som motsvarande for ellipsen
vz? — a®(kx +m)? =d®? = (%K — b))2® + 2% kma + a*m? + d%b? =0
2a2km a?m? + a?b? B
a2k? — p2 + a’k?2 —p2 0

a’km a?b?(m? — a”k? + b?)
Ca2k2 — 2 + (a2k? — b2)2

= 22+

— T =

(5.11)

férutsatt att
a’k? —b* #£0.
Det ger reella viirden pa z bara om m? — a?k?> 4+ 52> >0 dvs om
m? > o’k — b?
och linjen skar da hyperbeln i tva punkter P™ och P~ med x-koordinat enligt (5.11) med + for

P* och — for P~.
I grinsfallet da m? = a?k> — b% dvs

m = v a?k? — b2 eller m = —v/a?k? — b2,

dar dessutom a?k? — b2 >0 dvs

b? b b
— dvs k>— eller k< ——,
a a

sammanfaller P och P~ i en punkt som hér betecknas med P;" for m = va2k? — b? och med
P for m = —vVa2k? — b2. Pt och P, ligger bada pa hyperbeln och pa linjen med ekvation

y = kx + Va?k? — b? resp  y=kx —\a?k? - b (5.12)

Vi sédger da att dessa linjer ar tangenter till hyperbeln med tangeringspunkt Pfr resp P .

I det allménna fallet har mittpunkten P pa kordan mellan P~ och P z-koordinaten

a’km
T= TR e
och déarmed y-koordinaten
a’k*m b*m b? a’km
e L o =)

med liknande réakningar som motsvarande for ellipsen. Detta kan skrivas

y=kz (5.13)
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dar nu ) b2 LB
och det betyder att P ligger pa linjen med ekvationen (5.13) och har lutning &’ och gar genom
origo d vs hyperbelns medelpunkt.

Vi séger nu ocksa att mittpunkterna P pa alla kordor till hyperbeln med lutning k& till-
sammans bildar motsvarande diameter till hyperbeln. Det foljer att denna diameter bestar av
tva obegrinsade delar av linjen (5.13) med #ndpunkt P, resp P;", som ligger pa var sin gren
av hyperbeln symmetriskt i forhallande till hyperbelns medelpunkt .

Vi sédger ocksa att lutningarna k och k' &r konjugerade till varandra (med avseende pa)
hyperbeln genom sambandet i (5.14).

I fig 5.5 visas tangenterna med ekvationerna (5.12) och motsvarande tangeringspunkter P1+
och P samt de tva delarna av diametern.

YN

y = kx + va2k? — b2
Fig 5.5

FEn linje som &r parallell med y-axeln har
en ekvation z = d och man kan latt visa att
den bara skir hyperbeln om

d< —a eller d>a /

och att det blir tva skiarningspunker P och

YA

P~ sadana att mittpunkten P pa kordan >
mellan P~ och PT ligger pa z-axeln. z
Om p-

d=a eller d=—a \
rT=-—a r=a r=d

sammanfaller P, P~ och P i en punkt som
betecknas med P1+ resp P; och ligger pa
hyperbeln och pa linjen Fig 5.6

r=d resp r = —d.
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Vi sdger da att dessa linjer 4r tangenter till hyperbeln med tangeringspunkter P1+ resp
P;". Dessutom sager vi att mittpunkterna pa alla kordor till hyperbeln, som ér parallella med
y-axeln, tillsammans bildar motsvarande diameter och den bestar da av tva delar av z-axeln
med dndpunkter P resp P1+ . Detta illustreras i fig 5.6.

Allt detta kan sammanfattas i foljande sats:

Sats 5.5 For en hyperbel med ekvation

-z =1 ddra >0 ochb>0 (5.15)

galler att linjerna

y = kx + v a?k? — b2 och y=kx — v a?k? — b2
ar tangenter till hyperbeln for varje k sadant att

k> é eller /’<:<—é
a a

och att tangeringspunkterna dr dndpunkter pa var sin del av motsvarande diameter som ligger
pa linjen

y =k,
dir k och k' dr konjugerade till varandra genom sambandet
b2
/ —
kk' = ok
Dessutom dr linjerna x = a och x = —a tangenter till hyperbeln med tangeringspunkter (a,0)

resp (—a,0) och motsvarande diameter lika med x-azeln.
Tangenterna till en hyperbel kan ocksa anges med hjélp av foljande sats:

Sats 5.6 For varje punkt Py = (x1,y1) pa hyperbeln (5.15) dar

Tr1  Yh

en ekvation for tangenten till hyperbeln i punkten Py, dvs med tangeringspunkt P;.

Bevis Analogt med beviset for sats 5.4, men nu anvéands forstas sats 5.5 och sambandet

2 2 2
! = 2 dvs k= 2 _btm

a? a’k!  a?y

i fallet da y; # 0. (Da Py ligger pa hyperbeln ar alltid 27 # 0.) Héar foljer att tangenten ocksa ges av

ekvationen b (z — 1) Por b
y=ytklz-n)=pn+———=n+—5— D)
a“iy1 a=Y1 a=y1

som ar ekvivalent med ekvationen

2 2
T Yyr Ty Y1

R
Om y; =0 &r 1 = a eller 21 = —a och (5.16) &r ekvivalent med ekvationen
2 2 2
:vza— dvs :v:a—:a eller :v:a—z—a
1 a —a

som enligt sats 5.5 dr ekvation f6r tangenten med tangeringspunkt (a,0) resp (—a,0). (]
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(5.11) ger reella viirden pa z ocksa i fallet da a?k% — b2 < 0 dvs

b b
——<k<-
a a

ty da galler trivialt att m? > a?k? — b2,

I detta fall skér linjen y = kx + m ocksa y=Fka
hyperbeln i tva punkter P+ och P~ som har
x-koordinat enligt (5.11). Men de ligger nu
pa var sin gren av hyperbeln och kan inte
sammanfalla i en punkt fér nagot m. Det
finns da ingen tangent till hyperbeln som har
lutning k.

Déaremot kan vi &ven hér se pa kordan
(dvs striackan) mellan P~ och P* och dess
mittpunkt P. Samma réakningar som forut
visar att P ligger pa linjen med ekvation

Pt

=Y

y=Fkux
dar .
B2 / B2 Fig 5.7
= g dVS k = a2—k

kk'

Vi séger ocksa i detta fall att mittpunkterna pa alla kordor till hyperbeln med samma

lutning & bildar motsvarande diameter till hyperbeln och det foljer att denna diameter &r hela
linjen y = K'x.

Samma slutsats géller med andra rakningar, da linjer y = m med lutningen & = 0 skar
hyperbeln, men motsvarande diameter blir da y-axeln.

I undantagsfallet da a?k? — b2 =0 dvs

eller k=— b

a

b
a
ar linjen y = kx + m parallell med en av hyperbelns asymptoter (se (4.5) pa sid 7). Om m # 0
skér da linjen hyperbeln i exakt en punkt och om m = 0 &r linjen en av asymptoterna som inte
alls skér hyperbeln. I dessa fall finns inte heller ndgon tangent till hyperbeln med lutning k£ och
dessutom inte nagon motsvarande diameter.

f)vningar
5.8 Bestim alla tangenter till hyperbeln 222 — y? = 1 som gar genom punkten (2, 3).

5.9 Anvénd sats 5.6 for att bestimma den punkt 7' dér tangenten till hyperbeln (5.15) i en
punkt P; = (z1,y;) skir z-axeln.

5.10 Anvénd bla 6vning 5.9 och (4.4) pa sid 6 for att bevisa att tangenten till hyperbeln i
sats 5.6 1 en punkt P = (x1,y1) pa hyperbeln ar bisektris till vinkeln ZF}P;Fy (med
brannpunkterna Fj och Fy). (Det medfor att en strale fran F reflekteras mot hyperbeln
sa att den sedan ser ut att komma fran F».)
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6 Andra satt att beskriva ellipser och hyperbler

I hérledningen av ekvationen i sats 3.1 for en ellips visas att en punkt P = (x, y) pa ellipsen har avstandet

CI
PF1:7’1:CL——
a

till ellipsens ena brannpunkt F; = (¢,0). Med ellipsens excentricitet
c
e=—
a

kan detta skrivas a
PF; :a—ex:e(——x)
e

a
forutsatt att e > 0 dvs att ellipsen inte &r en cirkel. Har &r — >a >z ty e <1 (sesid 5) och da &r
e

Pleg—x
€

avstandet fran P till punkten @1 pa linjen /; med ekvation

a a
_e_a 6.1
z=-=- (6.1)
ifig 6.1, dvs PQ; ar (det vinkelrdta) avstandet fran P till denna linje. Alltsa giller sambandet
PF1:€'PQ1 (62)

for alla punkter P pa ellipsen. Omvént visar man 14tt att (6.2) medfor att punkten P ligger pa ellipsen.

YN
12 ll
Q2 _——F Q1

[ ] L]
/T2 .
. . >
Vi) F x

a? a?
Xr = — xr =
Fig 6.1

Pa analogt satt eller helt enkelt genom symmetri ser vi att motsvarande samband
PFQZG'PQQ (63)

géller i fig 6.1 med Q2 pa linjen > med ekvation

a2

r=-Z. (6.4)

Detta satt att beskriva en ellips dr analogt med definitionen av en parabel i avsnitt 2 med en bréann-
punkt och en styrlinje. Vi séger darfor ocksa att linjerna (6.1) och (6.4) ar styrlinjer for ellipsen med
motsvarande brannpunkt F; = (¢,0) resp F» = (—¢,0).



20 6 Andra satt att beskriva ellipser och hyperbler

Vi kan ocksa géra motsvarande resonemang for en hyperbel. I harledningen av ekvationen i sats 4.1
visas att en punkt P = (z,y) pa hyperbeln har avstandet

CT
PF1=T‘1 = ‘——a‘
a

till hyperbelns ena brannpunkt F; = (¢, 0).

Vi definierar nu excentriciteten for hyperbeln som talet

e=— dar e>1 eftersom c>a>0
a
och vi kan da skriva a
PF = |e:t—a|=e’x——’.
e
Har ar
ro-|e-2
YA = e
bz h avstandet fran P till punkten Q1 pa linjen /3 med
ekvation
a a?
Q2 Q1 P r=-=— (6.5)
[ ] A & (&
/ ifig 6.2, dvs PQ; &r avstandet fran P till denna
/ linje och vi far sambandet
o ‘" > PF =e¢-PQ; (6.6)
for alla punkter P pa hyperbeln. Omvéant visar
man ocksa har latt att (6.6) medfor att P ligger
pa hyperbeln.
a? a? Analogt visar man motsvarande samband
PF2=€'PQ2 (67)
Fig 6.2 i fig 6.2 med Q2 pa linjen Iy med ekvation
2
a
= ——. 6.8
p=-2 (68)

Vi séiger ocksa hér att linjerna (6.5) och (6.8) &r styrlinjer for hyperbeln med motsvarande brannpunkter
F1 resp FQ .

For en parabel med brannpunkt F' = (a,0) och styrlinje [ med ekvation x = —a géller alltsa att
en punkt P ligger pa parabeln om och endast om PF = P(Q dar @ ligger pa [ och avstandet PQ &r
avstandet fran P till [. Detta villkor kan ocksa skrivas

PF =¢- PQ med e=1,
dér e da kallas excentriciteten for parabeln.

Man kan forstas ocksa hérleda ekvationer for parabler, ellipser och hyperbler med andra ldgen i ett
koordinatsystem &n de som har behandlats har. Man far da alltid en andragradsekvation av formen

Az? + By + Cay+ Dz + Ey+F =0

med konstanter A, B, C', D, E och F. Omvant kan man visa att varje sadan ekvation ar ekvation for
en parabel, ellips eller hyperbel utom i vissa undantagsfall da kurvan tex kan besta av tva réta linjer.
En kurva med en sadan ekvation kallas ocksa en andragradskurva. Det foljer att en sadan kurva &r
bestdmd om man har bestdmt fem olika punkter pa den. (Varfor racker det med fem fastin antalet
konstanter &r sex?)
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Hér skall vi bara se pa ett enkelt fall med en ellips i annat l4ge och ett fall med en hyperbel.
Om ellipsen i sats 3.1 pa sid 5 flyttas parallellt med z-axeln sa att dess medelpunkt blir punkten
(a,0), far den ekvationen

(r—a)? y? 22 —2ax +a? g2 22 22 y?

Om hyperbeln i sats 4.1 pa sid 7 flyttas parallellt med z-axeln sa att medelpunkten blir punkten
(—a,0), far den en ekvation

(r+a)? y? PN 22+ 2ax +a®? 2 x_2 2x y?
2

o 20%x  bix? 202z (2 —a?)2? 2% c? 9
a a? a a? a a?
Med beteckningarna b2 c
p=— och e=—
a a

kan bade ellipsens och hyperbelns ekvation skrivas
y?=2pr+ (2 — 1)z (6.9)

Bade for ellipsen och for hyperbeln &r talet 2p den sk parametern med geometrisk betydelse i 6vning
3.2 resp 4.2 medan talet e &r excentriciteten (se sid 5 och sid 20).

Speciellt ger e = 0 ekvationen

2 2

y? =2pr —x —= 22— 2pr+9yP=0 <= (:C—p)2+y2:p

som &r ekvation for en cirkel med radie p och medelpunkt (p,0).

Med

YN

2p = 4a och e=1
reduceras (6.9) till ekvationen
y? = dax

i sats 2.1 for en parabel. Hér ar talet 2p para-
metern for parabeln enligt 6vning 2.2 och talet
e = 1 ar parabelns excentricitet som pa sid 20.

I fig 6.3 visas kurvor med ekvation (6.9) for
nagra olika vérden pa e men med samma vérde
pa p for alla kurvorna.

For e > 1 visar fig 6.3 bara ena grenen av
hyperbeln med ekvation (6.9). Men ekvationen
uppfylls da ocksa av punkter (z,y) med negativa
virden pa = sddana att 2px + (e —1)z2 > 0, dvs

< — ig6.3
o ez —1

och det ger hyperbelns andra gren.
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7 Nagot om kagelsnitt

Grekiska matematiker, framfor allt Apollonius, studerade parabler, ellipser och hyperbler definierade som
skérningskurvor mellan en cirkular kon och ett plan. Om planet inte gar genom konens spets far man
en parabel, ellips eller hyperbel beroende pa planets lutning i férhallande till konens axel.

Om vinkeln mellan planet och axeln ar lika med vinkeln mellan konens mantelyta och axeln, blir
skérningskurvan en parabel som i fig 7.1. Man kan ocksa visa att man far parabelns brannpunkt och
styrlinje med hjilp av en sfiar som tangerar dels planet i en punkt F' som d& ar brannpunkten och dels
mantelytan langs en cirkel och att styrlinjen &r skarningslinjen [ mellan det givna planet och det plan
som cirkeln ligger i.

Fig 7.2

Om vinkeln mellan planet och axeln ar storre
an vinkeln mellan mantelytan och axeln blir skar-
ningskurvan en ellips som i fig 7.2. Har kan man
ocksa visa att man far ellipsens brannpunkter med
hjélp av tva sfirer som tangerar dels planet i var
sin punkt Fj resp F» och dels mantelytan ldngs var
sin cirkel. Dessutom blir ellipsens storaxel (se sid
5) lika med avstandet mellan de tva tangerings-
cirklarna langs mantelytan.

I specialfallet da planet &r vinkelrdtt mot ko-
nens axel blir skdrningskurvan férstas en cirkel och
de bada sfirerna tangerar planet i samma punkt
Iy = F, som da ar cirkelns medelpunkt.

Om vinkeln mellan planet och axeln ar mindre
an vinkeln mellan mantelytan och axeln blir skar-
ningskurvan en hyperbel som i fig 7.3, dér vi nu
ser pa en sk dubbelkon sammansatt av tva lik-
formiga enkelkoner med topparna mot varandra.
Hér far man ocksa brannpunkterna med hjilp av
tva sfarer som tangerar planet i var sin punkt F}
resp F5 och mantelytan langs var sin cirkel.

I figurerna streckas de delar av kurvorna som
ligger bakom konen.

Vad far man som skérningskurva mellan en dubbelkon och ett plan som gar genom konens topp?
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8 Svar och ledningar till vissa ovningar

21 F= (9 O), [ har ekvation x = —9,

8’ 8

9\ 2 25 9 25

i [ 2 e 2 () 2

avstanden ar 3 3 3 resp 3 3
2.2 da

3.1 F=(2,0), F,=(-2,0), (a=4, b=2\/§), PFi+PF=3+/(2+2)24+32=8=2a

2b2
32 —
a

41 F =(50), F,=(-50), (a=+5, b=2V5),
\PF, — PFy| = ’\/(—5—5)2+(4\/5)2—4\/5 — 25 = 2

25
a

4.2

51 wy=x+1 och y:;—l—2

1
52 a= o tangent y = z +1, normal y=—2x+ 6, skirningspunkter (—2,0) resp (3,0)

2

5.3  (Anvénd ekvationen i sats 5.2 med P; = (x1,y;) for att bestimma koordinaterna fér R och visa
att PleplQ:RF)
Diagonalerna Py R och F'Q) ar vinkelrdta mot varandra

5.4  (Anvénd satsen om likbeldgna vinklar vid parallella linjer samt basvinkelsatsen)

595 x+2y=5 resp 2x—y=2

a’yi(z — x1)
22,

5.7  (Bisektrissatsens omvéindning for triangeln AF; Py F> med N enligt 6vning 5.6)

58 2x—y=1 och 7y—10z =1 (med sats 5.6)

2
59 T = (?c_’ O) (1 # 0 for alla Py pa hyperbeln)
1

021,'1
om 1 #0, x=0 om z; =0, N:( O)

5.6 y=y1+ 2

5.10 (Bisektrissatsens omvéindning for triangeln AF; Py Fy med T enligt 6vning 5.9)



