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Abstract

The present study originates from the question of what characterises

high quality in mathematical knowledge and how such qualities can be
identified in written student work on open-ended problems. Three

models for judging levels of quality in mathematical knowledge are
presented, interpreted, analysed and implemented on student work on

two tasks in geometry. The models are the Swedish national assess-

ment criteria for mathematics in upper secondary school, the SOLO
taxonomy and van Hiele’s levels of thinking. The reasons for choo-
sing these models include the apparent differences in for example
subject specificity; the SOLO taxonomy is developed for all school
subjects, the assessment criteria are common for all areas of mathe-
matics and the van Hiele levels are developed for geometry. The geo-
metry tasks are taken from the Swedish national assessment in
mathematics for the upper secondary school, course A, in 1996. The
process of developing the tasks is described, and an analysis of the
tasks in relation to the curriculum, attainment targets and assessment
criteria is presented. High levels of attainment in relation to one model
are accompanied by high levels in relation to the other models for
most students in the sample. But in some cases differences are found.
These can at least partially be explained by the fact that the different
models focus on different complexities of competence. The chosen
models prove to be useful and provide meaningful descriptions of dif-
ferent levels of understanding.
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INTRODUKTION

Relativa, eller grupprelaterade, betyg inférdes i den svenska folk- och
enhetsskolan redan i slutet av 40-talet (Andersson, 1991). Jamfort med
de intradesprov till realskolan som tidigare anvants skulle dessa betyg
vara mer palitiga som urvalsinstrument och ge ett mer rattvist urvals-
forfarande byggt pa vetenskaplig grund. Nar grundskolan infordes
1962 sa ersattes den sjugradiga relativa bokstavsskalan av en femgra-
dig sifferskala av samma relativa typ. | gymnasiet avskaffades stu-
dentexamen 1967, och relativa betyg infordes da aven i denna skol-
form. Men redan 1969 gav regeringen skoloverstyrelsen (SO) i upp-
drag att utreda och belysa betygsfragan. SO tillsatte i sin tur en arbets-
grupp som hosten 1970 foreslog att de relativa betygen pa sikt skulle
ersattas med malrelaterade betyg (Skolverstyrelsen, 1971). | den
skrivelse som SO lamnade till regeringen 1972 som svar pa& uppdraget
var huvudtanken

...att man genom fortsatt malpreciseringsarbete skulle kunna komma
vidare fran en allman relativism och rangordning till mera malpreci-
serade betygskriterie(Marklund, 1987, s. 302)

Genom MUT-projektet (Malbestamning och UTvardering i skolan)
skulle en karna av kunskaper och fardigheter kunna beskrivas. Dar-
igenom ansags kursen for ett &mne eller amnesomrade kunna precise-
ras och medelkraven for en sadan kurs skulle svara mot betyget tre.

Sedan dess har flera utredningar kommit fram till att de relativa bety-
gen borde till forman for malrelaterade betyg avskaffas (Andersson,
1991), men det kom att drgja till 1994 innan ett nytt betygssystem for
gymnasiet sadg dagens ljus. | detta "mal- och kunskapsrelaterade” be-
tygssystem ska eleven bedémas utifran kriterier for olika betyg. Dessa
kriterier bygger pa centralt utformade betygskriterier vilka skall tolkas
lokalt och formuleras i en lokal arbetsplan. 60-talets idéer om mycket
detaljerade kravlistor har idag ersatts av en insikt om att mal och krite-
rier maste preciseras pa en "lagom” niva. | samband med inférandet
av nya laro- och kursplaner samt ett nytt betygssystem fér gymnasiala
utbildningar sa beslutades dven om nya nationella prov som ska stodja
lararnas betygssattning.

Saval nationella kursprov som lararkonstruerade bedémningssituatio-
ner i skolan syftar till beddmning av elevers kunskaper i olika @mnen.



Proven kan ha en formativ funktion, dvs utgéra grund for planering av
fortsatta undervisningsinsatser, eller en summativ funktion som av-
slutande redovisning pa ett omrade, ofta for betygssattning. Vilket
syftet med beddmningen &n &ar sa maste elevens prestation varderas
mot nagon form av mattstock. Vid en relativ betygssattning (gruppre-
laterad) jamfors individerna med varandra, men en graderad malrela-
terad beddmning bygger pa en forestalining om vissa mal som ska
uppnas och att detta kan ske pa olika kvalitativa nivaer.

Centrala fragor i detta sammahang ar darfér vad som menas med kva-
litet i matematikkunskaper och hur dessa kvaliteter visar sig i elevers
skriftliga 16sningar till olika uppgifter. Mer specifikt kommer andra
fragor att behandlas har: Vilka modeller kan man tanka sig att anvan-
da for att bedéma elevers kunnande? For vilka beddmningssituatiatio-
ner &r modellerna anvandbara? Ger modellerna samma bild av kvali-
tet? Pa vilka grunder kan en elevs losning ségas vara battre &n en an-
nans? Vilka mojligheter erbjuder uppgifter av mer 6éppen typ? Hur val
motsvarar elevers l6sning till uppgifter de intentioner och idéer som
legat till grund for konstruktionen av uppgifterna?

For att i ndgon man belysa dessa fragor foljer nedan forst ett svep over
ett antal olika forsok att beskriva olika aspekter och kvaliteter av kun-
skaper i matematik. Sedan beskrivs mer ingdende tre kvalitetsmatt
eller modeller, ndmligen betygskriterier for gymnasieskolans mate-
matik, SOLO-taxonomin samt van Hieles nivaer av kunnande. | det
foljande redovisas anvandningen av dessa modeller pa elevilésningar
till tvd matematikuppgifter som ingick i det nationella kursprovet i
Matematik A varen 1996. Uppgifternas forhallande till bland annat
kursplanen redovisas ocksa samt vissa resultat vid provets genomfo-
rande. Avslutningsvis diskuteras erfarenheterna vid studiet och till-
lampningen av de valda modellerna.

Kvaliteter i kunnande

Det finns naturligtvis mycket skrivet om kunnande och forstaelse i
allmanhet, men vi ska har ge nagra exempel pa modeller som anvands
inom det matematikdidaktiska faltet.

Den kanske mest kanda mattstocken for kvaliteter i kunnande &r
Blooms taxonomi (Bloom, 1956). Den skapades for att ge larare och
provkonstruktorer en mojlighet att sortera uppgifter i hierarkiska kva-



litetsnivaer. De sex nivaerna i Blooms taxonomi for kognitiva mal &r:
Utantillkunskap, Begreppsforstaelse, Tillampning, Analys, Syntes och
Vardering. Biggs & Collis (1982) skriver att denna taxonomi har visat
sig anvandbar, men att den ocksa ar problematisk. De papekar att den i
forsta hand ar avsedd att anvandas vid urval av uppgifter till ett prov.
Den &r svar att anvanda pa ett meningsfullt satt for bedomning av
elevldsningar till uppgifter dar eleverna sjalva ska producera ett svar.
Biggs & Collis menar vidare att Blooms nivaer bygger pé @niori
bedémning gjord av lararen. Den beskriver inte nivaer som uppstar
naturligt vid tolkningen av materialet. Trots kritiken bar manga be-
skrivningar av kvaliteter i kunnande anda spar av Blooms taxonomi.

Sierpinska (1994) skriver att forskare har olika mal nar de narmar sig
fragan om forstaelse i matematik. Vissa mal ar mer pragmatiska (att
forbattra forstaelsen), vissa ar mer diagnostiska (att beskriva hur stu-
derande forstar) och vissa ar mer explicit teoretiska eller metodiska.
Men alla har ndgon teori om forstaelse i bakgrunden, vare sig den ut-
trycks explicit eller ej. Sierpinska sager vidare att det finns atminstone
fyra typer av sddana teorier eller modeller. For det forsta har vi teorier
som centreras kring en hierarki av forstaelsenivaer. Har namner hon
Van Hiele (se nedan), men aven andra. For det andra finns det model-
ler vars huvudidé ar en vaxande "mental modell”, "begreppsmodell”,
"kognitiv struktur” eller liknande. Kognitiv struktur ar en term hamtad
fran Piaget och flera forfattare refererar explicit till honom nar de kon-
struerar sin forstaelsemodell. For det tredje namner Sierpinska mo-
deller som betraktar férstaelseprocessen som ett dialektiskt spel mel-
lan tva satt att uppfatta forstaelse. Det dialektiska paret kan bildas av
ett begrepp betraktat som ett verktyg vid problemlésning och samma
begrepp betraktat som ett objekt att studera, analysera och utveckla
teoretiskt. Ett valkant exempel ar Skemps uppdelning i instrumentell
och relationell forstaelse (Skemp, 1978). En instrumentell forstaelse
innebar att man forstar hur man ska gora for att komma fram till ratt
svar. En relationell forstaelse innebar bade att forstd vad man ska gora
och varfor. Ett annat exempel i denna kategori ar Anna Sfards opera-
tionella respektive strukturella forstaelse i algebra (Sfard, 1994). Den
fiarde typen av forstaelsemodell betecknar Sierpinska som det histo-
riskt - empiriska perspektivet. Har fokuseras de hinder for forstaelse
som aterfinns dels i matematikens idéhistoria och dels i dagens stude-
rande.



Robert & Schwarzenberger (1991) menar nar det géller hogre mate-
matik att det ur ett psykologiskt perspektiv &r meningsfullt att fokuse-
ra pa aldre studenters tkade formaga att reflektera éver sin egen verk-
samhet. De framfor hypotesen att ett hogre matematiskt tdnkande in-
kluderar formagan att skilja mellan matematisk kunskap och meta-
matematisk kunskap (t.ex. bedémning av hur korrekt, relevant eller
elegant en losning &r). Dessutom menar de att studenter pa denna niva
bor ha ett stort matt av matematikkunskaper, erfarenhet av matematis-
ka strategier och fungerande metoder samt kunna kommunicera dem
pa atminstone nagon basal niva. Forfattarna presenterar dock under-
sOkningar som visar att nivan pa studenterna i dessa avseenden &r
mycket ojamn.

| Sverige har Mats Martinsson (personlig kommunikation) presenterat
en uppdelning av matematisk forstaelse i sju olika kompetenser:

1 Algoritmisk  Kunna utféra enkla rékningar enligt givna re-
forstaelse cept.

2 Tolknings Kunna tolka ett matematiskt begrepp, dvs
forstaelse kunna beskriva det i allménna ordalag.

3 Funktiondl Kunna anvdnda matematiska begrepp for att
forstaelse l6sa problem.

4 Historisk Forsta vilka problem och vilka forutsattningar
forstaelse som gett upphov till ett matematiskt begrepp
och inse vilka svarigheter som maste Gvervin-

nas for att begreppet ska accepteras.

5 Komplemen- Kunna ge en precis definition av ett matema-
tar forstaelse tiskt begrepp samt kunna ge exempel och mot-

exempel.
6 Strukturell Kunna ge en strikt logisk framstallning av ett
forstaelse matematiskt begrepps egenskaper och dess

relationer till andra begrepp.

7 Didaktisk Kunna undervisa om begreppet.
forstaelse



| svensk forskning om prov i skolan har kategoriseringar gjorts utifran
olika modeller.

Jansson (1975) anvander sig av olika taxonomier (bl.a. Wilson, 1971)
och undersoker deras egenskaper i relation till konstruktionen av mal-
relaterade prov i matematik.

Mattson (1989) beskriver hela prov med hjalp av de fyra kategorierna

KUNSKAP dvs atergivande av inlarda fakta, resonemang, prin-
ciper m.m.

TILLAMPNING dvs problemlésning eller arbetsprov dar kunskaper,
intranade losningsstrategier, sprakregler m.m. till-
lampas.

FORSTAELSE dvs uppgifter som provar forstaelse av begrepp,
principer, argumentation etc. (OBS! Ej atergivning
av tidigare presenterade resonemang).

PRODUKTION dvs framst omfattande referat, uppsatser och dylikt
dar krav stalls pa "eget” innehall eller en disposi-
tion.

Mattsson papekar att en och samma uppgift kan ha olika "kognitiv
karaktar” for olika elever beroende pa vilka forkunskaper, tidigare
erfarenheter etc som dessa har. Ljung (1991) anvande samma katego-
rier vid sin analys av centrala prov. | en annan rapport om centrala
prov (Pettersson, 1994) anvandes tre kategorier. Rutinuppgifter som
mater fakta-fardighet, uppgifter av tillampningskaraktar och uppagifter
som mater forstaelse. Dar papekas att forstdelseuppgifterna kan, efter
att ha anvants och 6vats, bli rutinuppgifter. For att alla typer av upp-
gifter ska vara representerade i proven skulle det darfor vara viktigt att
fortldpande introducera nya typer av uppgifter.

Det finns dven exempel pa enstaka skolor som upprattat sina egna
taxonomier for bedémning av elevers kunskaper i matematik. Ex-
emplet nedan ar hamtat fran en skola dar lararna inte var ndjda med
kategorierna fran Matsson ovan (personlig kommunikation). Vid en
studiedag hosten 1994 arbetade de fram féljande:



Var matematiktaxonomi

I Eleven I6ser standardproblem déar det endast kravs enkel berak-
ning.
Il Eleven loser standardproblem dar det kravs flera, var for sig latt
identifierbara steg.
[l Eleven loser problem som kraver flera steg och dar nagot steg
kraver en atgard som inte direkt antyds av problemet.
IV Eleven l6ser problem som kraver flera steg tagna fran olikajom-
raden av matematiken.
V  Eleven loser problem som kréaver manga steg fran flera omraden
av matematiken och dar minst ett av stegen innefattar ett kreativt
moment.

Lararna kopplar sin taxonomi till betygssystemet och menar grovt sett
att kategori | och Il kan kopplas till betyget Godkand, kategori Il till
betyget Val godkand och kategori IV och V till betyget Mycket val
godkand.

Som en del i alla de évervaganden och diskussioner som f6ljt arbetet
med de nationella kursproven har modeller for kvaliteter av kunnande

i matematik presenterats. En av dessa ar hamtad fran Holland och
bygger pa begreppsparet produktion och reproduktion (Lindstrom,

1994). Reproduktion innebar ett atergivande av kunskapsomraden och
fardigheter som eleven mott tidigare. Produktion innebér att eleven

ska omsétta sina kunskaper och anvanda dem i en ny situation. Lind-
strom har &aven visat att denna modell kan relateras till vara betygs-
kriterier och erbjuda en mdjlig struktur till kriterierna.

| Lindstrom, Nystrom & Paln{1996) presenteras en modell for kate-
gorisering av provuppgifter i matematik som kan tjdna som underlag
for en diskussion av provets egenskaper men som ocksa ar anpassad
till behovet vid en systematisk lagring av uppgifterna i en databas for
en framtida provbank. Varje uppgift kategoriseras utifran ett antal
olika aspekter. Dessa ar kopplade till kursplanens mal, uppgiftens ut-
formning eller format, forvantad svarighetsgrad och relation till be-
tygskriterierna. Tva aspekter kan betraktas som "kognitiva”. Ried

tin avses graden av fortrogenhet som eleven kan forvantas ha med
gangen vid I6sandet av en uppgift. Har aterfinns tre kategorier, namli-
gen enstegsrutin, flerstegsrutin och problemlésning. | de uppgifter

6



som kategoriseras som problemlésning férvantas nagon form av (icke-
rutinmassig) produktion av kunskap ske, dvs eleven tillampar sina
kunskaper pa en for honom eller henne ny situation. | bedémningen av
Aktivitet ingar kategorierna fakta, algoritm, begreppsforstaelse, reso-
nemang och modellering. Dessa betraktas som hierarkiska i namnd
ordning. Dessutom ingar kategorin kommunikation i bedémningen av

aktivitet trots att den inte kan inordnas i hierarkin. Man reserverar

denna kategori for uppgifter dar andamalet ar att speciellt prova far-
digheten att producera information med matematiskt innehall.

Flertalet av ovanstdende modeller eller taxonomier ar intressanta for
beddomning av elevers kunnande i matematik. | detta arbete har jag
dock valt att narmare presentera och diskutera tre andra modeller,
namligen kursplaner och betygskriterier fér gymnasieskolans kurs A i
matematik, SOLO-taxonomin samt van Hieles nivaer. Dessa har valts
darfor att de har viktiga och intressanta olikheter, men aven likheter.
De har ocksa en stdrre spridning eller betydelse an de tidigare namnda
modellerna. Betygskriteriernas betydelse &r ganska sjalvklar eftersom
Sveriges matematiklarare pa gymnasiet har forsokt tillampa dem for
beddomning och betygsséttning av sina elever sedan hdstterminen
1994. SOLO-taxonomin har fatt viss uppmarksamhet och det finns
exempel pa att den anvands pa universitetsniva for bedémning av stu-
denter. Van Hieles nivaer av tankande ar utvecklade for matematik
och i synnerhet geometri. De ar relativt ok&nda i Sverige, men ganska
ofta ndmnda i amerikansk litteratur for larare (se t.ex. Burger & Cul-
pepper, 1993).



Betygssystemet

Fran och med hostterminen 1994 har vi i svensk gymnasial utbildning
ett "mal- och kunskapsrelaterat” betygssystem. Har ska eleven bedo-
mas utifran kriterier for olika betyg. Dessa kriterier bygger pa centralt
utformade betygskriterier vilka skall tolkas lokalt och formuleras i en
lokal arbetsplan. 60-talets idéer om mycket detaljerade kravlistor har
idag ersatts av en insikt om att mal och kriterier maste preciseras pa en
lagom niva. Genom en forberedande utredning (Lararuppdraget, SOU
1992:59) kom man fram till att en likvardig bedémning skulle kunna
grundas pa ganska allmant och kortfattat formulerade kriterier. Men
en viktig aspekt av betygssystemet ar att kraven for olika betyg kan
goras synliga, och darfor maste kriterierna tolkas och exemplifieras
lokalt. 1 bakgrunden ligger forestallningen om kunskap som ett
mangtydigt begrepp med kvalitet i en kontinuerlig skala. De betygs-
kriterier som utformats kan anses utgéra nedslag i olika aspekter av
kunnande i ett amne och far exemplifiera hur kunskap pé olika nivaer
kan visa sig. For att bl.a. 6ka mdjligheterna till likvardig beddmning
pa olika skolor sa har regering och riksdag beslutat om nationella
kursprov i tre &mnen: matematik, svenska och engelska.

Bakgrund och utgangspunkter

Det radande betygssystemet foregicks av flera utredningar. |1 1990 ars
betygsberedning, som publicerade sitt slutbetankande i september
1993, sa foreslogs ett sa kallat kunskapsrelaterat betygssystem med
sex betygssteg (SOU 1992:86). Denna progressiva betygsskala avfar-
dades senare av regeringen som oférenlig med en kursformad gymna-
sieskola och ersattes med det nuvarande fyrgradiga betygssystemet.
Men manga av tankarna i betygsberedningens betankande far anses
kvarsta i regeringens proposition till nytt betygssystem som kom
1993. Beredningens direktiv innebar bland annat att det relativa be-
tygssystemet skulle ersattas med ett kunskaps- och malrelaterat be-
tygssystem. | tillaggsdirektiv angavs att beredningen hade till uppgift
att analysera hur manga steg som behovs i ett kvalitativt inriktat be-
tygssystem. For att prova mojligheten av att inféra ett malrelaterat
betygssystem lade beredningen ut ett uppdrag dar en grupp larare
skulle lyfta fram centrala strukturer i sina amnen, skissa karnstrukturer
pa olika nivaer och préva dessa i syfte att utvardera ett antal tydliga



definierbara kvalitativa kunskapsnivaer i sina klasser. Uppdragets in-
riktning och syfte formulerades:

Lararna bor lagga sarskild vikt vid forstaelseinriktad un-
dervisning och arbeta utifran tydliga maldefinitioner med
dppna och gripbara kriterier for de kvalitativa nivaer som
skulle kunna motsvara betygssteg. Avsikten ar att pa detta
satt fa klarhet i det méjliga antal steg som kan definieras
sa tydligt i olika amnen att beredningen, innan forslag till
nytt betygssystem laggs, kan utga fran att betygssystemet
kommer att fungera. (SOU 1992:86, s 48)

Arbetet har redovisats i rapporten Lararuppdraget (SOU 1992:59). |
betygsberedningens betankande sammanfattas slutsatserna och be-
tygsberedningen konstaterar att det forefaller majligt att uppfylla tva
nddvandiga forutsattningar for att ett kunskapsrelaterat betygssystem
ska kunna fungera:

1. Man kan ange och Oppet redovisa vad som fordras for ett visst
betyg.

2. Man kan avgora huruvida en elev har uppnatt det kunnande
och/eller den kompetens som kravs for ett visst betyg.

Beredningen skriver vidare att lararuppdraget visade pa vikten av att
mal, bade centralt och lokalt, formuleras sa att de kunskapsstrukturer,
samband och sammanhang eleverna forvantas tillgodogoéra sig ar an-
givna. Med sadana malformuleringar blir det mgjligt att formulera
kriterier som speglar elevernas langsiktiga och mer generella utveck-
ling i @mnet. Vidare skriver man att betygskriterierna representerar
kontentan av det malen foreskriver med betoning pa vilken kunskaps-
kvalitet som géller for olika betygssteg.

Betygsberedningens betankande ger inga ledtradar till en struktur som
skulle kunna ligga till grund foér formuleringen av betygskriterier, an-
nat an att kvaliteten i det amneskunnande som avses i kursplanens mal
ska framtrada. Daremot beskriver man hur processen med framtagning
av kriterier ska ga till. Larare ska amnesvis formulera sin tysta kun-
skap om hur elevernas kunskapsutveckling gar till. Betygsberedningen
anser det viktigt att denna erfarenhet anvands, inte minst da det ar
lararkaren som skall anvanda betygen. Lararerfarenheten utgér ocksa



en grund for bedomardverensstammelsen, och har hanvisas till Larar-

uppdraget. Det ar enligt betygsberedningen och Lararuppdraget moj-

ligt att ange och Oppet redovisa vad som fordras for ett visst betyg i ett

amne, pa grundval av lararnas samlade erfarenheter. Det ar ocksa
mojligt att avgora huruvida en elev har uppnatt det kunnande och/eller

den kompetens som kravs for ett visst betyg. Med dessa utgangs-
punkter verkar arbetet med betygskriterierna ha genomforts.

Betygskriterier

| juli 1994 publicerade Skolverket Betygsboken (Skolverket, 1994).
Dar skriver man att en svarighet i arbetet med betygskriterier har varit
att finna uttryck for olika nivaer eller kvalitet av kunskap. Darfor har
man studerat hur denna problematik behandlats och Iosts i liknande
sammanhang, och aven tagit del av tidigare publicerat material som
ror betygsfragor, t.ex. Betygsberedningens betankande och Lararupp-
draget. Man har dessutom varit i kontakt med ett flertal pedagogik-
forskare och andra sakkunniga inom utbildningsomradet, samt hamtat
intryck fran andra lander. Vidare forklaras nagra av de nivauttryck och
aktiva verb som anvands i betygskriterierna i en "ordlista”. Ett niva-
uttryck for resultatet eller prestationen ar insikter. Har angeseaén

har insikter i @mnet, det vill saga har relativt sett jamnare kunskaper
inom amnet Med god insikt avses att eleven ar relativt jamn i sitt
kunnande och har goda kunskaper inom kunskapsomradet. Denna
"forklaring” av begreppet anger att det handlar om en allman kun-
skapsniva i amnet.

Vid det nya betygssystemets inférande foreskrev Skolverket att eleven
for att erhalla ett visst betyg ska ha uppnatt kunskaper enligt samtliga
betygskriterier for detta betyg (SKOLFS 1994:11). | december 1996
andrar Skolverket sina foreskrifter fran 1994. Man skriver

for att erhdlla ett betyg skall eleven ha uppnatt kunskaper
enligt samtliga betygskriterier for detta betyg. Om sarskil-

da skal foreligger med hansyn till personliga forhallanden

hos enskild elev kan dock bortses fran enstaka kriterier.
Val utvecklad formaga avseende nagot eller nagra kriteri-
er kan vaga upp brister avseende ett eller ett par andra
kriterier. (SKOLFS 1996:22)
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Denna andring géller fran mitten av januari 1997. Nu kan alltsa goda
prestationer i ett avseende i ndgon man uppvaga brister pa andra om-
raden.

En mdjlig tolkning av betygssystemet for den gymnasiala utbildningen
ar att bedomningen grundar sig pa en tvadimensionell kunskapsmatris.
Denna fas genom att de kunskapsomraden som beskrivs i kursplanens
mal att uppna korsas med betygskriterierna.

Kriterium

Mal 1 2 3

Betygssystemet kan tolkas sa att eleven ska visa alla tecken pa mal-
uppfyllelse som anges i betygskriterierna (Kriterium 1, 2, 3, ...), och
att eleven bor kunna gora detta for varje kunskapsomrade i malbe-
skrivningen (Mal A, B, C, ...). (Observera att detta egentligen kanske
innebar att kriterierna i sjalva verket ar mal, om an mal av en annan
karaktar an de mal att uppna som bestams av kunskapsomradena.)
Kunskapsmatrisen kan sagas spegla de tva dimensionerna innehall och
kvalitet. En sadan tvadimensionell beddmning av eleven ger upphov
till en kunskapsprofil som speglar elevens kunnande. Vid betygssatt-
ning maste dock denna profil reduceras till ett betyg. Da kan det vara
rimligt med ett visst kompensatoriskt forhallningssatt sa att goda om-
domen i en del av kunskapsmatrisen kan uppvaga samre omdomen i
andra.

| utredningsarbetet ansags inte ett kursutformat gymnasium, med kur-
ser som byggde pa varandra, kunna ha mal att strava mot. Darfor an-
sags det nodvandigt att vava in sadana mal i de centralt utarbetade
betygskriterierna. Betygskriterierna har darfér formuleringar som kan
betraktas som mal och inte kriterier. Detta galler t.ex. kriterier som
avser matematikens idéhistoria. Det ar svart att spara vilka grund-
laggande strukturer som legat till grund for formuleringen av betygs-
kriterierna. De utgor en blandning av mal och kriterier och saknar en
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struktur som skulle underlatta tolkningen. Grundskolans betygssystem
gavs langre tid att finna en form och dar kan ocksa en battre struktur
skonjas. For den skull ar det knappast lattare att satta betyg i grund-
skolan, men det finns &tminstone battre mojligheter att forsta tanken
bakom beddmning och betygssattning.

Sammanfattning

| det mal- och kunskapsrelaterade betygssystem som tillampas i gym-
nasial utbildning sa ska eleven bedomas i férhallande till lokala tolk-
ningar av centralt faststallda betygskriterier. Utformningen av betygs-
systemet har foregatts av flera utredningar. De centralt faststallda be-
tygskriterierna har formulerats utifran larares erfarenheter av bedom-
ning av elevprestationer och i Skolverkets kommentarmaterial pape-
kas vikten av att de lases tillsammans med kursplanen. Foreskrifterna
sager i princip att alla kriterier for ett betyg ska vara uppfyllda for att
en elev ska fa det betyget. Betygskriterierna utgér en blandning av
kriterier och mal och de har ingen 6verordnad explicit struktur.
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SOLO-taxonomin

Bakgrund och utgangspunkter

SOL O-taxonomin (Structure of the Observed Learning Outcome) pre-
senterades 1982 av de australiensiska forskarna John B.Biggs och Ke-

vin F. Collis (Biggs & Collis, 1982). Forfattarna beskriver hur de nag-
ra ar tidigare paborjat ett arbete dar avsikten var att samla exempel pa
arbeten av elever som befinner sig i olika stadier av kognitiv utveck-
ling. Syftet var att astadkomma en katalog dar larare skulle kunna se
vad de borde kunna forvanta sig fran elever i olika aldrar. Utgangs-
punkten var Piagets teori om kognitiva utvecklingsstadier vilka kopp-
las till barnens alder genom ett ungefarligt aldersintervall inom vilket
dessa stadier oftast dominerar. Teoretiker som forordar denna typ av
utvecklingsstegar menar enligt Biggs & Collis att:

1 Barnets utveckling sker i en irreversibel sekvens av stadier

2 Stadier och undernivaer ar stabila

3 En konsekvens av punkt 2 &r att forutséagelser om hur ett barn
kommer att utféra en uppgift kan baseras pa observationer av hur
hon presterar pa andra logiskt relaterade uppgifter

4 Det ar barnet som karaktariseras med de olika utvecklingsstadierna

Denna inledande inriktning pa Biggs & Collis arbete Gvergavs darfor
att de vid sina studier av hundratals elevsvar till olika uppgifter fran
olika utbildningsnivaer fann att antagandena ovan inte haller. Utveck-
lingsmassigt mogna elever presterade ofta omogna ldsningar men
framforallt presterade samma elev i enlighet med ett utvecklingsstadi-
um i ett &mne och enligt ett annat i ett annat amne, eller uppvisade
variation i detta avseende fran dag till dag. Tillsammans med vissa
teoretiska overvaganden kan sadana resonemang t.0.m. innebara att
hela idén med utvecklingsstadier ifragasatts. Biggs & Collis menar att
konflikten kan lésas helt enkelt genom att fokus flyttas fran elevens
generella utvecklingsniva till kvaliteten hos elevens I6sning till en
bestamd uppgift. Alltsa sarskiljer man en individs generella kognitiva
struktur, ett helt hypotetiskt begrepp som inte ar direkt méatbart (hy-
pothetical cognitive structure, HCS), fran strukturen hos individens
faktiska gensvar pa specifika inlarningsuppgifter (learning tasks). Den
senare kallar forfattarna f@@tructure of the Observed Learning Out-

come (SOLO).
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| sitt arbete tar Biggs & Collis inte helt avstand fran Piagets utveck-
lingspsykologi, utan menar att en individs utvecklingsstadium kan
(mojligen) ange en Ovre grans for hur hon presterar. Manga andra
faktorer som motivation, forkunskaper osv. kan paverka individen sa
att hon inte alltid nar upp till sin niva. Forfattarna papekar att distink-
tionen mellan HCS och SOLO ar mycket viktig nar det galler forstael-
sen av relationerna mellan kvalitet i larande och utvecklingsstadier.
Denna distinktion ar enligt forfattarna analog med distinktionen mel-
lan férmaga och prestation. En elevs férmaga (ability), uttryckt i 1Q,
ar relativt stabil 6ver tid och ar praktiskt taget oberoende av undervis-
ningsinsatser. Prestation (attainment) avser elevens resultat pa ett prov
omfattande ett stoff som specifikt har varit utsatt fér undervisning och
larande. Férmaga och prestation ar oftast starkt korrelerade, darfér kan
en formageskala (t.ex. IQ) anvandas for att predicera hur val eleven
kan tillagna sig undervisning. Men den faktiska prestationen beror
dessutom pa andra faktorer: den studerandes avsikter, motivation,
larandestrategier och hur effektiv undervisning man utsatts for. HCS
liknar i manga avseenden formaga och SOLO liknar prestation.
SOLO-nivaer ar detsamma som prestationer pa prov genom att de
beskriver en speciell prestation vid en speciell tidpunkt. De ar inte
avsedda som etiketter pa elever.

Biggs & Collis sager sig endast betrakta det de kallar for slutna
aspekter av larande, dvs undervisningssituationer dar lararen har rela-
tivt klara intentioner om vad som ska laras och strukturerar uppgiften
kring ett bestamt innehall - fakta, begrepp, eller fardigheter - som ele-
verna ska inhamta och sedan tillampa. Resultatet av saddant larande
kan vara avsett for, och utvarderas efter, tva huvudsakliga dimensio-
ner: kvantitet och kvalitet. Bada dimensionerna bestams i en komplex
interaktion mellan lararberoende och elevberoende faktorer.

| boken om SOLO-taxonomin presenteras tre tidigare forsok till kva-

litativa mattstockar for larande, namligen Bloom (1956), Schroder et

al (1967) och Marton (1976). Dessa har olika syften och tillampnings-

omraden men det finns enligt Biggs & Collis viss 6verensstammelse

mellan dessa och SOLO-taxonomin:

1 Kvalitativ bedomning av elevers larande ar 6nskvart och nédvan-
digt.

2 Sadana bedomningar kan goras utifran resultatets strukturella kom-
plexitet.
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3 Nivaerna ar ordnade med avseende pa karakteristika som innefattar
progression fran konkret till abstrakt, 6kande antal av organiseran-
de dimensioner (organizing dimensions), 6kande grad av foljdrik-
tighet (consistency), och anvandande av organiserande eller relate-
rande principer, med anvandning av hypotetiska eller sjalv-
genererade principer i den mest komplexa anden.

Huvudfragan ar: Hur faststaller vi dessa nivaer av strukturell kom-

plexitet? Biggs & Collis menar sig ha en utgangspunkt som avviker

fran de andra presenterade taxonomiernas perspektiv. De anser att det
finns "naturliga” nivaer i larande av nagot komplext material eller
fardighet och att dessa nivaer i vissa viktiga avseenden liknar de kog-
nitiva utvecklingsstadier som Piaget beskrev, utan att vara identiska
med dessa (se vidare under rubriken Beskrivning av taxonomin).

Beskrivning av taxonomin

Tabell 1 & en sammanfattande beskrivning av SOLO-taxonomin
hamtad fran Biggs & Collis (1982). Den innehaller namnen for de
olika SOLO-nivéerna och de utvecklingsstadier enligt Piaget som kan
ange en 6vre begransning av SOLO. | tre kolumner redovisas centrala
karakteristika hos olika SOLO-nivaer utifrdn dimensionerna kapacitet,
samband mellan operationer samt konsekvens och avslut. | den sista
kolumnen beskrivs hur svarsstrukturen kan representeras i diagram-
form. Taxonomin innehaller alltsa nivaer som ar likformiga med, men
inte desamma som, Piagets utvecklingsstadier. Dessa nivaer av struk-
turell komplexitet i elevers I6sningar till olika uppgifter definieras av
beskrivningar i fyra kategorier:

1. Kapacitet

Denna dimension handlar om hur stort arbetsminne som olika SOLO-
nivaer kraver. Man maste tanka pa fler saker samtidigt for att astad-
komma ett relationellt eller utdkat abstrakt svar jamfort med ett uni-
strukturellt. Denna minneskapacitet 6kar med barnens alder.

2. Sambandsoperationer

Har handlar det om sambanden mellan problemformulering och svar.
Nar det galler elevsvar pa& den lagsta nivan anger Biggs & Collis tre
typer av prestrukturell forvirring: Férnekelse innebar att eleven vagrar
att lata sig engageras av uppgiften ("Jag vet inte!”). Tautologi innebar
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Tabell 1  Sammanfattande beskrivning av de olika nivaerna i SOLO-taxonomin
och de aspekter som ligger till grund fér bedémningen (Biggs & Collis, 1982).

Teckenforklaring: A problemformulering
data X irrelevant eller olamplig data R svar

e relevant och given data [0 relevant, hypotetisk och inte given

Underliggande ut- SOLO-niva Kapacitet Operationssamband | Konsekvens och Svarsstruktur
vecklingsstadium avslut
med minsta alder
Formella operatio- Utokad abstrakt Maximal: problem- Deduktion och in- Utredning av inkonse- X
ner (16- ar) formulering + rele- duktion. Kan gene- |kvenser. Inget behov X R,
vanta data + sam- ralisera till nya situ- |av att ge "slutna” be- X
band + hypoteser ationer. sked - slutsatser halls e
Oppna eller begransa- R,
de for att 6ppna for
logiskt mdjliga alterna-
tiv. (R1, Rz eller R3) R

Konkreta generali-
seringar (13-15 ar)

Relationell

Ho6g: problemfor-
mulering + rele-
vanta data + sam-
band

Induktion. Kan genera-
lisera inom givna eller
erfarna sammanhang
med hjélp av nérlig-
gande aspekter.

Ingen inkonsekvens
inom det givna syste-
met, men eftersom ett
enda svar ges kan
inkonsekvenser uppsta
nar eleven gar utanfor
systemet.




LT

Mellan konkret
(10-12 ar)

Multistrukturell

Medium: problem-
formulering + isole-
rade relevanta data

Kan endast
"generalisera” med
nagra fa begransa-
de och oberoende
aspekter

Aven om eleven vi-
sar en kansla for
konsekvens kan in-
konsekvenser upp-
sta eftersom avslut
kommer snabbt ba-
serat pa isolerad
fixering vid data,
och darfér koan
komma till olika
slutsatser med
samma data

ps)

Tidig konkret
(7-9 ar)

Unistrukturell

Lag: problemfor-
mulering + en rele-
vant data

Kan endast
"generalisera” ut-
ifrAn en aspekt

Inget behov av kon-
sekvens och darfor

alltfér snabbt avslut.

Drar slutsatser ut-
ifrdn en aspekt och
kan darfor vara
mycket inkonse-
kvent

Pyl

Preoperationell
(4-6 ar)

Prestrukturell

Minimal: problem-
formulering och
svar ar
sammanblandade

Véagran, tautologi,
transduktion. Bun-
denhet till specialfall

Inget behov av kon-
sekvens. Avslutar
utan att inse pro-
blemet.

< X oooo>><><>< oooo§xxx

ooo:>
py)




bara en omformulering av fragan. Transduktion innebar nagot av en
"kvalificerad gissning” (guesstimate). Eleven forsdker hitta ett rele-
vant svar men misslyckas eftersom hon inte kan forma en adekvat
logisk bas for val av l6sning. Istéllet gor hon ett sprang pa grundval av
ett intryck eller en kansla. Svar pa hogre nivaer analyseras mot bak-
grund av begreppen induktion och deduktion. Induktion betyder har
att eleven relaterar en viss aspekt eller avgérande punkt i data till en
slutsats. Ju fler relevanta delar som anvands och ju battre de samman-
kopplas till en slutsats, desto hogre SOLO-niva. Bara pa den hogsta
nivan kan man férvanta sig nagon verklig logisk deduktion.

Nagra karakteristiska kannetecken pa utokat abstrakta ldsningar &r:

1 Introduktionen av en abstrakt princip som inte ges i problemtexten.

2 Deduktion av olika slutsatser fran denna princip och prévning av
denna deduktion i forhallande till givna data.

3 Introduktion av analogier som ar kompatibla med principen och
inte givna i data.

4 Resultatet kan vara obestamt, dvs sakna avslut (se nedan) och
istallet presentera olika slutsatser som mojliga beroende pa olika
faktorer.

3. Konsekvens och avslut

Har refereras till tvA motsatta behov hos eleven. A ena sidan finns en
onskan att komma fram till en slutsats av nagot slag (ett avslut). A
andra sidan finns en stravan efter konsistenta slutsatser, med minimala
motséagelser mellan slutsats och data eller mellan olika mgjliga slutsat-
ser. Ju storre behov av ett snabbt avslut, desto farre data blir anvanda
och darmed 6kar sannolikheten for ett inkonsistent resultat. Men om
stravan efter konsistens ar hog sa sakerstalls anvandningen av mer
information och slutsatserna tenderar att bli mer dppna.

4. Struktur

Scheman for att i diagramform beskriva dessa karakteristika ar det
som kanske &r mest k&dnt om SOLO-taxonomin.

Overgangsformer

Ibland kan inte en elevlésning placeras in i nagon av de fem beskrivna
nivaerna. Losningen kan visa tecken pa en hdgre niva, men utan att
riktigt na dit. Dessa dvergangsformer kan ibland vara svara att skilja
fran 16sningar som verkligen hor hemma pa den hogre nivan.
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Anvéndning av taxonomin

Taxonomin &ar konstruerad for anvandning i vissa kontrollerade sam-
manhang, och framférallt av undervisande larare som kan integrera
allt fran planering av undervisning till utvardering. Nar det galler
summativ utvardering menar Biggs & Collis att SOLO kan ge viktiga
bidrag, men att denna typ av utvardering alltid innefattar en varderan-
de beddmning och att den inte kan goras av nagon som inte kanner
inlarningssekvensens funktion, de ursprungliga intentionerna samt
omstandigheterna kring undervisningssituationen. Hur SOLO ska an-
vandas for summativ utvardering ar nagot som den inblandade lararen
maste avgora. Biggs & Collis beskriver anvandningen av taxonomin i
fyra steg: faststallande av lararens intentioner, val och anpassning av
uppgifter, analys av valda uppgifter samt slutligen analys av elevar-
beten.

Lararens intentioner

Den laroplansteoretiska fragan, dvs Varfor undervisas det i detta amne
Overhuvudtaget?, ar enligt Biggs & Collis viktig. De behandlar dock
inte denna fraga utan utgar fran att det har beslutats om att ett amne
skall undervisas, och att vissa specifierbara resultat ("outcomes”) av-
ses. Da blir situationen i forfattarnas sprakbruk "sluten”. De resultat
som efterstravas kan vara kvantitativa (hur mycket av materialet ska
laras) eller kvalitativa (hur bra ska materialet laras). SOLO taxonomin
kan vara anvandbar nar man fragar "hur bra”.

SOLO-taxonomins upphovsman menar att laro- och kursplaner
("curriculum”) innehdller bade innehalls- och processaspekter aven
om innehdllsaspekterna traditionellt har givits storre tyngd i de flesta
amnen. Med innehdllsaspekter menar de assimilationen och forstael-
sen av amnesinnehallet, fakta och begrepp som utgor kunskap i amnet.
Processaspekten avser de kognitiva processer som induceras av en
riktig forstaelse och tillampning av amnet, fardigheter och strategier
som utgor riktiga (lampliga) satt att tinka inom &mnet. Resonemanget
ar relevant har eftersom SOLO-taxonomin erbjuder ett matt pa kvali-
teten i assimilationen avseende progressiv strukturell komplexitet. En
verklig forstdelse av ett amne skulle inkludera den hogsta SOLO-
nivan inom vissa grundlaggande omraden. Biggs & Collis menar att
detta ar ett orealistiskt mal i high school for manga elever. Forfattarna
menar att SOLO kan anvandas som ett viktigt matt pa strukturell
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komplexitet och darmed utgdra ett instrument for att operationalisera
laroplansmal (curricular goals).

Nar undervisning i ett amne beslutats om och vissa specifierbara re-
sultat faststallts ar nasta steg i utbildningsplaneringen att definiera
innehallsliga och processinriktade generella koder och att bestamma
kunskapsnivaer som ar lampliga for en arskurs. Den primara analysen
innebar alltsa att centrala innehalls- och processomraden valjs ut vilka
ska behandlas upp till en given strukturell komplexitet. De uppgifter
man vill anvanda for utvardering valjs mot den bakgrunden.

Val och anpassning av uppgifter

Uppgifter valjs pa grundval av att specifika komponenter i uppgiften
har varit utsatta for undervisning och larande. Fragor och uppgifter
anpassas sa att relevanta komponenter sannolikt kommer att behand-
las.

Biggs & Collis diskuterar nagra aspekter pa prov som de anser viktiga.
De papekar att formuleringen av fragor eller problem har stor betydel-
se for hur eleven loser uppgiften och for vilken SOLO-niva de kan
visa. Likasa kan elevens kannedom om och erfarenhet av problemty-
pen vara av storsta betydelse. Forfattarna drar parallellen med bilkér-
ning. Aven en erfaren bilférare kan upptrada osakert om hon séatts att
kéra en for henne obekant bil. Det ar forst efter en tid av kérning med
det nya fordonet som forarens verkliga kunnande kommer till sin ratt.
Nar det galler SOLO sa kan alltsd en elevs optimala prestation i
SOLO-termer bara utvarderas nar hon har viss erfarenhet av upp-
giftstypen i provet. Uppgiftens karaktar och utformning kan aven pa-
verka de nivaer pa lésningar som erhalls. Som ett exempel namner
forfattarna att de funnit att tolkning av tecknade serier ar mycket sva-
rare &n tolkning av dokumentart material (brev) som behandlar samma
historiska period. Att kunna berékna 4 +1 betyder inte nédvéandigtvis
att man kan berakna 234 + 121. Olika individer fattar tycke for olika
typer av aktiviteter och om de ar mycket motiverade kommer de att
agna mycket tid och kraft pa en sadan uppgift. Det viktiga ar hur ele-
ven uppfattar och upplever uppgiften. Biggs & Collis papekar vidare
att tidspress kan sénka nivan i lésningen och havdar att det ar troligt
att 6kade svarsnivaer (i SOLO-termer) kan astadkommas helt enkelt
genom att tillhandahalla mer tid, sa att eleverna inte kanner att de
maste skynda pa. Tidsaspekten ar inblandad nar det galler begreppet
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"avslut”. Ett snabbt avslut innebar att man valjer endast en eller nagra
fa aspekter innan man fattar ett beslut och ger ett svar. Hogre nivaer
kan inte nas utan ett grundligt beaktande av alla data. Vidare har ele-
vens kanslomassiga status och motivation direkt paverkan pa de kog-
nitiva funktionerna. Det &r viktigt att skilja pa stress och motivation.
Samma forhallanden kan for vissa elever innebéra ett positivt stimulus
men helt kndcka andra elever. Lararens uppgift &r att hitta [ampliga
nivaer av press for olika elever, dvs de lagen dar eleven ar motiverad
men inte sa stressad att prestationen forsamras.

Analys av uppgiften

Nasta steg innebar en listning av de komponenter eller dimensioner i
uppgiften som mojliggér ett sarskiljande mellan de olika SOLO-
nivderna. En komponenttabell kan upprattas vare sig det galler inne-
hallsliga eller processinriktade komponenter som uppgiften kan prova.
Vid upprattandet av tabellen férséker man avgora vilkka komponenter
som kraver tdnkande av olika strukturell komplexitet. Vissa kompo-
nenter kan om de upptrader var for sig tyda pa unistrukturell niva och
tillsammans pa multistrukturell niva. Andra komponenter forutsatter
en relationell eller utokad abstrakt nivd. Komponentanalysen ar cen-
tral for anvandningen av SOLQC@mponent analysis is the key to

using SOLO.) En utgangspunkt for denna analys ar att man genomfor
uppgiften sjélv, och darefter soker de viktigaste komponenterna.

Analys av elevarbeten

Biggs & Collis framhaver betydelsen av att lararen maste veta vad hon
ska titta efter nér elevlidsningarna ska kategoriseras. Det ar har inte
fraga om nagon forutsattningslos granskning av elevernas arbeten,
utan elevlosningarna granskas och kategoriseras efter pa forhand fast-
stallda kriterier och komponenter.

Sammanfattning

SOLO éar en forkortning for Structure of the Observed Learning Out-
come och utgor en referensram for bedémning av nivaer av strukturell
komplexitet i elevers arbete med uppgifter. Taxonomin &r generell for
alla amnen. Till skillnad fran Piaget sa fokuserar den pa den struktu-
rella komplexiteten i en elevs arbete med en viss uppgift och forsoker
inte ge nagot generellt omdéme om eleven. Den &r endast avsedd att
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anvandas i slutna undervisningssituationer dar ett visst stoff avses att
laras till en viss niva.

Bedomningen sker utifran tre aspekter: minneskapacitet, forekomst av
sambandsoperationer samt konsekvens och avslut. Med minneskapa-
citet menas elevens formaga att tdnka pa flera saker samtidigt, vilket
ar en forutsattning for prestationer pa hogre SOLO-nivaer. Sambands-
operationer avser sambanden mellan problemformulering och svar. Ju
fler relevanta delar som anvéands och ju battre de sammankopplas till
en slutsats, desto hogre SOLO-niva. Elever stravar i allmanhet efter
konstistenta slutsatser ( konsekvens) dar alla data anvands och motsa-
gelserna mellan slutsats och data ar minimala. Men eleven vill &ven
snabbt komma till en slutsats av nagot slag, ett avslut. For de hogre
SOLO-nivaerna maste eleven kunna vara konsekvent och darmed ac-
ceptera flera och mer 6ppna slutsatser. Alla dessa aspekter kan sam-
manfattas i diagramform. Analysen forutsatter att en komponentlista
tas fram, dar alla relevanta komponenter (dvs fakta, lagar, formler
osv) finns med.
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Van Hieles nivaer av tankande

Bakgrund och utgangspunkter

De teorier om undervisning, larande och nivaer av tankande som Pier-
re M. van Hiele (1986) utvecklat har sin bas i hans egna lararerfaren-
heter. Han arbetade bland annat som larare i en Montessoriskola under
aren 1938 - 1951. Van Hiele skriver sjalv att ingangen till nivderna av
tankande var helt och hallet empirisk. Han la marke till dem eftersom
hans studenters larandeprocesser korde fast pa samma stéllen varje ar
och menar att nivderna av tankande korresponderar med plataer i
larandekurvan, platder med mycket speciell karaktar.

Van Hiele har hamtat mycket inspiration fran psykologisk forskning,
och inte minst fran Gestaltpsykologin. Han skriver att de flesta idéer
om struktur som utvecklas i boken ar hamtade fran denna skola. Piaget
ar forstas en annan viktig kélla. Van Hiele sager sig i grunden vara
Ooverens med Piaget, &ven om han i vissa avseenden ar kritisk. Van
Hieles nivaer har sitt ursprung i Piagets, men han menar sig ha arbetat
med nivaer pa ett helt nytt satt. | boken skriver han att uppnaendet av
en niva ar ett resultat av en larandeprocess. Den kan visserligen for-
siggad utan ledning sa att nivdn uppnas genom ett tillfalligheternas
larande (incidental learning), men nivaerna nas inte genom ett biolo-
giskt mognande som lararen inte kan paverka.

Struktur och insikt

Strukturbegreppet ar centralt for forstaelsen av de nivaer av tankande
som presenteras i den aktuella boken. En definition ar enligt forfatta-
ren endast mojlig om man redan i viss utstrackning kanner till det som
ska definieras. Om diskussionen av struktur bérjar med en definition
av begreppet menar van Hiele att risken ar stor att lasarens uppfattning
om struktur vasentligen kommer att skilja sig fran det begrepp som
han vill utveckla.

Struktur ar enligt van Hiele ett viktigt fenomen. Det mojliggor for
manniskor och djur att handla i situationer som inte ar exakt desamma
som situationer de har mott forut. Struktur raddar manniskor och djur
fran ett oandlig liv av "trial and error”. Struktur mojliggor fér manni-
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skor att forsta varandra. Olika manniskor ser samma struktur och de
kan uttrycka sin harmoni genom att utoka strukturen pa samma satt.

Van Hiele beskriver tva egenskaper hos strukturer:

1. En manniska eller ett djur kan agera i nya situationer pa grundval
av en struktur. Strukturer kan kannas igen pa deras rigiditet. Om
strukturen ar vek ar det inte latt att reagera pa ett adekvat satt, ofta
kan man bara séga "det har &ar en bra utdkning av strukturen och det
dar ar en mindre bra”. Alltsa ar den viktigaste egenskapen hos en
struktur att den kan ut6kas p.g.a. sin komposition.

2. Strukturer ar objektiva. Andra manniskor ser (hér och luktar) en
struktur pa samma satt som vi och kan reagera pa en struktur pa
samma satt som vi. Har ger van Hiele ett exempel: Om man ber na-
gon att utdka en mosaikstruktur sa finns en férvantan. Personen
lagger till en bit och jag blir besviken om han gor det pa fel satt.
Strukturer har alltsa en objektivitet, olika manniskor utokar struktu-
ren p4 samma satt.

Han skriver vidare att spraket ar ett viktigt medium. For konstruktio-
nen av manga strukturer, speciellt nar det galler mansklighetens ge-
mensamma tankande, sa ar spraket nédvandigt. Men konstruktionen
av visuella strukturer i vart tankande behover ofta inte spraket till
hjalp. | manga fall dar spraket spelar en roll sa hittas inte strukturens
utokning genom att en regel tillampas. T.ex. ett barn som sager gadde
istallet for gick. | denna fas av forstadelse ar den vuxnes paverkan
mycket liten, och den kan definitivt inte forstarkas med regler. Det
finns dock strukturer som bara kan forstas med hjalp av sprak T.ex. ar
strukturerna av molekyler och atomer inte direkt observerbara, och det
tar lang tid att lara sig att se dem pa ett visuellt satt. Modeller av ato-
mer och molekyler ger visserligen ett visuellt intryck, men modellerna
ar valdigt komplicerade.

| gestaltpsykologin aterfinns fyra viktiga egenskaper som kanneteck-

nar strukturer:

1. Det & maijligt att utéka en struktur. Den som kanner delar av
strukturen vet ocksa hur den ska utdkas.

2. En struktur kan ses som en del av en finare struktur.

3. En struktur kan ses som en del av en stérre, mer omfattande struk-
tur.
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4. En given struktur kan varaisomorf med en annan struktur.

Om undervisning syftar till utveckling av insikt s borde den stimulera
elever att utveckla deras formaga att kanna igen och anvanda den
andra och den tredje egenskapen.

Van Hiele skriver i sin avhandling (van Hiele, 195[fsikt existerar

nar en person agerar pa ett adekvat satt och med avsikt i en ny situa-
tion. Pastaendet &r inspirerat av tdnkande om insikt inom gestaltpsy-
kologin. Han havdar att denna beskrivning av hur insikt kan kdnnas
igen har visat sig vara framgangsrik. Det &r en anvandbar beskrivning.
Van Hiele konstaterar att:

1. Insikt kan observeras nar ett adekvat handlande har skett i en ny
situation.

2. Insikt kan sékerstallas nar handlande har skett i kraft av en etable-
rad struktur fran vilken svaren till nya fragor kan héarledas.

3. De basta exemplen pa insikt fas oférhappandes, de ar inte frukten
av planering.

Forekomsten av insikt kan darfor endast provas om det ar sakert att
den situation som eleven stalls infor ar tillrackligt ny. Det finns manga
fragor som kan stallas for att visa att eleven har otillracklig insikt i en
specifik del av ett amnesomrade. Det &r mycket enklare att hitta fragor
som faststaller brist pa insikt an att hitta sddana som positivt faststéller
insikt. | prov s& ar vanligtvis den enda insikt som visas saddan som
provtagaren tidigare erhallit. Man kan bara gissa om det ar en repro-
duktion av resultatet av provtagarens eget tdankande eller andra manni-
skors tankande. Hur adekvat ett satt att prova eleven ar kan bara be-
démas om typen av undervisning som eleven fatt ar kand.

Nivaer av tdénkande

Enligt van Hiele ar tankande endast sékerstéllt i det 6gonblick som det
har kommit till uttryck - eller for att tala i mer generella termer - nar

det har skett en symbolisering. Han citerar sin egen text fran 1955 som
beskriver hur han forst beskrev sin upptackt om nivaer av tankande:

Man kan séga att ndgon har natt en hogre niva av tankan-
de da ett nytt satt att tanka gor det mojligt att, i anslutning
till vissa operationer, tillampa dessa operationer pa nya
objekt. Uppnaendet av den nya nivan kan inte paverkas av
undervisning, men anda kan lararen genom ett lamplig val
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av ovningar skapa en situation som underlattar elevens
uppnaende av tankande pa en hogre njvan Hiele,
1955, s. 289)

| anslutning till detta citat papekar van Hiele sjalv att en paverkan fran
Piaget kan sparas i och med att dvergangen till nya nivaer var kopplad
till operationer. En ny niva kunde uppnas genom vissa operationer
utfordes. Senare menar han sig ha forstatt att ett nytt sprak var inblan-
dat. | van Hieles tankande fran 1986 sa har spraket stor betydelse.
Sprak ar mycket viktigt for tankandet, och utan sprak ar tankandet
omaijligt.

Den mest kannetecknande egenskapen hos van Hieles nivaer av tan-
kande ar deras diskontinuitet, dvs avsaknaden av koherens mellan
nivaernas olika strukturer. Synonymt med strukturer anvander van
Hiele uttrycket natverk av relationer.

Hjartat i van Hieles begrepp om nivaer av tankande ar att ett objekt
inom ett amnesomrade pa varje niva betyder olika saker. Olika am-
nesomraden (t.ex. geometri och aritmetik) utgor olika kontexter med
sina egna symbolbetydelser. Men aven varje niva av tankande kan
betraktas som en egen kontext dar samma symboler har olika betydel-
ser. Det amne eller amnesomrade som studeras definieras av den
kontext inom vilken de sprakliga symbolerna maste utvecklas. Lararen
maste forsoka hjalpa eleven med utvecklandet av dessa sprakliga
symboler och han maste gora detta i precis den kontext som hor till
det amnesomrade som ska introduceras, och pa den niva som eleverna
befinner sig. | efterféljande faser utvecklar eleven allt rikare sprakliga
symboler inom den anvisade kontexten. | larandeprocessens sista fas
arbetar eleven med ett antal uppgifter, vilka kan genomforas pa olika
satt, for att kunna finna sin vag in i det pavisade faltet och bekanta sig
med det fran alla hall. P& detta satt kommer signaler att utvecklas.
Symbolerna forlorar gradvis sitt visuella innehall och utvecklas till
knutpunkter i det natverk av relationer som bildats. Om larandepro-
cessen kommer s& har langt s uppnas nasta niva av tankande. Har
uttrycker de sprakliga symbolerna helt andra saker &r de gjorde pa den
forsta nivan. De relaterar t ex inte langre till visuella strukturer utan
till vissa relationer till andra sprakliga symboler. En geometrisk figur
kallas rektangel darfor att den har rata vinklar och inte darfor att ele-
ven direkt kanner igen den pa dess form. DA har elevens tankande
utvecklats fran niva 1 till niva 2.
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Overgang mellan nivaer

Overgangen fran en niva till nasta &r inte en naturlig process, den sker
under inflytande av ett undervisnings/inlarnings program. Overgangen
ar inte mojlig utan inlarning av ett nytt sprak. Manniskor som befinner
sig i den forsta perioden (dvs innan de natt niva 2) resonerar korrekt
nar de fornekar att en kvadrat ar en romb. De vagleds av ett visuellt
natverk av relationer, deras intuition visar dem vagen. Inte forran det
typiska natverket av relationer pa den tredje nivan har accepterats sa
maste kvadraten uppfattas som tillhérande mangden av alla romber.
Detta accepterande maste vara frivilligt, det ar inte mojligt att tvinga
pa nagon ett natverk av relationer.

Om en individ i en larandeprocess har lart sig forsta en struktur genom
direkt kontakt med verkligheten sd maste hon lara sig spraket for den
vilket gor det mdjligt att utvaxla uppfattningar om den med andra
manniskor. Efter detta synliggérande sa blir strukturen explicit, det

blir mgjligt att tala med andra manniskor om den. Darigenom kommer
mojligheten att beskriva superstrukturer genom reproduktion av lankar
mellan de givna strukturerna. Sedan kan man na en hogre niva av tan-
kande.

Niva 1

Van Hiele skriver att niva 1 (dersuella nivan) ar en niva utan nagot
natverk av relationer. Men han skriver pa ett annat stélle att de som
annu inte natt niva 2 vagleds av ett visuellt natverk av relationer dar
deras intuition visar dem vagen. (Darfor resonerar de korrekt nar de
t.ex. fornekar att en kvadrat & en romb.) men manniskan kan reagera
direkt p& visuella strukturer och detta kan ske utan hjalp av spraket. |
basnivan finns visserligen ett sprak, men anvandningen av spraket ar
begransad till angivande av konfigurationer (former) som har uppfat-
tats genom observation. T.ex. "detta ar en romb”. Enligt gestaltpsy-
kologin kan en klass av begrepp kannas igen pa grundval av ett enda
signifikant exempel. Spraket pa den forsta nivan gor det mojligt att
tala om visuella observationer. Detta sprak ar inte nodvandigt for att
reagera pa en observation.

Overgangen frdn basnivan till andra nivan (det som van Hiele kallar
period 1) ar fran en niva utan nagot natverk av relationer till en niva
som har ett sddant natverk. Allt eftersom kommer symboler att be-
staémma en riktning hos tankandet i ett amne. Symboler jamférs och

27



blir slutligen igenké&nda p.g.a. deras egenskaper. Att eleven blir mind-
re upptagen med utforskande och bdrjar uppfatta problem indikerar att
hon haller pa att lamna den forsta nivan av tankande, och att relatio-
nerna mellan de ursprungliga objekten for elevens tankande haller pa
att bli de nya objekten som studeras. Vid slutet av denna larandepro-
cess nas den andra nivan av tankande. D& har ocksa kontexten andrats.
Nar geometri-studierna inleddes betraktades figurerna som helheter pa
grundval av deras globala karaktar. Efter att ha sett figurerna kan ett
litet barn sarskilja en romb fran en kvadrat utan att kunna namna en
enda egenskap hos figurerna. Efter att ha uppnatt niva 2 sa betraktar
eleven ocksa romben och kvadraten som helheter, men nu som en
samling av deras egenskaper och deras relationer till andra figurer,
och dessa egenskaper och relationer har kommit fran karakteristiska
kannetecken for romben och kvadraten. Nu kanns figurerna igen pa
deras egenskaper och darmed har bilden blivit mindre viktig.

Om en individ i en larandeprocess har lart sig forsta en struktur genom
direkt kontakt med verkligheten sa maste hon lara sig spraket for den
vilket gor det mdjligt att utvaxla uppfattningar om den med andra
manniskor. Efter detta synliggorande sa blir strukturen explicit, det
blir mojligt att tala med andra manniskor om den. Da blir det majligt
att beskriva superstrukturer genom reproduktion av lankar mellan de
givna strukturerna. Sedan kan man na& en hogre niva av tankande.
Overgéngen &r inte mojlig utan inlarning av ett nytt sprak.

Niva 2

Det natverk av relationer som baserar sig pa att kla fakta fran obser-
vationer i ord tillndr tankandet pa niva 2 (ddeskriptiva nivan).
Meningsskiljaktigheter pa basnivan kan foljas av en analys som leder
till den andra nivan: "Detta ar ingen romb, for de fyra sidorna &r inte
lika”. P& denna niva handlar t.ex. berakningar om relationer mellan
konkreta tal:4[(B=12; 6+ 8 =14. Orsaksrelationer, logiska relationer
och andra relationer som inkluderas i den observerade strukturen till-
hor spraket pa denna niva. Diskursivt tdnkande och darmed forklar-
ingar anvander oftast sprak pa denna niva.

Pastaendet "tva plus ett ar tre” hor hemma pa niva 2. Pastaendet kan
forklaras med hjalp av visuella strukturer och det sager nagot generellt
om sadana strukturer.
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Under larandeprocessen som leder fran niva 2 till niva 3 (period 2) sa
ar det ordnandettie ordering) av geometriska figurers egenskaper
som &r studieobjektet. Genom denna sortering far gamla symboler nytt
innehall och vid slutet av larandeprocessen sa uppfattas figurerna som
en ordnad mangd av egenskaper. Men nya symboler fdds ocksa under
denna period (t.ex. kongruens, likhet, parallellitet, och "darav féljer”).
Dessa symboler kan bara forstas efter det att den forsta periodens
kontext har andrats. De nya symbolerna ar typiska for den nya kon-
texten.

Niva 3

Resonerande pa tredje nivan (deor etiska nivan) behandlar struktu-

rer pa den andra nivan. Slutsatser baseras inte langre pa férekomsten
eller avsaknaden av lankar i natverket av relationer pa den andra ni-
van, utan pa sambandet som antas existera mellan dessa lankar. Den
som anvander ett daligt utvecklat natverk av niva-2 relationer eller
som anvander detta natverk relativt automatiskt kommer att ha daligt
grepp om den inre strukturen av detta natverk och kommer darfér inte
att kunna gora bedémningar pa niva 3. Resonemang fran ett logiskt
deduktivt system tillhér den tredje nivan av tankande.

Pa den tredje nivan behandlas generaliseringar av resultat, t.ex.
ax(b+c)=(axb)+(axc). | dessa generaliseringar atervander man
inte till de ursprungliga objekten pa den andra nivan, de konkreta ta-
len.

Spraket pa niva 3 har samma relation till spraket pa niva 2 som spra-
ket p& niva 2 har till spraket pa den forsta nivan. Spraket pa den teore-
tiska nivan har en mycket mer abstrakt karaktar an spraket pa den be-
skrivande nivan eftersom det handlar om orsaksrelationer, logiska
relationer och andra relationer hos en struktur. Dessa relationer an-
vands pa niva 2 men &ar inte synliga dar. Resonemang om logiska rela-
tioner mellan satser i geometri sker med hjalp av spraket pa niva 3.
Forstaelsen for dessa samband kan inte astadkommas med hjalp av
visuella representationer.

Pastaendet "summan av tva heltal ar ett heltal” hor hemma pa niva 3.
Detta ar ett pastaende om strukturer i niva 2. Regeln "om du vill adde-
ra tva brak med olika namnare sa maste du forst géra dem liknamni-

ga” handlar inte om visuella strukturer. Eftersom den ar ett pastaende
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om icke-visuella strukturer pa niva 2 sa hor regeln till niva 3. Den som
inte talar spraket pa niva 3 kan visualisera problemet. D& reduceras
strukturen pa tredje nivan till en struktur pa niva 2. Vi kan pasta att
den som maste gora detta inte har forstatt nagonting av det verkliga
problemet.

Hogre nivaer

Van Hiele diskuterar aven majligheten av hogre nivaer. Han namner
niva 4 som skulle betecknas formell logik och innehalla studiet av
logikens lagar samt niva 5 vars struktur behandlar de logiska lagarnas
natur. Van Hiele skriver att denna klassificering ar lamplig for en
struktur i matematik och mdjligen kan matematiker arbeta med den.
Men eftersom syftet med nivaerna av tankande var att utveckla tan-
kandet sa karaktariseras nivaerna pa ett annat satt.

Satten att tdnka pa basnivan, den andra nivan och den tredje nivan ar
hierarkiskt ordnade. Kan man tanka sig att det finns hégre nivaer an
sa? Van Hiele menar att det ar uppenbart att den tredje nivan i veten-
skaper som matematik, fysik, kemi, biologi, historia och lingvistik ar
konstruerad pa olika satt. Kanske ar det just pa grundval av denna
skillnad som vi talar om olika vetenskaper. Skulle det da inte vara
mojligt att konstruera en fjarde niva av tankande genom jamforelsen
av de olika strukturerna pa niva 3? Skulle inte detta vara filosofins
niva?

Koordinerade strukturer

Att det finns farre nivaer an man ibland tror kan forklaras med koordi-
nerade strukturer. Det innebar att eleven for att forsta ett sammanhang
inte behover strukturer pa en hogre niva, utan endast maste inse att
den struktur man har omfattar &ven det nya problemet. Van Hiele ex-
emplifierar med att det ar mojligt att bygga upp analytisk geometri pa
ett traditionellt satt utgaende fran koordinaterna for en punkt. Men det
ar ocksa mojligt att anvanda vektorer, och genom att géra det sa tror vi
0ss na en hogre niva eftersom vi da befriar oss fran koordinatsystemet
och dess begransningar nar det galler dimensioner i rymden. Men na-
gon hogre niva har inte uppnatts utan endast en koordinerad struktur.
Detta beror pa att den traditionella analytiska geometrin kan betraktas
som en del av vektorgeometrin.
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Niva-reduktion

En annan omstandighet som férsvarar mojligheterna att se de verkliga
relationerna mellan nivaer aiva-reduktion. Det ar mojligt att om-
vandla strukturer pa den teoretiska nivan med hjalp av ett tecken-
system (system of signs) genom vilket strukturerna blir synliga. Sa ger
algebran en transformation av strukturer pa den teoretiska nivan i
aritmetiken och formell logik ger en transformation av algebrans teo-
retiska niva.

Enligt van Hiele ar det ratta sattet att &stadkomma en niva-reduktion
att eleverna har sett strukturen hos den tredje nivan, har diskuterat den
och sjalva uttryckt relationerna i strukturen i ord. Nar de nu kommer
till niva-reduktion genom regelanvandning sa har de sjalva bidragit till
reduktionen. Om nodvandigt kan de atervanda till den dvergivna
tredje nivan. Inom exakta amnesomraden kan en reduktion av en
handling till en lagre niva av tankande vara mojlig eftersom de opera-
tioner som maste kontrolleras inom faltet kan sarskiljas fran kontexten
och praktiseras separat. | icke-exakta amnen astadkommer en sadan
reduktion att verbala strukturer av tdnkande utvecklade, ofta &r dessa
lanade fran andra vetenskaper. D& kan inte amnet utvecklas pa ratt
satt.

Van Hiele menar att det ar vanligt, men alltid forkastligt, att tala till
eleverna om begrepp som hor till en niva som de annu inte alls natt.
Detta ar den viktigaste orsaken till daliga resultat i matematikunder-
visningen. Resultatet av sadan undervisning ar att eleverna tvingas
imitera handlingsstrukturen hos lararen. Darigenom lyckas de vanli-
gen beharska operationerna som hor till nivan. Men eftersom hand-
lingsstrukturen inte ar ett resultat av verklig forstaelse (dvs inte kom-
mer fran en analys av lagre strukturer) sd maste den komma fran en
global handlingsstruktur. Lararen anvander inte visuella strukturer vid
berakningar och det gor inte eleven heller. Men lararen har natt sin
kunskap om berakningar genom en omvandling av strukturer pa en
lagre niva, medan denna relation inte aterfinns hos eleven.

Tolkningar av taxonomin for praktiskt bruk

Aven om Pierre M. Van Hiele i sin bok fran 1986 bara anger tre niva-
er av tankande som spelar nagon praktisk roll i skolan, har andra
identifierat fler nivaer. Burger & Culpepper (1993) summerar fem
nivaer hamtade fran Burger & Shaughnessy (1986), vilka var och en
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karakteriseras av sitt sarskilda sprak, sina sarskilda symboler och me-
toder for slutsatser:

Helhetsnivda  Nar studerande i forsta hand tanker holistiskt sa an-
vander de oprecisa egenskaper for att jamfora figurer och identifiera
former. Visuella prototyper anvands for att karakterisera former ("en
rektangel ar som en dorr”). Irrelevanta attribut, som t.ex. orientering
pa papperet, inkluderas ofta nar former identifieras och beskrivs. Till
exempel kan en studerande insistera pa att tva sidor hos en kvadrat
maste vara horisontella, eftersom kvadraten tycks forlora sin kvadrat-
karaktar nar den roteras. Omvant kan relevanta attribut exkluderas néar
former identifieras (t.ex. kan bojda sidor i trianglar tillatas). Dessutom
kan studerande som tanker holistiskt vara inkapabla att forestélla sig
en odndlig variation avseende typer av former. De fokuserar vanligen
inte explicit pa egenskaper hos former nar de ska identifiera och be-
skriva dessa former, utan betraktar vanligen varje form som ett helt
objekt som representerar en oklart uppfattad klass. Burger & Culpep-
per havdar att det finns studier som visar att manga studenter i USA
tanker holistiskt nar de borjar geometristudierna pa high school.

Analytisk niva Nar studerande tanker analytiskt sa fokuserar de
explicit pa egenskaper hos former. En form blir en samling av dess
nodvandiga egenskaper, vilka anvands for att beskriva, identifiera och
karakterisera den. Till exempel kan den studerande istallet for
"rektangel” referera till "en fyrsidig form med enbart rata vinklar”

aven om termen "rektangel” ar bekant. Dessutom kan klass-
inneslutningar bland typer av former férkastas explicit till forman for
personliga karakteriseringar. For vissa studerande som tanker analy-
tiskt har t.ex. parallelogram inte réta vinklar, och darfor betraktas
rektanglar inte som en underklass till parallellogram. Studerande som
tanker analytiskt kan betrakta geometri som fysik nar de proévar san-
ningshalten i en utsaga, t.ex. luta sig mot en mangd skisser och gora
observationer om dem. Pa denna niva kan matematiska bevis bli
omdjliga att forsta och foga uppskattade.

Abstrakt nivd  Studerande som téanker abstrakt bildar kompletta
definitioner som utnyttjas explicit. Definitioner kan modifieras eller
anvandas i ekvivalenta utformningar. Klassinneslutningar bland typer
av former forstas sedan och tillampas. Dessutom anvands om-da utsa-
gor explicit vid resonemang om former, och studerande kan bilda kor-
rekta deduktiva argument som baseras pa naturlig logik. (T.ex. om p
implicerar q och q implicerar r, sa innebar det att p implicerar r.) P&
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denna niva kan studerande formulera "lokal” deduktion i nagra fa steg
- t.ex. korta argument om egenskaper hos former som inte explicit
relaterar till grunderna for den sarskilda geometri som den studerande
implicit opererar i. Studerande kan mdjligen anvanda specifika axiom
eller satser utan att riktigt forsta den logiska distinktionen mellan dem.

Deduktiv nivd Pa denna niva ar geometrins matematiska struktur
fullstandigt uppenbar for den studerande. Bevis betraktas som den
slutliga auktoriteten som avgor sanningshalten i en slutsats. Rollerna
hos komponenterna i den matematiska diskursen uppfattas korrekt
(odefinierade termer, axiom, ett logiskt system, satser, och bevis). De
studerande kan alltsa féra matematiska resonemang inom ett bestamt
matematiskt system, &ven om de kanske inte ar medvetna om att andra
axiom skulle ge andra system och darigenom andra satser.

Strang niva Pa denna niva inser de studerande vardet av under-
sokningar av olika axiomsystem och logiska system och kan fora re-
sonemang pa det mest stranga sattet inom olika system. Denna niva
forekommer normalt endast pa universitetsniva.

| Burger & Culpepper (1993) skriver forfattarna vidare att det ar fres-
tande att anvanda van Hiele modellen pa processer av resonemang hos
individuella studerande som ett beskrivande verktyg. Men de menar
att vi bor undvika att satta etiketter pa manniskor med hjélp av nivaer-
na. Modellen menar man ger en ram for hur aktiviteter i geometri kan
sekvenseras med syfte att mojliggéra for de studerande att mer eller
mindre omarkligt ga fran en niva till nasta.

Sammanfattning

Boken som denna framstallning bygger pa (van Hiele, 1986) tycks
vara en sammanfattning av en gammal mans hela tdnkande om under-
visning, tankar som samlats under ett langt liv och en lang karriar.
Darfor ar det naturligtvis extra svart att sammanfatta dessa tankar pa
nagra sidor. Mitt syfte med att forsoka tranga in i van Hieles idéer ar
forstas att forsoka hitta en tolkningsram som kan beskriva kvaliteter i
elevldsningar till uppgifter utan att kanna till elevernas undervisnings-
historia. Detta syfte ar knappast i enlighet med van Hieles intentioner
med sin teori. Men avsikten ar att prova teorins mojligheter aven i
detta avseende.

Enligt van Hiele ska skolan erbjuda eleven mojligheter att uppfatta
strukturer och malet skulle ytterst vara insikt, dvs férmagan att agera
pa ett adekvat satt och med avsikt i en ny situation. Detta kan endast
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ske om eleven har ett grepp om strukturen i det &mnesomrade som
avhandlas. Van Hiele betonar sprakets betydelse for tankandet och
tankandets utveckling.

Van Hiele understryker att eleverna sjalva vill lara sig hitta i amnes-
omradet, de vill se sig om i tankefaltet och borjar darfor jamfora sym-
boler for att s& smaningom kunna orientera sig. Eleven ar aktiv och
maste sjalv skapa sina strukturer, att harma nagon annan leder inte ftill
insikt. Lararen ska behandla eleverna som vardiga opponenter med
formaga att introducera nya argument. Indoktrinering av en allvetande
larare ar enligt van Hiele ett hinder for verkligt larande.

Van Hiele illustrerar sina nivaer av tankande utifran exempel fran
skolans geometriundervisning. | geometriundervisningen andras stu-
dieobjektet fler &n en gang. Nar eleven forsta gangen méter likbenta
trianglar s& upptrader de som figurer som igenkanns genom sin tydliga
form, inte genom sina egenskaper. Att se och kanna igen en likbent
triangel kan jamféras med att se och kanna igen en ek eller en mus.
Denna typ av struktur kdnnetecknar van Hieles férsta niva av tankan-
de, den visuella. Senare, nar eleven uppnatt den andra nivan av tan-
kande (den deskriptiva), sa har den visuella formen redan fallit i bak-
grunden. D& kanns en likbent triangel igen pa grund av sina egenska-
per (tva lika langa sidor eller tva lika stora vinklar). Om eleverna ar
sakra pa dessa egenskaper sa tvivlar de inte pa att en viss triangel ar
likbent &ven om figuren ar slarvigt ritad, eller om figuren ger upphov
till en optisk illusion som forvranger intrycket. P& den tredje nivan av
tankande, den teoretiska, sa ar triangelns egenskaper inte langre det
objekt som studeras. Da fokuseras istallet sambanden mellan egenska-
per. Att tva sidor i triangeln ar lika implicerar att tva vinklar ar lika,
eller tvartom. P& niva fyra utgors studieobjektet av karaktaren hos
relationer mellan satser. Vad betyder t.ex. "Om tva sidor i en triangel
ar lika sa ar tva vinklar lika”, eller vad betyder det nar man pratar om
"omvandningen till en sats"?

Pa den forsta nivan betraktas rymden som den presenterar sig, sa har
kan vi tala omspatialt tankandePa den andra nivan har géomet-

riskt spatialt tankandePa niva tre aterfinnsiatematiskt geometriskt
tdankande pa denna niva undersoks betydelsen av geometriskt tankan-
de. Pa nasta niva studeragiskt matematiskt tankandelar ar ob-

jektet att veta varfor geometriska sétt att tanka kan hora till matemati-
ken.



Syfte

Det arbete som redovisas har har utgatt fran nagra centrala och viktiga
fragestallningar. Den mest grundlaggande &r fragan om vad som &r
kvalitet i kunnande och hur dessa kvaliteter kan visa sig i elevers ar-
bete med en uppgift.

Ett kvalitetsmatt utgors av de betygskriterier som ligger till grund for
betygssattningen i gymnasieskolan. For att fA nagra andra matt har
aven tva andra perspektiv valts, dels den s.k. SOLO-taxonomin och
dels de beskrivningar av nivaer av tankande som brukar kallas van
Hiele-nivaer. Valet av kvalitetsmatt ger majlighet till stor spannvidd i
vissa avseenden. Till exempel har van Hiele-nivaerna sitt ursprung
och primara tillampning inom geometri, betygskriterierna ar desamma
for hela matematiken och SOLO kommer fran studiet av elevers ar-
beten inom manga amnen. Betygskriterierna ar ett konglomerat av
olika aspekter av kunnande i matematik, utan inbdrdes ordning eller
struktur. SOLO och van Hiele ar mycket strukturerade tankebyggen
vilka bada har starka kopplingar till Piagets utvecklingsnivaer.

Syftet med denna studie kan sammanfattas i tre punkter

» att forsOka tranga in i dessa modeller for bedomning och beskriva
och i ndgon man diskutera och jamféra modellernas fortjanster och
brister, bade som teoretiska konstruktioner och i relation till den
genomférda tillampningen,

 att prova mojligheten att tillampa modellerna pa elevlésningar till
tva stoérre uppgifter i matematik, och jamfora utfallet av de olika
bedémningarna med varandra,

e att studera hur de anvanda matematikuppgifterna férhaller sig till
laro- och kursplaner och aven redovisa kvantitativa data och ana-
lyser frdn genomférandet av det nationella kursprovet i Matematik
A fran varen 1996 dar uppgifterna ingick.

Liknande jamférande studier med olika taxonomier har genomforts
tidigare, se t.ex. Olive (1991).
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METOD

Procedur

Ett urval elevlosningar till tva uppgifter som utgjorde breddningsdelen
vid det nationella kursprovet i matematik for kurs A fran varen 1996
har analyserats mot bakgrund av kursplanens mal att uppna, en tolk-
ning av betygskriterierna samt SOLO och Van Hiele. Dessutom redo-
visas analyser av insamlade elevresultat och lararsynpunkter vid ge-
nomforandet av det nationella kursprovet varen 1996.

Urval av eleviésningar

| informationsmaterialet som medféljer de nationella proven far sko-
lorna upplysningar om att elevernas losningar ska arkiveras. Arkive-
ringsreglerna tillampas dock mycket olika i olika kommuner och de
eventuellt arkiverade elevldsningarna kan vara svara att fa tag pa. Fran
de nationella kursproven i matematik varen 1996 samlades elevresul-
tat, men inga autentiska elevidsningar, in till provinstitutionen. Darfor
har denna efterhandsstudie fatt lita till mojligheten att hitta gamla prov
pa skolorna. Detta har visat sig mycket svart, for att inte séga omoj-
ligt. Ett antal kontakter har tagits med larare pa olika skolor 6ver hela
Sverige.

De enda elevlésningar som kunnat anskaffats kommer fran en skola i
Goteborg. | urvalet ingar 45 elevldsningar till uppgift 1 och 16 elev-
I6sningar till uppgift 2. Bland l6sningarna till uppgift 1 aterfinns 18
som kommer frn en utprévning av en tidigare version av uppgiften.

Beskrivning av uppgifterna

De nationella kursproven i matematik bestar av tva delar: en mer tra-
ditionell tidsbunden del, som ska genomféras under géngse provbe-
tingelser, och en breddningsdel. Syftet med breddningsdelen ar att
bredda underlaget for bedomning och erbjuda mojligheter att prova
nya former for formell utvardering av elevers kunnande i matematik.

Denna studie tar sin utgangspunkt i breddningsdelen fran det natio-
nella kursprovet i Matematik A fran varen 1996. | denna provdel fanns
tva uppgifter, varav eleven skulle vélja en att arbeta med i minst 60
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minuter under normal lektionstid. Maximal arbetstid for uppgiften
samt arbetsformer vid genomférandet beslutades lokalt. | provets tids-
bundna del fanns nastan ingen geometri alls. Genom att genomfora
breddningsdelen skulle lararna anda kunna f& en helhetsbild av ele-
vernas kunskaper inom olika kunskapsomraden. De tva uppgifter som
eleverna skulle vélja bland utformades med olika "ansikten” och ka-
raktar. Avsikten var att eleverna sjalva skulle kunna valja den uppgift
dar de kunde visa sin niva av matematikkunskaper.

Dessa uppgifter har valts framforallt darfor att de bada behandlar i
stort sett samma kunskapsomrade, om an pa valdigt olika satt. Dessut-
om handlar bada om geometri, vilket ar lampligt for att préva mojlig-
heterna att anvanda van Hieles nivaer av tankande.

Uppgift 1: Garden (se bilaga 3 och 4)

Ursprunget till uppgiften var inskickat av en uppgiftskonstruktdr som
anlitats av provinstitutionen. | arbetet med uppgiftens utformning proé-
vades sedan olika geometriska former pa den gardplan som uppgiften
handlar om. Avsikten var att hitta en form som skulle inbjuda eleven
att visa olika kunskaper i geometri. Bade en oregelbunden fyrhérning
(med tva rata vinklar) och en parallelltrapets (med de "sneda” sidorna
lika langa) provades innan den rektanguldra garden valdes. De andra
formerna gav visserligen rikare l6sningsforslag, men uppgiften blev
ocksa svarare och framférallt alltfor tidskravande.

Avsikten var att skapa en uppgift av praktisk natur med ett samman-
hang som accepteras som trovardigt av eleverna och motiverar till
intressanta losningsforslag dar eleven kan visa upp sina kunskaper i
framforallt geometri. Eleviosningarna beddmdes i forsta hand kunna
ge information om G-kunskaper, medan VG-inslaget i forsta hand

skulle ligga pa redovisningens kvalitet (se tabell 2).

Systemets och lararnas begransningar tillat inte uppmaningar om fria-
re hantering av uppgiften. Lararna kunde ha uppmanats till att stimule-
ra eleverna att anvanda andra geometriska figurer an rektanglar for att
darigenom kunna visa kunskaper pa hogre nivaer. Lararen kunde t.ex.
ha visat skisser pa losningsforslag med trianglar, cirklar, upphojda
kullar osv. innan eleverna satte igang med arbetet. Eleverna kunde
aven ha diskuterat i grupp innan var och en satte sig for att gbra sin
egen l6sning. Lararen har naturligtvis aven mojlighet att stimulera
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eleverna under arbetets gang. Elevernas arbeten maste forstas bedo-
mas i relation till lararens olika insatser.

Tabell 2 Sammanstallning 6ver den bedémning av férvantat inne-
hall och betygsniva i elevlosningar till uppgift 1: Garden.
Kursplanen mal att uppna och inférda beteckningar for
olika mal redovisas i bilaga 2.

Mal Eleven skall Uppgift 1 (Garden)
kunna tillampa grund- VG?  Kan eventuellt komma in om
laggande geometriska sat- eleven anvander sig av andra
ser figurer an rektanglar
G1 kunna forklara de formler
som anvands i problemlés-
ning
kunna forsta de resonemang G-VG Olika problemlésningssitua-
som anvands vid problem- tioner kraver olika insikt i 10s-
I6sning ningsstrategier och metoder
kunna berdkna omkrets och G Att berékna given area och
area for plana figurer aven kunna ange matt som
ger en given area, i forsta
hand rektanguléra, men &ven
andra
G2 kunna berdkna begrans- G Ratblock
ningsarea och volym for
nagra enkla kroppar
kunna rita tillhdrande figurer G-VG ev.
kunna utnyttja skala for be- G ev. Fran ritningen beraknas
rakningar matt som anvands for t.ex.
areaberakning.
G3 kunna utnyttja skala for att
tolka ritningar och kartor
kunna utnyttja skala for att G-VG Goraritningen i skala och
konstruera ritningar och ange skala
kartor
G4 kunna utnyttja begreppen
sinus och cosinus for att
I6sa enklare problem
R2 ha okat sin férmaga att vélja Val av lamplig enhet samt
lAmplig enhet vid problem- olika enhetsomvandlingar
I6sning krévs
R3 kunna vélja berdkningsme- Uppgiften kraver en del be-

tod och lampligt hjalpmedel
vid numerisk réakning och
vara van vid att kontrollera
resultatets rimlighet

rakningar av olika svarighets-
grad och komplexitet. | flera
fall kan rimligheten i kostna-
der, métt, areor m.m. kontroll-
eras.
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Uppgift 2: Koordinatgeometri (se bilaga 5)

Ett forsta utkast till denna uppgift framkom vid ett referensgrupps-
mote dar en grupp larare fran hela landet samlats for arbetet med na-
tionella kursprov. Den kom till som komplement till Garden och
skulle till skillnad fran den vara en mer teoretisk och generell geome-
triuppgift. Det forsta forslaget innehdll endast spegling, och detta
kompletterades senare av medarbetare pa provinstitutionen for att bli
en mer omfattande och rik uppgift.

Uppgiften handlar om geometri i koordinatsystem. Den typ av opera-
tioner pa geometriska objekt som eleven uppmanas utfoéra (speglingar
och strackningar) ar ovanliga i skolan och uppgiftstypen far anses vara
ok&nd for eleven vid uppgiftens genomfdrande.

Den del av uppgiften som handlar om metod Il ar inspirerad av en
artikel i Mathematics Teacher (Battista & Clements, 1995). | artikeln
diskuteras bevis och geometri. Forfattarna papekar att bevis i dagligt
tal &r nagot som Overtygar mig. Men i larobdcker i matematik antyds
hela tiden att matematiker endast anvander sig av formella bevis, dvs
logiska, deduktiva resonemang som baseras pa axiom. Men matemati-
ker hittar oftast sanningar genom metoder som ar intuitiva eller empi-
riska. Har finns alltsa en skillnad mellan hur ny matematisk kunskap
uppstar och hur den presenteras. Det rader ingen tvekan om att den
deduktiva ansatsen kravs for att Overtyga andra matematiker att det jag
sager ar sant, men detta ar ofta det sista steget i en process som inne-
haller manga undersokande och deduktiva moment. Battista & Cle-
ments redogor kortfattat for bade Piagets och van Hieles idéer om
nivaer av tankande och summerar med att bada dessa teorier sager att
eleven maste passera lagre nivaer fore de kan na de hogre och att detta
tar relativt lang tid. Slutsatsen blir att explicita studier av axiomatiska
system knappast ar produktivt for det stora flertalet av eleverna i high
school. Men forskning antyder att det finns alternativ till axiomatiska
utgadngspunkter som kan leda eleven mot ett meningsfullt troliggoran-
de av idéer. Detta kan innebéra arbetsformer som bygger pa samarbete
och diskussion, men det kan aven vara datorprogram. Har kommer
forfattarna sa smaningom fram till att den typ av aktiviteter som ingar

i var uppgift om koordinatsystem kan vara ett utmarkt satt for eleven
att narma sig mer formell geometri. T.ex. kan begreppet likformighet
baseras pa strackning och observationer av vad som hander. Detta kan
ske for hand, men forfattarna foredrar att anvanda ett datorprogram
dar man kan géra detta. Genom visuella manipulationer och empiriska
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utforskningar sa kan eleverna helt naturligt ga fran den intuitiva idén
om samma form till en definition av likformighet som baseras pa
egenskaper. Ironiskt nog, sager Battista & Clements, sd skapas den
mest effektiva vagen till ett meningsfullt anvéandande av bevis i se-
condary school genom att formella bevis undviks foér storre delen av
elevernas arbete. Genom att istéllet fokusera pa troliggorandet av idéer
da man hjalper elever att bygga de visuella och empiriska grunderna
for ett geometriskt tankande pa hogre niva sa kan eleverna komma till
insikt om nodvandigheten av formella bevis. Forst da kan de anvanda
det pa ett meningsfullt satt for att troliggora idéer.

Detta alternativ till axiomatiska metoder att introducera geometri i

allmanhet och geometriska bevis i synnerhet ligger helt i linje med
Van Hieles syn pa hur undervisning i geometri bor organiseras. Den
forsta nivan ar den visuella och den behdver agnas tillracklig tid for att
eleven ska kunna ta sig vidare till hdgre nivaer.

| samband med konstruktionen av uppgift 2 gjordes en bedémning av
de kursmal och betygsnivaer som eleven borde kunna visa vid arbetet
med uppgiften. Denna bedémning redovisas i tabell 3.
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Tabell 3 Sammanstallning 6ver den bedémning av férvantat inne-
hall och betygsniva i elevldsningar till uppgift 2: Koordi-
natgeometri. Kursplanen mal att uppna och inférda be-
teckningar for olika mal redovisas i bilaga 2.

Mal  Eleven skall Uppgift 2 (Koordinatgeometri)
kunna tillampa grund- G-VG Vid beskrivningen av triang-
laggande geometriska sat- larna kan Pythagoras sats,
ser vinkelsumman i triangeln och
annat komma in. Visande av
likformigheten i metod Il kra-
ver en del geometriska satser.
G1 kunna forklara de formler
som anvands i problemlds-
ning
kunna forsta de resonemang G-VG ?
som anvands vid problem-
I6sning
kunna berdkna omkrets och G Egenskaper som omkrets och
area for plana figurer area ar rimliga att ange och
berakna.
G2 kunna berdkna begréns-
ningsarea och volym for
nagra enkla kroppar
kunna rita tillhérande figurer G-VG Uppgiften kraver att flera tri-
anglar ritas.
kunna utnyttja skala for be- VG Metod Il innebar skalning av
rakningar triangeln. Eleven kan diskute-
ra bade langd- och areaskala.
G3 kunna utnyttja skala for att VG Jamférelsen mellan trianglar-
tolka ritningar och kartor na i metod Il.
kunna utnyttja skala for att
konstruera ritningar och
kartor
G4 kunna utnyttja begreppen VG Kan anvandas for att beskriva
sinus och cosinus for att trianglarna.
I6sa enklare problem
S1 sjalv kunna presentera data G-VG Flera koordinatsystem med
i diagramform linjer och figurer ska ritas.
F1 kunnarita enkla grafer (som G-VG Flera koordinatsystem med
beskriver vardagliga férlopp) linjer och figurer ska ritas.
F3 kunna grafiskt &skadliggo-  G-VG Flera koordinatsystem med

ra...

linjer och figurer ska ritas.
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RESULTAT

Resultat vid genomférandet

Vid genomférandet av provet varen 1996 insamlades resultat fran ett
stort antal elever och lararsynpunkter fran alla deltagande larare. Re-
sultat och kommentarer avseende kursproven varen 1996 har redovi-
sats i Lindstrém, Nystrom & Palm (1996). Dar aterfinns aven en dis-

kussion om urvalets sammansattning och problemen med bortfall.
Dessa fragor ar viktiga om man vill generalisera resultatet till att galla

alla Sveriges gymnasie- och komvuxelever. Vi kan har ndja oss med
att diskutera och jamféra utfallet bland de elever vars resultat rappor-
terats. Av de 22 252 elevresultat som ligger till grund fér analysen sa
har 90 % genomfort provets tidsbundna del och 42 % har gjort bredd-
ningsdelen. | materialet finns resultat fran 8893 elever dar provbetyg

redovisats for bade tidsbunden del och breddningsdel. Korrelationen
mellan de olika betygen framgar av tabell 4 nedan.

Tabell 4 Betyg pa breddningsdelen for elever med olika
betyg pa tidsbunden del i nationella kursprovet i
matematik A varen 1996.

Betyg péa breddningsdel

[€] G VG MVG Total
Betyg pa
tidsbunden [€] 1348 762 36 0 2146 (24 %)
del
G 956 3138 806 11 4911 (55 %)
VG 58 601 825 38 1522 (17 %)
MVG 5 39 208 62 314 (4 %)

Total 2367 4540 1875 111 8893
(27%) (51%) (21%)  (1%)

Bland eleverna har uppgift 1: GARDEN varit den klart popularaste.
Mer an fyra ganger s& manga elever har valt denna uppgift jamfort
med uppgift 2. Elever pa olika program uppvisade skillnader i valet av
uppgift. Bland de elever som har genomfort breddningsdelen varierar
andelen som valt uppgift 1 fran ca 75 % (Omvardnads- och Estetiska
programmet samt Komvux) till 90 % (Bygg- och Energiprogrammet).
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Har kan dock inga monster skénjas som skulle kunna férklara skillna-
derna. Som framgar av tabell 5 och 6 nedan sa uppvisade de inskicka-
de elevresultaten skillnader nér det géaller val av breddningsuppagift for
kvinnor och méan och for olika betyg pa tidsbunden del. Bland manliga
provtagare Okade andelen elever som valt uppgift 2 med matematisk
formaga (matt i provbetyg pa tidsbunden del). For kvinnorna i urvalet
gallde motsatsen.

Tabell 5 Vald breddningsuppgift for manliga elever med olika
provbetyg pa tidsbunden del i det natio-nella kursprovet i
matematik A varen 1996.

Andel som valt breddnings- Antal elever
uppgift
1 2
Betyg pa tids- G 86% 14 % 1057
bunden del
G 84 % 16 % 2430
VG 81 % 19 % 779
MVG 71% 29 % 179
Totalt 83 % 17 % 4445

Tabell 6 Vald breddningsuppgift for kvinnliga elever med olika
provbetyg pa tidsbunden del i det nationella kursprovet i
matematik A varen 1996.

Andel som valt breddnings- Antal elever
uppgift
1
Betyg pa - tids- G 79% 21 % 1042
bunden del
G 79 % 21% 2390
VG 81 % 19 % 703
MVG 87 % 13% 123
Totalt 80 % 20 % 4258

| Lindstrom, Nystrom & Palm (1996) redovisas aven lararsynpunkter
pa provet. Av lararenkaten framgar att eleverna i huvudsak arbetat
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enskilt med breddningsuppgifterna. Men det finns larare som latit ele-
verna forst diskutera den uppgift de valt i grupp for att sedan lamna in
individuella redovisningar. Cirka en fjardedel av lararna uppger att de
anvant 60 minuter for att genomféra breddningsdelen, ungefar 40 %
anvande 80 minuter och 6vriga anvande langre tid, upp till 120 minu-
ter. Nar det galler i vad man lararna vager in resultatet pa breddnings-
delen nar de ska satta kursbetyg sa tyder lararsvaren pa att bredd-
ningsdelen naturligtvis kommer att utgéra en del av underlaget vid
betygssattning. Men lararnas svar visar ocksa att 40 % av de larare
som genomfort breddningsdelen (och svarat pa enkaten) sa kommer
bedémningen som grundar sig pa denna provdel inte alls eller i myck-
et liten utstrackning att vagas in da kursbetygen ska sattas.

Nedan ges nagra axplock fran lararnas kommentarer till breddnings-
delen i det aktuella provet.

» Breddningsdelen ger framférallt underlag for att héja betyget.

« Breddningsdelen innehaller trevliga och meningsfulla uppgifter.
Det ar dock svart att anvanda dem for betygssattning i ett natio-
nellt prov.

» Jag tycker det ar bortkastad tid med breddningsuppagifter.

» De flesta eleverna uttryckte ett positivc omdéme av breddningsde-
len.

» Efter analys av provresultatet &r det uppenbart att breddningsdelen
lockar fram "nya féormégenheter” inte minst av planerings-, pre-
sentations- och layout-karaktar. Den holistiska bedémningen ar val
agnad att identifiera det undermaliga och det excellenta men har
svarigheter att rangordna de mediokra; alltsa ett gott underlag for
IG och MVG.



Analys i férhallande till Idro- och kursplan

Karakterisering av uppgifterna i férhallande till Iaroplanen och
matematikdmnets syfte och karaktar.

| de haften med information till l1arare som atféljer kursproven fram-
havs de olika styrdokumentens roll vid utveckling och konstruktion av
nationella kursprov (Skolverket, 1996). Kursproven utformas med
utgangspunkt i mal och riktlinjer som de beskrivs i laroplan, pro-
grammal och kursplan samt de centralt faststallda betygskriterierna.

| forordet till den gallande laroplanen for de frivilliga skolformerna
(Utbildningsdepartementet, 1994) anges att laroplanen skall styra
skolan och innehaller bindande foreskrifter for dess verksamhet. | 1a-
roplanen formuleras skolans vardegrund och uppgifter samt mal och
riktlinjer for verksamheten. Under Skolans huvuduppgifter anges att
utbildningen skall framja elevernas utveckling till ansvarskdnnande
manniskor, som aktivt deltar i och utvecklar yrkes- och samhallslivet.
All verksamhet i skolan skall bidra till elevernas allsidiga utveckling.
Skolan skall utveckla elevernas kommunikativa och sociala kompe-
tens. Laroplanen lyfter ocksa fram nagra viktiga perspektiv som skall
behandlas i undervisningen: etiska perspektiv, miljoperspektiv, inter-
nationellt perspektiv och historiskt perspektiv. Eftersom dessa formu-
leringar galler hela skolans verksamhet s& maste de dven omfatta na-
tionella kursprov i matematik. Det ar naturligtvis manga ganger svart
att vava in sadana ambitiosa malsattningar i amnet matematik och i
prov. Men laroplanen gor inget undantag for matematik och aven ma-
tematikamnet maste strava i denna riktning. De uppgifter som analyse-
ras i denna studie kan endast i mycket begransad utstrackning sagas
leva upp till laroplanens formuleringar. Har finns i alla fall ett inslag
av kommunikativ kompetens som betonas.

| laroplanens "Mal att strava mot” finns formuleringar som &r sarskilt
aktuella for matematikdmnet. Dar ségs att stravan skall vara att eleven
skall kunna anvanda sina kunskaper som redskap for att formulera och
préva antaganden och losa problem, reflektera dver erfarenheter, kri-
tiskt granska och vardera pastdenden och forhallanden och I6sa prak-
tiska problem och arbetsuppgifter. Dessutom stravar skolan mot att
varje elev utvecklar formagan att arbeta saval sjalvstandigt som till-
sammans med andra. Vidare sags att stravan skall vara att varje elev
okar sin formaga att sjalvstandigt formulera standpunkter grundade péa

45



saval empirisk kunskap och kritisk analys som férnuftsméassiga och
etiska 6vervaganden och kan anvanda kunskaper som redskap for att
formulera och préva hypoteser och I6sa problem. Ett "Mal att uppna”
ar att varje elev som har slutfort sin gymnasiala utbildning skall kunna
formulera, analysera och l6sa matematiska problem av betydelse for
yrkes- och vardagsliv.

Endast ett fatal av programmalen berér nagot specifikt matematiskt
kunskapsmal. | olika program anges t ex att skolan har ansvar for att
eleverna efter fullféljd utbildning kan utféra de berakningar som
kravs, kan tillampa kvantitativa och kvalitativa modeller for att be-
skriva, analysera och pavisa foreteelser och samband eller att de kan
utveckla sin formaga att utnyttja matematiska modeller och inse deras
mojligheter och begransningar.

I kursplanen anges olika syften fér amnet matematik som att ge elever
tilltro till det egna tankandet och utveckla elevernas nyfikenhet. Stré-
van skall vara att eleverna skall fa uppleva tillfredsstallelsen i att be-
harska matematiska begrepp och metoder, upptacka monster och sam-
band, |6sa problem samt lara sig anvanda och inse vardet av matema-
tikens symboler och uttryckssétt. Som syften med matematikundervis-
ningen anges ocksa att eleven lar sig forsta och féra matematiska re-
sonemang, skapa och anvénda matematiska modeller och kritiskt
granska deras forutsattningar, maojligheter och begransningar, l6sa
problem samt redovisa sina tankegangar muntligt och skriftligt. |
kursplanen (SKOLFS 94:9) anges 6vergripande mal med kurs A i
matematik:

Malet for kursen ar att ge de matematiska kunskaper som kravs for att
ta stallning i vardagliga situationer i privatliv och samhalle. Dessut-
om skall kursen ge en grund som svarar mot de krav yrkesliv och fort-
satta studier staller(s. 10)

Manga av dessa mal kan métas med uppgifterna i breddningsdelen.
De har ett reflekterande och varderande inslag. Uppgift 1 simulerar ett
problem av praktisk natur och eleven skulle kunna méta motsvarande
problem i saval yrkes- som vardagsliv. Uppgift 2 ar av understkande
karaktar och dppnar fér nyfikenhet, ménster och samband. Ofta anses
att dessa uppgifter maste losas individuellt for att kunna ligga till
grund for individuell beddmning. Men typen av uppgifter lampar sig
val for arbete i grupp och skulle kunna bidra till stravan att eleverna
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utvecklar formagan att arbeta saval sjalvstandigt som tillsammans med
andra. Det finns larare som latit eleverna forst diskutera den uppgift de
valt i grupp for att sedan lamna in individuella redovisningar. Pa detta
satt kan laroplanens intentioner uppfyllas aven i bedémningssituatio-
ner i matematik.

Karakterisering av uppgifterna i fornallande till mal att uppna.

En idé med dessa uppgifter var att de i huvudsak skulle kunna beréra
samma uppnaendemal i kursplanen, men pa olika satt. | tabell 7 ater-
finns en kategorisering av de bada uppgifterna i forhallande till en
relativt detaljerad uppdelning av kursplanens mal. Kryssen anger vilka
mal som beddémdes kunna bli speglade av elevernas lésningar till de
bada uppgifterna. De kryss som anges inom parentes visar pa mal som
mojligen, men knappast troligen, kommer att berdras i elevernas l6s-
ningar. For forklaring av de olika beteckningarna omradena i kurspla-
nen hanvisas till bilaga 2.

Analys av elevlosningar

Elevldsningarna i urvalet har analyserats mot bakgrund av de kurspla-
nemal som aterfinns i tabell 7 nedan. Elevliésningarna har visat pa
kunskaper inom vissa omraden, brist pa kunskaper inom vissa (genom
felaktiga svar och metoder) och inte givit nagon information alls pa
andra. Dessutom har analysen visat vilka figurer, kroppar, satser osv.
som uppgiften ger eleven anledning att behandla.

Nar det galler uppgift 1 sa finns det nagra delomraden som i stort sett
alla elever har visat kunskaper (eller brist p& kunskaper) inom. Det
galler elevers kunnande om berakningoavkrets och area for plana
figurer, berakningav begransningsarea och volym for nagra enkla
kroppar och utnyttjandet av skala for att konstruera ritningar och
kartor. Dessutom maste elevermia tillhorande figurer Elevlos-
ningarna innehaller ganska mycket berakningar, sa elevernas aritme-
tiska formagor bor kunna bedémas i ganska hdg grad. Detta galler
bl.a. elevernas formaga att valja lamplig enhet vid problemlésning
och vanan vid att kontrollera resultatets rimlighet
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Tabell 7 Sammanstallning 6ver hur breddningsuppgifterna i det
nationella provet for kurs A varen 1996 bedomdes forhalla
sig till kursplanens mal att uppna.

Uppagift
Omrade Eleven skall 1 2
kunna tillampa grundlaggande geometriska (x) X
satser
Gl kunna forklara de formler som anvands i pro-
blemldsning

kunna forsta de resonemang som anvands vidx ()
problemldsning
kunna berdkna omkrets och area for plana figu« ~ x
rer
G2 kunna berékna begransningsarea och volym f&r
nagra enkla kroppar
kunna rita tillhérande figurer X X
kunna utnyttja skala for berékningar x) x
G3  kunna utnyttja skala for att tolka ritningar och X
kartor
kunna utnyttja skala for att konstruera ritningarx
och kartor
G4  kunna utnyttja begreppen sinus och cosinus fér ~ x
att I6sa enklare problem
R2  ha Okat sin formaga att valja lamplig enhet vidx
problemldsning
R3  kunna valja beréakningsmetod och lampligt X
hjalpmedel vid numerisk rakning och vara van
vid att kontrollera resultatets rimlighet

S1  sjalv kunna presentera data i diagramform X
F1  kunna rita enkla grafer (som beskriver vardag- X

liga forlopp)
F3  kunna grafiskt askadliggora... X

De tva varianter av uppgifter som ingar i urvalet visar dock stora
skillnader nar det galler vilken typ av figurer eller kroppar som eleven
arbetar med. Nar det géller den rektangulara garden sa ger den i stort
sett bara upphov till arbete med rektanglar och ratblock. Den paral-
lelitrapetsformade garden ger en storre variation i elevernas arbete.
Eleverna raknar pa parallelltrapets och triangel forutom rektangel och
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raka prismor. De gor t.o.m. cirklar och raknar pa cylindrar och visar
prov pa anvandning av pythagoras sats. Denna skillnad mellan de
bada varianterna av uppgift 1 kan delvis férklaras utifran den inbygg-
da geometrin. For att arbeta med den parallelltrapetsformade garden
maste naturligtvis andra former bearbetas. Men skillnaden kan &ven
forklaras med att denna variant genomfordes i en annan klass under
ledning av en annan larare. Klassen var en naturvetarklass dar elever-
na ofta har relativt goda matematikkunskaper och héga tankar om sin
formaga. Dessutom kan forekomsten av cirklar bero pa uppmuntran
fran lararen att visa s& mycket matematik eleven kunde.

De omraden som aterfinns i de granskade elevldsningarna éverens-
stammer ganska val med det forvantade. Mojligen saknas prov pa for-
staelse for de resonemang som anvands vid problemlésning. Men de
geometriska kunskaper som visas handlar i mycket hog grad om de
enklaste figurerna och kropparna. | kursplanemalen talas det om figu-
rer och enkla kroppar. Men till enkla kroppar torde rdknas aven t.ex.

cylindern, sa de prov pa elevernas kunskap som framkommer vid ar-
bete med uppgift 1 blir ganska torftigt.

Nar det galler uppgift 2 &r bilden mer splittrad. Alla elevlésningarna
ger prov pa formagan att rita koordinatsystem och pricka in punkter,
samt rita tillhorande figurer. Knappt hélften av eleverna visar att de
kan berakna arean hos en triangel. Mindre &n en tredjedel tillampar
grundlaggande geometriska satser (pythagoras sats), visar att de for-
star de resonemang som anvands vid problemlésning, utnyttjar skala
for att tolka ritningar och kartor (areaskala) och utnyttjar begreppen
sinus och cosinus for att [6sa enklare problem. Det sista ar inte riktigt
sant eftersom tre av de fem elever som anvander trigonometri for att
beréakna triangelns vinklar istallet anvander sig av tangens.

Eleviésningarna fran en knapp tredjedel av eleverna visar prov pa alla
de delomraden som uppgift 2 bedomdes kunna spegla. De figurer som
behandlas ar naturligtvis bara trianglar. Hos alltfér manga elever har
uppgiften inte inspirerat till att visa kunskap pa alla mojliga delomra-
den.
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Analys i férhallande till betygskriterier

Tolkning som anvands i analysen

Analysen av elevlosningar i forhallande till betygskriterierna under-
lattas av skapandet av nagon sorts struktur. | kursplanens inledande
text (SKOLFS 94:9) anges under rubriken Karaktar och struktur:

Problemlésning, anvandning av matematiska modeller, kommunika-
tion och matematikens idéhistoria ar fyra viktiga aspekter av amnet
matematik som skall belysas i undervisningerg)

Dessa fyra punkter skulle &ven kunna ligga till grund for en strukture-
ring av betygskriterierna i olika aspekter som bor ligga till grund for
beddmning. Men anvandning av matematiska modeller ar svardefinie-
rat och modeller omnamns specifikt bland kriterierna for VG vilket
gor modellering svart att anvanda. Motsvarande galler for matemati-
kens idéhistoria. Med problemlésning avses har bearbetning av alla
matematiska fragestalliningar, dven enkla berékningar, och elevens
prestation i detta avseende kan vara en aspekt att bedoma. Vissa be-
tygskriterier kan uppenbart inordnas under kommunikation. Betygs-
kriterierna talar dessutom om olika situationer i vilka kunskaper pa de
olika betygsnivaerna visar sig. Ett kriterium pa Godkanda kunskaper
ar att man kan lésa uppgifter i vilka problemformuleringen ar klart
definierad, av en typ som man mott tidigare och behandlar enkla och
vanliga problemstallningar. Skolverket har publicerat exempel pa hur
betygskriterierna kan tolkas i Betygsboken 2 (Skolverket, 1995). Nar
det galler typen av problem (dvs uppgifter) som kan hanforas till be-
tyget Godkéant sa sags att eleven loser standardproblem dar det endast
kravs en enkel berakning eller dar det kravs flera var for sig latt identi-
fierbara steg. Eleven loser problem med ett fatal tankeled som hon
kanner igen frAn laroboken och har svarigheter med problem som
anknyter till flera stoffomraden eller uppgifter av abstrakt art. For be-
tyget Val Godkand sags att eleven loser problem som kraver flera
steg, dar nagot steg kraver en atgard som inte direkt framgar av pro-
blemet. Eleven ska vidare inse vad som ar relevant i en uppgift och
l6ser problem med flera tankeled, bade sadana som hon kanner igen
och inte kanner igen fran laroboken. Eleven léser aven problem med
anknytning till flera stoffomraden.

Dessa texter ger vissa indikationer om hur kriterierna kan tolkas, aven
om inte Skolverket kan anses ha tolkningsforetrade.
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Problemldsning kan dessutom delas upp i generella kompetenser, som
berékningar och anvandning av tekniska hjalpmedel, och kompetenser
som hor specifikt till ett visst kunskapsomrade.

Mot bakgrund av ovanstdende resonemang har betygskriteriernas in-
nehall strukturerats utifran fyra aspekter enligt tabell 8. Denna struktu-
rering har anvants for att bedoma elevlosningarna i forhallande till
betygskriterierna. Foéljaktligen ger denna modell upphov till fyra olika
betyg. Dessa kan ses som en betygsprofil, men de kan aven samman-
foras till ett provbetyg. Den anvénda tolkningen av betygskriterierna
ar endast en av manga mojliga, och sammanvéagningen av de olika
aspekterna kan goras pa ett antal olika satt. FOr ett visst sammanfat-
tande provbetyg har jag har valt att kréava att eleven presterar éver den
lagsta nivan i alla fyra aspekterna.

Analys av elevlosningar

Uppgift 1 erbjuder en situation som endast kan anses motsvara be-
skrivningen av kriterier for betyget Godkéand. Daremot far den elev
som genomfor hela uppgift 2 anses ha mott situationer som ar nya och
annorlunda och darmed anknyter till betygskriterier fér VG.

Relativt fA elevlésningar har beddomts uppfylla kriterierna for Val
godkand. Detta galler i synnerhet uppgift 1. Uppgiftens karaktar och
innehall kommer att spela stor roll for vilka mojligheter som finns att
visa olika aspekter av kunnande och olika tecken pa att man natt en
kunskapsnivd som motsvarar ett visst betyg. Uppgift 2 har t.ex. inte
mycket inslag av generell metod, dvs sadant som nddvandiga berak-
ningar, tekniska hjalpmedel osv. Ingen av uppgifterna forutsatter
kombination av olika matematiska modeller och metoder.

Sammanstéallning av resultatet av bedémningen redovisas i bilaga 1. |
vissa fall &r det omgjligt att av elevens redovisade arbete bedéma en
eller flera av de fyra aspekterna. Detta redovisas med fragetecken i
tabellen. Vid sammanvagningen maste da en vardering av elevens
|6sning goras ur ett helhetsperspektiv.
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Tabell 8  Strukturering av betygskriteriernas innehall som anvéants for beémning av elevidsningarna.

Resultat/prestation

Situation

Metod (generellt)

Kommunikation

G Eleven har insikter i begrepp [Eleven l6ser uppgifter i vilka [Eleven utfér nédvandiga Eleven kan gora en skriftlig
(t.ex. likformighet), lagar problemformuleringen &r berékningar, anvander i rele- redovisning av sin problem-
(t.ex. geometriska satser)  klart definierad, av en typ vanta sammanhang tekniska pearbetning dar tankegang-
och metoder (t.ex. berakning [som hon mott tidigare, och  |hjalpmedel och har viss for- en kan féljas.
av area och anvandning av |behandlar enkla och vanliga maga att vardera resultatet. : L
e st Eleven kan rita tydliga figu-
skala) som ingar i kursen problemstéliningar. : .
rer, diagram eller koordinat-
Eleven loser uppgifter system
Eleven kanner till och an-
vander nagra olika bearbet-
ningsstrategier.
VG [Eleven har goda insikter i Eleven kan behandla pro-  [Eleven anvander och kombi- [Eleven kan gdra en skriftlig

begrepp, lagar och metoder
som ingar i kursen.

Eleven har insikt i matemati-
kens idéhistoria.

Eleven kan foresla, diskutera
och vardera olika bearbet-
ningsstrategier.

blemstallningar av olika sva-
righetsgrad och art, och situ-
ationerna ar saval kanda
som nya.

nerar olika matematiska
modeller och metoder.

redovisning av sin problem-
bearbetning dar tankegang-
en ar klar.

Eleven kan rita tydliga och
korrekta figurer, diagram
eller koordinatsystem




Sammanfattning och reflektion

| Betygsboken betonas vikten av att betygskriterierna lases tillsam-
mans med kursplanen. Har har kursplanens inledande text om mate-
matik&dmnets karaktar och struktur legat till grund for en tolkning och
strukturering av betygskriterierna. En aspekt som beddmts ar den
skriftiga kommunikationen. En annan ar problemlésningssituationen.
Formagan att arbeta i en obekant situation ar ett kriterium for Val
godkand. Vidare beddms dels allman kompetens som behdovs vid pro-
blemldsning, och dels kunskaper som kan knytas till ett visst kun-
skapsomrade, i detta fall geometri. Allt detta ger tillsammans en in-
riktning hos bedémningen som ger fyra provbetyg vilka kan samman-
vagas till ett enda sammanfattande provbetyg. Har tillampas en sam-
manvagningsprincip som i princip innebér att den aspekt dar eleven
gor sin svagaste prestation kommer att bestamma provbetyget. Denna
regel har dock inte tillampats konsekvent utan helhetsbedémningar av
elevens prestationer har ibland legat till grund fér det sammanfattande
betyget. Vid bedémningen har elevldsningar pa alla betygssteg identi-
fierats. Forhdllandevis fa losningar far hogre betyg an Godkand.
Manga far sammanfattningsbetyget Icke godkand beroende pa be-
domningar avseende kommunikation och resultat/prestation.

Anvandningen av betygskriterierna underléattas om en struktur skapas
som gor bedémningen mer analytisk. En sadan strukturering kan na-
turligtvis géras pa manga satt, och den form som anvands har ar ett
exempel. Trots denna strukturering var analysen i forhallande till kri-
terierna inte latt att genomfora. Mdjligen skulle man behdva en tolk-
ning av kriterierna som ar mer detaljerad och mer specialiserad for
just de uppgifter som ska bedémas.
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Analys i férhallande till SOLO

SOLO-taxonomin har ett intentionsomrade som omfattar vad Biggs &
Collis kallar "slutna” undervisningssituationer. De nivaer av struktu-
rell komplexitet som SOLO beskriver har utkristalliserat sig genom
studiet av manga elevers losningar pa problem i sekvenser av
"reception learning”. Biggs & Collis avser har dels att lararen har vis-
sa klara intentioner angaende mangd och kvalitet hos det larande som
ska ske, och dels att det finns nagot definitivt att lara "out there”, dvs
att innehall kan definieras och analyseras i sina bestandsdelar av inne-
hallsliga eller processinriktade fardigheter. Mot bakgrund av att
SOLO egentligen bara beskriver elevers prestationer i relation till
slutna inlarningssituationer, att Biggs & Collis betonar vikten av att
undervisningshistorien ar kand da SOLO anvands och att problemty-
pen som anvands ar kand av eleven sa kan man fraga sig om SOLO
dverhuvudtaget ar anvandbar i vart sammanhang.

Ett syfte med denna studie ar att probva om SOLO-taxonomins till-
lampningsomrade kan vidgas till att galla aven bedémning av elevers
I6sningar till uppgifter, trots att undervisningshistorien inte &r k&nd
och att undervisningssituationen trots gemensamma kursplaner och
betygskriterier knappast kan betraktas som sluten.

De tre aspekter som SOLO-nivaer grundar sig pa kan anvandas i sam-
band med elevers losningar till de breddningsuppgifter som analyse-
ras. Uppgifterna ar ganska komplexa och eleven far mojlighet att visa
prov pa minneskapacitet genom att halla kontroll pa flera saker genom
I6sningen. Vid arbetet med Garden maste syftet med hela uppgiften
hallas i minnet sa att eleven avslutar med att besvara den grund-
laggande fragan. | bada uppgifterna finns manga skal att utnyttja sam-
band och sambandsoperationer. En mangd fakta och mer eller mindre
uppenbara operationer gor det ganska latt att vara konsekvent, men
flera elevlosningar visar prov pa svarigheter att utnyttja all informa-
tion. | dessa kommer eleverna alltfér snabbt till ett avslut, utan att ha
provat alla alternativ. En styrka med SOLO &r mojligheten att sam-
manfatta denna komplexa bild i ganska 6verskadliga diagram. Sadana
diagram har ritats for flertalet av eleviosningarna i urvalet.



Géarden

De diagram som ritats for elevernas arbeten med uppgiften blir ofta
mycket komplexa. Detta géller i lika hdg grad for de bada varianterna
av uppgiften som studerats. Uppagiften ar ju 6ppen i den meningen att
eleven sjalv skapar delar av forutsattningarna for I6sningen genom att
rita ett forslag. Det betyder att de processkomponenter som behdvs
(t.ex. i form av formler for areor hos olika former) ar olika fran elev
till elev. De mer faktainriktade komponenterna ar i huvudak desamma
(matt, priser m.m.), aven om elevens egna forslag ger upphov till egna
matt att anvanda. Analys av de ritade diagrammen visar att de allra
flesta l6sningarna till uppgiften ar relationella. Endast nagra fa visar
pa multistrukturella eller unistrukturella drag. | sjéalva verket kan upp-
giftens 16sning sagas krava arbete pa relationell niva. Elever som inte
nar upp till denna niva kan knappast komma fram till ett godtagbart
svar. Chick, Watson & Collis (1988) anvande SOLO-taxonomin for
att studera elevers felsvar pa mer typiska skoluppgifter och klassifice-
ra uppgifter utifran den niva som kravs for en framgangsrik 16sning.
Deras utgangspunkt var att om eleven ar oférmogen att prestera pa
den niva som uppgiften kraver sa leder detta till svar som inte kan
godtas. Bland de manga relationella I6sningarna till var uppgift sa
finns atskilliga som ar valdigt "rika”, dvs de innehaller en stor mangd
av olika sambandsrelationer. Detta skulle kunna tyda pa att flera ele-
ver sd att saga slagit i taket. Uppgiften gav inga mojligheter att visa
kunnande pa en hogre niva (med storre strukturell komplexitet) och
elever som pa en annan uppgift hade kunnat redovisa en l6sning pa
utokad abstrakt niva begransas av uppgiften.

| tabellen pa nasta sida redovisas nagra kannetecken pa eleviosningar
pa olika nivaer. De tretton svarta punkterna representerar olika kom-
ponenter som kan anses nddvandiga och tillrackliga fér en godtagbar
l6sning av uppgiften. Om punkterna numreras uppifran och ned kan
tabellen nedan anvandas for att tolka diagrammen.
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Punkt | Komponent | Punkt | Komponent | Punkt | Komponent
nr nr nr
1 Rektangel 6 Buskar 8011 Rektangelns
20m0 35m kr/st area A=Dblh
2 30 lagenheter| 7 Asfalt 1802 Réatblockets
kr/m? volym
V =bd [h
3 Lekplats 8 Matjord 11513 Skala
40 - 50 M kr/m®
4 Kostnadstak |9 Grasfro 2
1500 kr/m?
kr/hushall
5 Trad 300 kr/st 10 Sand 175
kr/m®

Unistrukturella I6sningar

Bland I6sningarna till Garden finns en som mojligen kan klassas som
unistrukturell. 1 l6sningen presenteras en skiss 6ver garden, men den
ar inte skalenlig, utan har helt enkelt utformats sa stor att den tacker
storre delen av rutnatet pa svarsbladet. Det ar en intuitiv, ostrukturerad
respons pa uppmaningen att géra en skalenlig skiss. Forutom skissen
bara en beréakning av hur mycket pengar som kan spenderas pa garden.

Ett snabbt avslut och inget mer.

Skalenlig ritning

Kostnadsberakni
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Multistrukturella I6sningar

Fyra elevlosningar hanfors till den multistrukturella nivan. | en av
dessa (se figur nedan) gor eleven samma typ av snabba avslut pa
uppmaningen att gora en skalenlig ritning som beskrivits ovan. Eleven
beraknar totala arean samt area och kostnad for asfaltgdngarna kor-
rekt, men de olika kostnaderna summeras aldrig och l6sningen avbryts
mitt i ett forsok att bestamma arean for en rektangular grasmatta. Ele-
ven anvander en felaktig komponent for berakning av sandkostnaden.
Fa av de nodvandiga komponenterna anvands, men det ar i alla fall
fler &n en.

Ingngtes

Relationella Idsningar

Ovriga elevlésningar till uppgiften har mer eller mindre tydliga rela-
tionella inslag. Har anvéands i relativt hog utstrackning berdknade del-
resultat som kombineras for vidare berdkningar. Alla komponenter
anvands och ett slutresultat berdknas utan inkonsekvenser. Bilden blir
ofta ganska rérig pa grund av alla de relationer som forekommer (se
figur nedan).

Pengar éver

Skaenlig ritning o
ostn:

per hushall

Kostnadsberaknin
Totalkostnad



Koordinatgeometri

Om Garden i princip innehdll tva fragor, en relativt begransad som
handlar om skalenlig avbildning och en komplex berdakningsuppgift,
sa innehaller Koordinatgeometri-uppgiften nio olika fragor. For att
kunna tillampa SOLO-taxonomin, och rita tolkningsbara diagram som
grundval fér analysen, sa ar det noédvandigt att studera en fraga i taget.
Jag har alltsa studerat elevernas bearbetning av de olika fragorna var
for sig. Om texten i uppgiften omformuleras nagot sa kan de nio fra-
gorna stéllas var for sig.

Fraga 1 Rita ett koordinatsystem pa ditt svarspapper. Anvand sam-
ma skala som i figurerna ovan. Rita in en triangel med hor-
neni (1, 4), (5, 1) och (8, 5).

Fraga 2 Rita en ny triangel genom att spegla triangein axeln
(enligt metod 1).

Fraga 3 Beskriv hur du gjorde da du konstruerade spegelbilden.
Fraga 4 Ange koordinaterna for triangelns horn.

Fraga 5 Beskriv allt annat du vet och kan ta reda pa om de bada tri-
anglarna som du ritat. Redovisa dina berdkningar och reso-
nemang.

Fraga 6 Rita en ny triangel genom att tillampa metod Il pa triangeln
du ritat inledningsvis.

Fraga 7 Jamfor den nya triangeln med den ursprungliga. Beskriv
skillnader och likheter.

Fraga 8 | beskrivningen av metod Il far du de nya punkternas av-
stand till origo genom att multiplicera de gamla punkternas
avstand till origp med faktorn 2 (dubblering).
Undersok vad som hander om du anvénder en annan faktor.

Fraga 9 | beskrivningen av metod Il var origo utgadngspunkt for lin-
jerna L4 och L, som anvandes vid konstruktionen av den
nya figuren. Undersdk vad som hander om du anvéander en
annan punkt.
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Ur Biggs & Collis perspektiv &r denna uppgift mindre lamplig for
SOLO-beddémning eftersom uppgiftstypen och sammanhanget ar obe-
kant fér eleven. Eleverna har gjort relativt lite pa frdga 8 och 9. Detta
kan bero pa att eleverna hamnat i tidsnod, vilket hindrar dem fran att
visa arbete pa hogre SOLO-nivaer. Det kan bero pa att eleverna helt
enkelt inte kunde mer an de visat. Men det kan aven bero pa en svag-
het i formuleringen av fragorna. Uppmaningerdersckger inte till-
rackligt starka signaler till eleverna vilket innebar att de |ésean-

nan punkt i slutet av meningen soem enda punkt. Darfér kommer de

inte att gora den utvidgning av problemet som uppgiften avsag att
bjuda in till. Biggs & Collis (1982) anvande sig av uppfoljningsinter-
vjuer, dar eleverna fick tanka hogt i samband med sin I6sning, for att
verkligen undersdka elevernas férmaga att prestera pa hogre SOLO-
nivaer.

Unistrukturella/multistrukturella 16sningar

Bland de studerade elevlésningarna aterfinns inga som kan sdgas vara
renodlat unistrukturella. Dar finns tio l6sningar som inte visar nagra
prov pa relationell nivd. De som ligger narmast den unistrukturella
nivan kannetecknas av att endast ett fatal av fragestaliningarna be-
handlats och i atminstone nagot fall utifran en enda relevant kompo-
nent. T.ex. har en elev métt basen och hojden i de trianglar hon ritat
och sedan beraknat arean. Inga andra egenskaper hos trianglarna upp-
marksammas. Har astadkoms genom anvandning av olampliga data ett
snabbt avslut. Har finns ocksa elevldsningar som visar att eleven inte
alls forstatt uppgiften. Dessa elever har invandrarbakgrund sa missfor-
standen kan bero pa spraksvarigheter. Vissa lésningar ligger pa en mer
utpraglad multistrukturell niva. Har behandlas alla fragorna i uppgif-
ten, och i flera fall utifran flera komponenter.

Relationella |[6sningar

De tre I6sningar som klassats som relationella har alla pa nagon fraga i
uppgiften en lésning som bygger pa samband mellan komponenter. |
figuren nedan visas i diagramform hur en elev behandlat friga 5 i

uppgiften. Matningar och observationer betraktas har som olampliga

data, men eleven relaterar dessa till formler for triangelarea och trigo-

nometri for att komma fram till sitt avslut.
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2 —® Triangelns area
Fréga 5 %
- Triangelns vinklar

Areaformel

Trigonometri "

UtOkat abstrakta ldsningar

| denna kategori faller ocksa tre elevldsningar. En av dessa utgar fran
ett deduktivt resonemang vilket direkt motiverar klassificeringen. En
annan lésning visar prov pa att slutsatser halls 6ppna for logiskt moj-
liga alternativ.

Sammanfattning och reflektion

Komponentanalysen, dar de innehallsliga eller processinriktade kom-
ponenterna som ingdr i uppgiftens l6sning, ar central for anvandning-
en av SOLO. Erfarenheten fran arbetet med SOLO i denna studie ar
ocksa att det svara arbetet ligger i upprattandet av komponentlistan.
Att sedan studera elevlidsningarna och beskriva dem med hjalp av de
scheman som ar typiska for SOLO innebéar inga storre svarigheter.
Mojligen kan dessa scheman bli lite roriga. Det géller i synnerhet
komplexa uppgifter som uppgift 1: Garden. Har ska relationerna mel-
lan ett femtontal olika komponenter beskrivas, och for den som gjort
en nagorlunda fullstandig I6sning sa blir schemat ganska komplicerat.
Nar schemat &r ritat kan SOLO-nivan i de flesta fall bestammas gans-
ka enkelt. Hierarkin i nivderna ar dock inte helt sjalvklar. Vissa rela-
tionella I6sningar har endast anvant nagra fa komponenter och ar alltsa
i vissa avseende samre &n de multistrukturella I6sningar som anvant
manga komponenter, men utan att kombinera dem.

Bedomningen av uppgift 1: Garden gav nastan uteslutande relationella
I6sningar. Detta kan bero pa att eleverna i gymnasiets arskurs 1 i hu-
vudsak befinner sig pa en kognitiv niva som gor att de presterar rela-
tionella SOLO-I6sningar. Det kan ocksa bero pa att uppgiften forut-
satter prestationer pa denna niva for sin lésning. Bedémningen visar
aven prov pa atskilliga rika relationella losningar. Detta kan tyda pa
takeffekter, dvs att eleven kunde ha visat hogre nivaer om uppgiften
hade erbjudit mojligheter till det. Biggs & Collis (1982) papekar vik-
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ten av att eleven har kannedom om och erfarenhet av problemtypen
for att kunna visa sin optimala prestation i SOLO-termer. Uppgift 1
innehaller inga okanda sammanhang, men hela uppgiftstypen ar ele-
verna knappast vana vid. Men min bedoémning ar anda att uppgiften
inte b6r medféra nagra storre svarigheter i detta avseende.

Uppgift 2: Koordinatgeometri bestar egentligen av nio fragor, och
komponentlistor och SOLO-scheman maste upprattas for varje fraga.
Med s manga fragor blir bedémningen i ett avseende komplex. A
andra sidan blir komponentlistorna for varje fraga mycket korta, och
varje schema blir relativt 6verskadligt. Har aterfinns I6sningar pa alla
nivaer, och uppgiften tycks ur denna utgangspunkt vara mer lampad
for SOLO-analyser. Samtidigt maste denna uppgift anses vara av en
typ som &r obekant for eleven, och ur den aspekten mindre l[amplig.

En slutsats av analysen ar att SOLO mycket val kan anvandas for att
ge en meningsfull bild av kvaliteten i elevidsningar till uppgifter av
lampligt slag.

SOLO-nivaer hos samtliga eleviésningar finns redovisade i bilaga 1.

Analys i férhallande till Van Hiele

Van Hiele beskriver flera nivaer av tankande och bland eleviGsningar-
na i urvalet kan man hitta prov pa de tre grundlaggande nivaerna: den
visuella, den deskriptiva och den teoretiska. Analysen var endast me-
ningsfull for uppgift 2: Koordinatgeometri.

Koordinatgeometri

Niva 1

Tva elevliosningar kan kopplas till denna niva. Det mest kanneteck-
nande ar avsaknaden av sprak. Eleverna visar inga prov pa analys.
Den ena eleven kan visserligen kéanna igen ratvinkliga trianglar, men
det ar oklart om det sker genom identifiering av den rata vinkeln. Los-
ningarna ger mycket svaga tecken (om nagra) pa struktur i elevens
tdnkande, utan elevens bearbetning av problemen tycks intuitiv.
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Exempel 1 (elev nr 11)

| denna elevlGsning finns inget sprakligt inslag. Eleven har ritat
en spegling korrekt, men klar inte nagra observationer i ord.
Eleven upptacker inte att trianglarna ar ratvinkliga. Att trianglars
area beraknas som basen ganger hojden ar dock klart, men mat-
ten fas (antagligen) genom matning i figuren och den langsta si-
dan ( som ocksa ligger langst ned) anvands som bas. Inget ex-
plicit konstaterande av likhet mellan trianglarna.

Mellanniva

De tre elevlésningarna i denna kategori &r alla gjorda av elever med
invandrarbakgrund. De intar en mellanstéllning framst p.g.a. det brist-
falliga spraket som mojligen kan foérklaras med elevernas allméan-
sprakliga utveckling.

Exempel 2 (elev nr 24)

Eleven konstaterar utan att markera den rata vinkeln i figuren att
triangeln ar réatvinklig, och skriver att hon darigenom kan ta reda
pa sidor och vinklar. Sedan mater hon sidorna i figuren (inga be-
rékningar &r redovisade) och beraknar arean med hjalp av de
bada kateterna i triangeln. Hon anvander sedan tangens och be-
raknar 6vriga vinklar. Eleven har ett daligt sprak for att uttrycka
likheter och skillnader mellan trianglarnBigurerna star mot
varandra. A star mot A, B mot B C mot C. Figuren byter stall-
ning. Eleven har invandrarbakgrund. Hon har inte alls forsokt
sig pa metod II.

Niva 2

De fem elevldsningar som tyder pa tankande pa den analytiska nivan
innehaller alla ett moment av att kla fakta fran observationer i ord. Det
ar fraga om en strukturering av visuella strukturer. Eleverna diskuterar
och forklarar sitt resonemang. Allt som sags kan forklaras med visu-
ella strukturer och grundar sig pa observationer av gjorda skisser. Ele-
verna konstaterar inte bara att triangeln ar ratvinklig (pa grundval av
helhetsintrycket) utan markerar den rata vinkeln vilket tyder pa analy-
tisk formaga. Symbolspraket ar vidareutvecklat: skala, likformighet.
Orsakssammanhang: En elev skriver angaende skalningen att en storre
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faktor skulle ge en storre triangel och en mindre faktor en mindre tri-

angel. Detta gors utan stéd av figur, aven om det skulle kunna visas
med figur. Eleven visar da aven att hon i viss man kan frigora sig fran
det visuella och resonera sig fram. Hon yttrar sig alltsd om visuella
strukturer och deras relationer.

Exempel 3 (elev nr 16)

Losningen &r pa flera satt typisk fér niva 2. Visuella observatio-
ner beskrivs och elevens arbete handlar om en strukturering av
visuella strukturer. Eleven markerar den rétvinkliga triangeln,
konstaterar att bada trianglarna ar ratvinkliga, och skiliesa

en vinkel i varje triangel ar 90° de andra 4 vinklarna ar 45°
Vid skalning med faktorn 2 konstaterar eleven att den nya tri-
angeln &r dubbelt sa stor som den gamla men att bagge triang-
larna har lika stora vinklar. Spraket ar bristfalligt eftersom ele-
ven skriver att trianglarna ar parallella med varandra. Motsva-
rande slutsatser dras for genomford skalning med faktorn 3.
Eleven gor aven en skalning utifran en annan punkt &n origo och
konstaterar att vinklarna aterigen ar lika stora i de tva trianglar-
na. Har skrivs dock ingenting om att den nya triangeln skulle
vara dubbelt sa stor som den gamla.

Niva 3

Det som framforallt kannetecknar de fyra elevlosningar som ater-
speglar tinkande pa niva 3 ar att slutsatser inte grundas pa det visuella
intrycket i forsta hand. En elev markerar alla vinklarna i triangeln med
en vanlig vinkelbage och visar sedan att en av dessa vinklar ar 90°.
Andra beskriver resultatet av spegling i bade x- och y-axeln trots att
de bara har genomfért den ena. En elev utfor skalningen med faktorn
2 och beskriver sedan med ett val utvecklat symbolsprak vad som ge-
nerellt hander med triangeln vid skalning med utgangspunkt i origo.
Slutsatser baseras alltsa pa samband som antas existera mellan lankar i
natverket av relationer pa den andra nivan. En elev visar prov pa en
(enkel men dock) formellt deduktiv ansats néar det géaller att bevisa att
triangeln ar ratvinklig. Spraket ar i allmanhet mer utvecklat och har en
mer abstrakt karaktar. Symboler anvands mer naturligt och flitigt.
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Exempel 4 (elev nr 22)
Eleven skriver:
past. /\B = 90°

bevis A CBD ar likbent och har en vinkelrat sida
A AEB ar likbent och har en vinkelrat sida
Detta leder till att/A G och F ar 45° vardera. Detta i
sin tur leder till
180 - 45 - 45 = 90°
180- G- F =90°

Darefter beréaknas strackor med pythagoras sats, omkrets, area
(svarar med areaenheter) och vinklar med sinus. Har ar notatio-
nen  (symbolspraket) felaktigt da eleven  skriver
SinNA=337.

| bilaga 1 redovisas vilka elevlésningar som bedomts vara pa olika
nivaer enligt van Hiele.

Garden

Nar elevldsningarna analyseras med Van Hiele nivaerna som verktyg
sa visar det sig att alla eleviosningar maste ligga pa niva 2. Eleverna
utmanas aldrig i denna uppgift nar det galler sprak, symboler och me-
toder for slutsatser. For att eleven ska visa prov pa tankande pa den
teoretiska nivan maste uppgiften vara av en karaktar som forutsatter
eller atminstone mojliggor det natverk av relationer som &r karakteris-
tiskt for denna niva. Bland eleverna som arbetat med uppgiften finns
sakert sddana som i en annan situation skulle visa prov pa tankande pa
hogre niva. | denna uppgift kan vi inte skilja pa elevidsningar som
representerar tankande pa niva 2 och sadana som representerar en ni-
vareduktion dar eleven reducerat nivan i sitt arbete for att svara mot
karaktaren pa uppgiften.

Sammanfattning och reflektion

De tva uppgifter som undersokts visade sig vara olika lampade for
bedémning av elevers prestationer i forhallande till van Hieles nivaer
av tankande. Uppgift 2: Koordinatgeometri gav elevldsningar pa alla
nivaer. Har visar eleverna prov pa de olika natverk av relationer som
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kannetecknar olika nivaer. Uppgiften har ett innehall som kan bear-
betas utifran visuella strukturer men ocksa utifran en mer generell och
teoretisk utgangspunkt. Den beskriver ocksa en situation som ar till-
rackligt ny for eleven for att uppfylla van Hieles krav fér mojligheten
att bedoma férekomsten av insikt. Uppgift 1: Garden ger daremot en-
dast upphov till Idsningar pa niva 2. Det kan vara s att uppgiften for-
utsatter tankande pa niva 2, men inbjuder inte till tankande pa hogre
nivaer. Bland eleverna som arbetat med uppgift 1 finns med alla san-
nolikhet sddana som skulle kunna visa tankande pa niva 3, men mojli-
gen innebar uppgiftens innehall att dessa gor en niva-reduktion efter-
som arbete pa en lagre niva ar mer lampligt for just denna uppgift.
Dessutom ar det tveksamt om uppgiften i sin helhet ar tillrackligt ny
for eleverna for att kunna visa verklig insikt.

| bedomningen av elevigsningarna till uppgift 2 kommer sprakets be-
tydelse fram, och skillnaden mellan l6sningar pa olika nivaer handlar
mycket om spraket. Nivd 1 kannetecknas av avsaknaden av sprak.
Elever pa denna niva beskriver inte sina observationer eller eventuella
slutsatser i ord. Med tanke péa sprakets betydelse sa kan man fraga sig
hur det blir med invandrarelevernas van Hiele nivaer? Kan en elev
med nyvunna och relativt begransade sprakkunskaper visa sin niva av
tankande enligt van Hiele? Bland de bedémda elevarbetena finns nag-
ra som ar svara att bestamma eventuellt p.g.a. spraksvarigheter. |
elevidsningarna pa niva 2 sa klas fakta fran observationer i ord. Det
handlar om en strukturering av visuella strukturer, dvs att eleven reso-
ner om sadant som kan visualiseras, och forhallanden som eleven un-
dersokt konkret. | de bedémda elevlsningar som beddmts ligga pa
niva 3 har det visuella intrycket hamnat i skymundan. Eleverna reso-
nerar inte bara om de forhallanden de undersokt utan for resonemang
om samband som antas galla. | nagot fall gérs dven en deduktiv an-
sats.

Jamférelse av utfallen

| tabellerna 9-12 redovisas sambanden mellan bedémningarna. Av de
sexton losningarna till uppgift 2 har tva stycken uteslutits i redovis-
ningen eftersom de inte kunde bedomas i férhallande till van Hiele.
Bada dessa var multistrukturella/unistrukturella och har fatt provbety-
get IG. Av tabellerna nedan framgar att de olika bedomningarna na-
turligtvis har ett hogt samband, och en hog niva i ett avseende motsva-
ras oftast av en htg niva enligt nagon annan mattstock. Men de olika
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modellerna ger i viss fall olika varderingar av elevernas arbete. Bland
de elevarbeten som bedomts tillhdra den relationella SOLO-nivan (R)
finns alla betygsstegen representerade (Se tabell 9 och 10). De flesta
har visserligen betyget G, men nastan lika manga har IG respektive
VG. Unistrukturella eleviésningar (US) har i huvudsak provbetyget
IG. For uppgift 1 har 1G-I6sningarna i huvudsak beddémts vara relatio-
nella, medan alla fyra IG-lésningarna pa uppgift 2 klassificerats som
multistrukturella/unistrukturella (MS/US). Elevlésningar med prov-
betyget G ar uteslutande relationell nar det galler uppgift 1, men i hu-
vudsak multistrukturella (MS) eller lagre for uppgift 2. Utifran SOLO-
perspektiv ar de flesta elevprestationerna relationella.

Tabell 9  Antalet eleviosningar till uppgift 1 pa olika SOLO-nivaer
for varje provbetyg.

OLO
BETYG MSUS MS R UA b3
IG 6 4 12 0 22
G 2 4 18 0 24
VG 0 0 12 3 15
8 8 42 3 61

Tabell 10 Antalet eleviésningar till uppgift 2 pa olika SOLO-nivaer
for varje provbetyg.

OLO
BETYG MSUS MS R UA >
IG 2 0 0 0 4
G 2 4 1 0 7
VG 0 0 2 3 5
4 4 3 3 14
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Tabell 11 Antalet elevidsningar till uppgift 2 pa olika SOLO-nivaer
for varje van Hiele niva.

OLO
VANHIELE MSUS MS R UA >
1 2 2
1-2 1 1 1 3
2 1 3 1 5
3 1 3 4
4 4 3 3 14

Tabell 12 Antalet elevidsningar pa olika van Hiele nivaer for varje
provbetyg. (Galler endast uppgift 2.)

VAN HIELE
BETYG 1 1-2 3 4 b3
IG 1 1 2
G 1 2 4 7
VG 1 4 5
2 3 5 4 14

| bilagor aterfinns tre autentiska elevarbeten dar bedomningarna enligt
de olika modellerna pekar i olika riktningar. Nedan kommenteras de
beddmningar som gjorts.

Exempel 1 (elev nr 52)

Elevens arbete med uppgiften har ur SOLO-perspektiv beddémts ligga
pa en relationell niva. Eleven kopplar ihop fakta, utgdngspunkter och
metoder i viss man, dven om inte alla relevanta data anvands. Men
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utifran den tillampade tolkningen av betygskriterierna sa nar elevens
arbete inte upp till kraven for Godkand. Det enda prov pa insikt i be-
grepp, lagar och metoder som eleven visar ar areaberéakning. Eleven
har alltsa inte beraknat volymer, vilket ar nodvandigt for att kunna
|6sa uppgiften. Resultatet/prestationen kan darfor inte anses vara god-
kand. Det ar tveksamt om eleven beharskar situationen eftersom hon
inte forsokt géra nagon skalenlig figur. Nar det galler kommunikation
sa kan tankegangen foljas, men figuren ar inte tydlig.

Eleven kan alltsa inte riktigt matcha sin strukturella niva med presta-
tioner i forhallande till betygskriterierna. Detta kan bero pa uppgiftens
utformning dar den inte i tillracklig grad inbjudit eleven att visa kun-
skaper pa den niva som skulle kunna vara mojlig. Elevens invandrar-
bakgrund kan ocksa ha paverkat hennes mojligheter att géra sig sjalv
rattvisa.

Exempeél 2 (elev nr 56)

Eleven har i SOLO-termer gjort en l6sning som kan beskrivas som
relationell. Den éar visserligen svartolkad, men det eleven skrivit om
t.ex. den cirkulara sandladan visar pa relationell niva. Eftersom eleven
inte beskriver hur han arbetat for att komma fram till en totalkostnad
sa ar det svart att bedoma om eleven har insikt i begrepp, lagar och
metoder. Det enda som eleven visar att han kan ar att rita skalenliga
figurer. Hur val eleven beharskar generella metoder som berakningar
och tekniska hjalpmedel gar inte alls att bedéma. Trots att figuren ar
bade tydlig och korrekt sa nar elevens kommunikativa prestation inte
upp till Godkand eftersom tankegangen inte alls beskrivs och darfor
inte kan foljas.

Elevens laga betyg beror pa den bristfalliga redovisningen av metoder
och resonemang. Trots detta kan en beddmning i forhallande till
SOLO alltsa goras och peka pa en strukturell nivd som inte tycks
Overensstamma med betyget.

Exempel 3 (elev nr 16)

Eleven arbetar igenom storre delen av uppgiften och far darféra anses
ha uppnatt VG nar det galler situationens karaktar. Att kunna losa
uppgifter med problemstaliningar av olika svarighetsgrad och art, i
saval kanda som nya situationer, ar ett kriterium pa VG. Eleven visar
inte mycket prov pa insikt i begrepp, lagar och metoder och generella
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metoder ger inte just den har uppgiften s& manga mojligheter att visa.
Nar det galler kommunikativ férmaga sa visar eleven en tankegang
som kan f6ljas, skriver en utforlig text och ritar tydliga och korrekta
figurer. Det matematiska spraket ar nagot tveksamt eftersom eleven
skriver om “parallella trianglar” n&r han menar likformiga trianglar.
Det samlade intrycket ar att eleven har ett klart Godkant betyg, men
att han inte riktigt nar upp till vad som borde kravas for VG.

Utifran van Hiele s& tycks elevens tankande ha uppnatt niva 2. Tri-
anglarna kanns igen pa deras egenskaper. Eleven drar slutsatser om
vad som hander for de exempel som han arbetar med. For att anses ha
uppnatt niva 3 bor eleven kunna jamféra modellerna mer generellt.

SOLO-bedémningen tyder pa att elevens arbete kan hanforas till en
multistrukturell niva. Den strukturella komplexiteten i det tankande
som eleven redovisar nar alltsa inte sarskilt hogt. Eleven anvander
flera relevanta data, men relaterar inte olika utgangsfakta och metoder
till varandra.
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DISKUSSION

Tre modeller

Jag har valt att studera och forsoka tillampa tre modeller fér bedém-
ning av elevers kunnande i matematik. Inte sa sallan forekommer be-
greppet "kognitiv’ i samband med de kategoriseringar av uppgifter

och elevlosningar som forsoker beskriva kvaliteter i forstaelse och
kunnande. Anvandning av ordet "kognitiv” tycks stalla till problem i
vissa sammanhang. Det ger kanske intryck av en generell, teoretisk
och psykologisk bas foér kategorisering av eleviésningar eller uppgif-
ter. Men om vi istallet tanker oss att det handlar om kvaliteter i kun-
nande eller och hur dessa kvaliteter visar sig, sa kan vi undvika att
fastna i en diskussion av hur begreppet kognition ska definieras och
forstas. Samtidigt riskerar vi att fastna i en diskussion om vad kun-
nande eller kunskap &r. Begreppen anvands har utan att definieras, och
de kan naturligtvis betyda olika saker. | sjalva verket utgar de anvanda
modellerna fran olika synsétt pa vad kunskap ar och hur den uppstar,
atminstone har de olika ambitioner nar det galler att beskriva olika
aspekter av vad kunnande ar.

En nargangen analys av de betygskriterier som formulerats i matema-
tik for gymnasieskolan vacker fragan om hur dessa kriterier tagits
fram och vilka utgdngspunkter eller teoretiska modeller som forelag
vid skrivandet av betygskriterierna. En reflektion ar att om det finns
nagon struktur i dessa kriterier sa ar den atminstone inte omedelbart
synlig. Det har dock gjorts forsok att i efterhand inordna betygskriteri-
erna i en definierad struktur. Lindstrom (1994) visar pa mojligheterna
att inordna betygskriterierna i den tidigare namnda hollandska model-
len med Reproduktion — Produktion samt i en struktur av Begrepp -
Metod - Kognitiv niva — Kommunikation. Den strukturering som an-
vands i foreliggande arbete ar ett annat, narbeslaktat exempel. Det
visar sig fullt maojligt att inordna betygskriterierna under en struktur
som gor dem mer begripliga och hanterliga.

Betygssystemet innehaller kvalitetsbeskrivningar i form av uppnaen-
demal och betygskriterier. Kriterier ar enligt den gangse definitionen
tecken pa maluppfyllelse. De utgor alltsa tecken som man kan soka
efter for att konstatera om eleverna uppnatt olika mal eller inte. Da
kan det alltsa finnas andra tecken som pa motsvarande satt visar pa
maluppfyllelse, dvs de nedtecknade kriterierna ar avsedda som exem-
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pel pa tecken pa maluppfyllelse. Ofta glider betydelsen av kriterier
over till att vara de enda tecknen pa maluppfyllelse, dvs de blir ganska
snart mal i sig sjalva (Wiliam, 1995). D& kommer kriterierna att be-
skriva beteenden eller fardigheter som man férsoker lara sig och lara
ut. Enligt den gallande laroplanen uttrycker betygen

. i vad man den enskilde eleven har uppnatt de kunskapsmal som
uttrycks i kursplanen for respektive kurs och som definieras i betygs-
kriterier. (Utbildningsdepartementet, 1994, s. 35).

Har utgor betygskriterierna en definition av graden av uppfyllande av
kursplanens kunskapsmal, och kriterierna ar alltsd inte exempel pa
tecken pa maluppfyllelse.

Betygskriteriernas utformning och innehall anknyter enligt Betygsbo-
ken (Skolverket, 1994) till &mnets och kursens karaktar. Mot bak-
grund av detta ter det sig lite méarkligt att alla gymnasieskolans mate-
matikkurser har i huvudsak samma betygskriterier, men likheten mo-
tiveras i Betygsboken med att de generella begrepp och metoder som
eleven skall tillampa &r ganska lika oavsett kurs. | matematik havdas
att betygskriterierna definierar formagan att [6sa matematiska problem
oavsett problemtyp. Men de olika matematikkurserna har valdigt olika
overgripande mal. Kurs A ska ge matematiska kunskaper for vardags-
liv, yrkesliv och fortsatta studier medan Kurs E ska forbereda for stu-
dier pa matematikintensiva utbildningar. Fradgan ar om inte t.ex. de
krav pa formell matematik som rimligen tillhér Godkand-nivan pa E-
kursen aven borde aterspeglas i betygskriterierna. Med andra ord in-
nebar betygskriteriernas ambitioner att galla for alla matematikkurser-
na, att en del intressanta bedomningsaspekter gar forlorade.

| Betygsboken (Skolverket, 1994) ges &ven en sorts forklaring till vis-
sa ord och uttryck som anvands i betygskriterierna. Det géller t.ex.
insikt som tycks betyda bredd i kunskaperna i d&mnet. Van Hiele
(1986) skriver ocksa om insikt, men begreppet har dar en specifik be-
tydelse. En person har insikt nar hon agerar pa ett adekvat satt och
med avsikt i en ny situation, och férekomsten av insikt kan endast
provas om personen stalls infor en tillrackligt ny situation. Detta illu-
strerar hur samma ord kan betyda olika saker i olika sammanhang. Ett
annat exempel ar kursplanens "problem” som dar tycks sta fér mate-
matikuppgift i allmanhet. Hos van Hiele star problem fér en situation
som inte ar utforskande utan verkligen medvetet hos eleven behandlas
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som en okand problemstallining. Med van Hieles ord har alltsa samma
symboler olika betydelser i olika kontexter.

I inledningen till sin bok skriver van Hiele (1986) att fler och fler i
USA (alltsedan introduktionen vid en matematiklararkonferens i USA
1974) har visat intresse for hans s.k. van Hiele - nivaer, det han sjalv
vill kalla en undervisningslara. Efter att ha last hur han sjalv beskriver
sin undervisningslara sa tror jag inte att ett sddant dkande intresse
kunde vara mdgjligt utan nagra pedagogiska uttolkare av teorin. Van
Hiele skriver om struktur, men hans grundantagande om hur kunskap
uppstar forbjuder honom att vara explicit och sprakligt strukturerad.
Han menar att definitioner endast a&r meningsfulla om man redan kan-
ner till det som ska definieras. Darfor gor han langa diskuterande
framstallningar for att lasaren sa smaningom ska kunna aterskapa de
begrepp som han vill komma at. Det ar inte latt att skapa sig en bild av
hans idéer. Detta kan jamféras med betygskriterierna som utgdr korta
meningar som inte alls forklaras. De ar avsedda for lokal uttolkning
och lamnar medvetet ett stort utrymme for lasaren. | Betygsboken
(Skolverket, 1994) sags att kursplanen anger den kravniva som alla
elever ska uppna efter kursens slut och att betygskriterierna fortydligar
denna niva. Det ar forst nar betygskriterierna lases tillsammans med
kursplanen som kriterierna blir ett verktyg som fortydligar kunskaps-
nivaer och darmed utgor ett stod i betygsattningen. Sdsom betygskrite-
rierna formulerats kan pastaendet att betygskriterierna fortydligar na-
gonting starkt ifrdgasattas. Det kan till och med ifrdgasattas om denna
typ av kriterier dver huvud taget kan ligga till grund for en likvardig
beddmning med en acceptabel beddmardverensstammelse. Detta mot-
sager i sa fall Betygsberedningens betankande (SOU 1992:86) som
grundar sig pa Lararuppdragets slutsatser. | jamforelse ar SOLO-
taxonomin strukturerad, analytisk och relativt valdefinierad. Den byg-
ger pa en bedémning av tre aspekter vilka sammanfattas val i en tabell
( se tabell 1 pa sidorna 12-13). Dessa bedomningar kan goras i dia-
gramform, och vilka steg som behévs finns vél beskrivet. A andra
sidan ar SOLO-beddmningen enligt upphovsmannen begransad till
slutna undervisningssituationer. Det innebar att den inte ar avsedd att
anvandas i radande kunskapsparadigm.

| det arbete som ledde fram till SOLO var Biggs & Collis (1982) ur-
sprungliga ambition att samla exempel pa elevarbeten inom olika &m-
nen for att visa lararna vad de normalt borde kunna férvanta sig fran
elever som befinner sig pa olika utvecklingsnivémm respektive

72



undervisningsomradékursivering i original). De analyserade hund-

ratals elevarbeten frdn grundskola och gymnasium inom flera olika
amnesomraden, och fann da nagra aspekter pa kvalitet i kunnande som
de tycker ar generella. SOLO taxonomin har alltsa uppkommit fran
analyser av elevarbeten inom vitt skilda @mnesomraden och ambitio-
nen ar att saga nagot generellt om strukturell komplexitet i tankande.
Van Hieles teorier (van Hiele, 1986) utgar mycket fran hans egna erfa-
renheter av att undervisa i geometri. Det &r problemen med att hjalpa
elever till en forstaelse av geometriska samband som vacker tanken
om nivéer. Aven om van Hiele hela tiden lyfter fram exempel frén
geometrin, och tycker att detta omrade kanske ar tydligast nar det
galler tillampningen av hans idéer, s& menar han att teorin borde vara
generell. Han ger exempel fran andra kunskapsomraden i matematik
och vill &tminstone utvidga teorins giltighet till naturvetenskapliga
amnen. Tillsammans med betygskriterierna sa ger SOLO och van Hi-
ele saledes en variation i graden av generalitet. SOLO ar generell for
alla amnen, betygskriterierna galler fér matematik och van Hiele kan
sagas vara specifik for geometri, a&ven om dessa nivaer kan overforas
pa andra omraden. | figuren nedan har de tre anvanda modellerna pla-
cerats pa en skala av generalitet nar det galler amnesomraden. Van
Hieles nivaer ar mest specifika eftersom de i férsta hand utvecklats for
geometri. Betygskriterierna for matematikamnet ar nagot mer gene-
rella, men avstandet till SOLO ar anda stort i detta avseende.

van Betygs-
Hiele kriterier SOLO
- >
minst mest
generell generell

| arbetet med SOLO-taxonomin skriver Biggs & Collis (1982) att de i
huvudsak agnat sig at formativ utvardering eftersom SOLO har mest
att bidra med inom detta omrade. De menar att SOLO visserligen kan
anvandas aven for summativa andamal, men att den strukturella kom-
plexiteten i tdnkande som SOLO vill spegla bara kan vara en kompo-
nent vid t.ex. betygssattning. Darfér skulle det vara olampligt att di-
rekt associera SOLO-nivderna med betygssteg. Ytterst vill Biggs &
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Collis papeka att summativ utvardering innehaller en vardering (value
judgment). Detta ar nagot som inte kan foreskrivas av nagon som inte
ar bekant med funktionen hos inlarningstillfallet, de ursprungliga in-
tentionerna och omstandigheterna vid undervisningssituationen. Biggs
& Collis menar att det ar viktigt att eleverna har kdnnedom om och
erfarenhet av problemtyper som anvands vid ett prov. En elevs opti-
mala prestation i SOLO-termer kan bara utvarderas nar hon har viss
erfarenhet av uppgiftstypen i provet. Van Hiele menar att férekomsten
av insikt endast kan prévas om man &r saker pa att den situation som
eleven stélls infor ar tillrackligt ny. Darfor blir det &ven har problem
med storskaliga beddmningssituationer (t.ex. nationella kursprov). Det
ar bara lararen som undervisat i klassen och som kénner eleverna som
egentligen kan utforma prov och andra bedémningssituationer som
kan préva insikt. Van Hiele menar i motsats till Biggs & Collis att det
ar ett misstag att lata eleverna forbereda sig for ett prov genom att
studera tidigare givna prov. Utan en sadan forberedelse sa bevarar
proven sin karaktar av insiktsprévningar. Men han menar samtidigt att
en sadan forberedelse ocksa kan starka elevernas uppfattning av
strukturer. En larare som under flera ar agnat sig mycket at elevernas
mojligheter att skapa strukturer kan mycket val agna nagra manader at
forberedelser for en examination. Van Hiele drar alltsa har inga klara
och entydiga slutsatser utifran sin teori.

Eftersom bada teorierna utgar fran undervisningssituationen sa gor de
inte ansprak pa att ge nagot stod for bedomning och utformning av
storskaliga, summativa bedémningssituationer som exempelvis natio-
nella kursprov. Om man far tro upphovsmannen sa ar ingen av mo-
dellerna avsedd for denna anvandning. | bada fallen forutsatts nastan
att undervisningshistorien ar kénd nar elevens kunskaper ska utvéarde-
ras. Van Hiele tycker att utvarderingssituationen maste vara ny i na-
gon mening, medan Biggs & Collis betonar vikten av att problemty-

pen ar kand. Det kan betyda att ett visst problem kan anvandas for
utvardering i forhallande till den ena taxonomin men inte i forhallande

till den andra. Betygskriterierna &r avsedda att tolkas lokalt och dar-

efter anvandas vid betygssattning. Problemen med storskaliga bedom-
ningssituationer ar uppenbara. Om det finns en variation i den lokala
tolkningen av kriterierna sa ar det omajligt att gora gemensamma prov
som maste bygga pa en gemensam tolkning. Bedémningen av elever-
nas prestationer maste med nodvandighet 6ppna for en viss variation i
tolkningen av kriterierna. Darmed gar nagot av likvardigheten och

jamforbarheten forlorad. Uppgiftstypen beroérs i betygskriterierna ge-
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nom att betyget Godkand kréaver att eleven kan l6sa uppgifter av en
typ som de tidigare mott medan betyget Val godkand forutsatter att
eleven kan hantera saval kanda som nya situationer. Alla tre model-
lerna ger alltsa problem vid storskalig bedomning av elevers kunska-
per, t.ex. i nationella kursprov. SOLO och van Hiele forutsatter egent-
ligen att undervisningshistorien ar kadnd. Men om vi antar att upplagg-
ningen av matematikundervisningen inte uppvisar nagon avsevard
variation sd kan en beddomning av elevernas undervisningshistoria
goras. Betygskriteriernas 0ppna formuleringar, som gor att de for be-
tygssattning maste tolkas lokalt, innebar problem for nationella prov
men inte for denna studie. Har anvands en mdjlig tolkning av betygs-
kriterierna. Diskussionen har betydelse for mojligheten till bedém-
ningar utifran de uppgifter som eleverna arbetat med. Bedémning en-
ligt betygskriterierna forutsatter uppgifter som innehaller bade kanda
och nya situationer. Bedomning av insikt enligt van Hiele forutsatter
en ny situation och SOLO forutsatter att situationen ar kand. Detta
innebar svarigheter nar samma uppgifter anvands for bedémning en-
ligt de olika modellerna. Nedan diskuteras betydelsen av de anvanda
uppgifternas karaktar och utformning fér den bedémning som gjorts.

Pierre M. van Hiele och Biggs & Collis har en gemensam grund ge-
nom starka influenser fran Piaget. Samtidigt som bada teorierna utgar
fran Piaget sa innehaller de &ven ett stort inslag av Piaget-kritik. Man
kan saga att bada texterna andas nagon form av hat-karlek till sin kan-
ske framsta inspirationskalla. Biggs & Collis borjade ju sitt arbete
med avsikt att ge exempel pa vilka nivaer av tdnkande man kunde
forvanta sig i olika aldrar, i enlighet med Piagets teorier. Nar de sedan
kommer fram till att nagra sadana mer generella, aldersknutna nivaer
inte finns, eller atminstone inte ar matbara, sa blir kritiken mot Piaget
ganska tydlig. De for fram argument som de menar till och med ifra-
gasatter hela tankandet om nivaer. Samtidigt kopplar de hela tiden
sina nivaer till Piagets, och forsoker beskriva férhallandet mellan
dessa. Biggs & Collis andrar Piagets fokus fran forsok att beskriva
individens nivaer av tankande (som en inneboende, generell egenskap
som visar sig i olika sammanhang) till att beskriva karaktaren hos en
enskild prestation. P& detta satt menar de sig kunna férhalla sig till
Piaget och hela idén om nivaer av tankande pa ett nytt och mer an-
vandbart satt. | forordet till sin bok skriver van Hiele (1986):

| nagra kapitel ar jag kritisk till vissa aspekter av Piagets
teori. Vissa kritiker av mina tidigare artiklar har dock
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uppmarksammat att min uppfattning av Piaget ar i huvud-
sak positiv. De har ratt. Det ar meningsfullt att vara kri-
tisk mot en teori bara om man instammer i det mesta. Det
finns till och med skal att havda att mina nivaer har sitt
ursprung i Piagets teorier. Att de bar mitt namn kan for-
klaras med att jag arbetat med dem pa ett helt nytt satt.

Van Hiele sager explicit att en viktig del av rotterna till hans arbete
star att finna i Piagets teorier, men han tycker ocksa att det ar viktigt
att betona skillnaderna. Han ndmner bland annat att Piagets psykologi
handlar om utveckling och inte om larande. Van Hiele vill, till skill-
nad fran Piaget, veta hur man kan stimulera barn att ga fran en niva till
nasta. Han kritiserar Piaget for att inte inse sprakets viktiga roll nar
man gar fran en niva till nasta. (Det gjorde inte van Hiele heller i sina
ursprungliga texter om sina nivaer.) Enligt van Hiele ser Piaget inte
strukturer pa en hogre niva som en foljd av studier av den lagre nivan.
| van Hieles teori s& uppnas de hdgre nivaerna om de regler som styr
den lagre strukturen har studerats och synliggjorts och d&rigenom
sjalva blivit en ny struktur. Van Hiele konstaterar att det finns manga
viktiga skiljaktigheter mellan honom och Piaget, men att han genom
sitt aktiva ifrdgasattande av Piaget ocksa lart sig mycket av honom.

Biggs & Collis namner visserligen fragan om varfor ett visst amne
undervisas 6verhuvudtaget, men tar sedan svaret for givet och utgar
fran att sddana beslut redan ar fattade och att vissa specifierbara re-
sultat av undervisning vill uppnds. De menar att larande kan ske pa
olika satt, men diskuterar bara det de kallar for slutna situationer. |
sadana finns ett visst stoff som eleven maste ta till sig (reception lear-
ning) och att klara intentioner hos lararen angdende méangden och
kvaliteten hos det larande som ska ske. Det ar beskrivningen av kva-
litet i kunnande i dessa slutna situationer som ar SOLO-taxonomins
intentionsomrade. Andra undervisningssituationer, dar intentioner,
processer och resultat ar dppna (open-ended) &r visserligen vardefulla,
men de behandlas inte i arbetet med SOLO. Biggs & Collis lyfter fram
bade innehalls- och processaspekter i laro- och kursplaner. Nar det
galler innehallsaspekten sa talar de om assimilation och forstaelse av
fakta och begrepp som utgér kunskap i &mnet. Har betraktas kunskap
som nagot fardigt som det galler for eleven att inhamta. Synen pa kun-
skap och hur kunskap uppstar tycks langt ifran den konstruktivistiska
kunskapssyn som ar férharskande bland pedagoger idag. Lararens roll
blir att formedla en kunskapsmassa till mer eller mindre passiva ele-
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ver. Angaende processaspekter sa talas detikiig forstdelse och
tillampning av amnet octimpliga satt att tanka inom ett amne. Den-

na fokusering pa vad- och hur-frdgorna samt tanken om ett korrekt
vetenskapligt tankesatt som eleverna ska na gor att Biggs & Collis
arbete verkar ha en néra slaktskap med Martons tdnkande vid samma
tid och en fenomenografisk inriktning. Biggs & Collis hanvisar ocksa

till Marton (1976) nar det géller tidigare forsok till kvalitativa matt-
stockar for larande. Forfattarna betonar det amnesinriktade och hela
teorin ar dessutom mycket normativ, de vill definitivt tala om for l&a-
rarna hur de ska gora. Van Hiele ar ocksa normativ och amnesinriktad,
men han uppehaller sig vid helt andra larandesituationer och har en
helt annan kunskapssyn. Larare kan visserligen lara elever ganska
mycket, men eleverna lar sig da bara att imitera handlingsstrukturer
hos lararen. Det sker ingen egentlig utveckling av elevernas tankande i
riktning mot hogre nivaer. Mojligheterna att géra undervisningen batt-
re blockeras enligt van Hiele av indoktrinering, dvs att lararen for-
vantas vara allvetande och eleven den som ska undervisas. Han menar
att lararen istallet maste behandla eleverna som vardiga opponenter
med formaga att introducera nya argument. Eleverna maste sjalva ut-
veckla sitt tdnkande, men lararen har en viktig roll att spela bl.a. nar
det géller att organisera verksamheten sa att eleverna far mojlighet att
lara sig. Van Hiele tycks valdigt "modern” i sitt satt att se pa hur kun-
skap uppstar. Han ar ocksa engagerad i vad som ska undervisas och
varfor. Han diskuterar till och med fragan varfor matematik Gverhu-
vudtaget undervisas pa gymnasieniva och han gar t.ex. till starkt an-
grepp mot brakréakning, vilket av manga anses nog sa sjalvklart i sko-
lan. Van Hiele tycks i vissa avseenden sta narmare en laroplansteore-
tisk grundsyn.

Jamforelse av utfallen

De tre modeller som anvants vid bedomningen har alla anpassats for
att kunna vara anvandbara vid tillampningen. SOLO-taxonomin har en
tydlig struktur, men den bygger pa att man gor en komponentanalys av
den uppgift som anvands. Van Hieles nivaer av tankande kan bedémas
med en helhetsbedémning och kriterierna fér denna bedémning maste
vaxa fram vid granskningen av elevlésningar till en viss uppgift. | en
sadan fas visade det sig att bedémningen av uppgift 1 inte var me-
ningsfull i forhallande till van Hiele. Betygskriteriernas avsaknad av
struktur gjorde det nodvéandigt att forst skapa en struktur och sedan
fylla den med konkreta kriterier for de aktuella uppgifterna. Utan den-
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na struktur ar bedémningen annu svarare att géra och framférallt ar
den svar att bokféra och kommunicera. Modellen blev med denna
struktur anvandbar. Sedan kan man diskutera om den uppdelning i
fyra aspekter som gjordes var relevant. Den lyfter fram vissa bedom-
ningsriktningar som naturligtvis ar godtyckliga (i meningen en av
manga mdajliga), aven om de stoder sig pa kursplanens formuleringar.
Ytterligare godtycke infors vid sammanvéagningen av de fyra bedém-
ningarna i forhallande till betygskriterierna. Motivet till att alla krav
ska vara uppfyllda for att fa ett visst provbetyg kan anda grundas pa
Skolverkets forekrifter om betygssattning, vilket diskuterats ovan.

Det finns naturligtvis ett relativt starkt samband mellan de olika be-
domningarna av varje elevlésning. Elever med hdga provbetyg visar
med fa undantag hog strukturell niva i sitt tankande (SOLO) och de
hogsta nivaerna av tankande enligt van Hiele. Motsatsen galler dock i
betydligt lagre omfattning. Fjorton av de relationella I6sningar till
uppgift 1 har fatt provbetyget IG. Bland dessa ar det endast fyra som
fatt detta provbetyg enbart pa grund av bristande kommunikativa far-
digheter. Det ar rimligt att den mer komplexa bedémningen enligt
betygskriterierna staller hogre krav pa elevernas losningar &n de andra,
mer ensidigt inriktade modellerna. Darfor ar det rimligt att hitta at-
skilliga relationella I6sningar som fatt provbetyget IG, men inga los-
ningar med provbetyget G som bedomts ligga pa en lagre niva an den
relationella. Biggs & Collis (1982) papekar att SOLO-nivaer inte kan
eller bor direkt dversattas till betygssteg eftersom de endast mater en
komponent i ett slutomdéme om eleven. Den tolkning av betygskrite-
rierna som ligger till grund for var analys innehaller flera aspekter pa
kunnande. Mgjligen kan man tycka att det ar konstigt att SOLO visar
pa en relativt sett lagre nivd an provbetyget. Men SOLO-taxonomins
upphovsman konstruerade sina nivaer utifran utgangspunkten att niva-
er inte ar stabila, utan varierar mellan tidpunkter och mellan uppgifter
for varje elev.

Utifran SOLO-perspektiv ar de flesta elevprestationerna relationella.
Detta kan tolkas som att eleverna i gymnasiets inledande ar har upp-
natt ett tankande som motsvarar denna niva. De fa elever vars presta-
tioner bedomts ligga pa en lagre niva kan mycket val prestera relatio-
nella I6sningar till en annan uppgift vid ett annat tillfalle, men SOLO-
taxonomin bygger pa att man inte presterar hégre an sin utvecklings-
niva. Faktorer som motivation och den undervisning som eleven ut-
satts for kan medféra att man inte nar upp till den niva som man skulle
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kunna. Att vi inte far nagra lésningar till uppgift 1 som ligger pa hogre
nivaer kan bero pa att de elever som genomfort uppgiften inte har ett
tdnkande som motsvarar dessa nivaer, men mer sannolikt beror det pa
uppgiftens utformning. Flera relationella |6sningar ar mycket rika,
vilket skulle kunna tyda pa eleverna sa att saga slagit i taket pa denna
uppgift. Uppgiften erbjuder inte mojligheter till prestationer pa ab-
strakt niva. Eleverna uppmuntras inte eller inbjuds inte att visa den
niva av strukturell komplexitet som de kan. Till uppgift 2 har nagra
l6sningar bedomts vara abstrakta. Den uppgiften kan alltsa ge mojlig-
het till I6sningar p& hogre nivaer.

Trots att den anvandning av van Hieles nivaer och SOLO-taxonomin
som tillampats har inte sjalvklart ligger i linje med intentionerna hos
upphovsmannen, sa visar detta arbete att de mycket val kan anvandas
for att goéra meningsfulla bedémningar av elevarbeten i en formativ
utvardering av elevers kunskaper. Anvandningen av van Hiele och
SOLO losryckt fran undervisningssituationen gor att den bild som
dessa ger ar ganska begransad. Bade SOLO och van Hiele ger en bild
av den niva av strukturerat tankande som eleven visar prov pa. Be-
tygskriterierna forsoker ge en mer komplex bild av elevernas kunska-
per. Men denna komplexitet tillsammans med den bristande strukturen

i kriterierna gor att bedomningen i foérhallande till betygskriterierna &r
den svaraste. Alla tre modellerna &r dock anvandbara i detta samman-
hang och tycks saga nagot meningsfullt om kvaliteten i elevernas ar-
beten.

| samband med dessa slutsatser bor vissa urvals- och metodproblem
lyftas fram. Analysen grundar sig pa bedomningar av relativt fa elev-
l6sningar fran en enda skola, utan nagon diskussion om elevernas
bakgrund och studieinriktning. Den kvalitativa ansatsen i studien gor
dock att det sndva urvalet kan racka for de analyser som gors. Bland
elevlosningarna finns en tillracklig spannvidd som gor att exempel pa
l6sningar pa olika nivaer kan aterfinnas. Har finns ingen ambition att
kvantifiera och generalisera utfallet. Studien vill lyfta fram intressanta
aspekter pa elevers arbete med uppgifterna och préva modellernas
tilampningsomrade, inte primart saga hur stor andel av Sveriges ele-
ver som gor si eller s&. Mot den bakgrunden har det visat sig fordelak-
tigt att en utprévningsversion kommit med, eftersom denna version
pekar pa andra majligheter i en motsvarande uppgift. Bedémningarna
har vidare genomforts av en person vid ett enda tillfélle. Reliabiliteten

i de bedémningar som gjorts skulle naturligtvis 6ka om aven andra
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bedomare tillampat modellerna pa samma elevidsningar. Alternativt
skulle bedémningen kunnat upprepas av samma beddémare.

Uppgifterna

De matematikuppgifter som anvants i denna studie utgjorde bredd-
ningsdelen i det nationella kursprovet i Matematik A varen 1996. Ele-

verna skulle vélja en uppgift och det visade sig att uppgift 1: Garden
var popularast. Uppgifterna har olika karaktar och de ger direkt olika

intryck. Vi kan bara spekulera i varfor eleverna valt som de gjort, men

sannolikt har det med forsta intrycket av uppgifterna att géra. Att Ko-

ordinatgeometri lag som nummer tva och att den var pa tva sidor mot
Gardens enda, kan aven spela in.

Som tidigare papekats maste situationen vara ny i nagon mening for
en meningsfull bedémning enligt van Hiele, medan man fér SOLO-
beddomningar betonar vikten av att problemtypen &r kéand. Det kan
betyda att ett visst problem ar lampligt for utvardering i forhallande
till den ena taxonomin men inte i forhallande till den andra, eller for
en elev men inte for en annan. Detta medfér naturligtvis problem vid
bedomning av okanda elevers arbete med tva sa har olika uppgifter. |
den tolkning av betygskriterierna som tillampats har har ocksa situa-
tionen eller problemtypen lyfts fram. Betygskriterierna beskriver de
problemldsningssituationer som elever med G respektive VG borde
klara. For att kriterier p4 G-nivan ska anses uppfyllda bor t.ex. eleven
|6sa problem av en typ som eleven mott tidigare. For VG anges att
situationerna kan vara saval kanda som nya. Aven har spelar allts&
uppgiftens karaktar och kdnnedom om den enskilde elevens undervis-
ningshistoria en viss roll. De uppgifter som analyseras har ar knappast
i sin helhet problem av en typ som eleverna ar sarskilt bekanta med.
Detta galler i synnerhet uppgift 2. Det skulle innebara att de ar lampli-
ga for analyser i forhallande till van Hiele och VG-kriterier. Eftersom
den inledande delen av uppgifterna innehaller kanda deluppgifter (i
synnerhet uppgift 1) sa kan dven betygskriteriernas G-niva analyseras.
Uppgift 1 ar olamplig for van Hiele eftersom dess karaktar inte erbju-
der ndgon utmaning att utnyttja ett natverk av relationer hogre an niva
2. Uppgifterna ar fran borjan naturligtvis utformade for att mojliggora
bedémningar i forhallande till betygskriterierna. | synnerhet dessa
breddningsuppgifter &r avsedda att ha en lag ingangstroskel, sa att alla
elever ska kunna komma igang, men samtidigt erbjuda méjligheter att
visa kunnande pa hogsta niva.
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Att eleverna sjalva kan fa valja vilken uppgift de vill arbeta med kan
ha det positiva med sig att eleven kanner sig motiverad och kan valja
den uppgift dar hon tror sig kunna visa sina kunskaper. Men vissa
uppgifter kan ha begransningar sa att eleven inte kan visa sina kun-
skaper, och dessa begransningar kan vara dolda for eleven. | det aktu-
ella fallet fanns en avsiktlig skillnad mellan de tva uppgifterna, dar
uppgift 2 formodades locka till sig de mer teoretiskt inriktade och re-
lativt hogpresterande eleverna. Det kan vara sa att valet av uppgift
diskriminerar mellan elever med bredd och djup i kunskaper och ele-
ver med mer ytliga och rutinbetonade kunskaper. Resultat frdn genom-
forandet av uppgifterna som nationellt prov tyder dock inte pa det.
Elever med olika provbetyg pa tidsbunden del véljer i stort sett pa
samma satt. Eleverna genomskadar kanske inte monstret, utan lockas
att valja en uppgift som inte ger mojlighet att visa de kunskaper de
har. Sannolikt kan motsatsen aven vara fallet. Elever valjer en uppgift
som har for hdg ingangstroskel, och far aldrig chansen att visa vad de
kan. Att franta eleven mojligheten att valja &ar ingen l6sning, savida
inte den enda uppgiften som da presenteras ar av en sadan kvalitet att
den kan uppfylla alla hogt stallda krav. En mojlighet ar forstas att lata
eleverna gora flera uppgifter for att 6ka reliabiliteten i bedémningen,
men da atgar mera tid. | resultaten fran det nationella provet sa finns
vissa skillnader mellan kvinnor och méan nar det galler val av uppagift.
For de manliga elever som gjorde breddningsdelen sa okar andelen
som valt uppgift 2 med provbetyget pa den tidsbundna delen. Bland de
kvinnliga eleverna minskar istéllet tendensen att vélja uppgift 2 med
betyget pa tidsbunden del. Signalen om att de mest hogpresterande
eleverna skulle vélja uppgift 2 verkar alltsa ha fungerat samre for
kvinnor och uppgifterna verkar alltsd ha skickat olika signaler till
kvinnor och till mén. Eftersom uppgift 1 inte direkt inbj6d till bedom-
ningar av de hogre betygen sa riskerar kvinnliga provtagare att under-
varderas.

Eleverna har i ndgon man visat kunskaper inom samma kunskapsom-
raden i de tva uppgifterna, men helhetsintrycket ar att de bada uppgif-
terna kompletterar varandra. Tillsammans kan dessa tva uppgifter i

ganska stor utstrackning tacka de mal att uppna som ingar i A-kursens
geometri. En annan form pa garden (som t.ex. den parallelltrapets som
nagra av eleverna arbetat med) skulle kunna stimulera till arbete med
en storre variation av former, till anvandning av grundlaggande geo-

metriska satser och till resonerande vid problemlésning.

81



Sammanfattning

De tre modeller som studeras och tillampas har (betygskriterier,
SOLO-nivaer och van Hieles nivaer av tankande) skiljer sig at nar det
galler den inre strukturen. SOLO-beddmningen bygger péa valdefinie-
rade aspekter och gors analytiskt utifrin dessa. Van Hiele har en
struktur, men den &r svarare att satta sig in i och férsta. Bedémningen
ar ocksa mer holistisk jamfort med SOLO. Betygskriterierna saknar en
Overgripande struktur, men kan goéras analytisk genom inférandet av
en struktur. SOLO och van Hiele &r modeller om struktur i elevers
tdnkande. Betygskriterierna ger en mer komplex bild av elevers kun-
nande i matematik.

Bade SOLO och van Hiele utgor egentligen undervisningslaror, de vill
ta ett helhetsgrepp om undervisningen pa ett omrade. Bada har ur-
sprung i undervisningserfarenheten med de grundar sig pa psykologisk
teori, och kan ségas vara psykologiska modeller for struktur i elevers
tankande. Betygskriterierna har sitt ursprung i en pedagogiska praktik
och har utformats av praktiserande larare i hog grad. Har finns ingen
teoribas, utom mojligen implicit de idéer som legat till grund fér den
gallande laroplanen. Betygskriterierna kan sdgas vara en pedagogisk
modell, utan teoretisk bas.

van Betygs-
Hiele SOLO kriterier
< >
stark teoretisk grund svag teoretisk grund
(i psykologi) (i pedagogik)

| bilden ovan illustreras de olika modellernas teoretiska grundvalar.
Van Hiele har den starkaste teoretiska grunden (i psykologi), med
SOLO inte langt darifran. Betygskriteriernas svaga teoretiska grund (i
en pedagogisk praktik) placerar dem langt ifrdn de andra modellerna.

Modellerna &r avsedda for olika vida @mnesomraden. SOLO &r avsedd
for alla amnen, betygskriterierna galler gymnasieskolans matematik
och van Hieles nivaer ar i forsta hand utvecklade fér geometri. De
olika modellerna staller vidare olika krav pa de uppgifter som eleverna
ska bedomas i forhallande till. For olika betygskriterier behtvs saval
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k&dnda som nya situationer, SOLO rekommenderar kanda uppgiftsty-
per och van Hiele forordar nya situationer.

SOLO och van Hiele har olika utgangspunkter nar det galler synen pa
kunskap, larande och larare. Resonemanget kring SOLO-taxonomin
kan i ganska stor utstrackning relateras till svensk fenomenografisk
forskning, atminstone som den sag ut under forsta halften av attiotalet.
Van Hieles tankande kan i vissa avseenden sdgas ligga narmare en
laroplansteoretisk inriktning. BaAde SOLO och van Hiele har inspire-
rats av Piaget, men de forhaller sig ocksa kritiskt till mycket av Pia-
gets tankande.

De bedomningar av elevernas l6sningar som gjorts pa grundval av de
olika modellerna korrelerar i hog grad. Men har finns skillnader. Tyd-
ligast framtrader hur elevidésningar som beddémts relationella i SOLO-
termer inte uppfyller kraven foér provbetyget Godkand.

De skillnader mellan uppgifterna som har observerats kan delvis for-
klaras med att de elevgrupper som arbetat med uppgifterna ar olika.
Men framforallt kan skillnader i uppgifternas karaktar spela in. Enligt
diskussionen ovan har de tva uppgifterna olika relationer till de olika
beddomningsmodellerna. Uppgifterna &r utformade foér att passa be-
tygskriterierna, eftersom de konstruerades for att inga i nationella
kursprov. | uppgifterna ansags inga bade kanda och nya situationer. |
uppgift 1 ar sattet att arbeta med en uppgift nytt, eftersom elever i all-
manhet ar ovana vid storre och friare matematikuppgifter, men pro-
blemstallningen ar inte ny eller problematisk. | uppgift 2 & samman-
hanget nytt for eleverna, de har inte tidigare stétt pa denna typ av
geometri. Uppgift 1 verkar inte erbjuda mdjligheter for eleverna att
visa hogre kvaliteter av kunnande, framforallt inte i relation till
SOLO-taxonomin och van Hiele.

Alla tre modellerna ar majliga att anvanda och séger nagot menings-
fullt om elevernas matematikkunskaper, trots att t.ex. uppgifterna som
eleverna arbetat med inte ar idealiska for andamalet. Modellerna fyller
olika funktioner, betygssattning respektive bedémning av strukturell
komplexitet, och staller olika krav pa de uppgifter man utgar ifran.

Nar matematikuppgifterna som ligger till grund for denna studie an-

vandes i nationella kursprov sa valde en majoritet av eleverna att ar-
beta med uppgift 1: Garden. Uppgift 2: Koordinatgeometri hade en
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inommatematisk utformning och den lockade i nagot hogre grad de
hdgpresterande manliga provtagarna, men inte de kvinnliga. | arbetet
med olika uppgifterna visar eleverna kunskaper inom innehallsligt

olika omraden i kursplanen.

N&gra avslutande reflektioner

Arbetet med denna uppsats har gett mig en mdjlighet att satta mig in i
och forstka beskriva tre intressanta modeller som kan bidra till forsta-
else av vad kvalitet i kunnande i matematik kan vara. Jag har aven
forsokt utveckla en del tankar kring betygskriterier och diskutera nag-

ra aspekter av tva uppgifter som ingick i det nationella kursprovet i

matematik varen 1996. Bedomningen av ett sextiotal elevldsningar
utifrdan dessa modeller har konkretiserat forstaelsen av de olika per-
spektiven och visat pa mdjliga tillampningsomraden.

Den uppsats som arbetet lett fram till & omfattande eftersom jag velat
ge en sa fullstandig bild som mojligt av de anvanda modellerna och de
uppgifter som anvants i analysen, och aven ge viss inblick i det arbete
och de tankar som foéregick anvandningen av uppgifterna i nationella
prov. Dessutom har en avsevérd del av arbetet med denna uppsats
handlat om att trdnga in i och forsoka beskriva tankarna bakom SOLO
och van Hieles nivaer av tankande (vilket knappast kan goéras kortfat-
tat) och dverfora dessa pa det aktuella problemet.

De tva uppgifter som behandlats i denna studie har konstruerats for att
uppfylla vissa hogt stéllda krav, enligt det uppdrag som Skolverket
givit provinstitutionen. Dessutom har naturligtvis provkonstruktorer
och andra inblandade i utformningen av uppgifterna haft héga kvali-
tetsambitioner. Dessa sammanfattades pa olika satt innan provets ge-
nomférande och har redovisats ovan. Det ar problematiskt att forhalla
sig kritisk och fritt analyserande i férhallande till sitt eget arbete.
Varje problem som uppmarksammas i denna studie ar ju indirekt en
kritik mot den egna formaga att uppfylla alla de hogt stallda kraven.
Om objektivitetsproblemet lyfts fram sd kommer det att vara majligt
att behandla. Sedan &r det upp till lasaren att avgdra om analysen ar
trovardig eller inte. Férhoppningsvis ska det visa sig att analysen inte
bygger pa forutfattade meningar, utan att den kan vara utforskande
och att slutsatser baseras p& argument som ar trovardiga och under-

byggda.



Eftersom bedémningarna och varderingarna endast har gjorts av en
person vid ett enda tillfalle s& kan naturligtvis reliabiliteten i olika
klassificeringar ifragasattas. For att battre kunna vardera de olika mo-
dellernas relationer till varandra i forhallande till olika elevers arbeten,
skulle bedémningen kunnat upprepas vid ett senare tillfalle eller i na-
gon utstrackning goras av andra bedomare. FOr att pa ett battre satt
faststalla tillampningsomraden, mojligheter och problem med de un-
dersokta modellerna for bedémning av elevers kunskaper i matematik
sa skulle aven elevers losningar till andra matematikuppgifter kunna
undersokas. Uppgifterna skulle da medvetet kunna utformas sa att de
passar de anvanda modellerna optimalt.

| denna studie har tre modeller utforskats och en ytterligare belysning
av mojligheterna att bedéma elevers kunnande i matematik skulle fas
om andra taxonomier eller modeller undersoktes. Flera uppslag finns i
kapitlet om kvaliteter i kunnande. Sarskilt intressant ar den revidering
av Blooms taxonomi som en forskargrupp i USA arbetar med vilken

kommer att publiceras i en bok hésten 1998.

Avslutningsvis aterkommer vi till de grundlaggande fragor som stall-
des i inledningen som utgangspunkt for diskussionen, bl.a. Vad menas
med kvalitet i matematikkunskaper och hur visar sig dessa kvaliteter i
elevers skriftliga l6sningar till olika uppgifter? De modeller for kvali-
tativ beddmning av elevers matematikkunskaper som tillampats har
har visat sig anvandbara i detta avseende. De har naturligtvis bade
fortjanster och brister, de lyfter fram olika aspekter av kvalitets- och
kunskapsbegreppen, de har delvis olika tillampningsomraden osv. Det
star dock helt klart att elever bade kan och vill visa kunskaper pa hog
nivd om de far chansen, dvs de vill visa prov pa kvalitet i sina mate-
matikkunskaper. Det &r upp till oss som larare, forskare och provkon-
struktorer att skaffa oss verktyg som ser bortom stavfel och enkla
minneskunskaper och istallet inriktas pa strukturerat tankande, kreati-
vitet och problemldsning.
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BILAGOR Bilaga 1

Tabell 12 Sammanstallning 6ver beddémningen av elevldsningar i
forhallande till betygskriterier, SOLO och van Hiele.

Elev nr | Uppg nr | Betygskriterier SOLO Van Hiele
/ 1l 11 v Tot

1 2 G G? 2 G? IG |MS/US |1
3 2 G- VG 2 G G MS 2
4 2 G G? 2 G IG |MS/US |1-2
11 2 G- G- G? G? G- |MSUs |1
16 2 ? VG *? G+ G+ |MS 2
18 2 VG G G VG VG |UA 3
19 2 IG? IG 2 IG IG |MSUS |?*
20 2 G VG *? G+ VG |R 2
21 2 G- VG ? G G MS 2
22 2 VG G G+ V VG |UA 3
23 2 VG VG G+ VG VG |R 3
24 2 G G G G G R 1-2
25 2 G- VG *? G G MS 1-2
26 2 VG VG VG G+ VG |UA 3
27 2 IG? IG 2 IG IG |MSUS |?*
60 2 G G ? G G MS/US |2
2 1 VG G G VG VG |R

5 1 VG G G VG VG |R

6 1 VG G G VG VG |R

7 1 G G G G+ G R

8 1 VG G G VG- VG |R

9 1 G G G G+ G R

10 1 VG- G G G+ VG- |R

12 1 G- G G IG IG |R

13 1 G- G G G G R

14 1 G G G G G R

15 1 G+ G G G+ G+ |R

17 1 G G G G G R

28 1 VG G G G+ VG |R

29 1 G G G G- G R

30 1 G+ G G VG VG? (R

31 1 G- G G G G R

32 1 G- G G G G R

33 1 IG IG IG IG IG [MS

34 1 G- G G- IG IG |R

35 1 G- IG G- IG IG |R?

36 1 G IG 2 IG IG |R?

37 1 IG G IG IG IG |MS?

38 1 G- IG G- IG IG |MS?

39 1 G- G G- G G R

40 1 G G G IG IG |R

41 1 G G G G- G R

42 1 G- IG G ? IG |R




Tabel 12 forts.

Elev nr | Uppg nr | Betygskriterier SOLO Van Hiele
/ 1 1l IV Tot

43 1 G- G G G- G R

44 1 G G G- G G R

45 1 VG- G G- G G R

46 1 G- G G G- G R

47 1 IG IG ? ? IG MS?
us?

48 1 G G G G G R

49 1 ? IG ? IG IG MS?
us?

50 1 G+ G G VG VG (R

51 1 G- G- G IG IG R

52 1 IG G- G G- IG R

53 1 VG G G VG VG [R

54 1 G+ G G G+ G+ |R

55 1 IG G- G G IG R

56 1 IG G ? IG IG R?

57 1 IG IG ? IG IG MS

58 1 VG- G G VG- VG |R

59 1 IG G IG IG IG R

61 1 IG IG G IG IG R

* Markerar tva elevlosningar dar uppgiften missuppfattats, sannolikt
beroende pa spraksvarigheter hos elever med invandrarbakgrund.



Bilaga 2

Kurs: Matematik A
Poang: 110
Mal

Malet for kursen ar att ge de matematiska kunskaper som kravs for att ta stallning i vardagliga
situationer i privatliv och samhélle. Dessutom skall kursen ge en grund som svarar mot de
krav yrkeskliv och fortsatta studier stéller.

Efter genomgangen kurs skall eleven
i aritmetik (R)
R1 ha fordjupat och vidgat sin taluppfattning till att omfatta reella tal skrivna pa olika satt

R2 ha okat sin formaga att rakna i huvudet,
gora dverslag
och vdlja lamplig enhet vid problemlésning
samt ha erfarenhet av anvandning av datorprogram vid berékningar

R3 kunna valja berakningsmetod
och lampligt hjalpmedel vid numerisk rakning,
vara van vid att kontrollera resultatets rimlighet
och inse att rakning med métetal ger resultat med begransad noggrannhet,

R4 forstd inneborden av och kunna anvanda begreppen andringsfaktor,
promille, ppm,
index,
prefix och potenser med heltalsexponenter.

i geometri och trigonometri (G)
G1 kunna tillampa grundlaggande geometriska satser samt forklara de formler och forsta de
resonemang som anvands vid problemldsning,

G2 kunna berakna omkrets och area for plana figurer

och begransningsarea och volym for ngra enkla kroppar

samt kunna rita tillhérande figurer,
G3 kunna utnyttja skala for berakningar och for att tolka och konstruera ritningar och kartor,
G4 kunna anvanda begreppen sinus och cosinus for att [6sa enklare problem.

i statistik (S)
S1 kunna tolka och kritiskt granska data fran olika kallor,

beréakna enkla lagesmatt

samt sjalv presentera data i tabell- och diagramform for hand och med tekniska hjalpmedel,
S2 kunna kritiskt granska vanligt forekommande typ av statistik i samhallet.

i algebra (A)
Al kunna teckna, tolka och anvanda enkla algebraiska uttryck och formler
samt kunna tillampa detta vid praktisk problemldsning,

A2 kunna l6sa linjara ekvationer
och enkla potensekvationer med for problemsituationen lamplig metod - numerisk, grafisk eller
algebraisk.

i funktionslara (F)

F1 kunna rita och tolka enkla grafer som beskriver vardagliga férlopp,

F2 kunna stalla upp, anvanda och grafiskt skadliggora linjara funktioner
och enkla exponentialfunktioner
som modeller fér verkliga férlopp inom t.ex. privatekonomi, samhallsférhallanden och
naturvetenskap,

F3 kunna utnyttja grafritande hjalpmedel.



Bilaga 3
1. GARDEN

| bostadsrattsforeningen Renen ingér totalt 30 lagenheter. Hittills har man haft en ganska trist
gardsplan men nu vill de boende gora nagot fint pa sin gard. De vill ha ett trevligt gronomrade
mellan husen och en sandtackt lekplats med arean 40 -25@Gumgstalining och annan
utrustning till lekplatsen finns redan.

Foreningen behdver hjalp med en ritning i 1amplig skala samt en utforlig kostnadsberakning.
Pa ritningen ska grasytor, gangvagar, trad och buskar vara utsatta.

De boende vill inte betala mer &n 1500 kr per lagenhet. Arbetet kan de gora sjalva.

Garden har formen av en rektangel med matt enligt skissen nedan.

+ GOR ETT FORSLAG!

¢ REDOVISA MED EN SKALENLIG RITNING OCH EN KOSTNADSBERAKNING

Pris Forutsattningar
Trad | 300 kr/st | Det bor vara minst 5 m mellan varje
tréd

Buskar| 80 kr/st | Det bér vara 2-3 m mellan buskarna
Asfaltering | 180 kr/nf | Alla gdngvégar tacks med asfalt.
For 180 kr/m gor en firma hela jobbet.
Matjord | 115 kr/ n |Ett 10 - 20 cm tjockt lager krévs for att
fa fin grasmatta

Grasfro| 2 kr/n?
Sand| 175 kr/ n? |Cirka 20 cm tjockt lager sand behovs

for lekplatsen

Lekredskap Gamla lekredskap kan ateranvandas

Vid beddmningen av ditt arbete kommer lararen att ta hansyn till:
« hur du genomfor dina berakningar

* hur du redovisar ditt arbete och motiverar dina resultat

 hur lampligt ditt forslag ar for andamalet

¢ hur du konstruerar och redovisar din ritning

« om ditt férslag foljer de givna forutsattningarna

« vilka matematiska kunskaper du visar




Bilaga 4
GARDEN

| bostadsrattsféreningen Renen ingar totalt 20 lagenheter. Hittills har man haft en ganska trist
géardsplan men nu vill de boende géra négot fint pa sin gard. De vill ha ett trevligt grénomrade
mellan husen..

Foreningen behdver hjéalp med en ritning i lamplig skala samt en kostnadsberakning. Pa
ritningen ska grasytor, gangvagar, trad, buskar och rabatter vara utsatta.

De boende vill inte betala mer &n 1000 - 1200 kr per lagenhet. Storre delen av arbetet kan de

gora sjalva

Gardens matt framgar av skissen nedan.

GOR ETT FORSLAG!

Redovisa med en skalenlig ritning och en kostnadsberakning.

meter

20 1
35 25 35 L
69
Pris Forutsattningar
Trad | 300 kr/st | Det maste vara minst 5 m mellan varje
tréad
Buskar| 80 kr/st | Det ska vara 2-3 m mellan buskarna
Grus| 200 kr/m? | Alla gdngvégar ska vara grustéckta
Matjord | 115 kr/n? |10 cm lager kravs for att fa fin
grasmatta
Grasfro| 2 kr/ n?
Blomfre | 2 kr/nf
Kantsten| 45 kr/st | Satts mellan grasmatta och grusgangar,
langd 70 cm




Bilaga 5
2. KOORDINATGEOMETRI

| ritprogram &r man ofta intresserad av att avbilda geometriska figurer. Detta kan ske pa olika
satt. Har visas tva sddana metoder.

Metod |: spegling y

D& strackan AB speglas x-axeln far vi

strackan CD.

Metod Il : stréckning y

En linje Ly har dragits genom punkten A

E
och origo. P& denna linje placeras E sa att \ L,

avstandet mellan E och origo ar dubbelt s& A
stort som avstandet mellan A och origo. \-.B

P& motsvarande sétt placeras punkten F I X

= o+

med hjalp av linjen &

LOs uppgifterna pa nasta sida!



Rita ett koordinatsystem pa ditt svarspapper. Anvand samma skala som i figurerna ovan.
Rita in en triangel med hérneni (1, 4), (5, 1) och (8, 5).

a)

b)

Rita en ny triangel genom att spegla triangahaxeln (enligt metod I).

Beskriv hur du gjorde da du konstruerade spegelbilden och ange koordinaterna for
triangelns hérn.

Beskriv allt annat du vet och kan ta reda pd om de bada trianglarna som du ritat.
Redovisa dina berékningar och resonemang.

Rita en ny triangel genom att tillampa metod Il pa triangeln du ritat inledningsvis.

Jamfor den nya triangeln med den ursprungliga. Beskriv skillnader och likheter.

| beskrivningen av metod Il far du de nya punkternas avstand till origo genom att
multiplicera de gamla punkternas avstand till origo multipliceras med faktorn 2
(dubblering).

Undersok vad som hénder om du anvander en annan faktor.

| beskrivningen av metod Il var origo utgdngspunkt for linjerpadh L, som an-
vandes vid konstruktionen av den nya figuren.
Undersdk vad som hander om du anvander en annan punkt.

Vid beddmningen av ditt arbete kommer lararen att ta hansyn till:

* hur du tillampar grundlaggande geometriska begrepp och satser
* hur du redovisar ditt arbete och motiverar dina resultat

« hur du forstar och tillampar de givna instruktionerna

« vilka matematiska kunskaper du visar

* hur du beskriver, jamfor och diskuterar de olika trianglarna

¢ hur du genomfér undersokningarna i uppgiften




Bilaga 6
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