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Medlemsblad nr 12

Under rubriken Ndgra rader frdn... berittar inledningsvis foreningens ordfo-
rande om vad som &r pa gang i SMDF och svensk matematikdidaktik i 6vrigt.

Detta nummer har tyvérr blivit forsenat pa grund av redaktorens arbetsborda, det
var planerat for december 2005, men vi rdknar med ett storre nummer under
hosten 2006 istdllet. Medlemmarna i SMDF inbjuds att till medlemsbladet
skicka in kortare artiklar, projektbeskrivningar, debattinldgg, reseberittelser,
bokrecensioner, eller annat som kan vara av intresse for foreningens medlemmar
att ta del av.

Vi fick ett sorgebesked nu i april da var kédre vin och kollega Rolf Hedrén gick
bort. En minnesruna aterfinns i detta nummer av medlemsbladet, skriven av Eva
Taflin och Kerstin Hagland, samt en text fran Rolf som han i december 2005
skickade in for medlemsbladet, dar han pa sitt mycket personliga sitt berittar
om sina intryck fran konferensen Norma05 i Trondheim i september 2005.

En nationell forskarskola i matematik med &@mnesdidaktisk inriktning, finan-
sierad av Riksbankens Jubileumsfond, startade som bekant under 2001. De
forsta disputationerna har nu 4gt rum dé Kristina Juter, Monica Johansson, Orjan
Hansson och Andreas Ryve har forsvarat sina avhandlingar. Gerd Brandell ger i
detta nummer en tydlig dversikt av forskarskolans verksamhet.

Problemlosning dr enligt manga sjdlva kédrnan i matematisk verksamhet. Men
vilken roll spelar egentligen problem i matematiken? Denna fraga diskuterar
Barbro Grevholm med stor kinslighet 1 sin artikel med titeln just Problemens
roll i matematiken.

/ Christer Bergsten



Mgm rader ﬁ'dn

Ar 2005 var ett hindelserikt ar for svensk matematikdidaktik och SMDF. Den
18 mars genomfordes vid KTH i Stockholm en workshop om matematik och
sprak i samarbete mellan SMDF, Svenska Matematikersamfundet och Sveriges
Matematiklararforening. Ordférande och vice ordforande har under aret
fardigstillt dokumentationen fran den nordiska konferensen NormaO1 och boken
har under hosten skickats ut till medlemmarna som &arsbok och till deltagarna i
konferensen. Bade ordférande och vice ordférande medverkade i
programkommittén for NormaO5 som 4dgde rum den 2-6 september 1 Norge 1
Trondheim.

Foreningen har dven presenterats vid andra konferenser, till exempel CERME4 i
Spanien 1 februari och ICMI Study 15 1 Brasilien 1 maj, och seminarier av
styrelsemedlemmarna. Till ICME10 &r 2004 utgavs SMDF:s medlemsblad pa
engelska och fick ett innehdll som kunde intressera internationella ldsare. Ett
stort antal trycktes upp och kunde delas ut vid SMDFs utstéllning. For 2005
genomfordes en liknande internationell satsning i samband med den fjirde
nordiska forskningskonferensen 1 matematikdidaktik Norma0O5, den 2-6
september 1 Trondheim. De medlemsblad som delades ut och bocker 1 skrift-
serien som visades vickte stort intresse. Aven vid matematikbiennalen i Malmé
1 januari 2006 medverkade SMDF med en informationsutstillning.

Ordforanden och vice ordféranden deltog 1 ett seminarium 1 april 2005 for
handledare 1 den nordiska forskarskolan NoGSME 1 Korser, 1 ett seminarium om
handledning av doktorander i Trondheim den 1 september, 1 ett seminarium om
granskning av vetenskapliga artiklar den 14-15 november 1 Lund, samt 1 ett
seminarium 1 Vasa 1 borjan av maj 2006 om forskarutbildningsprogram i mate-
matikdidaktik. NoGSME genomforde ocksd en uppskattad sommarskola i
nirheten av Kristiansand 1 Norge den 12-17 juni.

SMDFs svar pa remissen om Matematikdelegationens forslag har varit infort 1 Medlemsblad

nr 11 1 juni 2005. SMDF kommer under 2006 att medverka 1 en grupp som initierats av NCM
for att folja utvecklingen av nya kursplaner i matematik.

Samarbetet med NCM ska fordjupas pé olika sétt och kontakterna med ovriga
organisationer av intresse for SMDF utvecklas och forstirkas. Det giller till
exempel FMD, Forum for matematikens didaktik, 1 Danmark och Sveriges
Matematikldrarforening, SMal och Svenska matematikersamfundet, SMS. Med
Forum oOnskas fortsatt utbyte av program, idéer och konkret samverkan bland
annat 1 form av utbyte av dmsesidiga inbjudningar till arrangemang. Samarbetet



som genomfordes infér och under ICME10 i form av en gemensam foreldsning
och utstillning om de bada organisationerna, ska foljas upp i1 form av forsok att
finna mera langtgdende samarbetsformer. Den gemensamma foreldsningen finns
nu utgiven i1 en rapport frdn den Nordiska presentationen vid ICMEI1O0.
Rapporten har redigerats av professor Erkki Pehkonen och kan bestillas frén
universitetet 1 Helsingfors. Barbro Grevholm har vickt en diskussion om en
paraplyorganisation for SMDF, Forum, den finska foreningen och eventuellt
tillkommande andra nationella foreningar for forskning 1 matematikdidaktik 1
syfte att béttre utnyttja de program och mdgjligheter som erbjuds 1 respektive
forening samt att eventuellt kunna fa nordiskt stdd ekonomiskt for viss
verksamhet. Denna diskussion har fortsatt och ett mote holls, som redan namnts,
1 Trondheim den 5 september 2005, dir en arbetsgrupp utsags for att arbeta
vidare med frdgan om en nordisk paraplyorganisation som dven inkluderar
Nomad. SMDF kommer under 2006 att medverka i den arbetsgruppen.

I januari 2006 genomforde SMDF den femte matematikdidaktiska konferensen
MADIFS5 1 Malmo just fore matematikbiennalen, som alltid mycket uppskattat
av deltagarna. Werner Blum och Barbro Grevholm héll plenarforeldsningar, elva
forskningsrapporter (papers) presenterades och kommenterades av sérskilt
inbjudna diskutanter, och tva korta presentationer kompletterade programmet
som avslutades med en paneldebatt. Arbetet med att dokumentera seminariet 1
en konferensbok pdgér och den kommer att tryckas och ingd 1 SMDF:s
skriftserie som nr 5 och som arsbok for 2006. Véra bocker vécker stort intresse
bade nationellt och internationellt. Det finns ett behov av att marknadsfora
skriftseriens bocker internationellt och utarbeta en plan for forséljning av
bockerna. Boken fran MADIF2 efterfragas fortfarande och ett nytryck planeras
dd den nu éar slut 1 lager. Styrelsen kommer att fora det arbetet vidare under
2006, bland annat genom att sdnda bockerna till lampliga tidskrifter for
granskning.

En nationell forskarskola 1 matematik med &dmnesdidaktisk inriktning,
finansierad av Riksbankens Jubileumsfond, startade 2001, och den fOrsta
disputationen dgde rum i april dd Kristina Juter forsvarade sin avhandling.
SMDF fortsétter att aktivt medverka med olika insatser i1 anslutning till
forskarskolan. Doktoranderna 1 forskarskolan inbjuds att skriva om sina
forskningsprojekt i medlemsbladet. Vi kommer att fortsétta att rekrytera nya
medlemmar bland doktoranderna och att erbjuda speciella program for dem
sasom det Forum som anordnades vid Madif3 i Norrkoping. Vid Madif4 var ett
flertal doktorander aktiva och medverkade med egna presentationer. Infor
Madif5 ingick en av doktoranderna, Kristina Juter, som medlem i
programkommittén dr.



SMDF har fatt en inbjudan fran NoGSME att tillsammans arrangera en
workshop som foljer upp den tidigare om matematik och sprak. Vi aterkommer
senare med tidpunkt for denna workshop. Det blir troligen under varen 2007.

Vid arsmotet i Malmo i januari 2006 avgick doktoranden Jesper Boesen ur
styrelsen och som ny medlem invaldes doktoranden Monica Johansson, som
sedan dess hunnit bli fil dr i matematikdidaktik. Vi paminner om att protokoll
fran arsmote samt verksamhetsberittelse och verksamhetsplan som behandlas
vid arsmotet finns tillgdngliga for medlemmarna pd SMDFs hemsida.

... Barbro Grevholm, ordforande i SMDF



In Memoriam — Rolf Hedrén

Rolf Hedrén har avlidit i en &lder av 72 &r. Han hade sedan flera ar tillbaka en
langtan efter att fa tillbringa en varménad 1 Tyskland. Trots att han under vintern
haft hjartproblem beslot han sig for att resa. Han insomnade lugnt pé sin
semesterort.

I hostas firade han sin 50-arsdag som aktiv matematiklarare och bjod da oss
kolleger inom lararutbildningen pa Hogskolan Dalarna pa jubileumstérta. Ett
svarslaget rekord! Under de senaste dren har Rolf annars varit mest aktiv med
forskning och handledning, sdrskilt har han d4 intresserat sig for hur elever
tanker nir de 16ser rika matematiska problem. Resultat av dessa studier har han
presenterat vid ett flertal konferenser och 1 forskningsartiklar samt 1 en inspira-
tionsbok for larare.

Rolf var f6dd och uppvuxen i Norrk&ping men fick sin grundutbildning i
Uppsala dir han studerade matematik, fysik, teoretisk fysik och statistik och
avlade en filosofie licentiatexamen i matematik. 1990 doktorerade Rolf vid
Link6pings universitet 1 pedagogik (med inriktning mot matematikdidaktik).
Han tjanstgjorde som ldrare inom realskolan och pa gymnasiet och under tva ér
undervisade han vid en secondary school 1 Tanzania. Sedan 1972 var han fast
anstilld vid Hogskolan Dalarna i Falun och under minga &r &mnesansvarig i
matematikdidaktik. Han kom under denna tid dven att bli delforfattare till flera
olika matematikdidaktiska bocker, t.ex. Matematikdidaktik — ett nordiskt
perspektiv. Han var under aren 2001-2002 en av Skolverkets inspektorer dd
matematikdmnet kvalitetsgranskades 1 landets kommuner.



Rolfs doktorsavhandling handlade om anvéndning av datorer i matematik-
undervisningen 1 skolar 5 och 6. Han har dven forskat om anviandning av
minirdknare 1 grundskolans matematikundervisning. Tidigt intresserade han sig
for betydelsen av elevers egna riaknemetoder. Han ville veta om det traditionella
utldrandet av uppstillningar (algoritmer) 1 grundskolan kunde erséttas av en
verksambhet, dér eleverna far anvinda sina egna metoder for att géra utrdkningar
1 de fyra rdknesitten. Hans sista inldgg i denna friga hann publiceras 1 det
senaste numret av tidskriften Namnaren.

Rolf var en mycket hdangiven forskare och brann for att elevers egna tankar
skulle tas pd allvar och for att elever skulle fa erfara det lustfyllda och positiva i
matematikundervisningen.

Med Rolf Hedréns bortgang har en innehallsrik och arbetstylld levnad dndats.
Vi saknar honom innerligt.

Kollegorna genom
Eva Taflin och Kerstin Hagland



Nagra intryck fran Norma 05

Allménna intryck

Jag har blivit ombedd att ge ndgra personliga intryck frin den fjirde nordiska
konferensen 1 matematikdidaktik, med deltagare dven fran de baltiska staterna,
som dgde rum 1 Trondheim den 2—6 september 2005. Jag inleder med nagra
tankar kring konferensen 1 allménhet for att déarefter ta upp nagra sessioner som
gjorde sarskilt intryck pd mig.

Det dr ju alltid roligt och inspirerande att dka pa en nordisk konferens med inter-
nationella inslag, att trdffa gamla vénner och dven gora nya bekantskaper. Det
sdgs ju att det basta med konferenser dr pauserna, dd& man har tillfdlle till mer
informella samtal med Gvriga deltagare. Visst ligger det en hel del i1 detta, men
samtidigt anser jag att organisatorerna verkligen gjort sitt béista for att fa ithop ett
omvixlande och intressant program kring det overgripande temat (fritt Gversatt)
Att koppla samman praktik och forskning inom matematikdidaktik. Nagot som
jag ocksa uppskattade var att traffa de ménga unga entusiastiska doktoranderna 1
matematikdidaktik. Att &mnesomréadet for ndrvarande tycks vécka ett sa stort
intresse inom de nordiska ldnderna badar gott for framtiden. Jag hoppas verk-
ligen att de som bestimmer Over véra landers skolviasenden tar intryck av detta.

En konferens maste ju ocksa forliggas nidgonstans, i detta fall hade organisa-
torerna valt ett mycket bra hotell 1 hjartat av Trondheim. Att sdga att kring-
arrangemangen kring konferensen fungerade bra dr ndrmast att underdriva. For
mig personligen var det ocksa speciellt intressant att komma tillbaka till Trond-
heim, en stad som jag hade anledning att besoka manga ganger nir jag under
flera somrar vistades i Storlien. Utflykten till Trgndelags friluftsmuseum och det
mer privata besoket i Trondheims vackra och imponerande domkyrka bidrog
ocksa med fina minnen fran konferensdagarna.

Nu Overgar jag emellertid till att diskutera nagra av de vetenskapliga sessio-
nerna. Som vanligt forekom bédde plenarforeldsningar, presentationer av forsk-
ningsbidrag och kortare presentationer. Dessutom var en workshop (eller om
heter det tankeverkstad pa svenska) inlagd. Fran mina kollegers och mitt projekt
Rika problem i matematikundervisningen bidrog Eva Taflin med en kortare
presentation och jag sjdlv med en ndgot lingre, men dem tar jag inte upp hér.
Istdllet koncentrerar jag mig pa en plenarforeldsning och ett konferensbidrag och
vad jag anser att jag fick ut av dem.



Barbara Jaworski —

Learning Commupnities in Mathematics (LCM): Research and Development in
Mathematics Teaching and Learning

Barbara Jaworskis plenarforeldsning handlade om ett forskningsprojekt som
bedrivs vid Hogskolan 1 Agder. I projektet samarbetar matematikdidaktiker vid
hogskolan och ldrare ute pa faltet i ndgot som Barbara kallar learning
communities in mathematics” (LCM) och som vl ndrmast kan overséttas med
“miljéer for lirande 1 matematik”. Hon 4r noga med att framhalla att man 1
projektet vill ta till vara béde didaktikernas och ldrarnas kunskaper och
erfarenheter och kombinera dem for att utforska sétt att utveckla undervisningen
och dérigenom ocksa elevernas larande.

En bidrande princip i projektet dr “inquiry”, ett ord som &r svart att oversitta till
svenska. Ordet betyder ordagrant dversatt fran Barbaras definition pa engelska:
att stilla fragor, att gora en undersokning, att skaffa sig information, att soka
efter kunskap. Jag kommer 1 fortsédttningen att anvinda orden “unders6ka” och
“undersokning”, dven om de inte tdcker upp hela begreppets betydelse. |
projektet dr det meningen att gora undersokningar pa tre olika nivaer:

1. Undersokning vid matematikldrande. I gemensamma tankeverkstidder under-
sOker och utforskar ldrare och didaktiker (hogskolldrare) matematiken i
uppgifter och problem. Eleverna i skolan lédr sig ocksa matematik genom att
undersoka uppgifter och problem 1 klassrummen.

2. Undersokning vid matematikundervisning. Lérare undersoker tillsammans
planerandet och genomforandet av uppgifter, problem och andra matematiska
aktiviteter 1 klassrummen.

3. Undersokning vid utvecklande av matematikundervisningen. Lédrare och
didaktiker diskuterar och utforskar tillsammans mdojligheter att anvinda
undersokning vid matematiklidrande och matematikundervisning.

For att kunna genomfotra detta genomfor man dels

1. Tankeverkstdder vid Hogskolan i Agder. Hér arbetar ldrare och didaktiker
tillsammans med uppgifter och problem. Hér skapas en miljo for under-
sokande. Barbara menar att de allesammans lér pa olika nivaer.

2. Arbete i ldrarlag ute pa skolorna. Det bildas grupper om minst tre ldrare pa
varje skola, som arbetar tillsammans for att utveckla uppgifter for klass-
rummet. De far stod av didaktikerna om sa behovs.



3. Innovativ undervisning 1 klassrummen. Lérarna undervisar i sina klasser och
anvinder da uppgifter for undersokande som skapats enligt punkterna 1 och 2
ovan. Aven IKT kan komma till anviindning.

Det stills manga fragor i projektet. En av dem dr: Hur stimmer den hir
skisserade undervisningen Overens med det “normala” sittet att arbeta pa med
tanke pa kurs- och ldroplan, prov och samhéllskrav? Det dr en friga som kan
vara vird att stilla. Det ska bli mycket spdnnande att & folja detta projekt, vi hir
i Sverige har sdkert mycket att ldra av det ocksd. Det forefaller mig som att
forutsdttningarna for matematikundervisningen dr ganska lika i Norge och i
Sverige. Mojligen har norska ldrare for skolaren 8—10 mindre kunskaper i amnet
matematik dn vad svenska ldarare for motsvarande skolar har, eftersom de norska
ldararna forvintas undervisa i alla &mnen.

Marit Johnsen Hgines och Beate Lode —
Communication on Mathematics within Practice in Teacher Education: An
Investigative Approach

Denna session var en av flera bidragspresentationer under ett av de sista arbets-
passen. Jag fastnade for den dels dérfor att den hade med lararutbildning att gora
och dels darfor att jag fick formanen att kommentera motsvarande rapport
efterat.

Mer specifikt handlade foreldsningen om de samtal som utspelar sig mellan
skolhandledaren och ldrarstudenten efter det att studenten har genomfort en
lektion. Foreldasarna hade deltagit i och observerat bade lektioner och efter-
foljande samtal kring lektionerna och dessutom intervjuat skolhandledare och
studenter. De uppfattar tva olika tillvigagangssitt som de stéller mot varandra:

Ett utviarderande, bedomande tillviagagangssitt som i hog utstrackning fokuserar
pa vad som gick bra eller daligt, vad som kunde ha gjorts annorlunda, vilka val
som stod till buds. Detta ses som ett vad-hinde perspektiv eller ett tillbaka-
blickande perspektiv. Problemet med detta tycker de &r att det i stor utstrickning
riktar sig mot vad som varit genom en utvirdering av vad som gjorts.

I motsats till detta ser foreldsarna en matematikfokuserad, reflekterande
diskussion, ett tillvigagangssidtt mer inriktat pa studentens utbildning, hur
situationerna kan fora med sig diskussioner for vidare utveckling, ett
framdtblickande perspektiv. Diskussionen dr befriad fran den utvérderande
aspekten och bottnar i1 ett intresse for d@mnet matematik och utbildning 1
matematik.



Aven om foreldsarna menade att bada tillviigagdngssitten kan vara relevanta,
framholl de att den utvdrderande aspekten kan ha en tendens att forhindra den
framatblickande och utbildande aspekten. Har finns sdkert mycket att ta reda pa
och analysera. Det ska bli spdnnande att f6lja dven denna forskning i framtiden.
Sakert har vi ocksa i vart land en hel del att ldra av den.

Sammanfattningsvis kan jag bara konstatera att det var en trevlig men ocksa
larorik konferens, och jag ser fram mot att fa se dokumentationen i tryck —
alternativt pd CD-skiva — for att ytterligare kunna fordjupa mig i den forskning
som diskuterades.

/ Rolf Hedrén
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Forskarskolan i matematik med
amnesdidaktisk inriktning

Som ldsarna av SMDF:s medlemsblad kénner till sa startade en forskarskola i
matematik med d@mnesdidaktisk inriktning hosten 2001. Riksbankens Jubileums-
fond tog beslut om denna betydande satsning 1 syfte att stidrka
forskningsomradet matematikdidaktik i Sverige, ge det en forankring inom
dmnesinstitutionerna och bidra till att fler forskningsmiljoer skulle utvecklas.
Forskarskolan &r en engdngssatsning och var fran borjan tdnkt att paga under
fem ar, som #r normalstudietiden for en forskarstuderande med doktorand-
anstillning. Den borjar dirmed ndrma sig sin avslutning och ldsaret 20065/06 ar
forskarskolans femte och sista ar.

Totalt deltar idag 20 doktorander med finansiering 1 forskarskolan, var och en
med hemvist vid en av de tio olika hogskolor/universitet - fran Lulea i norr till
Kristianstad i soder - som medverkar i forskarskolan. Vetenskapsradet stoder
genom sin utbildningsvetenskapliga kommitté forskarskolan med bidrag som
gjort det mojligt att ta med ytterligare fem doktorander utéver ursprungligen
planerade femton. De flesta doktoranderna antogs som forskarstuderande och
borjade 1 forskarskolan vid starten i augusti 2001. I januari 2004 inlemmades
ytterligare tre doktorander i forskarskolan for att kompensera for nagra avhopp
under de forsta tva aren. Kursverksamheten har varit 6ppen dven for andra och
totalt har niarmare 40 forskarstuderande deltagit i nagon av Kkurserna i
forskarskolan.

Under de forsta tre ldsaren gavs tva kurser per ar i forskarskolans regi. Var och
en av kurserna har anordnats av en eller tva av de ingdende miljéerna. Kurserna
har alla haft en klar inriktning pa den matematikdidaktiska forskningen, utifran
en rad olika perspektiv. Alla miljéer har vid det hir laget anordnat en kurs utom
Vixjo som istillet statt som vird for konferensen PICME 2003, dir alla
doktorander presenterade sina pagaende arbeten. Under de tva forsta aren deltog
alla doktoranderna i kurserna, medan de olika forskningsintressena och
fokuseringen pa avhandlingsarbetet gjort att kurserna inte passat in for alla
under det tredje aret. Kursansvariga for de olika kurserna har varit handledarna i
forskarskolan Johan Lithner, Umea, Inger Wistedt, Stockholm och Goteborg,
Christer Bergsten, Linkoping, Staffan Rodhe och Sten Kaijser, Uppsala, Rudolf
Straesser, Luled och Barbro Grevholm, Kristianstad och Luled. Ménga

11



internationellt vilkidnda forskare har medverkat som foreldsare 1 forskarskolans
kurser, bland dem Ference Marton (Sverige), Mogens Niss (Danmark), Ole
Bjorkqvist (Finland), Abraham Arcavi (Israel), Michele Artigue (Frankrike),
samt Maria Bartolini-Bussi och Maria Alessandra Mariotti (Italien).

Forskarskolan har anordnat en rad seminarier for handledare och/eller
doktorander, i borjan mer ofta och senare ndgon gang per termin. Det senaste
seminariet dgde rum 1 Sigtuna under ett par dagar i november 2005 under
medverkan av professor Ole Skovsmose fran Aalborgs Universitet, professor
Petter Aasen vid NIFU Step, Oslo och forskaren Lillemor Kim vid SISTER i
Stockholm. Programmet gillde kriterier for bedomning av avhandlingar och
fraigor om den utbildningsvetenskapliga kommittén vid Vetenskapsradet och
dess hittillsvarande roll i utvecklingen av forskningen inom omradet med
speciellt fokus pd dmnesdidaktiken.

Resultaten av forskarskolans verksamhet borjade visa sig 1 form av examina
redan 1 december 2003. Hittills (december 2005) har tio licentiatavhandlingar
producerats inom forskarskolans ram, alla skrivna av doktorander som fortsitter
mot doktorsexamen. En lista over avhandlingarna bifogas 1 slutet av artikeln.
Tio disputationer for doktorsexamen och ytterligare ett par licentiatexamina
planeras under ar 2006 och fler examina kommer de foljande aren. I dagsliget
ser det ut som om alla nu inskrivna doktorander kommer att na fram till examen,
1 de flesta fall doktorsexamen. Om det lyckas &r det ett utomordentligt gott
resultat rent kvantitativt jimfort med forskarutbildningen i allménhet.

Den matematikdidaktiska forskningen har breddats innehallsmissigt genom
forankringen pa matematikinstitutionerna. Doktoranderna arbetar med projekt
som tar upp en rad fragor som inte tidigare behandlats i svensk forskning, eller
for andra grupper av elever. Manga av projekten riktas mot gymnasiet och
hogskolan. Exempel pa forskningsprojekt dr foljande: matematikldrobockernas
innehall i relation till ldroplanerna (Monica Johansson, Luled), effekterna pa
utbildningsarkitekturen av inforandet av modern informationsteknologi i
undervisningen (Mikael Nilsson, KTH), effekter av de nationella proven i
matematik pa undervisning och ldrande (Jesper Boesen, Umed), ldsning av
matematiska  texter (Magnus Osterholm, Link6ping), det intuitiva
sannolikhetsbegreppet (Per Nilsson, Vixjo), ldarares och studenters dialoger om
matematik (Andreas Ryve, Mailardalen), begreppsutveckling pa hogskoleniva
(Kristina Juter, Kristianstad), begreppsutveckling ur ett historiskt perspektiv
(Kajsa Brating, Uppsala).
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Eftersom handledarkapaciteten i Sverige &dr begrinsad, far nio av doktoranderna
bitrddande handledning for sitt avhandlingsarbete av forskare fran andra ldnder.
Handledarna &dr verksamma vid universitet 1 Norge (Barbara Jaworski),
Danmark (Jeppe Skott), Storbritannien (Terezinha Nunes), Kanada (Anna
Sierpinska), Australien (Gilah Leder och Robyn Zevenbergen), Nederlinderna
(Jan van Maanen) och USA (Norma Presmeg). Kontakterna sker genom besok
av doktoranderna, genom besok av handledarna och genom kontinuerlig kontakt
diaremellan.

Atta av doktoranderna har tillbringat kortare eller lingre tid vid ndgon utldndsk
institution och andra kommer att gora det lingre fram. Flera av doktoranderna
skriver sina avhandlingar pa engelska. De flesta av doktoranderna har redan
presenterat sin forskning vid internationella sommarskolor, konferenser eller
kongresser. Speciellt viktig var givetvis ICME 10 1 Kopenhamn 2004 och de
anknutna konferenserna PME i1 Bergen och HPM 1 Uppsala och dir de flesta av
doktoranderna medverkade med bidrag i nagon form. Flera doktorander har
redan fatt bidrag accepterade eller publicerade i internationella
forskningstidskrifter.

Utan Overdrift kan man pastd att doktoranderna i forskarskolan har fatt ett
nationellt och internationellt kontaktndt som &r mycket ovanligt for si unga
forskare och didrmed en bra start for en fortsatt karriir som forskare. De har
samtidigt genom medverkan 1 bland annat Biennalen och Nidmnaren och arbete
inom ldrarutbildningen fatt en god grund for fortsatt verksamhet som riktar sig
mot skolan och lidrarutbildningen.

Infor avslutningen av forskarskolan diskuteras inom RJ och VR mogjligheterna
att lata utvirdera forskarskolan, eventuellt inom ramen for en storre utvérdering
av flera forskarskolor som VR stoder. En avslutande jubileumskonferens”
kommer ocksa att dga rum i Link6ping den 25-26 oktober 2006 som kommer att
visa upp en Oversiktsbild av forskarskolans verksamhet och roll inom svensk
och internationell matematikdidaktik.

En utforligare och aktuell rapport om verksamheten finns publicerad i dokumen-
tationen fran ett seminarium anordnat av utbildningsvetenskapliga kommittén i
september 2005, Resultatdialog och framatblick.
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Forskarskolanss hemsida:

www.msi.vxu/Forskarskolan

Koordinator for forskarskolan:

Universitetslektor Gerd Brandell
Matematikcentrum
Lunds universitet

Lista over licentiatavhandlingar tom 2005 inom forskarskolan:

Kajsa Brating, Uppsala, 2004. 4 study of the Development oc Concepts in
Mathematics

Orjan Hansson, Luled och Krsitanstad, 2004. Preservice teachers’ view on the
concept of function: A study including the utilization of concept map

Monica Johansson, Lulea 2003. Textbooks in Mathematics Education: A study
of textbooks as the potentially implemented curriculum

Kristina Juter, Luled och Kristianstad, 2004. Learning Limits of Functions:
University students’ development duning the basic course in mathematics

Per Nilsson, Vixjo, 2003. Elevers forstdelse av slumpsituation: En fallstudie av
hur elever i drskurs 7 tolkar och hanterar aspekter av sannolikhet
aktualiserade i ett tdrningsspel

Johanna Pejlare. Goteborg och Uppsala, 2005. Torsten Brodén and the
Principles of Geometry

Kerstin Pettersson, Goteborg och Skovde, 2004. Samspel mellan intuitiva idéer
och formella bevis: En fallstudie av universitetsstudenters arbete med en

analysuppgift
Johan Prytz, Uppsala, 2004. 4 Study of the Angle of Contact: With a special
focus on John Wallis’ conception of quantities and angles

Andreas Ryve, Milardalen, 2003. Collaborative Concept Mapping in Linear
Algebra

Magnus Osterholm, Linkdping, 2004. Léisa matematiska texter: Forstdelse och
ldrande i ldsprocessen
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PS. Under varen 2006 har foljande avhandlingar lagts fram inom forskarskolan:

Doktorsavhandlingar

Krisitina Juter — Limits of functions - University students' concept development.
(Kristianstad 3 april)

Monica Johansson — Teaching mathematics with textbooks. A classroom and
curricular perspective. (Luled 19 juni)

Orjan Hansson — Studying the views of preservice teachers on the concept of
function. (Luleé 20 juni)

Andreas Ryve — Approaching mathematical discourse. Two analytical
frameworks and their relation to problem solving interactions. (Visteras 28
juni)

Licentiatavhandlingar

Torbjérn Fransson — Artefacts and objectification of knowledge. A study of
students’ interaction with concrete material in analytic geometry. (Vaxjo 24
april)

Teresia Jakobsson-Ahl — Algebra in upper secondary mathematics. A study of a
selection of textbooks used in the years 1960-2000 in Sweden. (Lulea 19
juni)

/ Christer Bergsten
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Problemens roll i matematiken

Vad dr matematik? Vad gor en matematiker? Varfor ska alla elever i Sverige
lara sig matematik? Varfor dr det sa svart att ldra sig matematik?

Uppfattningar om dmnet matematik

Svaren pa fragan Vad dr matematik? skiftar i hog grad beroende pa vem du
fragar. Elever svarar ofta att det &r tal, att rdkna, gora utrdkningar, rikneregler,
svara ritt, geometri eller liknande. Larare svarar till exempel att det d&r monster
och strukturer, att kunna beskriva sin omvérld med hjilp av tal och former, att
tinka logiskt, att kunna beridkna och uppskatta, att arbeta med storheter och sa
vidare.

Matematik som vetenskap

En svensk professor i matematik beskrev nyligen for mig hur han nir han var
fardig med sin forskarutbildning upptidckte att han inte hade fatt tillricklig
trdning 1 hur man sjidlv som forskande matematiker finner intressanta problem
att arbeta med. Nér han utbildade sig till forskare fick han av sin handledare ett
fardigformulerat problem att arbeta med. Att sd sker dr helt enligt traditionen
inom dmnet (och stimmer dven vil med min egen upplevelse som student).
Forskningsproblemet l6ste min sagesman. Men som arbetande matematiker stod
han infor fragan Vad gor en matematiker? Forenklat kan man séga att en mate-
matiker utvecklar intressanta forskningsproblem och fragestillningar och
forsoker 16sa och utreda dem med hjdlp av matematikens begrepp och metoder.
Nu stod han som nybliven doktor i matematik infor uppgiften att finna nya

problem att forska pa for att kunna utveckla sig och matematiken. Hur gér det
till?

Forskningsfronten i matematik &r ldngt bort frdn en vilutbildad persons kun-
skaper, brukar vi hdvda. Ja, det belyses vil av att dven en nybliven doktor saknar
erfarenhet av hur man konstruerar nya intressanta problem. Har vi inte hér négot
av matematikens dilemma? Att konstruera nya intressanta problemen dr minst
lika viktigt som att sedan kunna 16sa dem och reda ut hur det forhaller sig.
Blivande forskare i matematik behover alltsa i sin utbildning fa erfarenhet av
hur goda problem formuleras och konstrueras. Traditionen att doktorander far
sitt forskningsproblem av handledaren medfor alltsd ur detta perspektiv vissa
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nackdelar. Tyvirr finns en liknande tradition 1 skolan, vilket vi ska ta upp mer
nedan.

Vad dr da matematik som vetenskap? Den fragan later sig inte besvaras kort och
enkelt. Och det finns lika manga olika beskrivningar som personer som svarar
pa fragan. Andrejs Dunkels (1995) har beskrivit hur han uppfattar matematiken
som ett didaktisk dventyr. Han skriver att det finns en vida spridd uppfattning att
matematiken &r logisk, strikt, steril, fri fran kénslor och helt enkelt ritt eller fel.
Detta dr delvis sant och delvis en myt. I sin polerade form kan matematiken ge
den ej initierade detta intryck. Emellertid har inga delar av matematiken
nagonsin skapats pa det sitt som de presenteras i forskningsartiklar och de flesta
larobocker. ... Sanningen &r att formuleringen av en sats dr nagot som sker efter
det att man upptéckt att i en bunt kladdpapper faktiskt nagot har bevisats. Fran
den rOran - skisser och anteckningar - véiljer man ut de relevanta detaljerna och
presenterar resultatet i den omvénda ordningen mot den i vilken det skapades -
utan att nidmna alla de felaktiga sparen eller alla misstagen. (s 420, min
oversdttning)

Manga som arbetar med matematik kan kidnna igen ndgot i den beskrivningen.
Ar det si att matematiker sjilva betraktar produkten, det avskalade resultatet av
sitt arbete som matematiken? Ar det som presenteras i artiklar och bocker mate-
matiken? Eller dr den process som leder till dessa produkter ocksd en del av
matematiken? I processen ingar da att formulera intressanta problem eller
problemomraden och att gora ett arbete inom omradet.

Detta avskalade sitt att presentera resultaten av sitt arbete som matematiker
leder ockséd till att man inte avsldjar hur arbetsprocessen géar till. Vilken
association var det som ledde till att jag fick en ny idé€ bort frn det blindspar jag
forst hamnade 1? Vilka tillfdlligheter eller samtal fick mig att prova en ny
infallsvinkel pa problemet? Vilket var den verkligt svara punkten i
resonemanget, den som krdvde tid och stor intellektuell anstringning? Mera
sillan ger matematiker svar pa siddana fragor. Att dven sadana delar av
skapelseprocessen dr av intresse ser vi av det uppseende som Simon Singh véckt
med sin bok om hur Andrew Wiles 16ste Fermats gata (1998). En intressant
aspekt i den berittelsen dr tidsperspektivet. Att det ska fa ta tid att losa
matematiska problem inser inte alla studenter eller elever. Att matematik kan
kréava intellektuell uthallighet framgar sillan av skolbocker i matematik. Hur kan
vi erbjuda elever att uppleva dessa aspekter av arbete med matematik?

18



Matematiken i skolan

Eleverna fér sina matematikproblem av ldraren. Léraren far i regel sina problem
av laromedelsforfattarna. Det 4r inte ens sjdlvklart att ldrare skapar egna
problem till elevernas prov och diagnoser. Det finns till flera liromedel féardiga
prov och diagnoser. Alla vet att problemen redan ar 16sta. I regel foljer ett facit
med. I skolan vet eleverna att problemen oftast har ett enda ritt svar. Klipska
elever méste undra varfor de ska 16sa problem och genomfora resonemang som
andra redan gjort. Denna situation med givna pd forhand I6sta problem géller
dven studenter pa universitetens grundkurser i matematik. Det kan till och med
vara sa att studenterna vet vilken typ av uppgifter som ska inga i en skriftlig
tentamen genom att den alltid foljer en viss mall.

Traditionen bjuder ocksa att elever loser just det givna problemet, kontrollerar
sitt svar med facit och gér vidare till nédsta problem. Sillan stannar ldrare och
elev upp och frdgar: "Manne jag kunde gjort pa nagot annat sitt, kanske bittre?
Kan jag 16sa nagot liknande problem eller generalisera fragan? Har det hir
problemet nagon anknytning till ndgot jag tidigare arbetat med? Vilket var den
viktigaste tanken i denna 16sning? Kan jag ldra mig ndgot for kommande behov
av losningen?”

Det forekommer att ldrare later eleverna formulera egna problem och Iosa
varandras skapade uppgifter. Sjalv har jag arbetat sa i viss grad till exempel
inom utbildningen av 4-9-ldarare i matematik. Ett exempel dérifran beskrivs mera
ingaende nedan. Konkreta exempel pa sddant arbete bade i skolan och i lérar-
utbildningen har nyligen redovisats i uppsatser, som jag handlett (Hékansson,
2002; Akesson, 2000). I bada fallen var resultaten mycket intressanta och upp-
muntrande. Lars-Anders Hakansson har integrerat &mnena bild och matematik
for elever i ar 6. Eleverna har ritat bilder och skapat problem i matematik med
utgangspunkt fran bilderna. Liraren konstaterar att skillnaden i matematisk for-
staelse for olika elever framgar tydligt av de exempel de skapar, men samtidigt
har bade duktiga och svaga elever presterat sitt bésta efter sina egna forutsitt-
ningar. Nagra elever sa:

- Detta ir jobbigare for man maste tinka dubbelt. Forst ska man gora en uppgift
och sen ska man 16sa den.

- Man maste ju tdnka mer!

- Det dr jattekul att man bestdmmer sjilv.

- Da man gor en egen uppgift maste man tinka pa ett helt annat sétt 4n ndr man
l6ser en firdig uppgift.
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Hakansson avslutar sitt arbete med att konstatera att matematik handlar om att
uppticka, inte att reproducera. Det viktigaste &r inte att ha fokus pa bara produk-
ten utan ’végen till svaret”, processen dr det priméra.

Jonny Akesson soker i sitt arbete svar pa frigan om hur studenterna upplever
lararutbildningens betoning av att de ska utvecklas till goda problemkonstruk-
torer. Studenternas reaktion var att de till en borjan upplevde det svart att
konstruera problem som lag pa ritt niva for eleverna men att det blev littare
efter hand. Akessons slutsats 4r att kursens uppliggning mojligen fort
studenterna ett stycke ndrmre malet att vara vil forberedda som ldrare i
matematik genom att ha problematiserat undervisningen om problemldsning och
begreppsutveckling.

Att bidra till matematikens utveckling

Den forskande matematikern maste hitta pa nya fragor och problem. Inspirerad
av Vollrath (1994) stillde jag en gang fragan till en matematiker: "Vilka nya
begrepp har du genom din forskning infort 1 matematiken?" Han tog mycket
lang tid pa sig for att fundera over vad han skulle svara. Till slut sa han: "Det dr
véldigt fa forunnat i matematiken att inféra nya begrepp som Overlever."
Vollrath hdvdar att dven elever borde fa inspiration att forsoka skapa nya
begrepp i matematik.

For most student teachers, university education in mathematics means
receptive learning. They can be creative to some extent in problem-solving
when they find a solution, perhaps on the basis of an original idea. But they
will never be asked to form a new concept. Some students have perhaps
written poems on their own, they have painted pictures, composed melodies,
and made biological, chemical, or physical experiments. But why do they not
develop mathematics on their own? We all feel that they will have no real
chance of inventing an important piece of mathematics. But is this not also
true for their poetry, their painting, their music, their biology, chemistry, or
physics? Perhaps it is "the power of the mathematical giants" that discourages
students from making mathematics? (Vollrath, 1994, s 67)

Kidrnan i matematisk forskning #r att finna pa nya intressanta fragor och
problem, inféra nya begrepp som blir livskraftiga och kunna l6sa problemen,
bevisa de hypoteser man stiller upp och dvertyga omvirlden av betydelsen av
det man gjort. Anda verkar det forhalla sig sd att i undervisning i och om
matematik uppehaller vi oss pa alla nivder mest kring uppgiften att 16sa redan
givna problem eller bevisa redan kiinda satser. Vad beror denna paradox pa?
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I en intervju som jag nyligen hade tillfdlle att gbra med en professor i
matematik, som handleder doktorander, frigade jag om han kunde beritta hur
han skapar bra uppgifter for en doktorand. Han berittade da att han vid ett
tillfialle 14st en matematisk artikel som redovisade losningen av ett problem.
Under ldsningen ténkte han, att det hdr kan jag forbittra avsevirt. Jag kan
utvidga 16sningen till att gilla mera generella omraden genom att dra nytta av
resultat jag har fran tidigare arbeten. Uppgiften att genomfora det gav han da till
en doktorand. Exemplet visar att en aktiv forskande matematiker kan ha fragan
om nya uppgifter att 16sa levande hela tiden och stiller nya fragor i anslutning
till en redovisad 16sning. Ett sadant forhallningssitt bor stimuleras under all
matematikutbildning och &r idag inte sa vanligt.

Hur framstar matematiken?

For att matematiken ska framsta for elever pa olika nivaer som det vackra,
spannande och for tanken utmanade dmne det dr maste hela forloppet i matema-
tisk forskning bli synligt. Det betyder att vi Zven maste inkludera fasen att skapa
problem och att arbeta med fragor dir inte ldraren eller boken redan vet
16sningen och svaret. Och detta maste elever pa alla nivaer fa férmanen att gora.
Den begrinsade bild "vanliga midnniskor" har av matematiken beror delvis pa att
de enbart fétt se en del av den matematiska verksamheten.

Anta att en ung student sitter med universitetens fargglada kataloger framfor sig
och funderar Gver sitt val av studieimne vid universitetet. Far hon/han svar pa
fragan: Vad dr matematik? Vad innebdr det att studera matematik pd
universitetsnivda? En genomgédng av katalogerna fran 1999/2000 visar att sa inte
ar fallet (Grevholm, 2002). Sa hir kan texten vara utformad:

Matematik &r ett brett &mne med manga nyanser, alltifrdn enkel aritmetik till
matematisk forskning. Studier i matematik trédnar upp formagan till analytiskt,
kritiskt och systematiskt tdnkande och ger det sprdk som anvénds inom teknik
och naturvetenskap.

Doljer vi matematiker vad matematik innebédr for andra 1 virlden? Varfor
framstar inte amnet som den intellektuella utmaning det dr? Med den teknik som
finns idag pd det vérldsvida nétet borde det vara mojligt for de matematiska
institutionerna 1 Sverige att ldgga ut en text om vad matematik dr och vad det
innebdr att arbeta med matematik, som kan verka attraherande pa unga
studenter. I den texten skulle jag vilja att det kommer fram att uppgiften att
skapa intressanta problem ir en viktig del av arbetet med matematik.
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Problemens roll

Men idr det mojligt att problemlGsning &r sa central for undervisningen i
matematik att man kan beskriva den som matematikens kédrna? (Bjorkqvist,
2001)

Ja, problemlosningen #r central. En viktig del i den maste dven vara att
formulera nya problem och utveckla nya omraden. For att studerande pa olika
nivaer ska viga gora det maste de vara Overtygade om att de kan tdnka
matematiskt (Mason et al, 1992). De maste vaga lita pa sin egen tankekraft och
forstd att de kan resonera matematiskt, specialisera, generalisera, stélla upp
hypoteser, prova dem, resonera logiskt, kommunicera, beskriva, forklara och
Overtyga andra om att deras tankegangar ar riktiga. For att vaga anvidnda sin
kapacitet pa detta omrade maste man ha fatt tillfélle att prova sin tankekraft och
se att det bdr. Undervisning i matematik i hela utbildningssystemet maste
innehalla mycket mer av tillfillen att utveckla den studerandes formaga att
resonera och tinka matematiskt.

Varfor ska alla ldra sig matematik?

Det leder osokt in pa fragan varfor alla ska ldra sig matematik. De mal som satts
upp for matematikundervisningen och sittet att réttfirdiga dem har véxlat med
tiden. Fragan har varit foremal for en hel del forskning inom matematikens
didaktik (Niss, 2001). Fran en situation da matematik endast var till for en elit i
samhillet har vi kommit till att vi erbjuder matematikundervisning till alla upp
till och med det tionde skolaret. Bakom det maste ligga en Gvertygelse om att
matematiken kan tillféra nagot av virde for alla individer och for samhillet. Ett
viagande skil dr sdkert, att den som provat pa kraften, som ligger i att kunna
tinka och resonera matematiskt, har erfarit att den &r stark och mangsidigt
anvindbar. Den som utvecklat denna forméga kan ha glddje av den i ménga av
livets skeden. Det kridvs emellertid da att de flesta som studerar matematik far
uppleva tillfillen dar de verkligen Overtygas om att matematiken har en kraft
som &r av vérde. Ett sétt att gora det &r att de far vara med om att skapa problem,
stdlla nya fragor och 16sa dem med sin matematiska kraft. Sddana inslag i
matematikundervisning pa alla nivéer kan fé storre plats, anser jag.

Vad beror svarigheterna pa?

Varfor dr det da for sa manga elever sa svart att ldra sig matematik? Det finns
naturligtvis inte nagot kort och létt svar pa denna fraga som sa manga brottats
med. Fragan i sig dr en av grunderna for att vi behover ett forskningsfilt som
matematikens didaktik. Min hypotes ér att en bidragande orsak till problemen &r
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att matematiken som dmne inte ges en rittvisande bild i1 skolimnet matematik
eller ens 1 grundutbildningen for studenter. Forskningen om uppfattningar om
matematik ("beliefs’; se Thompson, 1989) har belagt att bade elever och ldrare i
skolan kan uppfatta matematiken i skolan som en samling regler man ska ldra
sig utantill och som ska foljas mekaniskt i upprepningar av standardmetoder
som forevisas. Den som enbart upplevt matematiken fran denna aspekt har gatt
miste om de delar som dr dmnets mest fascinerande. En sddan uppfattning fér
ocksé konsekvenser for hur elever lar sig matematik.

Forskningen har ocksa visat att ldarare som har en instrumentell syn pa matema-
tiken lagger upp sin undervisning pa ett annat sétt dn den som har en djupare
forstaelse for procedurer och begrepp. Liraren erbjuder genom sitt handlande i
klassrummet eleverna att bygga upp en syn pd matematiken som stimmer med
lararens. Erkki Pehkonen (2001) pekar ut tva tydliga teman i Thompsons (1989)
beskrivning av lararuppfattningar om matematik: ”"Nir man 14r sig matematik ar
vetskap och minne det viktigaste” samt “Tankande verkar inte ha nagot gemen-
samt med matematik”. Han hédvdar att om en ldrare har en sadan uppfattning
kommer den forr eller senare att Overforas till eleverna och gora att de far
liknande forestéllningar. Pehkonen tar som exempel den elev som tycker att
matematik bara handlar om rikning. Elevens forstielse dr ofta en foljd av en
tamligen ensidig undervisning inriktad pa ridkning pd grundniva. Problem som
kriver en form av tdnkande som gér utdver enkla rikneoperationer kan visa sig
att bli ett ooverstigligt hinder.

Forskningsresultat av detta slag indikerar att det dr viktigt att lirare men dven
elever far en mangsidig bild av matematiken. Déri ingér att till fullo uppskatta
problemens roll i matematiken. Jag aterkommer till denna aspekt avslutningsvis.

Ar det méjligt att forindra matematikundervisningen?

Med néagra konkreta exempel som bakgrund kan vi diskutera om en viss for-
dndring vore mojlig. Det forsta hdmtar jag fran min egen undervisning med
lararstuderande for ar 4-9. I en av de inledande matematikkurserna har studen-
terna ett inslag didr de arbetar i projektform. Utgdende fran nigon intressant
situation eller fraga i media ska de undersoka vilken matematik som kan dolja
sig inom omradet och vilka matematiska modeller som kan anvindas. Syftet
med projektet dr flerfaldigt. De studerande ska bland annat se om de kan
anvinda sina matematikkunskaper frdn skolan i praktiken och se hur
matematiken kan anvindas inom olika omraden av vardagslivet. I kursplanen
star det att studenten ska

23



* tillampa sitt matematiska kunnande fran skolan i sjdlvstindiga projekt, som
innebér problemldsning och kommunikation

* utveckla sin syn pa matematikens relation till naturvetenskapliga arbetssétt
och metoder samt se exempel pa modellering.

Exemplet Regnmitaren

Exemplet handlar om arbete med en vanlig regnmitare 1 metall. Studenterna
utgick fran en annons om regnmaétaren och valde att formulera sina problem sa
hir:

* Hur ska man dimensionera regnmétaren?
* Hur ska man gora graderingen pa mitstickan som sitter inuti
regnmétaren?

Studenterna borjade med att besdka en jdrnaffir och maitte upp bland annat
diametern uppe vid mynningen och nere i botten av regnmétaren samt miét-
stickan och dess gradering. Dérefter ringde de upp foretagets dgare och fragade
hur graderingen pa mitstickan var gjord. De fick svaret att man kort efter
samma ritning sedan 1950 da den forsta regnmétaren tillverkades och att den
ingenjor som gjort konstruktionen slutat for 1dnge sedan. Sjélv visste dgaren inte
hur man skulle ga tillvdga for att gradera. I sin rapport skriver studenterna:
“Efter det var det bara att fatta pennan och borja rikna. Men vi maste erkédnna
att det tog lite tid innan vi visste hur man borjade riakna.”

Bakom denna skrivning gommer sig det faktum att nér studenterna inte fick
ndgon hjilp med beridkningen fran foretaget forstod de inte hur de skulle gripa
sig an problemet. I flera dagar gick de som katter kring het grot runt mig innan
de slutligen tog mod till sig och medgav att de behovde hjilp. Forst efter vart
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samtal forstod de att den modell de skulle arbeta med var att se det uppsamlade
regnet i den vidare “cylindern” vid mynningen och berdkna hur hogt det nar i
den cylindriska behallaren i regnmétarens nedre del. De utgick da fran att 1 mm
regn fallit och berdknade den uppsamlade volymen. Da kunde de rikna fram att
i den nedre behéllaren skulle det vattnet na upp till nivan 5,1 mm. Det visade sig
stimma vil med den pa regnmétaren uppmitta graderingen. Dérefter gjorde de
en genomgang av tinkbara felkéllor som paverkar noggrannheten i mitningen.

Den forsta uppgiften de gav at sig sjidlva redovisar de inte trots att det dr
intressant att fundera pa hur mitaren ska dimensioneras. Modernare mitare i
plast rymmer i regel en mindre totalvolym. Min egen erfarenhet dr att de ofta
hinner bli 6verfulla om man inte har tillfille att 14sa av médngden nederbord varje
dag. Hér hade studenterna kunnat f& anledning att fundera over hur mycket regn
som faller normalt under en viss tidsperiod och hur ofta man kan tillata sig att
maétaren ska fa svimma Over.

Vad kan vi ldra av detta exempel? De bada studenterna behirskade troligen
redan sedan grundskolan den matematik som krédvs for att 16sa problemet. Men
att kunna formeln for cylinderns volym ir inte tillrdckligt hédr. De behdver dven
forsta att den modell som ska anvédndas &r att vattnet samlas upp i en vidare
cylinder (som inte syns) och hills ner i en smalare cylinder. En avsikt med att
gora sa maste rimligen vara att utslaget for 1 mm regn ska bli stérre &n om man
samlar upp och forvarar i samma cylinder. Modelltdnkandet 4r sa pass ovant for
dem att de inte klarar av det pa egen hand. Det enkla knepet att friga nidgon
som arbetade med regnmétare hjilpte inte i detta fall.

Den beskrivna situationen visar att studenterna kan formulera intressanta upp-
gifter for sig sjdlva, uppgifter som dr rimligt svéra att klara av med den mate-
matiska kunskap de besitter. Ddremot dr de sa ovana att tillimpa sin matematik i
nya situationer att de har svart att se hur de ska ga tillviga. Det dr ocksa
uppenbart att den patentlosning, som en del obetinksamma idag ger, nimligen
att leta pd den virldsvida viven efter lamplig information, inte &r till ndgon
vidare hjilp nédr man inte vet vilken modell man ska anvédnda. Studenterna har
hir konstruerat ett eget problem till sig sjdlva och egen tankekraft dr nodvéndig
for att reda ut situationen. Nir de vil hade klarat ut uppgiften och ldmnade in sin
skriftliga redovisning var de ganska stolta dver sin prestation.

En nérldsning av redovisningen visar dock tydligt att det professionella sprak en
matematiklirare behdver i klassrummet @nnu inte erdvrats av studenterna. Nagra
citat ur deras rapport belyser det:
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Det vi forst maste ta reda pa dr volymen for Oppningen da det faller 1 mm
nederbord, detta for att underlitta graderingen av mitstickan. Volymen dér
nere kommer ju att f samma volym som dér uppe fast med annan hojd.

Denna volym kommer nu att fa en annan hojd i den smalare uppsamlaren och
det dr den vi vill at. Det far vi genom att 16sa ut hojden dir nere.

Studenterna &r ovana att uttrycka sin tankegang i skrift och 6vningar av det har
redovisade slaget &r sikert nyttiga for tankereda och formaga att redovisa.

Exemplet Marknadsspelet

Den hir beskrivningen dr hidmtad fran en artikel av Thomas Romberg (1994).
Det handlar om en klass elever i ar 8 som loser uppgiften om “Fairground”
hidmtat fran Geometric Probability (North Carolina School of Science and
Mathematics, 1988). Sa hir lyder problemet:

Pa en marknad kastar spelare mynt pa ett schackmonstrat brade. Om ett mynt
ror nagon grins mellan rutorna dr det forlorat. Om det rullar av brédet
aterlamnas det. Men om det ligger helt inom en kvadrat vinner spelaren
tillbaka myntet tillsammans med ett pris.

Romberg papekar att problemet uppfyller flera av de viktiga dragen i matema-
tikundervisning som den beskrivs i NCTM Standards (1989). Det borjar med en
verklig problemsituation. For att 16sa problemet krdvs en forenkling sa att en
lamplig modell kan anvéndas. For att skapa en modell maste flera begrepp fran
olika omraden av matematiken anvéndas, till exempel fran sannolikhetslira,
geometri, koordinatgeometri osv.
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Flera olika matematiska procedurer kan anvéndas si som generering av
slumptal, simulering, att plotta punkter, specialisera, generalisera fran ett
specifikt exempel och sa vidare. Romberg beskriver hur elever i en klass i ar 8
faktiskt behandlade det hédr problemet. De bestimde sig forst for att det
verkligen var ett problem inom geometrisk sannolikhetsberdkning. De hade fatt
undervisning om att sannolikhet kan forstds frén en geometrisk savil som en
analytisk eller berdkningsaspekt. De visste att det ofta var mojligt att gdra en
geometrisk modell f6r problemet.

Klassen bestimde sig for att bekanta sig med problemet genom att se pa ett
speciellt fall: Lat radien av myntet vara 3 cm och sidan av kvadraten 10 cm.
Vilka geometriska former representerar utfalls- och hindelserummen? Betrakta
myntets medelpunkt som pilspetsen 1 en “dartpil”’. Var kan pilen trdffa och
vinna? Myntets medelpunkt maste vara minst 3 cm bort fran varje sida annars
kommer myntets kant att passera nagon del av kvadratens omkrets.
Utfallsrummet &r kvadraten med sidan 10 cm medan det vinnande
hindelserummet 4r en kvadrat med sidan 4 cm.

cm

7773 777777 3 |

Kvoten mellan dessa tva areor dr 16/100 = 16 %. Sannolikheten for att vinna
detta speciella spel dr 16 %.

Efter denna berékning ser eleverna pa det allminna fallet: en kvadrat med sidan
S och ett mynt med radien R. For att vinna méste myntets medelpunkt vara
minst R enheter frdn sidan. Kvadratens area dr S* medan arean for det vinnande
omradet #r (S-2R) *. Den teoretiska sannolikheten for att vinna spelet &r

P=(S-2R)%/$?

Eleverna bestdmde sig dven for att undersoka hur stor radien ska vara pa myntet
for att en spelare ska ha lika stor chans att vinna som att forlora da kvadratens
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sida dr 10 cm. Genom att sétta P lika med en halv 1 uttrycket ovan kunde de
beriikna R till 1,46 cm ( (10-V50)/2). Om myntets radie dverstiger 1,46 cm ir
chansen att forlora stérre dn chansen att vinna. Dérefter konstruerade eleverna
ett brdde och testade sina resultat empiriskt. Den empiriska sannolikheten
befanns vara nédra den teoretiska.

Tva elever skrev ett datorprogram for att simulera dartkastet (genom att anvénda
en Monte Carlo rutin att plotta punkter pA mafa pa en datorskdrm och rikna kast
och triffar). De lade mirke till att deras empiriska resultat och det teoretiska
niarmade sig varandra da antalet kast 6kade.

Till slut undersokte eleverna flera problem som var relaterade till det ursprung-
liga. Till exempel sag de pa:

* Anta att kvadraterna dr ordnade i ett schackmonster med réda och vita
kvadrater. Om bara de vita kvadraterna dr vinnande omrade hur paverkar
det sannolikheten for att vinna med en sérskild storlek pa myntet?

* Anta att monstret bestar av hexagoner istillet for kvadrater. Om sidan
pé en hexagon dr 20 mm medan myntet hade en radie pd 7 mm vad &r
sannolikheten for att vinna?

* Hur mycket béttre dr en hexagon med sidan 25 mm 4n en kvadrat med
sidan 25 mm for ett mynt med radien 10 mm?

* Vilken dr, for det ursprungliga problemet med kvadrater, relationen
mellan S och R for vilken sannolikheten dr storre dn en halv for att
vinna? Vilken betydelse far detta for onskan att spela eller inte spela
spelet?

Romberg understryker att Standards betonar att elever ska géra matematik och
att exemplet visar hur det kan uppnéas. Men ér det verkligen vad matematiker
gor? Romberg noterar att for att forsta vad det betyder att géra matematik méste
man inse att matematiker inom sin egen krets argumenterar om vad for slags
matematik som dr acceptabel, vilka bevismetoder som ska godtas och sa vidare.
Han citerar Kitchner (1988) som hivdar att:

Mathematical practice has five components: a language employed by the
mathematicians whose practice it is, a set of statements accepted by those
mathematicians, a set of questions that they regard as important and as
currently unsolved, a set of reasoning that they use to justify the statements
they accept, and a set of mathematical views embodying their ideas about how
mathematics should be done, the ordering of mathematical disciplines and so
on. (s 299).
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Kitchner hidvdar siledes att matematiker engagerar sig i matematik som med-
lemmar i ett lart kollektiv som skapar det sammanhang inom vilket den indivi-
duella matematikern verkar. Medlemmarna i detta kollektiv delar en syn pa hur
man betraktar matematisk aktivitet.

Elever har fragor och funderingar om matematik
Hiromdagen fick jag foljande brev i datorposten frén en gymnasist.

He;j!

Jag laser just nu Matematik C och har kommit till kapitlet om logaritmer och
ekvationer av typen 22x=3. I boken star att ndgon kom pa 10-logaritmerna pa
1600-talet, "men hur berdkningarna gjordes tar vi inte upp hér". Vad jag vill
veta dr hur man rdknar ut 10-potensen for 1 till 10 for hand. Visst dr det
enklaste att anvdnda tabeller eller minirdknare, men jag vill veta hur man gor.
Det var likadant nér jag ldste en kurs om véxelstrom och vi holl pa med sinus
och cosinus. Jag kan bara inte acceptera att "sa har ar det". Jag skulle dven
vara tacksam om ni kunde svara pa hur man rdknar ut t ex 2A(1/8), som man
far ndr man sysslar med ekvationer som xA8=2. 2A(1/8) &r ju =270.125, hur
kan man ta ett tal gdnger sig sjdlvt 0.125 ganger??

Har eleven stillt samma fraga till sin matematikldrare? Det &r en bra uppgift for
en klass att forsoka ta reda pa dels hur man gjorde ”pa den tiden”, dels att
fundera 6ver hur de sjédlva skulle kunna ga tillviga om de var pa en 6de 6 och
vill rdkna ut 10-logaritmerna for 1 till 10 for hand. Formodligen skulle bade
elever och ldrare under det arbetet ldra sig en hel del om matematik. Troligen
skulle de eleverna inte komma till matematikundervisningen pa universitetsniva
och séga att de aldrig mott begreppet logaritm.

Den sista funderingen som eleven kommer med visar hur en vanligt fore-
kommande undervisning kan leda elever in i tankemaéssiga dterviandsgréinder.
Om ldraren alltfor starkt betonar att en potens kan uppfattas som att basen
multipliceras med sig sjdlv ett antal ganger blir det svart for eleven att ta steget
fran potens med heltalsexponent till allmdnnare exponent. Eleven maste da bli
varse att det gar att ge en mera generell innebord till det begrepp som forst
studerats 1 ett enkelt specialfall. Eleven som skrivit brevet befinner sig 1 en
kognitiv konflikt med sin tidigare tolkning av inneborden av en potens. For att
eleven ska kunna ta steget till en mera generell uppfattning skulle ldraren
behova gora synlig den tankegang som krivs for att infora potenser med allmén
exponent. Eleven pekar pa en punkt i ldrandet som kréver ett ordentligt kliv i
den kognitiva utvecklingen och som tyvérr ofta forbigds med tystnad av bade
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larobocker och lédrare. Det hér ar ett forhallande som kan verka bortstdtande pa
elever som vill skapa sig en djupare forstéelse av matematiken.

Min egen syn pa problemens roll i matematiken

Forst ska sdgas att inslag som syftar till att ge fardighet i att 10sa dven rutin-
problem och fortrogenhet med forekommande matematiska verktyg och
modeller behovs. Mycket av det som gors dr sunt och bra. Men det finns
utrymme for en del nya aspekter av det slag som jag pekar pd ovan. Det dr
rimligt att krdva att undervisning i matematik pa gymnasieniva och universi-
tetsniva gar fore i en utveckling ddr man mera betonar de skapande inslagen i
matematik. Det kanske maste ske pa bekostnad av att en del stoff lyfts bort ur
kurserna.

Det dr min fasta Overtygelse att det dr béttre att ldra sig matematik pa ett
meningsfullt sétt dar verklig forstaelse uppnas och gora det inom ett nagot mera
begriansat omrade dn att hasta igenom en storre stoffmingd och kdnna att man
egentligen inte har forstatt nagonting pa djupet. Den som fatt uppleva att hon
kan ldra matematik med forstaclse vagar ge sig pa nya omraden inom amnet i
overtygelse om att den egna kapaciteten rdcker for att ldra dven dédr. Den som
ddaremot bara fatt uppleva att hon kénner sig dum och inte forstar nigot tar
avstand fran dmnet.

Under min tid som ldrare i matematik pa gymnasiet fann jag utbudet av
uppgifter i gidngse ldrobocker nagot for begrinsat. Jag inférde nagot som jag
kallade Dagens not dar mina elever fick méta problem av lite annorlunda
karaktir. Ett av problemen var Sju broar i Konigsberg, som lit eleverna uppleva
ett problem som saknar l6sning. Det édr en ovanlig foreteelse 1 larobocker. Det
gav mig dven anledning att visa en film om Euler och hur han bevisade att
problemet saknar 16sning. Det inbjuder dven till att berdtta om hur nya omraden
inom matematik utvecklas fran en konkret problemsituation. Andra problem
kunde behandla Mobius band, Fibonacci, Euklides algoritm, Akilles och
skoldpaddan, Fyrfargsproblemet, Space filling curves, Pascals triangel,
Tangram, Fingerfardig multiplikation och sa vidare. Syftet kunde vara att ge
eleverna en smak av matematik som vanligen inte tas upp inom skolans ram
men pa ett sadant sitt att den vickte deras intresse.

Fyrfargsproblemet, som var aktuellt i slutet av 70-talet di en 10sning
presenterats och man gav ut ett frimdrke med det motivet har fitt fornyad
aktualitet 2002 da ett nytt bevis lagts ut pa nitet. Losningen fran 1976 gav
upphov till omfattande diskussioner om vad som kan rdknas som ett giltigt
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bevis 1 matematiken. Det blir intressant att se vilka diskussioner det nya beviset
skapar. Genom att elever far kontakt med den hir typen av problem kan de
kanske forstd att matematiken fortfarande &r ett levande dmne dér forskning
pagar. De problem jag anvdnde med mina elever samlade jag i en parm som
eleverna med sina uppslag hjilpte till att fylla. En del av det materialet har
senare getts ut som en problemsamling (Grevholm, 1988, 1989).

Utmaningarna, som problemen kom att kallas, anvéinde jag ofta som utgdngs-
punkt for att skapa nya problem och stilla nya fragor. Det i sin tur ledde till att
jag senare lit ldrarstuderande sjidlva formulera och skapa problem och avgrinsa
egna uppgifter. Genom att de far gora det upptidcker de att matematiken kan
anviandas i manga olika sammanhang i livet och att den ofta kan gora en
kraftfull 1 sin beddmning av en situation. Som exempel kan vi ta de tre lérar-
studerande, som valde att undersoka villkoren for Spel och dobbel. Amnesvalet
berodde nog pa en forkirlek for att spela. Deras slutsats da de berdknat sanno-
likheten for vinst i de olika spel som erbjuds i Sverige var att de aldrig mer
tankte spela. Den matematikuppgiften kanhidnda satte spar for lang tid. En annan
grupp studerande gjorde berdkningar av hur dagistaxan slog mot olika typer av
familjer i en kommun. De visade bland annat att en ensamstaende med ett barn
pad daghem och tva barn pa fritidshem fick betala dubbelt s@ mycket som i
grannkommunen. Det hade inte varit avsikten och kommunen tog emot
studenternas utredning med stort intresse. Taxan dndrades.

Pehkonen fragar (2001) om det finns en optimal matematikundervisning. Hans
hypotes dr att det kriaver av ldraren innehéllskunskap, pedagogisk innehalls-
kunskap, en vél utvecklad syn pd matematik och flexibilitet. En aspekt pa
flexibiliteten &dr att ldararen delar med sig av sin makt och bestimmanderitt 1
klassrummet. For mig innebér detta att eleverna fér ta ansvar for sitt eget larande
bland annat att de far vara med och formulera fragor och skapa problem i
matematiken. D& kommer matematiken att f& en mening for eleverna. De
kommer bland annat att fa tillimpa sina kunskaper i olika sammanhang. De fér i
bésta fall se exempel pd matematikens kraft och de fér tillfille att kommunicera
sina kunskaper. Problem i matematiken bor fa spela denna vidare roll.
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