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Medlemsblad nr 18

I detta nummer av SMDF:s medlemsblad fortsiatter vi med presentationer av
Sveriges matematikdidaktiska forskningsmiljoer. Kerstin Pettersson beréttar
denna gang hur forskningsmiljon vid Stockholms universitet d&r sammansatt och
vilka forskningsaktiviteter som bedrivs dér. Vi fortsitter med nya presentationer
1 kommande nummer.

Hanna Palmér har varit pd& MAVI17-konferensen i Bochum 1 Tyskland 1
september. Hon ger exempel pa vad som behandlades péd konferensen och vilka
som var dar.

Vér vana trogen presenterar vi nya doktorsavhandlingar i matematikdidaktik i
bladet. Ylva Jannok Nutti, Eva Pettersson, Ase Hansson, Jorgen Sjégren och
Paulina Lindstrom har skrivit egna presentationer av sina avhandlingar. Mer om
avhandlingarna och disputationerna finns p4& www.skolporten.se. Vi gratulerar
de nya doktorerna!

Nytt for detta nummer ar en avdelning som vi kallar Ny litteratur. Har du nagot
tips om nigon nyutkommen bok som du vill dela med dig sd ar du vilkommen
att skriva om den 1 kommande nummer av medlemsbladet.

Har du nagot intressant att berdtta som ror matematikdidaktisk forskning sa tag
kontakt med undertecknad p4 adressen langst bak 1 medlemsbladet.

/ Kristina Juter



Ndgra rader fran ...

Nar jag skriver dessa rader dr det bara en vecka kvar till MADIF8 1 Umeé. Det
kommer att bli en spdnnande konferens med ett tema som &dr bade aktuellt och
angeldget: Utvardering och jamforelser av prestationer 1 matematik: dimensioner
och perspektiv. I den testvadg som viller fram dr det nodvindigt med vagbrytare 1
form av en forskningsbaserad kritisk diskussion av mél, metoder, ideologier och
konsekvenser av ’bedomningsindustrins” olika aktorer.

D4 jag vid SMDF:s drsmote 1 samband med MADIF8 slutar som ordforande for
SMDF kénns det naturligt att gora en kort historisk tillbakablick. Den forsta
konferensen med namnet MADIF, som jag valde som en forkortning av
MAtematikDIdaktisk Forskning, var den eftermiddagskonferens som dgde rum 1
anslutning till att SMDF grundades. Detta var pa Campus Konradsberg i
Stockholm den 22 januari 1999. Tanken pd en forkonferens till Matematik-
biennalen realiserades dock redan aret innan, 1 anslutning till biennalen i
Sundsvall 1998. Det var vid denna “Minikonferens” som beslutet togs att bilda
en arbetsgrupp for att forbereda bildandet av en svensk forening for
matematikdidaktisk forskning. Redan vid den forsta storre MADIF-konferensen,
MADIF?2 1 anslutning till Matematikbiennalen 1 Goteborg &r 2000, fann SMDF:s
regelbundet aterkommande seminarium det format med en blandning av
internationella géster och nationella forskare, forskarstuderande, lararutbildare
och larare som har skapat den 6ppna och lattsamma atmosfar som karakteriserat
MADIF. Trots det tidsméssigt korta programmet har det funnits tid for
diskussioner vid och mellan de olika passen. Genom &aren har ett stort antal
personer bidragit till att gora MADIF till ett etablerat forskningsseminarium med
ett okomplicerat diskussionsklimat och en 6ppen atmosfar.

Foljande 44 personer (i bokstavsordning) har medverkat/ska medverka vid
plenaraktiviteter (foredrag, paneldebatter, temapass, forum for unga forskare,
mm) frdn och med MADIF1 till och med MADIFS:

Michele Artigue, Christer Bergsten, Ole Bjorkqvist, Morten Blomhej, Werner
Blum, Jo Boaler, Gerd Brandell, Jan de Lange, Gote Dahland, Paul Dowling,
Willi Dorfler, Jeff Evans, Barbro Grevholm, Kathleen Heid, Ingvill Holden,
Celia Hoyles, Eva Jablonka, Barbara Jaworski, Jeremy Kilpatrick, Gilah Leder,
Hékan Lennerstad, Steve Lerman, Frank Lester, Thomas Lingefjird, John
Mason, William McCallum, Tamsin Meaney, Richard Noss, Terezinha Nunes,
Peter Nystrom, Erkki Pehkonen, Astrid Pettersson, Norma Presmeg, Anna Sfard,
Yoshinori Shimizu, Jeppe Skott, Roger Siljo, Ase Streitlien, Rudolf Strisser,



Rosamund Sutherland, Paola Valero, Anne Watson, Tine Wedege och Inger
Wistedt. I dokumentationerna frdn MADIF2 till och med MADIF7 har 73
forskningsrapporter publicerats (vid MADIF8 kommer 21 forskningsrapporter
och 15 korta presentationer att presenteras och diskuteras) samt ytterligare ett
antal kortare rapporter och korta presentationer. Foljande 103 personer har stétt
som forfattare/medforfattare till forskningsrapporter som presenterats och
publicerats genom MADIF (inklusive MADIFS):

Hoda Agahi, Ann Ahlberg, Merethe Anker-Nilssen, Lena Aretorn, Mike Askew,
[iris Attorps, Anette Bagger, Samuel Bengmark, Per-Olof Bentley, Benita Berg,
Jonas Bergman Arlebick, Ewa Bergqvist, Tomas Bergqvist, Christer Bergsten,
Kristin Bjarnadottir, Kjell Bjork, Lisa Bjorklund Boistrup, Jesper Boesen, Rita
Borromeo Ferri, Lars Burman, Doug Clarke, Bettina Dahl, Anneli Dyrvold,
Arne Engstrom, Elsa Foisack, Peter Frejd, Torbjorn Fransson, Sharada Gade,
Gunnar Gjone, Barbro Grevholm, Kerstin Hagland, Rolf Hedrén, Milan Hejny,
Kirstt Hemmi, Ingemar Holgersson, Mikael Holmquist, Marj Horne, Brian
Hudson, Johan Héggstrom, Eva Jablonka, Darina Jirotkova, Bo Johansson,
Maria Johansson, Kristina Juter, Sinikka Kaartinen, Gulden Karakok, Cecilia
Kilhamn, Jan-Ake Klasson, Anna Klisinska, Marie Kubinova, Troels Lange,
Hékan Lennerstad, Lisbeth Lindberg, Krister Lindwall, Thomas Lingefjérd,
Johan Lithner, Graham Littler, Sverker Lundin, John Mason, Alistair MclIntosh,
Tamsin Meaney, Lars Mouwitz, Per Nilsson, Stefan Njord, Elisabeth Nordevall,
Eva Norén, Guri A. Nortvedt, Mikaela Nyroos, Constanta Olteanu, Torgny
Ottosson, Torulf Palm, Bjorn Palmberg, Hanna Palmér, Per-Eskil Persson,
Kerstin Pettersson, Miko Radic, Eva Riesbeck, Mikaela Rohdin, Ulla Runesson,
Frode Renning, Alexandre José Santos Pais, Eva Silfver, Gunnar Sjoberg,
Hékan Sollervall, Daniel Spikol, Erika Stadler, Nada Stehlikova, Diana Stentoft,
Rudolf Strisser, Lovisa Sumpter, Gunilla Svingby, Attila Szabo, Eva Taflin,
Allan Tarp, Hans Thunberg, Paola Valero, Olof Viirman, Anne Watson, Tine
Wedege, Anna Wernberg, Mikael Winberg och Magnus Osterholm.

Dokumentation frdn SMDF:s och MADIF:s historia finns tillgdnglig pa
foreningens hemsida matematikdidaktik.org (klicka pd lianken “Arkiv” under
rubriken ”Om SMDF”). Forutom MADIF har SMDF arrangerat ytterligare nagra
seminarier dér till exempel ett har gett en output i form av boken Matematiska
sprak (publicerad péd Santérus forlag).

Denna korta historiska tillbakablick visar tydligt att SMDF genom sina
aktiviteter spelat en central roll for att ge den matematikdidaktiken 1 Sverige ett
forum for presentation och diskussion av forskning samt for kommunikation
nationellt och internationellt. Detta har gillt inte minst “nyborjare” 1 faltet, dar
dock inget speciellt arrangemang riktats mot forskarstuderande sedan MADIF3



for tio &r sedan dér en sérskild halvdag (Forum for young researchers) leddes av
Gilah Leder, John Mason och Anne Watson (se s. 83 1 Proceedings fran
MADIF3, Challenges in mathematics education). Nar det giller framtida
SMDF-arrangemang ar detta ndgot att tinka pd. Sedan SMDF startade 1999 har
antalet personer som &dgnar sig at matematikdidaktisk forskning 1 Sverige okat
kraftigt (se t.ex. det inledande kapitlet till den svenska delen i1 The first
sourcebook on Nordic research in mathematics education) parallellt med att
omrddet etablerats som en akademisk disciplin genom inréttandet av professurer
med namnet matematikdidaktik eller liknande, vilket inte fanns tidigare.
Samtidigt genomgér svensk matematikutbildning just nu stora fordndringar inom
alla nivéer och ar foremdl for mycket debatt dir forskning ofta ndmns men inte
verkar efterfrdgas. Det ar dérfor angeldaget att SMDF aktivt diskuterar hur
verksamheten kan inriktas for att fortsdtta spela en aktiv roll for en positiv
utveckling av svensk matematikdidaktik. I SMDF:s verksamhetsplan for 2012
foreslds darfor bland annat att ett nytt &terkommande seminarium dger rum de ar
da det inte ar ett MADIF-seminarium, med svenska som huvudsprédk. Modellen
ar hamtad fran de engelska BSRLM-konferenserna (se foreningens hemsida
www.bsrim.org.uk/events.html). For att vér forening ska bli mer synlig i debatten
och en rdst man lyssnar pa dr det nddvéndigt att dess medlemmar ar aktiva 1
foreningens inre debatt, i medlemsblad och pd& hemsidan, och att matematik-
didaktiker ser det som naturligt att vara medlemmar. Jag hélsar de nya medlem-
mar som sokt sig till foreningen det senaste aret varmt vilkomna och hoppas att
dven “gamla” medlemmar fortsitter att arbeta for den matematikdidaktiska
forskningen genom SMDF. Med dessa ord tackar jag for min tid som ordforande
1 SMDF.

/ «... Christer Bergsten, ordforande i SMDF



Matematikamnets didaktik vid Stockholms
universitet

Kerstin Pettersson

Stockholms universitet har en expansiv matematikdidaktisk forskningsmil;o.
Forskargruppen har utdkats de senaste dren genom extern rekrytering, egna
doktoranders disputationer samt ett utokat antal doktorander och licentiander.
Rekrytering av ytterligare forskare pagér.

Viér forskning bedrivs vid en &mnesdidaktisk institution med manga uppdrag
inom lararutbildning och skola. Vi vill bade bygga upp en kunskapsbas inom
relevanta omrdden och att resultaten av var forskning ska vara tillampliga och
till nytta for utbildningsvésendet.

Viér forskning utgar frén tre huvudinriktningar (bedomning, flersprakighet och
begrepp) och adr idag mycket méngfacetterad. Forskningen spanner dver ett
flertal omrdden och vi utgar frin flera teoretiska perspektiv. Nedan foljer en
beskrivning av var forskningsmiljo, véra intressen, vilka vi dr och ndgra
exempel pd padgdende projekt.

Vir forskning handlar om:

- bedomning pa nationell och internationell nivd samt klassrumsbedomning
- elevers kunskapsutveckling

- elever med fallenhet for matematik

- elevers och lararstudenters identitetsskapande

- flersprakiga elevers larande

- larares utveckling och undervisningsval

- matematiska formagor

- stadiedvergingar

- troskelbegrepp och elevers begreppsuppfattningar

Viar forskning anviinder:
- konstruktivistiska teorier
- sociokulturella teorier

- sociopolitiska teorier

Viar forskning beror:

- elever 1 grundskolan

- elever 1 gymnasieskolan
- matematikldrare



- universitetsstudenter, sirskilt lararstudenter

- vuxna 1 yrkeslivet

Vi forskare och vira forskningsomrdden:

Astrid Pettersson, Professor, Bedomning, elevers kunskapsutveckling dver tid
Inger Wistedt, Professor, Elever med fallenhet for matematik (gifted education)
Candia Morgan, Professor, Sociala perspektiv, diskursanalys, matematik och
sprak

Gudrun Brattstrom, Docent

Torbjorn Tambour, Docent

Annica Andersson, FD, Elevers identitetsskapande

Lisa Bjorklund Boistrup, FD, Klassrumsbedomning, vuxnas matematik

Eva Norén, FD, Flersprikiga elevers lirande

Kerstin Pettersson, FD, Studenters begreppsuppfattningar av troskelbegrepp
Erika Stadler, FD, Overging gymnasium-hdgskola, matematiklirare

Kerstin Larsson, Doktorand, Elevers forstaelse av subtraktion

Anna Pansell, Doktorand, Matematiklirares undervisningsval

Joran Petersson, FL, Doktorand, Flersprakiga elevers larande

Kicki Skog, Doktorand, Lérarstudenters identitetsskapande

Samuel Sollerman, Doktorand, Bedomning, nationella prov

Werner Gerholm, Licentiand, Gymnasieelevers anvdndande av tekniska
hjalpmedel

Anna-Karin Nordin, Licentiand, Utveckling av elevers resonemangsformaga
Cecilia Strdng, Licentiand, Matematikldrares utveckling 1
skolutvecklingsprojekt

Attila Szabo, Licentiand, Hogpresterande elevers matematiska formégor
Niclas Larson, FL, Doktorand, Linkdpings universitet, Stadiedvergang
hogstadium-gymnasium

Oduor Olande, Doktorand, Mittuniversitetet, Elevers tolkning och forstaelse av
diagram

Sanna Wettergren, Licentiand, Inst for ped och did, SU, Larares bedomning av
elevers kunskaper

P& var institution finns ocksd PRIM-gruppen, Forskningsgruppen for bedomning
av kunskap och kompetens. For mer information se PRIM-gruppens hemsida dér
ocksa pigdende forskningsprojekt inom gruppen redovisas:
http://prim-gruppen.se/

Exempel pa pdgdende projekt:
- Bedomning 1 matematikklassrum: Elevers (o)lika villkor
(Lisa Bjorklund Boistrup, Eva Norén)



- En kvantitativ studie av stadiedvergangen vid tre svenska ldroséten
(Erika Stadler)

- Flersprakiga elevers larande (Eva Norén, Joran Petersson)

- Gifted education (Inger Wistedt, Attila Szabo, Werner Gerholm)

- Longitudinell studie av lararstudenters uppfattningar av funktionsbegreppet
(Kerstin Pettersson)

- Matematiklérares utveckling av en professionell identitet under de forsta
yrkesverksamma aren (Erika Stadler)

- Studenters forhallningssatt till larande och studier (Kerstin Pettersson)

- Vuxnas matematik 1 yrkeslivet (Lisa Bjorklund Boistrup)

Lds mer om oss:

Vér hemsida
http://www.mnd.su.se/pub/jsp/polopoly.jsp?d=10550
Presentation av Astrid Pettersson
http://www.mnd.su.se/pub/jsp/polopoly.jsp?d=10550&a=42704
Presentation av Inger Wistedt
http://www.mnd.su.se/pub/jsp/polopoly.jsp?d=10550&a=83696
Las mer om Gifted education: www.giftedmath.se

Presentation av Candia Morgan
http://www.mnd.su.se/pub/jsp/polopoly.isp?d=10550&a=83686

Avhandlingar:

Annica Andersson

http://ncm.gu.se/media/ncm/forskning/a_andersson avhandling.pdf

Lisa Bjorklund Boistrup
http://su.diva-portal.org/smash/record.jsf?pid=diva2:355024

Eva Norén
http://www.diva-portal.org/smash/record.jsf?searchld=1&pid=diva2:357471
Kerstin Pettersson
http://www.math.chalmers.se/Math/Research/Preprints/Doctoral/2008/1.pdf
Erika Stadler
http://www.diva-portal.org/smash/record.jsf?searchld=1&pid=diva2:286375

/ Kerstin Pettersson



Rapport fran MAVI 17

Hanna Palmér

MAVI star for Mathematical Views och den forsta MAVI-konferensen
genomfordes 1994 som ett resultat av ett samarbete mellan Universiteten i
Helsingfors (Finland) och Duisburg (Tyskland). Syftet med konferensen, da och
nu, dr att sprida och diskutera forskning géllande beliefs och affect. De forsta
fyra aren genomfordes tvd konferenser per ar dar platsen varierade mellan
Helsingfors och Duisburg. Deltagarna kom dock frdn fler lander och sedan 1998
har konferensen genomforts en gdng per dr pé olika platser 1 Europa (tvd ginger
1 Sverige).

Den 17:¢ MAVI-konferensen genomfordes 17-20/9 pd Ruhr Universitetet i
Bochum, Tyskland. Bdda de ursprungliga initiativtagarna till konferensen 1995,
Erkki Pehkonen och Gilinter Torner, fanns pd plats. Deltagarna pa konferensen
kom fran Finland, Italien, Kanada, Tyskland, Australien, Ungern, Spanien,
Israel, England, Estland, Sverige och Danmark. P4 konferensen presenterades
och diskuterades 16 peer reviewed konferenspaper vilka finns att ldsa pa:
http://www.ruhr-uni-ochum.de/ffm/Lehrstuehle/Roesken/mavil 7.html.

Bland presentatorerna fanns savil viletablerade som yngre forskare. Bade
resultat frin studier sdvdl som mer teoretiska paper presenterades. Jeppe Skott
(Sverige/Danmark) utmanade beliefsbegreppet 1 sin presentation vilket vickte
diskussion. Ett annat bidrag som vickte mycket diskussion var Peter Liljedahls
(Kanada) presentation The theory of conceptual change as a theory for changing
conceptions.

Avhopp frdn matematikstudier var ett aterkommande tema. Chiara Andra
(Italien) presenterade en studie ddar man via samtal med avhoppade studenter
forsoker hitta faktorer som hade kunnat fa de studerande att stanna kvar 1
utbildningen. Birgit Griese (Tyskland) presenterade en studie dir olika grupper
ingenjorstudenter inom en och samma matematikkurs erbjuds olika typer av
stod. I studien forsoker man se vilken typ av stod som fungerar bist for att
studenterna ska klara sina matematikstudier och stanna kvar 1 utbildningen.

Utformning av matematikuppgifter var fokus i tvd paper frdn Israel. Igor
Kontorovichs studie fokuserade utgéngspunkterna for de problem som skapas
for matematiktdvlingar medan Esther Levenson studerat hur lérare 1
matematikfortbildning uppfattar kreativitet i matematikuppgifter. Leena Heinila



och Erki Pehkonen (Finland) presenterade ett varsitt paper frin samma projekt
dar grundskoleelevers matematikbilder och matematikberdittelser anvinds som
utgdngspunkt.

Det var endast ett axplock av presentationerna. For den intresserade finns
samtliga paper att lisa via linken ovan. MAVI-18 kommer genomfGras 1
Helsingfors 1 maj 2012.

/ Hanna Palmér



Studiesituationen for elever med sdrskilda
matematiska formdgor

Eva Pettersson

Eva Pettersson disputerade 2011-05-18 vid institutionen for datavetenskap, fysik
och matematik, Linnéuniversitetet.

Studien handlar om barn och ungdomar som ofta forvanar och fascinerar sin
omgivning — elever med exceptionell fallenhet for matematik. De ér sinsemellan
olika, lika olika som alla andra individer 1 samhillet, men de har ett gemensamt:
intresse for matematik och att f& syssla med matematiska aktiviteter. I studien
beskrivs vad som karaktdriserar dessa elever, deras olika sitt att uttrycka sina
formégor samt hur de bemots 1 den svenska skolan.

Ar den svenska skolan till for alla elever? Fir nyfikna och vetgiriga barn det
stdd och den stimulans som de har ritt att forvinta sig dd de borjar skolan eller
ar skolan till for de elever som ér ordentliga och flitiga men inte krdvande?

Sarskild matematisk formaga definieras 1 studien som ett komplex av olika
formagor som alla kan vara mer eller mindre uttalade hos en individ. Studien
baseras pd tio fallstudier av elever 1 aldrarna 6-19 ar. Sex av studierna éar
longitudinella (tre till sex &r). For att validera resultaten av fallstudierna
genomfordes tva enkitstudier: en dédr 180 ldrare, fran forskola till drskurs 9, fick
svara p4 frdgor om sin egen matematikundervisning och personliga erfarenhet av
att identifiera och stodja begdvade elever, och en riktad till 284 matematik-
utvecklare, larare som har som uppgift att utveckla matematikundervisningen 1
sina hemkommuner, som fick svara pa fragor om de 1 deras kommun eller lokalt
pd skolan har ndgon handlingsplan f6r att bemota/ta hand om elever med
sarskilda formdgor 1 matematik.

Avhandlingens Overgripande syfte dr att beskriva och belysa studiesituationen
for elever med sdrskilda matematiska formégor. Forskningsfrdgorna som stills
ar:

* Vad karaktériserar elever med sérskilda matematiska formagor?

* Vilket bemdtande 1 skolan far elever vilka visar intresse och fallenhet for
matematik?

* Vad innebér skolans bemdtande for eleverna och for deras mojligheter
att utveckla sina sérskilda matematiska formagor?
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Karaktéristiken av eleverna avser dels deras personliga egenskaper, bakgrund
och nuvarande sociala situation dels deras matematiska formagor sd som de
kommer till uttryck 1 skola, hem och 6vrig vardag. Bemotandet 1 skolan avser
bade de mdgjligheter eleverna har att uttrycka och utveckla sina sirskilda
formagor 1 matematik under klassrumslektioner eller i1 enskilda samtal med
larare eller specialldrare men ocksa vilket extra stod som erbjuds dessa elever.

Vad karaktiriserar elever med sirskilda matematiska formagor?

Resultatet av studien visar att elevernas personlighet varierar liksom sétten att
uttrycka matematiska formagor. Det gar alltsd inte att se de begivade eleverna
som en homogen grupp. Resultaten av fallstudierna visar dock, precis som
tidigare forskning, att det finns gemensamma drag hos eleverna och deras
omgivning. Nyfikenheten dr den egenskap som ar mest framtrddande, vilket
framgar bade av forédldrarnas beréttelser om sina barn och 1 mina intervjuer och
observationer av eleverna. I studien framgar att det dr viljan att forstd som driver
och motiverar eleverna att fortsétta friga och vara nyfikna, 1 ménga fall trots att
de kanner sig motarbetade. Men hér finns dven elever som visar littja vilket kan
vara en f0ljd av att de mott for f4 utmaningar under sina tidigare studier, resultat
som overensstimmer med tidigare forskning.

Flera av barnen utmaérkte sig tidigt och analyser av episoder dir fordldrarna 1
intervjuer berdttar om sina barns matematikintresse visar att fordldrarna redan
tidigt 1 barnets utveckling upptickt nigra av de formagor och egenskaper som
kannetecknar utpriglad matematisk formaga. Framst dr det ivern att behirska
kunskapsomrddet och ett matematiskt sinnelag, d.v.s. generella matematiska
formagor som tidigt framtrdder. Men dven hér finns variation. Att vissa elever
inte utmérker sig forrdn senare 1 livet (1 internationell litteratur kallade “late
bloomers”), kan ha sin grund 1 att undervisningen inte gjort det mdjligt for dem
att uttrycka och utveckla matematiska formagor. De gor vad som krivs av dem
och klarar detta pa ett utmérkt sdtt, men om ingen ytterligare stimulering ges
sker ingen utveckling dven om individen har fallenhet for &mnet. Nagra av
eleverna dr lugna, behdrskade och framstir som betydligt dldre &n de dr medan
andra ar fragvisa, pddrivande och ibland négot stokiga. Ett lugnt och behéarskat
beteende kan vara ett resultat av elevens vilja att framstd som normal. Elever
tvingas ibland gora ett val mellan att visa sina formégor, och dd mgjligen
framsta som udda, eller halla tillbaka sitt intresse och sin fallenhet och
darigenom framstd som normal.

Personlighetsdrag tycks sld igenom 1 hur eleverna uttrycker sina formagor: dar
nagra ar kortfattade och loser allt muntligt medan andra bdde skriver sina
forklaringar och berdttar om sina tankegangar pd ett informativt sitt. Liknande
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forhallande mellan personlighetsdrag och sitt att uttrycka sina matematiska
formagor finns genomgédende hos fallstudieeleverna. Flertalet av eleverna klarar
svara berdkningar men de gor det pd olika sitt: vissa anvédnder algoritmer och
traditionella metoder medan andra anvidnder egna metoder och oftast utfor
berdkningarna 1 huvudet.

Resultaten av fallstudierna visar att samtliga elever uttrycker ett flertal av de
matematiska formigor si som de definierats 1 studien (Krutetskii, 1976).
Utmérkande ar elevernas formaga att formalisera ett matematiskt material vilket
innebér att de ser och tolkar den formella strukturen i en problemformulering
och att de har formaga att finga helheten utan att bortse frdn delarna. Andra
formagor som ir framtrddande 1 studien, men som skiftar i omfattning och
uttryckssiatt mellan olika elever, dr formaga att operera med siffror och
symboler, flexibilitet 1 tdnkandet och formaga att generalisera. Nigra av
eleverna, framforallt de yngre, fascinerar och férvénar mig vid varje tillfdlle vi
traffas. Det kan vara genom deras beteende bade avseende personliga
egenskaper som energi, nyfikenhet men ocksd genom deras logiska resonemang,
forméga att dra slutsatser, se monster och finna egna losningsstrategier. De
utvecklas ocksd under studiens géng, en utveckling som har sin grund 1 att de
fatt positiv uppmaérksamhet for sin fallenhet, fatt stimulans 1 form av utmanande
problem och frigestillningar dér svaren inte ér sjialvklara for dem och dar de fétt
mojlighet att uttrycka och utveckla sina matematiska formagor. Andra drag som
varit framtrddande 1 den aktuella studien &r bland annat elevernas minnes-
forméga, 1 forsta hand deras formdga att minnas strukturer och strategier vid
problemlosning men ocksé ren faktakunskap, ibland dven av nonsenskaraktar.

Sociala och sociomatematiska normer och deras betydelse for utveckling av
matematiska forméagor

Studien pekar pa vikten av de klassrumsnormer som pdverkar samspelet mellan
larare och elev(er), sociala normer savil som sociomatematiska, d.v.s. normer
specifika for dmnet matematik. Bade aktivitetens art och ldrarens agerande
paverkar etablerandet av sociala och sociomatematiska normer i klassrummet.
Lararens respons pa elevernas svar och forklaringar och ldrarens frégor till
eleverna ar viktiga for hur eleven tolkar sin kunskap och sina formagor. I
interaktionen skapas, modifieras och etableras sociomatematiska normer som
sedan utgdér grund for klassrummets matematiska praktik. I de klassrums-
observationer som genomforts 1 studien och som innehdllit ndgon form av
undersokande aktivitet har de sociala normerna 1 stor utstrackning praglat
undervisningen: att eleverna bor rdcka upp handen och svara nir de far fragan,
att lararen ar den som fordelar ordet ndgorlunda jdmnt bland deltagarna och att
alla elever bor forsta det innehdll som presenteras. Larares korta positiva respons
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pa ritt svar praglar en klassrumspraktik som avsevirt skiljer sig frin en praktik
dir normen &r att eleverna bor fa diskutera och argumentera for olika 16sningar
till ett problem.

Vid ett fétal tillfallen har interaktionen handlat om de matematiska l6sningarnas
karaktir som annorlunda, effektiva eller acceptabla. Normer som skapas och
etableras 1 klassrummet, styr elevernas attityder till dmnet och deras egen
normbildning. Ibland kan emellertid konflikter uppstd mellan olika normsystem
— sociala normer och sociomatematiska. Om en elevs forklaring av ett
matematiskt problem inte kan forstds av ovriga elever eller om 10sning inte ar
acceptabel dd det matematiska innehédllet inte ingar 1 drskursens stoff, kan det
uppstd konflikt mellan en social norm, som sdger att alla elever ska forsta det
som sdgs 1 ett klassrum om de rimligen, enligt forvintningarna som kan stéllas
pa aldersgruppen, har mdjlighet att forsta det som sédgs, och en sociomatematisk
norm som betonar virdet av variation 1 16sningsforslag och diskussion av
alternativa, effektiva och sofistikerade losningar. Forklaringen till att sddana
normkonflikter uppstdr kan vara att lararen har bristande matematisk kompetens,
d.v.s. lararen har svért att tolka och redogora for 16sningen sé att ovriga elever
forstar, eller att lararen har svart att fringd en etablerad social norm, t.ex. den att
lararens uppgift ar att skydda elever fran att framstd som udda, 1 jimforelse med
andra elever 1 Aaldersgruppen. Normen, att individer fOrvdntas passa in 1
mangden, dr en norm som har visat sig missgynna begévade elever.

Elevernas mojligheter till extra stod

Resultaten av fallstudierna visar att skolorna 1 hélften av fallen ger ndgon form
av extra stod till eleverna. Stodet varierar bade vad géller utformning och
omfattning och fordndras ocksa under studiens gang. I jamforelse med ett flertal
andra linder, dér statligt stod till identifierade elever dr obligatoriskt, finns inga
sddana sjalvklara rittigheter, for svenska elever eller fordldrar till begavade
elever, att krdva stdd. Som framgar av enkitstudien som stilldes till
matematikutvecklare finns inga dokumenterade svenska handlingsplaner som
anger hur skolan bor bemoéta elever med sdrskilda matematiska forméagor.
Resultatet av enkétstudien visar att det stod som erbjuds elever med intresse och
fallenhet for matematik till storsta delen &ar utformat som accelerations-
aktiviteter, framst till elever 1 senare delen av grundskolan. D& larare, vilket
framgar av enkétstudien riktad till ldrare 1 grundskolan, 1 stor utstrickning ser
elevers snabbhet och deras formiga till sjdlvstindigt arbete som tecken pé
matematisk formaga ar detta resultat inte forvénande.

| Eva Pettersson

13



Larares aktiva arbete for en fordindrad
matematikundervisning

Ylva Jannok Nutti

Ylva Jannok Nutti disputerade 2011-01-21 vid Institutionen for Konst,
Kommunikation och Larande, Lulea tekniska universitet.

I avhandlingen, Ripsteg mot samisk spetskunskap i matematik - Ldrares
perspektiv pd transformeringsaktiviteter i samisk forskola och sameskola
(Jannok Nutti, 2010), studeras ldrares perspektiv pd skoltransformering och
deras genomforande av skolaktiviteter 1 matematik. Utgangspunkt for
avhandlingen var licentiatavhandlingen (Jannok Nutti, 2007) och tidigare
forskning 1 Alaska av Lipka med flera (1988). I licentiatavhandlingen beskrevs
samisk traditionell kunskap utifrén de grundliggande matematiska aktiviteter
som beskrivs av Bishop (1988; 1991). Lipkas tidigare forskning visade pa att
samarbete mellan aldre kulturbérare, larare, matematiker och forskare kan
resultera 1 kulturellt baserade matematiklektioner dér.

Studien genomfordes inom ett aktionsforskningsprojekt 1 sameskolan. Avhand-
lingsstudiens resultat grundar sig pd samtal med ldrare vid sameskolan.
Sameskolan dr en skolform som éar likvdrdig med grundskolan, men den é&r
utformad och profilerad for att tillvarata och utveckla det samiska spréket och
kulturarvet, och omfattas av arskurserna 1-6, samt dven av forskoleklass,
forskole- och fritidshemsverksamhet. Avhandlingsstudiens resultat presenteras i
tre delar. Den forsta delen bygger pd samtal med olika ldrargrupper, dér ldrarna
bade kritiskt granskade den egna utbildningen 1 matematik och utryckte de
utmaningar ldrarna upplevde avseende realiserandet av en matematikunder-
visning utifrdn ett samiskt perspektiv. Dérefter genomfordes transformerings-
aktiviteter 1 matematik. Dessa genomfordes 1 sameskolan, vid samiska fritids-
hemmet, samt dven inom den samiska forskolan. Dessa aktiviteter lag sedan till
grund for studiens andra del, dar reflektionssamtal fordes med ldrarna utifran de
genomforda transformeringsaktiviteterna. I studiens tredje del presenteras
avslutande samtal om larares upplevda utmaningar om skoltransformering av
utbildning 1 matematik.

Aktiviteterna som genomfordes kan tolkas utifrin 1 tre olika nivder med hjélp av
Banks (2004) multikulturella modell. Vid aktiviteterna pa den forsta nivan
arbetade man med teman med samiskt kulturellt innehéll. Har dgnades liten
uppmarksamhet & den matematiska inneborden, fokus lag istéllet pd genom-
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forandet av temat. Aktiviteterna genomfordes sd att de gav viss insikt om till
exempel samiska méttenheter och mitmetoder eller sitt att rdkna renar, men de
berorde endast matematiken Oversiktligt. Aktiviteter p4 den andra nivan var
aktiviteter dar skolmatematiken gavs ett samiskt kulturellt innehall.
Aktiviteterna bestod av rdkneexempel med kulturella teman sdsom matlagning,
bakning, renskiljning och sa vidare. Dessa aktiviteter bestar av innehéll, begrepp
och teman som liaggs till utbildningen. Detta skedde dock utan att matematik-
utbildningens struktur fordndrades och rdkneexemplen var utformade sd att de
liknade exempel 1 en larobok. Den tredje och sista typen av aktiviteter var
sddana diar man utgick fran den samiska kulturen och forsokte fora in denna 1
matematikundervisningen. Hiar genomfordes aktiviteterna inte som traditionellt i
kulturen och strukturen 1 matematikundervisningen hade fordndrats. Detta
gjordes for att ge eleverna mojlighet att anvinda sin kulturella kompetens och
begrepp som inte var utprdglat "skolmatematiska" kom d& till anvéndning.
Exempel péd detta dr nir kroppsmétt kombinerades med metersystemet for att
mata snodjup.

Genomforandet av aktiviteter innebér att ldrarna omformulerade utbildningen 1
matematik utifrdn den samiska kulturen, vilket 1 samtliga fall innebar svarigheter
genom att kunskaper togs fran sin ursprungliga kontext och dterskapades 1 ett
skolsammanhang, vilken ar en ny kontext. I detta arbete synliggjordes distansen
mellan utbildning 1 matematik 1 skolan och de samiska traditionella kunskaperna
1 deras ursprungliga kulturella kontext. Niva ett kan innebdra temaarbeten dir
den samiska kulturen ges utrymme 1 skolsituationen utan att skolan pdverkar
dess innehall. Hér finns det matematiska med enbart som ett inslag 1 ett
temaarbete utan att detta sdrskilt analyseras eller problematiseras. Héar bestar
matematiken kanske av rdkning av renar eller anvindning av kroppsmaétt och
sdttet att anvdnda den ar starkt kopplat till den praktiska anvdndningen 1 den
ursprungliga kontexten. Det kan tolkas som temabesok 1 kulturen, dér radkningen
eller métningen finns nirvarande som en del av sammanhanget. Nivé tva, som
innebédr en utbildning 1 matematik bestdende av rdkneuppgifter med samiska
kulturella element, kan ge eleverna en kénsla av igenkdnnande. Utifran Gellert
och Jablonka (2009) bor uppgifterna vara utformade, s att intentionen med
uppgiften inte misstolkas av eleverna genom att de oOvertolkar det kulturella
innehdllet. For transformeringsaktiviteter pa den tredje nivan var matematik en
central del av arbetet. Samiska begrepp och teman forsoktes formedlas utifran
bade ett samiskt kulturellt och ett skolmatematiskt perspektiv och en interaktion
mellan den samiska matematiken och matematiken i skolan efterstravades. Det
krivs en medveten hdllning och ett reflexivt forhdllningssitt avseende malet
med transformationsaktiviteterna. Nar kunskap transformeras fran en kontext till
en annan, maste en 0dmjuk héllning infor bdde den traditionella kunskapen och
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det akademiska larandet innebira en kontinuerlig reflektion avseende mélen for
transformeringen.

Fore genomforandet av aktiviteter diskuterade ldrarna de faktorer som de
upplevde hindrade dem att arbeta utifrén ett samiskt perspektiv. Faktorerna som
framkom var framfor allt avsaknad av adekvata laromedel, nationella prov och
styrdokument, bristen pa tid och resurser, negativt instdllda fordldrar, samt
bristande kunskap om samiskt perspektiv. Dessa faktorer betraktades av ldrarna
framfor allt sdsom externa hinder, diar den egna mdjligheten att paverka dessa
hinder upplevdes som mycket begriansad. Lararna upplevde trots det att de da
och da arbetade med vardagsexempel 1 matematiken. Dessa genomfordes i
relation till ldroboken. Detta Gverensstimmer med Skolverket (2002), som
patalade larobokens styrande roll for matematikundervisningen. Att da
avsaknaden av adekvata samiska liromedel verkade begrinsande for ldrarnas
mojligheter att arbeta utifrdn ett samiskt perspektiv, kanske inte dr forvanande.
Efter genomforandet av aktiviteter framkommer 1 ldrarnas berittelser samma
utmaningar som tidigare, men forhallningssittet till dessa hade fordndrats. De
tidigare patalade externa hindren betraktades efterdt i hogre grad sdsom interna
hinder, vilket innebar att lararen paborjade betrakta de tidigare opdverkbara
hindren sdsom paverkbara eller mojliga att undkomma. Viktigt hér ér att se att
det konkreta arbetet med fordndringsaktiviteter 1 sig padvisade mgjligheten, men
dven att arbetet gav ldrarna en chans att tolka och realisera en samisk
matematikundervisning. Detta innebar inte att ansvaret pa att arbetet genomfors
enbart ligger pa enskilda ldrare utan att lararna méste ges mdjlighet till att klara
av att realisera fordndringsarbetet. Ett fordndringsarbete startar utifrdn en enskild
larares eller enskilda larares fordndringsarbete, men om inte ldraren kan ha stod
frén kollegor och ledning ar det mycket latt att fordndringsarbetet avstannar. For
att larare 1 sameskolan ska fa mojligheter att kritiskt kunna granska sin
verksamhet samt tydliggora visioner och mél behdvs kompetensutveckling och
handledning. Detta 0kar ldrarnas mojligheter att fora in det samiska perspektivet
1 matematikutbildningen.

Forutom ldroboken sags tidsbrist som det storsta hindret for fordndringsarbetet.
Upplevelsen av tidsbrist utgjorde efter liroboken den centrala begrdnsande
faktorn for genomforandet av fordndringsarbete, medan diremot efter genom-
forandet av transformeringsaktiviteterna den enskilde ldraren sdgs som det
frimsta hindret. Det krdvs aktivt engagemang av ldrare fOr att arbeta for
forandring. Viktigt har blir d4 den enskilde lararen och dennes kunnande 1
matematik, matematikdidaktik, samt samisk kultur och sprék, samt kunskapen
att omformulera detta till lampligt arbetsomréde 1 skolan. I studien visade det sig
att dessa kunskaper blev avgorande for utformningen och utfallet av
aktiviteterna. Begransande for det aktiva engagemanget verkar vara nationella
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prov och nationella mal, da valet att inte forandra kan forklaras 1 ldrarnas 6nskan
att eleverna ska prestera ’bra’ pa proven och nd malen 1 kursplanerna. Det ar
darfor av yttersta vikt att diskutera om specifika styrdokument for samisk
utbildning 1 matematik behdver formuleras.
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Ansvar for matematikliarande
Effekter av undervisningsansvar i det
flersprakiga klassrummet

Ase Hansson

Ase Hansson disputerade 2011-10-28 vid institutionen for didaktik och
pedagogisk profession, Goteborgs universitet.

Undervisningsgrupperna 1 matematik skiljer sig 4t 1 médnga avseenden i1 den
svenska grundskolan. Skolsegregation och olika differentieringsatgidrder har
tillsammans med en 6kad andel elever med annat modersmaél én svenska lett till
att grupperna har olika behov av stod for att eleverna skall kunna nd malen 1
matematik. Matematikundervisningen star darfor infor stora utmaningar att
hantera komplexa situationer. Min avhandling syftar till att bidra med kunskap
om den roll undervisningen spelar for elevers matematikldrande. Studien har
sarskilt uppmirksammat sddana utgdngspunkter for undervisningen som é&r
relaterade till undervisningsgruppernas sammansittning. Elevernas familje-
bakgrund och sprédkkunskaper har di beaktats. Vidare syftar studien ocksa till att
belysa matematikundervisningens likvardighet relativt gruppsammanséttningen.
Studien ar genomford som en sekunddranalys av TIMSS-data (Trends in
International Mathematics and Science Study) med fokus pd svensk matematik-
undervisning 1 Aarskurs 8. Undersokningen har genomforts som flerniva
strukturell ekvationsmodellering. Utifrdn teorier om ldrande och undervisning
har sédana aspekter av matematikundervisningen som &r avgorande for
elevernas mojligheter att utveckla sina matematikkunskaper identifierats. I det
sammanhanget har dven hédnsyn tagits till elevers mojligheter att parallellt
utveckla sprak- och matematikkunskaper. Det har sedan undersokts hur dessa
olika dimensioner av matematikundervisningen ér relaterade till undervisnings-
gruppernas prestationer. Om det finns ndgot samband mellan gruppernas
sammansittning och matematikundervisningens utformning och genomforande
har ocks4 varit foremal for analys.

Inledningsvis undersoktes dimensionaliteten av undervisning som verkar
stodjande for elevers kunskapsbildning i matematik och en teoretisk modell for
att synliggora dessa dimensioner utvecklades (Hansson, 2010). Med hjélp av
modellen var det sedan mdjligt att beskriva matematikundervisning och
undersoka effekter av att larare, respektive elever, tar olika hog grad av ansvar
for dessa undervisningsdimensioner. Modellutvecklingen genomfordes som en
flernivd konfirmatorisk faktoranalys (M-CFA; Multilevel Confirmatory Factor
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Analysis). Till skillnad fran traditionella modeller av matematikundervisning,
vilka exempelvis skiljer mellan ldrar- och elevcentrerad undervisning, kan den
framtagna modellen simultant belysa olika undervisningsdimensioner.
Teoretiska utgdngspunkter har varit att samtal och interaktion, ldrarens aktiva
stottning av eleven samt elevens egen aktivitet och konstruktion av kunskap é&r
avgorande forutsittningar for kunskapsutvecklingen (se, ex., Brousseau, 1997;
Cummins, 1984; Vygotskij, 1926/1997, 1978, 1986, 1997). Under-
visningsmodellens forsta dimension beskriver lararens ansvar for att aktivt
stodja eleverna 1 deras matematikldrande genom att till exempel lyfta fram och
forklara matematikinnehallet, diskutera och samtala med eleverna och
organisera undervisningen 1 syfte att skapa forutsittningar for interaktion och
olika sociala aktiviteter. Den andra dimensionen beskriver lararens ansvar for att
lamna Over ansvar till eleverna sjdlva for deras egen konstruktion av kunskap,
genom att exempelvis uppmuntra dem till egna reflektioner och resonemang om
matematiska problem. Slutligen ror den tredje dimensionen lérarens ansvar for
att lyfta fram ett innehdll 1 undervisningen som é&r relevant for den arskurs
undervisningen avser.

I en annan av avhandlingens delstudier genomfordes en flernivé strukturell
ekvationsmodellering (M-SEM; Multilevel Structural Equation Modelling) for
att undersoka relationen mellan matematikprestationer 1 flersprikiga klassrum
och undervisningsansvaret for elevernas ldarande (Hansson, 2011). Den
strukturella modellen utgick frin antagandet att elevernas matematikprestationer
paverkas av det sitt larare tar ansvar for att erbjuda undervisningsmiljéer
karaktériserade av undervisningsmodellens tre dimensioner. Ett annat antagande
var att klassens sammansittning med avseende pa elevernas sprikkompetenser
och socioekonomiska status paverkar bade prestationsnivder och hur
undervisningsansvaret kommer till uttryck 1 matematikundervisningen (se, ex.,
Cummins, 1984; Dumay & Dupriez, 2007; Gibbons, 2006; Skolverket, 2008).
For att urskilja undervisningsansvarets specifika pdverkan pd prestations-
nivderna kontrollerades dérfor effekterna for olika gruppsammansattningar. For
att undersoka om elever 1 behov av spréklig stottning 1 sitt matematikldrande ar
mer beroende dn andra av en ldrmiljo som erbjuder aktivt lararstod, elev-
aktiviteter och mojligheter till samtal och interaktion, analyserades om
undervisningsansvaret hade ett tydligare samband med sprakligt relaterade
testuppgifter an med andra. Resultaten visade att ju mer eleverna sjilva fick ta
ansvar for sitt lirande desto lagre prestationsresultat uppvisades. Det fanns en
tydlig positivt effekt av att ldrare tog ansvar for elevernas matematikliarande
genom undervisning och stottning samtidigt som eleverna fick mojlighet att
sjdlva konstruera sin kunskap. Resultaten indikerade ocksi att dessa dimensioner
av undervisningen var av sirskilt stor betydelse for elever med svagt utvecklade

19



kunskaper 1 undervisningsspriket. Emellertid visade ocksd resultaten att svensk
matematikundervisning préaglas av pedagogisk segregation. I grupper dir ménga
elever kunde forvintas ha behov av stdd, antingen av sociala eller sprékliga skél,
tog ldraren ett mindre ansvar for elevernas lirande 4n vad som gjordes i1 andra

grupper.

En av de kontrollvariabler som anvédndes 1 studien var elevernas socio-
ekonomiska status, SES. D4 mycket tyder pa att denna variabel dr komplicerad
att mita 1 undervisningsgrupper med stor andel elever med migrationsbakgrund
(Elmeroth, 2006), gjordes en sdrskild undersokning av SES-mdttets invarians
mellan olika grupper av elever (Hansson & Gustafsson, 2011). Som metod for
denna analys anvindes flergrupps konfirmatorisk faktoranalys (Multiple Group
CFA). Undersokningen resulterade 1 en mitmodell for SES vilken anvindes 1
den ovan atergivna studien dar effekter av undervisningsansvar och under-
visningens likvirdighet undersoktes. Delstudiens huvudsyfte var att utforma en
mitmodell for SES som tar hinsyn till att de indikatorer som traditionellt
anvinds for att méta denna faktor bdde kan ha olika betydelse och vara pa
mycket olika nivder beroende pd elevgruppernas migrationsbakgrunder. Olika
effekter av att mita SES pa traditionellt sdtt analyserades och dérefter
modifierades mitmodellen for att béttre svara upp mot de gruppskillnader som
patraffades. Slutligen jamfordes bdde modellanpassning och prediktionsformaga
mellan den ursprungliga och den modifierade modellen. Det antogs att SES
kunde aterges av en latent faktor som definierades genom familjens kulturella
kapital (Bourdieu, 1984; Coleman, 1988; Yang & Gustafsson, 2004). Faktorn
indikerades av fyra manifesta variabler frdn elevenkéten; hur manga bocker det
finns 1 elevens hem, mammans respektive pappans utbildningsnivd samt
elevernas studieambitioner. Undersokningen visade att det fanns metrisk
invarians 1 SES mellan olika elevgrupper, varfor det gick att hdvda att den
latenta variabeln hade samma innebord for alla grupper, oberoende av om det
var elever med utldndsk bakgrund fodda utomlands eller 1 Sverige, eller om det
var elever med svensk bakgrund. Daremot fanns inte skaldr invarians, ty inter-
cepten for indikatorerna antal bocker 1 hemmet och moderns utbildningsniva var
avseviart hogre 1 gruppen med svensk bakgrund jamfort med grupperna med
utldndsk bakgrund. Att modifiera modellen genererade emellertid dramatiskt
avvikande estimat for det latenta medelvardet jamfort med att inte gora detta.
Slutsatsen av studien blev dérfor att det behovs mer forskning for att bestimma
vilken ansats som &r optimal att anvanda for att mita SES 1 grupper med elever
med olika migrationsbakgrund. En rekommendation som lamnades var dock att
undvika modeller med partiell skaldr invarians d4 man undersoker skillnader 1
latenta medelviarden, vilket innebédr att man inte modifierar matmodellen for
interceptskillnader pa vissa variabler.
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Under den period som matematikprestationerna forsamrats 1 Sverige har arbets-
former dér eleverna forvantas ta ett stort ansvar for sitt eget larande varit
vanliga. I de studier som gjorts inom ramen for denna avhandling uppvisas ett
negativt samband mellan elevansvar for stora delar av larprocessen och
matematikprestationerna. Resultaten visar ocksd att undervisningsgruppernas
sammansdttning forutom att vara relaterade till prestationsnivder dven é&r
relaterade till hur ansvaret for elevernas ldrande gestaltas 1 matematikunder-
visningen. Undervisningsgrupper med stor andel elever med lag socioekonomisk
status eller med forvintat svaga sprakkompetenser har forutom léagre prestations-
resultat &ven mer séllan dn andra grupper siddan matematikundervisning som
utmirks av att lararen tar ett stort undervisningsansvar. Detta trots indikationer
pa att dessa elever dr i sdrskilt stort behov av ldrarstod for sin kunskaps-
utveckling. Elevers forutsittningar 1 den svenska grundskolan att klara sina
matematikstudier kan darfor inte betraktas vara likvardiga. 1 avhandlingen
diskuteras om det ansvar som under en lidngre tid lagts pa eleverna sjdlva for
deras matematiklarande parallellt med pedagogisk segregation kan ha bidragit
till den negativa kunskapsutvecklingen 1 matematik som Sverige uppvisat under
senare decennier.
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Begreppsbildning i matematik
Jorgen Sjogren

Jorgen Sjogren disputerade 2011-06-08 med avhandlingen Concept Formation
in Mathematics, Acta Philosophica Gothoburgensia 27, Acta Universitatis
Gothoburgensis, Goteborg 2011.

Inledning

Avhandlingen handlar huvudsakligen om begreppsbildning 1 matematik; hur
begrepp finner sin vdg in i matematik. Den handlar inte om hur individer
tillagnar sig etablerade begrepp, eller om hur tradering av etablerade begrepp
kan tdnkas ga till. Avhandlingen bestir av en inledning och tre, delvis
overlappande, delar didr jag 1 den fOrsta konstruerar ett sannolikhetsliknande
matt pd kraften hos en aritmetisk teori. Med “’kraft” avses formagan att bevisa
teorem. I den andra delen utvecklas en teori om hur begrepp bildas 1 matematik.
Utgéngspunkten hir dr Aristoteles’ uppfattning om matematiska begrepp som
abstraktioner. Denna process av alltmer forfinade abstraktioner beskrivs med
hjalp av begreppet explikaton; ett begrepp som utvecklats och anvénts av Rudolf
Carnap. Slutligen anvinds denna begreppsapparat for att diskutera nagra
matematikfilosofiska fragestillningar.

Begreppsbildning i matematik

Aristoteles menar att matematiska begrepp dr abstraktioner. Vi kan 1 tanken
abstrahera de former som 4r inneboende 1 tingen (substanserna). De matematiska
objekten har inte, som hos Platon, en sjdlvstindig existens. I denna
abstraktionsprocess kan vi vélja ur vilken eller vilka aspekter vi vill betrakta ett
objekt. Denna aristoteliska uppfattning dr en variant av metafysisk realism vad
giller existensen av matematiska objekt. Man kan emellertid beskriva denna
abstraktionsprocess pa ett metafysiskt neutralt sitt som en svit av explikationer.
Begreppet explikation utvecklades av Carnap under mitten av forra seklet. Idén
ar att man 1 vetenskapliga eller matematiska sammanhang ofta har vaga begrepp
som behdver ersittas med mer precisa begrepp inom en teori. De krav Carnap
formulerar for det preciserade begreppet ar att det ska vara anvéindbart 1 de flesta
sammanhang dir det tidigare, vaga begreppet kunnat anvédndas. Det ska
dessutom vara inlemmat 1 en klarare begreppslig eller formell struktur, det ska
vara fruktbart, och slutligen s& enkelt som mgjligt samtidigt som ovriga villkor
ar uppfyllda.
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I avhandlingen exemplifierar jag med é&tskilliga begrepp frin bade matematik
och naturvetenskap, som begreppen funktion, naturligt tal, mdngd,
berdkningsbarhet, gravitation, hastighet, art och sa vidare. En observation man
kan gora ar att vilutvecklade matematiska begrepp verkar kunna explikeras pa
ett och endast ett sitt, de dr robusta, medan begrepp inom naturvetenskap e;j
verkar vara bestdimda pé detta sitt. De ir teoriberoende pi ett helt annat sétt én
vad matematiska begrepp dr. S verkar exempelvis begreppet berdkningsbar
funktion bara kunna explikeras pad ett sitt, namligen via begreppet
turingberdkningsbar. Andra explikationer som foreslagits dr ekvivalenta 1 den
meningen att de genererar precis samma funktionsméingd. Jimfor vi med
begreppet gravitation, sd har inneborden 1 detta begrepp radikalt dndrats vid
overgangen fran klassisk, newtonsk mekanik till allmén relativitetsteori. Denna
1akttagelse generaliseras 1 avhandlingens sista bidrag, skrivet tillsammans med
Christian Bennet, till en karakterisering av matematik som vetenskapen om
unikt explikerbara begrepp, eller att ett begrepp dr matematiskt om det ar unikt
explikerbart.

Ovanstdende idé om begreppsbildning vixte fram 1 samband med slutférandet
av den licentiatuppsats, som utgoér forsta delen av avhandlingen. Den
frigestdllning som aktualiserades var det klassiska problemet om logikens, och 1
vidare mening av matematikens, tillimpbarhet. Licentiatuppsatsen behandlar
mojligheten att tilldela elementéra aritmetiska teorier méatetal som skulle svara
mot hur starka teorierna 1 fraga ar.

Att méita kraften hos en aritmetisk teori

Gregory Chaitin har hdvdat att man skulle kunna méita kraften hos en aritmetisk
teori med hjilp av begrepp han sjilv har studerat och utvecklat. Den teknik han
frimst foresprékat gar ut pd att anvinda en konstant 1 hans ofullstindighetssats,
som sédger att for varje aritmetisk teori 7, sd finns en konstant c7 sddan att teorin
inte kan bevisa ndgon sats pa formen K(n) > cy trots att oandligt minga dylika
satser dr sanna. Med K(n) avses kolmogorovkomplexiteten for strangen n, d.v.s.
langden av det kortaste program som kan generera strangen med hjilp av en
turingmaskin (eller en abstrakt dator). Att detta inte dr en framkomlig vig
visades tidigt av Michiel van Lambalgen och senare av Panu Raatikainen. I det
av mig konstruerade maéttet utgar jag fran att “kraft” betyder formaga att bevisa
teorem, d.v.s. att en teori 7 dr mer kraftfull 4n en teori S, om T bevisar fler
teorem dn vad § gor. Det dr d4 mgjligt att isolera en typ av satser 1 elementéir
aritmetik och tilldela dem en sorts sannolikhetsliknande métt. Utgdende fran
dessa ’elementarsannolikheter’ kan man sedan berdkna matt pd vissa andra
aritmetiska satser. Slutligen kan detta matt anvindas for att definiera ett métt pa
kraften hos aritmetiska teorier (licentiatuppsats, artikel 1).
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Chaitin formulerade ocksd ett antal andra forslag pd hur man skulle kunna
konstruera matt for att médta kraften hos aritmetiska teorier. Dessa métt
diskuteras och 1 avhandlingen visas att inte ndgot av dessa forslag dr anvind-
bara. Slutsatsen ar att inget métt, utom mdjligen det av mig konstruerade,
uppfyller rimliga krav pa ett dylikt métt, och att det dirmed formodligen inte ar
mojligt att konstruera en tillfredsstdllande explikation av detta begrepp; att
begreppet inte dr mojligt att matematisera (artikel 2).

Négra tillimpningar

Visentliga delar av avhandlingen presenterar, diskuterar och exemplifierar den
ovan beskrivna idén om begreppsutveckling 1 matematik. Den anvédnds ocksé for
att analysera ndgra matematikfilosofiska fragestéallningar

Hur relationen mellan informella bevis (bevis som de anvinds 1 matematik) och
formella bevis (bevis som de presenteras 1 logik) ska forstds dr ett sedan ldnge
diskuterat matematikfilosofiskt problem. I en av uppsatserna 1 avhandlingen
foreslas att bevis i klassisk forsta ordningens predikatlogik ar en fruktbar
explikation av begreppet informellt bevis (artikel 3).

Dessutom analyseras det argument som normalt uppfattas som det starkaste for
matematisk realism utifran den 1 avhandlingen presenterade idén om
begreppsbildning. Argumentet utgir fran att matematik dr nodviandig for vara
bista vetenskapliga teorier om verkligheten. Det grundar sig pa inslag 1 Quines
filosofi som holism, naturalism samt hans kriterium fOr existens av objekt.
Holism identifieras som den svagaste delen 1 argumentet, som utnyttjar en
felaktig forestdllning om 1 vilket avseende en matematisk teori testas
tillsammans med en vetenskaplig teori. Matematiska begrepp involverar en
empirisk (syntetisk) komponent och en logisk (analytisk). Den empiriska
komponenten avspeglar att begreppet har sitt ursprung i en empirisk verklighet,
medan den analytiska har att géra med att begreppet skall pa ett konsistent satt
passa in 1 ett deduktivt system. I en testsituation dr det enbart den empiriska
komponenten, d.v.s. hur begreppet hinger thop med en empirisk verklighet, som
testas. Matematiska satser dr pa detta satt att betraktas som bdde syntetiska och
analytiska. Argument for en matematisk realism 4r 1 och med detta en variant av
nodviandighetsargumentet, men det utnyttjar en svagare variant av holism.

Vad giller matematikens tillampbarhet, s& dr detta en konsekvens av att
matematiska begrepp har en empirisk, eller syntetisk, komponent (artikel 4).
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Framtida projekt

Under fardigstillande dr en uppsats som diskuterar (stark) social konstruktivism,
och kritik mot denna uppfattning framfors med grund ibland annat den i
avhandlingen presenterade idén om begreppsbildning 1 matematik. Ett
kommande projekt ar att diskutera relevansen av begreppen i avhandlingen for
matematikundervisning, och dd avser jag bade tradering och tillignandet av
etablerade matematiska begrepp.

Avhandlingen ér tillgdnglig via
http://hdl.handle.net/2077/25299

och distribueras av

ACTA UNIVERSITATIS GOTHOBURGENSIS
Box 222

SE-405 30 Goteborg

acta@ub.gu.se

E-post: jorgen.sjogren@his.se

/ Jorgen Sjogren
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Att forsta genom att se ett monster

Paulina Lindstrom

Paulina Lindstrém disputerade 2011-06-01 vid filosofiska institutionen, Lunds
universitet.

Introduktion

I avhandlingen Understanding as experiencing a pattern har jag undersokt vad
som hander ndr vi forstdr, specifikt ndr vi forstdir en matematikuppgift.
Avhandlingens tes dr att forstadelse handlar om att se ett monster, 1 betydelsen att
man kan "se" strukturen i en uppgift, en princip eller ett problem. Att se ett
monster innebdr ocksd att man uppmirksammar relevant information och att
man kan anvinda sig av monster for att 16sa problem.

I ett av avhandlingens projekt fick hogskolestudenter losa olika typer av
matematiska problem. En uppgift bestod av endera en text, en graf eller en
ekvation. Uppgiften gick ut pa att finna motsvarande text, graf eller ekvation
bland 4 alternativ. Uppgiften och alternativen var representerade i olika former,
till exempel en graf med textalternativ, en text med formelalternativ eller en
formel med textalternativ. I det andra projektet fick 8-10 aringar spela ett
matematikspel for att lara sig grundldggande aritmetik.

Genom att bland annat anvinda 6gonrorelsemitning kunde vi dra slutsatser om
vad studenter uppmérksammar i en uppgift. Ogonrdrelsemitning innebér att man
genom att filma oOgats rorelser kan se vad en person tittar pd. Man kan till
exempel se om studenter hoppar mycket mellan informationen eller om de tittar
pa en viss del av en graf eller pd en viss del av en ekvation 1 en uppgift.
Resultaten fran studierna visar att uppmérksamhet pa omrdden som &r relevanta
for ett problem ofta innebdr att man har forstitt uppgiften och att man léttare
klarar av att 16sa den.

Forstielse genom att se ett monster

Forstaelse ar ett komplext begrepp. Vi anviander det dock dagligdags, ofta utan
att exakt ha klart for oss vad vi menar. Forstdelse dr begrepp som saknar en
motsvarande strikt vetenskaplig definition. I vissa situationer racker det med
implicit kunskap for att uppvisa forstielse, 1 andra sammanhang krivs det att
man explicit kan redogora for relevant kunskap for att motivera sin forstielse av
ett fenomen. I min avhandlingen har jag strdvat efter att finga aspekter av detta
vardagsbegrepp.
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Avhandlingen borjar med en bakgrundsdel som presenterar tesen att forstdelse
handlar om att uppleva/se ett monster. Med andra ord innebér det att man kan
"se" strukturen 1 en uppgift, en princip eller ett problem. Vidare innebéar det att
man uppmadarksammar relevant information och att man har forméga att anvinda
sig av monstret. I avhandlingen jamfors detta perspektiv med ett antal andra
perspektw pa forstaelse, som:

forstaelse som att se en gestalt,

forstaelse genom att gora,
forstaelse genom att uppvisa ett flexibelt beteende,
forstaelse som att ha en representation och

forstdelse som forméga till transfer

Avhandlingens overgripande fokus ar att: (1) utforska processen som leder fram
till forstdelse liksom griansen mellan forstdelse och icke-forstaelse, och mer
specifikt, (2) att undersoka visuel/l uppmirksamhet till olika delar av ett
stimulus.

I termer av avgransning har det handlat om att jag har studerat situationer dar
man kan definiera en borjan och ett slut. Dessa situationer erbjuder mojligheten
att studera forstaelseprocesser inom en relativ begriansad tidsperiod. Detta till
skillnad frén forstaelse som utvecklas over langre, och inte lika vél avgrinsade,
tidsrymder, som till exempel expertis inom olika &mnesomraden.

Malet med min forskning har varit att:

(1) utforska delar av processen som ligger till grund for forstielse genom att
undersoka huruvida visuell uppmaéarksamhet till sd kallade kritiska omréden ar
korrelerade till forstaelse,

(2) anvdnda Ogonrdrelsemitning 1 kombination med andra metoder for att
undersoka kognitiva processer och

(3) utvirdera pedagogiska implikationer av genomforda studier.

Studierna 1 avhandlingen hédrstammar frdn tvd olika projekt. Det ena
genomfordes 1 en kontrollerad laboratoriemiljo. Det andra genomfordes 1
klassrum 1 en skolmiljo. I badda projekten utforskades och testades perspektivet
"forstdelse genom att uppleva/se ett monster". Bada projekten undersokte hur
studenter uppmérksammar information 1 matematiska uppgifter 1 ett forsok att
utforska delar av processerna som leder till forstéelse.
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Valet av den matematiska doménen innebér vissa begransningar for rackvidden
av resultaten. Detta diskuteras i avhandlingen. Resultaten fran studierna som
presenteras 1 avhandlingen visar att uppméirksamhet pd problemrelevanta
omrdden 1 ett visuellt stimuli dr korrelerad till forstaelse av uppgiften samt till
hur pass vil man klarar av uppgiften (Andra m fl., 2009; Lindstrém m fl., manus
inlamnat; Lindstrom Gulz, 2008). Ett flertal olika metoder, som
ogonrorelsemitning, observationer, intervjuer, med mera, anvinds 1 forsoken att
nirma sig "forstielse" (Lindstrom & Gulz, 2008; Holmqvist m fl., under
utgivning; Lindstrom m fl., 2011).

Ett huvudsyfte ar att forsoka fianga den pagdende fOrstaelseprocessen.
Processmatt anvinds bade som en kontrast till och som ett komplement till
produktmatt (e.g.) (Andra m fl., 2009; Holmqvist, Andra, Lindstrém m fl., 2011;
Lindstrom m fl., manus inldmnat). Specifikt har jag och mina kolleger utvecklat
en ny metod for att finga dynamiska processer 1 dgonrdrelser (Holmgqvist,
Andra, Lindstrom m fl., 2011). Metoden innebir att vi kan se péd vilket sitt en
student tittar pd uppgiften och utifrdn ldsbeteendet dra slutsatser om
informationen 1 uppgiften bearbetas. Till exempel kan vi se om studenten tittar
oversiktligt pd all information eller om de till exempel tittar pd delar av
informationen 1 uppgiften. Detta kan ge oss ledtradar till hur informationerna
anvinds 1 uppgiften.

Tillimpningsomraden

Trots att endast en av studierna som presenteras i avhandlingen (Lindstrom m
fl., 2011) genomforts 1 skolmiljo, dr det underliggande syftet med studierna att
resultaten frdn dem ska komma studenter till praktisk nytta. De pedagogiska
implikationerna av resultaten diskuteras genomgidende 1 artiklarna 1
avhandlingen (e.g. Gérdenfors & Lindstrom, 2009; Lindstrom m fl., manus
inlamnat; Andra m f1., 2009).

Resultaten fran avhandlingen kan appliceras inom design av lairomedel. Man kan
till exempel markera information som hor samman for att stddja integrering av
text och bild. En bildtext kan till exempel stodja en bild genom att peka ut
detaljer 1 bilden som inte dr sjalvforklarande. Man kan dven ldra studenter att
samma information kan representeras pd olika sitt och trina dem 1 att bli
skickliga pd att anvdnda méanga olika representationer for att beskriva samma
sak. Till exempel “vider” kan beskrivas genom olika typer av representationer
sdsom tabeller over nederbord, grafer som visar drsmedeltemperatur och med
kartor som visar hur hog och l4gtryck ror sig over ett omrade.
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Avhandlingen ger en relativt detaljerad beskrivning av aspekter av vad
manniskor gor nir de forstdr genom att fokusera pé forstdelse som att uppleva/se
ett monster och dess relation till visuell uppméarksamhet. Genom att anvinda
kompletterande metoder inom detta forskningsomréde finns goda mojligheter att
1 framtiden finna ytterligare pedagogiska sivél som didaktiska strategier som
kan stodja studenters forstdelse.

/ Paulina Lindstrom

30



Ny litteratur

Jonas Emanuelsson, Laura Fainsilber, Johan Haggstrom, Angelika Kullberg,
Berner Lindstrom och Madeleine Lowing (red.) (2011). Voices on learning and
instruction in mathematics. Goteborg: NCM.

Boken bestdr av 23 artiklar och ar avsedd att fungera som en utgédngspunkt for
vidare forskning och for att frimja samarbete mellan olika forskargrupper.
Artiklarna ar resultatet av samarbeten mellan forskare vid olika fakulteter vid
Goteborgs universitet och tar upp pagdende och tidigare forskning om
undervisning och ldrande 1 matematik. Boken inleds med en Oversikt av den
historiska utvecklingen av forskningsomradet vid universitetet samt tvé artiklar
av Eva Jablonka (Luled) och Jeremy Kilpatrick (Georgia). Avsnittsindelningen 1
boken ar utifrdn undervisningsstadier och gér fran forskola via grundskola och
gymnasieskola till universitet och vuxenundervisning. Olika omrdden behandlas
som tematiskt arbete, matematiska strukturer, utvirdering, styrdokument,
problemlosning, hogpresterande elever, begreppsbildning, kreativitet och
lararutbildning.

Boken gér att bestilla pA NCMs hemsida www.ncm.gu.se

/ Kristina Juter
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