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Dynamiskt system

= ett system vars tillstdnd dndras med tiden, och
som har foljande egenskaper:

e Deterministiskt
Foljer ndgon (matematisk) regel.
Inga slumpmissiga aspekter.

e “"Minneslost”

Nuvarande tillstdind bestimmer framtida; man
behover inte veta vad som hant i det forflutna.
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Exempel. Himlakropparnas rorelse (Newton 1687).

Systemets tillstand:

Position och hastighet fo6r varje himlakropp.

For varje kropp (och i varje 6gonblick) galler:

sammanlagda tyngdkraften fran de andra kropparna
kroppens egen massa

accelerationen =

( e (ena massan) - (andra massan) )

(avstandet)?
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Matematiskt sett:

e Derivata (6gonblicklig forandringstakt)
Hastigheten &r derivatan av positionen.
Accelerationen ar derivatan av hastigheten.

o Differentialekvationer

Samband (som ska rdda i varje 6gonblick) mel-
lan tillstindsvariablerna (positioner & hastigheter)
och deras derivator.
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Tva kroppar (sol + en planet, dubbelstjdrna):

o Lostes av Newton.

o Kigelsnitt (ellipser/parabler /hyperbler).
Tre eller fler kroppar:

e Extremt svart problem! Sysselsétter forskare
dn idag.

e Man kan ej skriva upp nagon formel som ger
16sningen for godtyckligt starttillstand.
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Man far forsoka hitta andra sétt att forsta eller forutsdga
systemets beteende, dtminstone kvalitativt.

e Hur kan man simulera systemet i dator pa ett
tillforlitligt satt?

e Ar vart eget solsystem stabilt?
e Kan man beskriva vissa losningar exakt?

- Liksidig triangel (Lagrange, 1770-talet) och andra central-
konfigurationer.

— Tre kroppar i en atta (2000) och andra krumelurer.
(Sokord: “n-body choreographies”).

— Singularitet utan kollisioner (1992).
("Till oandligheten pa andlig tid.”)
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Tidsdiskreta system

= dynamiska system dar tillstdindet dndras i
steg istdllet for kontinuerligt.

Man utfor ndgon matematisk operation gang pa
gang (samma operation i varje steg).

Detta kallas att “iterera” (= upprepa) operationen.
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Exempel. Upprepad kvadratrotsutdragning.

Starttillstind 10000  (t.ex.)
Efter 1 steg 100

Efter 2 steg 10

Efter 3 steg 3,1622776601 . ..
Efter 4 steg 1,7782794100. ..
Efter 5 steg 1,3335214321 . ..

Efter 10 steg 1,0090350448.. ..
Efter 20 steg 1,0000087837 ...
Efter 50 steg 1,0000000001 . . .

etc.

Okomplicerat beteende; talféljden konvergerar mot 1
(oavsett vilket positivt tal man startar med).
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Exempel. Borja med ett tal mellan 0 och 1 och iterera
funktionen f(x) = 2x(1 — x).
e Vilj startvidrde, t.ex. 0,75.
o Iterera:
2-0,75-(1—-0,75) = 0,375
2-0,375- (1—0,375) = 0,46875
)=
)=

2-0,46875 - (1 — 0,46875) = 0,498046875
2 -0,498046875 - (1 — 0,498046875) = 0,49999237060546875

Talfoljden konvergerar mot 0,5 (oavsett starttillstand).
(Man kan notera att 0,5 dr en fixpunkt for f, dvs £(0,5) = 0,5.)
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Om man byter ut konstanten 2 mot nagot annat kan dock
systemet bete sig helt annorlunda:

Funktion som itereras | Vad talfoéljden konvergerar mot

2x(1—x) | fixpunkt0,5

25x(1—x) | fixpunktO0,6

33x(1—x) | 2-cykel
(hoppar mellan 0,823603 . .. och 0,479427 .. .)

35x(1—x) | 4-cykel
(0,826940...0,500884 . .. 0,874997...0,382819...)

355x(1 —x) | 8-cykel

3,565x(1 —x) | 16-cykel

3,57x(1 —x) | konvergerar inte
("kaotiskt” uppforande — fortsatter hoppa runt till
synes slumpmassigt, hur linge man &n itererar)
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Det var inte forrdn pa 60- och 70-talen som man pa all-
var insdg att dven véldigt enkla dynamiska system kan
uppvisa oerhort komplicerat beteende.

e Iteration av f(x) = rx(1 — x) for olika védrden pa r, som ovan.
(Sokord: “logistic map”.)
o lteration av f(z) = z* + c for olika varden pa ¢, dar man later

z och ¢ vara komplexa tal (x + iy dér i2 = —1).

Mandelbrotmingden (svart):
De komplexa tal c for vilka talfoljden

(f0), £(£(0)), fFUF(£(0))), ---)

ar begrinsad.
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Integrabla system &dr motsatsen till kaotiska:

¢ Kan se mycket komplicerade ut...

e ...men har ndgon bakomliggande struktur
eller symmetri.

e Losningarna kan beskrivas (mer eller mindre)
fullstandigt.
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Exempel. "The Box—Ball System”
(Ett ultradiskret integrabelt system.)

Systemet utgors av en (odndlig) rad med lador. Varje
lada &r antingen tom eller innehéller en boll.

e Starttillstand:

Placera ut bollar i dndligt manga av
ladorna.

o Regel for att ga fran ett tidssteg till ndsta:
Flytta varje boll (i tur och ordning) till

narmaste lediga ldda till hoger.
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o Forutsatt att det finns ledigt utrymme till hoger sd kommer ett
sammanhéngande “block” med k stycken bollar att rora sig
med hastigheten k (dvs flyttas k steg at hoger i varje tidssteg).

o Nir ett snabbare block kor ikapp ett langsammare interagerar
de (6verflyttning av bollar).

o Icketrivialt faktum: om man bérjar med vélseparerade block
sorterade i hastighetsordning med det snabbaste till vanster,
sa kommer det efter alla interaktioner ut block med samma
hastigheter, fast i omvand ordning. (Som solitoner!)
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Den bakomliggande strukturen som forklarar detta &r
mer sofistikerad dn vad man skulle kunna tro.

En forbluffande arsenal av avancerad matematik har anvénts for att
analysera beteendet hos detta enkla system (och generaliseringar av
det):

o Kvantgrupper
o Tropisk algebraisk geometri
o Exakt 1osbara modeller fran statistisk mekanik

e Solitonteori
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Solitoner

e Solitir vag observerad 1834 av John Scott Russell pad kanal
i Skottland. Experiment i vattentank: storre vagor har hogre
hastighet, en tillrdckligt stor vdg bryts upp i flera mindre.

o Teoretisk forklaring av Korteweg & de Vries 1895.

Icke-linjir partiell differentialekvation for véghojden u(x, t). Har
I6sningar i form av en ensam fortskridande vag.

o Ovintad upptackt 1967: exakta losningar till KdV-ekvationen
som beskriver interaktion mellan flera vagor — “solitoner”.
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Exempel pa tvésolitonlosning till KdV-ekvationen:
_ 72[3+4cosh(2x — 8t) + cosh(4x — 64t)]
[3 cosh(x — 28t) + cosh(3x — 36t)] 2

u(x,t)
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Till slut lite om nédgot jag sjdlv forskar om:

Spetsiga solitoner

(Pa engelska: peaked solitons = peakons.)

u(x,t)
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Spetsiga solitoner dyker upp som losningar till vissa
andra ekvationer, ocksd med rotter i teorin for vatten-
vagor. Den mest kdnda dr Camassa—Holm-ekvationen
(1993):

ou  du + 3y ou Zali+ u
ot  oJx2ot Ix ox Ox? I3

(Anm.: I denna modell representerar u(x, t) inte de vdgor man ser pa vattenytan,
utan en hastighetskomponent hos vattenrorelsen pa ett visst djup under ytan.)

19/24



Rorelsen hos dessa vagor styrs av ett dynamiskt system.
e Tillstdnd: Positionen x; och amplituden my for
varje soliton (k = 1,2,..., N).

e Differentialekvationer:

— Hastigheten dx; /dt for soliton nummer k &r
lika med hojden hos végen u i punkten x;.

— Amplitudens dndringstakt dmy /dt ges av
(—my) ganger medelvirdet av lutningarna
for hoger- och vanstertangenten till u:s graf
i punkten xj.
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Mirakuldst nog gar detta komplicerade system att 16sa exakt for god-
tyckligt antal solitoner. T.ex. for N = 3:

(A1 — A2)%(A1 — A3)*(A2 — A3)?b1bybs
Ljck AFAR (A — Ax)?bjby

LA = Ae)bby

B )\%bl + /\%bz + )\%bg

x3(t) = In(by + by + b3)

X1 (t) =In

Xz(i’)

Ar = konstant
() = Yjak ATAZ (A} — Ak)?bjby (bk(t) = b(0) e‘/"k)
AMA2As Tjox AjAe(Aj — Ax)2b;by
ma(t) = 0T A+ A3bs) By () — by

()\1b1 + Agby + /\3h3) Zj<k )L,)\k()k] — )Lk)zb]'bk

) — by + by + b3
SV Xiby + Asby + Asbs
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Losningsformlerna i sig dr kanske inte sd spannande
som metoderna for hur man finner dem.

o Kopplingar till massor av klassisk matematik.

(Ortogonala polynom, kedjebrak, etc.)

o Invers spektralteori for vibrerande strang.

("Kan man hora hur en strangs massfordelning ser ut?”)
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Vad jag sjdlv sysslat med mest:
o ”Sldktingar” till Camassa—Holm-ekvationen.
(Degasperis—Procesi, Novikov, Geng—Xue)
o Inte lika starkt kopplade till klassisk matematik.

e Man behover generalisera en del klassiska begrepp
for att berdkna losningsformlerna for de spetsiga
solitonerna.

o Generaliseringarna har visst matematiskt intresse
i sig sjdlva (oberoende av dynamiska system).

23/24



Tack for mig!



