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Allmint

Denna kurs 4r obligatorisk pa alla LiU:s civilingenjérsprogram i Linképing. Programmen D, IT, U, KB, TB
laser den i period vt1, liksom M, DPU, EMM. Ovriga lédser den i period ht2. Lisam anvinds fér ndrvarande
inte i denna kurs, utan all information finns pa kurshemsidan: courses.mai.liu.se/GU/TATA41/.

Litteratur

¢ Kursbok: Matematisk analys: En variabel av Goran Forsling och Mats Neymark, andra upplagan,
Liber, 2011, ISBN 978-91-47-10023-1. Kursen omfattar kapitel 3-6.

¢ Problemsamling: Problem for envar, MAI, 2018 eller 2019, Tryckakademin (Karallen, LiU).

Undervisning och hemarbete

[Lank till Foreldsnings- och lektionsplan pé s. 3.]

Undervisningen bestar av 15 foreldsningar (30 timmar) och 16 lektioner (32 timmar). Kursens storlek &r
6 hp, vilket motsvarar c:a 160 timmars arbete, och eftersom den schemalagda tiden 4r 62 timmar sa blir
den rekommenderade sjdlvstudietiden 98 timmar.

Foreldsningarna behandlar valda delar av teorin, samt tar upp en del exempel. Foreldsningarna har
inte som ambition att téicka allt som ingar i kursen; det finns det inte tid till. Resten far man lisa sig
till i kurslitteraturen.

Lektionerna dgnas at eget arbete med 6vningsuppgifterna i problemsamlingen, och gidrna dven
gemensamma diskussioner i klassen. De flesta lektionerna innehéaller manga fler uppgifter in vad
en typisk student hinner rikna pa tva timmar, s du bor rikna med att gora de flesta uppgifterna
utanfor schemalagd tid. Om du gér till en lektion of6rberedd kommer du troligen bara att hinna med de
forsta uppgifterna pé& programmet, vilket oftast dr enklare uppvarmningsuppgifter. Detta ar inte effektiv
anvdndning av lektionstiden. Gor s manga uppgifter du kan i férvig, sa att du har chansen att hinna
fa hjélp med de svarare uppgifterna pa lektionen.

Examination

Kursen examineras genom en skriftlig tentamen (TEN1) med 5 timmars skrivtid och 7 uppgifter. Varje
uppgift bedoms som godkind (vilket ger 2 eller 3 podng) eller underkédnd (0 eller 1 podng). For att fa
betyg 3/4/5 behdvs 3/4/5 stycken godkdnda uppgifter och dessutom sammanlagt 8/12/16 podng. Gamla
tentor finns péd kurshemsidan.

Forkunskaper

Grundkurs i matematik (TATA79, TATA68, TATM79 eller motsvarande).

Det dr helt n6dvandigt att behédrska grundldaggande algebra (brakrékning, potenslagar, polynomdivision,
binomialsatsen, m.m.) samt rékneregler och egenskaper f6r de funktioner som behandlas i grundkursen:
exponentialfunktionen, logaritmer, trigonometriska funktioner, arcusfunktioner. Du behéver ocksa
kunna hantera olikheter och absolutbelopp, samt forstd vad orden definition, sats och bevis betyder.
Komplexa tal forekommer inte sd mycket i den hér kursen, férutom att Eulers formler
. elX 4 g~ ix el _ p—ix
e'* =cosx+isinx, cos X = ———, sinx = 57

dr anviandbara vid utrdkning av vissa trigonometriska integraler.


http://courses.mai.liu.se/GU/TATA41/

Vad handlar kursen om?

Matematisk analys dr den del av matematiken som handlar om begreppen grinsvirde, derivata och
integral, samt sidant som som bygger pa detta, exempelvis differentialekvationer som tas upp i TATA42
(Envariabelanalys 2) och i sin tur anvénds i otaliga tilldimpningar inom naturvetenskap och andra &mnen.
Dessa begrepp bor vara bekanta frdn gymnasiematematiken, men i denna kurs kommer vi att ga betydligt
djupare, med storre krav bade pé raknefardighet och pé teoretisk forstaelse. Kursen borjar fran grunden,
sé i princip behdver man inte kunna ndgot om dmnet innan. Det underldttar dock mycket om man fran
gymnasiet har fatt med sig lite kédnsla for idéerna. En bra 6verblick (som dven innehéller vissa saker som
kommer i senare kurser) ges i videoserien The Essence of Calculus pa YouTube-kanalen 3Bluel Brown:
3blb.co/calculus.

Analysen har en lang och invecklad historia, som t.ex. innefattar area- och volymsberdkningar i
antikens Grekland, men man brukar sdga att den foddes i slutet av 1600-talet nér Isaac Newton och
Gottfried Wilhelm Leibniz oberoende av varandra utvecklade infinitesimalkalkylen, med vars hjélp vissa
typer av resonemang som tidigare varit svara och komplicerade kunde ersédttas med enkla utrdkningar,
t.ex. nér det géllde att bestdimma arean under en kurva. Denna kalkyl anvédnde sig av infinitesimaler,
tal som man forestéllde sig som "odndligt sm&” men dnda inte noll: en positiv infinitesimal ¢ uppfyller
0 <¢ < 1/n for alla positiva heltal n. Derivatan definierades som férhéllandet mellan tva infinitesimaler,
och integralen som en summa av odndligt ménga infinitesimaler. Datidens matematiker hade vissa
problem att férklara exakt vad for slags tal infinitesimalerna var egentligen, men det hindrade inte att de
nya metoderna framgangsrikt anvindes for att 16sa ménga problem, t.ex. av Leonhard Euler som var den
mest framstdende matematikern under 1700-talet. Euler publicerade 1748 en berdmd larobok i analys,
Introductio in analysin infinitorum (Introduktion till analysen av det odndliga).

Den version av analysen som ni kommer att fa ldra er 4r annorlunda formulerad, och &r resultatet av
manga matematikers arbete med matematikens logiska grundvalar under 1800-talet (Augustin-Louis
Cauchy, Bernhard Riemann, Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Georg Cantor, m.fl.). Hir anvinds
bara det reella talsystemet, som inte innehéller négra nollskilda infinitesimaler: det enda tal x € R som
uppfyller |x| < 1/n for alla positiva heltal n dr x = 0. Definitionerna av derivata och integral baseras
istdllet pd begreppet grinsviirde, som vi tar upp i borjan av kursen, och som ocksd hanger ndra samman
med ett annat viktigt begrepp, kontinuitet.

Fortfarande anvdnds dock vissa skrivsidtt med ursprung i infinitesimalkalkylen: derivata skrivs ibland

ay
dx

dér dy och dx frdn borjan symboliserade “infinitesimala &ndringar av variablerna y resp. x”, och inte-
graler skrivs

ff(x)dx

dér integraltecknet [ &r ett stiliserat S som i summa, vilket indikerade att man skulle “summera” de
odndligt manga infinitesimalerna f(x) dx for alla x i ndgot intervall.

Det kan ndmnas att det numera faktiskt ocksa finns sétt att rigordst formulera analysen med hjilp av
infinitesimaler; t.ex. utvecklade Abraham Robinson pé 1960-talet ickestandard-analysen, som bygger pa
det hyperreella talsystemet, ett talsystem som utvidgar det reella talsystemet till att innehélla oandligt
smé och odndligt stora tal. Dér definieras t.ex. derivatan genom att man dividerar tva infinitesimaler och
sedan "avrundar” det hyperreella resultatet till ndrmaste reella tal. Men detta dr ett &mne fér en annan
kurs!


http://3b1b.co/calculus

Foreldsnings- och lektionsplan

Foreldsning 1. Grénsvirde & kontinuitet 4
Lektion 1 . . . . . o e e e 9
Foreldsning 2. Grinsvirde & kontinuitet, forts. 10
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e 1ditt schema kan det eventuellt vara s att nagon lektion kommer senare i forhallande till forelds-
ningarna jaimfért med ordningen i programmet.

¢ Problem mirkta med ”B” finns i boken, problem med ”P” finns i problemsamlingen.

* De stjirnmarkerade uppgifterna ar ofta lite mer utmanande; de kan krédva béttre raknefardighet,
eller en djupare teoretisk forstéelse, eller att man maste fé en ljus idé, osv.

* Till varje foreldsning finns ldsanvisningar till kurslitteraturen, en 6versikt 6ver vad som kommer att
tas upp, samt diverse kommentarer. Dessa kommentarer 4r inte foreldsningsanteckningar, utan
det ror sig ofta om saker som inte kommer att hinnas tas upp men som kan vara bra att ha pa
papper dnda: repetition, extra exempel, alternativa férklaringar, réttelser till boken, varningar fér
vanliga fel, anmérkningar om olika skrivsitt och konventioner, historiska detaljer, med mera.
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Foreldsning 1. Grénsvirde & kontinuitet
Innehall
¢ Avsnitt 3.1-3.2 i kursboken, samt lite frdn borjan av avsnitt 3.3 (fore Sats 3.5).

* Vi borjar med att sdga ungefdr vad gransvarde och kontinuitet 4r, for att snabbt kunna komma
igdng och rdkna pé Lektion 1. De exakta definitionerna tas upp pa nésta foreldsning.

¢ Grinsvirdet

lim f(x)

(latin limes, engelska limit) dr det virde som funktionen f "borde ha” i punkten a for att det ska
stimma Overens med funktionens viarden i de omkringliggande punkterna. (Det kan hinda att det
inte finns nagot sddant virde, dvs. att gransvirde saknas.)

Ofta ndr man undersoker gréansvirdet ndr x — a s &r det for att f dr odefinierad i punkten a. Men
det kan dven hidnda att f redan har ett vérde i punkten a. I sa fall ska man ignorera detta virde f(a)
vid gransvirdesberdkningen, och bara ta hénsyn till virdena f(x) for x # a.

y
fla) + °
lim f(x) +
~__| a x

¢ Funktionen f sdgs vara kontinuerlig i punkten a ifall den har ”det rédtta” vardet dir, alltsd om
funktionsviérdet f(a) &r definierat (dvs. a € D¢) och gransvérdet lim f(x) existerar och de 6verens-
X—a

stimmer med varandra:

fla@=lim f(o) |

~_| a X

Om a € Dy och f inte dr kontinuerlig i a sa ségs f vara diskontinuerlig i a. (Det kan t.ex. se ut
som i den forsta figuren ovan, dir gransvardet existerar men f(a) inte 6verensstimmer med detta
virde.)

Ifall a ¢ Dy dr det meningsldst att tala om kontinuitet eller diskontinuitet i punkten a. (Vad man
déremot kan fréga sig i det ldget 4r om det gér att utvidga funktionen, genom att tilldela den ett
varde f(a) i punkten a, sé att den blir kontinuerligi a.)

¢ Tva synonyma skrivsétt:

}lg_r)r}l fx)= ("limes av f(x) drlikamed...”)
f(x)—» dd x—a ("f(x) gdrmot...”).

eller
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* Andra sorters griansvirden: hoger- och vinstergrinsviirde (x — a*), grinsvirde i oéindligheten
(x — +00), oegentligt griansvirde (f(x) — +00).

* Négra rdknelagar. Nagra grundldggande enkla gransvéarden ("standardgransvérden”).

* Berdkning av mer komplicerade gransvirden genom att kombinera standardgrdnsvirden med
hjilp av rdknelagar.
De flesta gransvirdesutrédkningarna i denna kurs gors pa detta sétt, och de bor redovisas sé att det
tydligt framgar vilka standardgriansvéarden och raknelagar man har anvént sig av.

Om man vid en gransvirdesundersokning har ett uttryck dédr ingen rakneregel ar tillimpbar, t.ex.
en kvot dir bade tiljaren och ndmnaren gar mot noll, eller en differens dir bada termerna gar
mot oidindligheten, sa far man forsoka gora algebraiska omskrivningar for att komma runt det
problemet.

Kommentarer

¢ Gransvirdesuppgifter formuleras ofta "undersok )lcmgl f(x)”. Detta betyder "rdkna ut gransvardet

om det existerar, eller visa att det inte existerar”.

e Skrivsittet ”lim f(x) = A” kan jamforas med frasen "mitt resmal dr Spanien”, medan skrivsattet
X—a

" f(x) — Ada& x — a” dr som att sdga "jag reser till Spanien”. Méanga studenter mixar tyvérr dessa tva
skrivsétt pd mer eller mindre harresande vis, vilket leder till padstdenden motsvarande "mitt resmal
reser till Spanien” eller "jag dr Spanien”. Férsok att undvika detta. Grundregeln 4r enkel: skriv det
du menar, och inte nédgot annat!

¢ Symbolerna +oo och co dr synonyma (i reell analys &tminstone). For det mesta skriver vi bara
X — oo, men ibland kan man skriva x — +co om man vill betona eller kontrastera lite extra.

* Observera var plus- eller minustecknen skrivs nér det géller héger-/vinstergransvérde respektive
gransvirden i odndligheten:

x— gt — plus/minus stér uppe till hoger (betyder: x gér mot a € R fran hoger/vénster pa tallinjen)

X — +00

plus/minus star framfor (betyder: x gar obegransat langt at hoger/vanster pa tallinjen)

Aldrig séhar:
x—>oot — fel!

For vad skulle det betyda egentligen? Om x — oo*, ska man d& nidrma sig oo frén hdger, eller vad?
Hur skulle det ga till?!?

¢ Det rekommenderade séttet att redovisa gransvardesutrakningar ar sahar:

)lcl_r)r}l fx) :’ Skriv resultatet héir |,  eftersom
fx)=(-)
=(-) Gor ldmpliga algebraiska omskrivningar
=(-) tills du kommer i ett ldige ddr du kan tilldmpa
=(-) standardgrdnsvdrden och riknelagar.
- D, dédx— a. Sedan kan sjdlva "grdnsévergdangen” goras.

Observera att alla gransviarden berdknas i ett enda steg, dvs. det far bara finnas en gransvirdespil
”—” jutrakningen. Och efter pilen, ndr man har litit x g mot a, far det inte finnas négra x kvar.
Alla ”x” i uttrycket representerar ju samma tal, s& om ett x gar mot @ maste alla andra x ocksa gora
det samtidigt.
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¢ Man kan ocksa skriva sdhér, men det d&r mindre lampligt:

lim f(x) = lim¢(---)
X—a X—a
= ;lcl—I.I}l () Obs. att det mdste sta ”chilllll” i varje steg fram till grénsévergangen.

x—a

X—a

o y_»

= D Vid grinsovergdangen ska det sta "=, inte "— . (Grénsvdrdet sjéluvt,

alltsd lim (--+), gar ju ingenstans, det dr funktionen som gar mot
X—a

grdnsvirdet.) Skriv inte heller "dd x — a” efterdt, det dr redundant.

Det finns flera anledningar till att detta dr sdmre:

— Man méste skriva ”lim” en massa ganger.
X—a

- Alla likheter "hinger i luften” tills man pé slutet verkligen visar att gransvardet existerar.
Réknelagarna &r ju bara giltiga under vissa férutsédttningar, t.ex. "om f(x) — A € R och
g(x) — BeRségiller f(x)+g(x) — A+B”, sd om man ska vara riktigt petig kan man egentligen
bara skriva

:)lg%(f(x)+g(x)) :)lclirtllf(x)-}-)]CliI}zg(x) =

eller

ifall man redan har visat att 116111111 f(x) och )lclircll g(x) existerar (som vanliga gransvérden, inte
oegentliga).

— Man kan fa problem med detta skrivsdtt om det dyker upp oegentliga gransvérden (se kom-
mentar nedan om redovisning av oegentliga gransvérden).

- Resonemanget kan bli svarare att folja, eftersom det &r frestande att borja blanda algebraiska
omskrivningar och gransvirdesutrdkningar huller om buller. T.ex. ser man ibland féljande
typ av utrdkning i samband med de mer avancerade standardgréansvirden som kommer lite
senare i kursen:

sin2x . sin2x 2x ? . 2x
im——=lim — — =lim—o— =
x—0In(1+3x) x—0 2x In(1+3x) =x—0In(l1+3x)
1
(std.gr.v.)

Den rodmarkerade likheten dr visserligen sann (vilket kan visas med produktlagen for grans-
varden), men sa som det dr redovisat ovan tycker jag inte att motiveringen ar tillrackligt bra
for att t.ex. godkdnnas pa en tenta. For om du skriver sa, hur vet ldararen som ska bedoma
tentan att du har tinkt rétt, och inte bara har gjort dig skyldig till den klassiska tankevurpan
’stegvis grinsévergang”, dir man later x — a for vissa x men inte for alla? Som i det har
fallet, dar den rédmarkerade likheten inte 4r sann:

Fel)  Lm@1+x)Y*£lim1Y*=1lim1=1.
(Fel’) xlf(’)@-‘lx) Yy Aty

(Det korrekta svaret &r e enligt Sats 3.11e i boken.)

¢ Och sihir ska man definitivt inte skriva:

)lcl_r}}l fx) = fx) (Fel!) Utan "im” i hogerledet dir likheten inte sann!

=(-") (Det star ju en konstant i VL och en funktion av x i HL.)

~]
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Detta ar ett mycket vanligt fel, men skriv inte s& dr du snéll, det ser jattefult ut! Anvind bara
likhetstecken for att markera att tvd matematiska objekt (tal, funktioner, vektorer, etc.) verkligen &r
lika, inte som nagot slags allmént skiljetecken som kan sldngas in var som helst med betydelsen
"nu sétter jag igdng” eller "nu hénder det négot” eller dylikt. (Likasd med implikationspilen ” =",
den ska bara anvédndas for att markera att ett logiskt pastadende medfor ett annat.)

En tumregel vid gransvéardesutrdkning &r att "bryta ut dominerande bidrag”. T.ex. sdhér:

im ==, eftersom = = AN == dix— oo,
x—o0 5x3+7x 5 5x3+7x x3(5+%) 5+% 5+0 5

3:x°+4x% 3 3x%+4x*  X°B+3)  3+%1 340 3

eller

3x%+4x2 _

3x3+4x%  x%(3x+4) 3x+4 0+4
im——= — — _
x—0 5x3 +7x

= =X- — U =
5x34+7x  x(5x%2+7) 5x2+7 0+7

0, eftersom 0-% =0 dax—0.
Ur téljare respektive ndmnare bryter vi alltsé ut en lamplig faktor (blatt), med syftet att vi i varje
parentes efter utbrytningen ska fa kvar en nollskild konstant plus ”skrdaptermer” (rott) som gar
mot noll pé slutet och inte paverkar gransvérdet.

Ibland behéver man bryta ut det dominerande bidraget ur ett deluttryck for att komma vidare.
T.ex. finns det ingen rdknelag fér logaritmen av en summa, In(A + B), men om man bryter ut en
faktor ur summan A + B sé far man logaritmen av en produkt, och def finns det ju en raknelag for,
In(ab) =Ina+Inb.

Exempel.
1 2
lim —n(x +1) =2,
x—oo Inx

eftersom

In(x2+1)  In(x*(1+ ) 1n(x2)+1n(1+§) 21nx+ln(1+%)

Inx Inx Inx Inx

=2+ 3 -In(l+5)—240-0=2 ddx— oo.
-0  —In(140)

Angaende oegentligt grinsvirde, kom ihédg att co och —oo bara dr symboler, inte reella tal.
Vi kan tillata oss att skriva ”lim f(x) = co”, men enbart som synonym till ” f(x) — co dd x — a”; vi
X—a

kan inte borja rdkna med symbolen co som om det vore ett vanligt tal. Det finns visserligen nagot
som kallas for det "utvidgade reella talsystemet”, som bestér av de reella talen tillsammans med
symbolerna +oo, samt vissa rakneoperationer definierade pa denna méngd. Av pedagogiska skil
rekommenderas dock att du i denna kurs inte anvinder detta utvidgade talsystem f6r att skriva
saker som "co+5 = oc0”, for da dr det ldtt hant att man frestas att d&ven borja skriva andra saker
som absolut inte dr acceptabla, t.ex. "oo—oo = 0. De fyra raknesétten och andra rdkneoperationer
anvénder vi alltsa bara pd vanliga reella (eller komplexa) tal i denna kurs.

T.ex. i rdknelagen
lim (£ (x) + g(x)) = lim £(x) + lim g(x)

forutsitts det att det dr vanliga gransvdrden man talar om, inte oegentliga gransvirden.

Tyvérr dr beteckningen "lim” lite tvetydig. Om det inte framgar ur sammanhanget huruvida man
tilldter oegentligt gransvirde eller inte, sd kan man behova gora en kommentar om detta vid sidan
av, t.ex. via uttryck som "om grénsvéardet si-och-sd existerar (dndligt), s géller det-och-det”, dar
den instuckna parentesen med ordet "dndligt” markerar att det maste vara ett vanligt gransvirde,
inte oo eller —co.
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* Oegentliga grinsviarden uppfyller egna raknelagar som formuleras separat (4ven om kursboken
tyvarr inte &r sarskilt tydlig pa den punkten, utan rdknar med att lasaren sjdlv ska kunna inse vilka
lagar som géller).

Haér dr négra stycken réknelagar fé6r summor:

Om f(x) — oo och g(x) — oo sa giller f(x)+ g(x) — co.

Om f(x) — oo och g(x) — A€ Rsé giller f(x) + g(x) — oo.

Om f(x) — oo och g(x) 4r nedat begrinsad' sa giller f(x) + g(x) — oo.

(Obs. att det inte finns nagon réknelag fér f(x) + g(x) om f(x) — oo och g(x) — —o0.)

Och for produkter:

Om f(x) — oo och g(x) — oo sa giller f(x) g(x) — oo.
Om f(x) — oo och g(x) — A€R, dir A dr positivt, sa giller f(x) g(x) — oo.

Om f(x) — oo och g(x) dr nedat begrinsad bort fran noll? s& giller f(x) g(x) — oo.

Motsvarande regler med ombytta tecken pa f(x) och/eller g(x) giller saklart ocksa, t.ex. om
f(x) = oooch g(x) — A€R, dir A dr negativt, sa giller f(x) g(x) — —oo.

— (Obs. att det inte finns nagon riaknelag for f(x) g(x) om f(x) — oo och g(x) — 0.)
Och for reciproka virden:

- Om f(x) — oo sagiller 1/ f(x) — 0.
— Om f(x) — 0 och f(x) > 0 (viktig forutsittning!) sa géller 1/ f (x) — oo.

Samt ett slags motsvarighet till instdngningsregeln ("utknuffningsregeln”, kanske?!):
- Om f(x) — oo och f(x) < g(x) s géller g(x) — oo.
Man kan alltsé t.ex. dra en sddan hér slutsats:

f(x) +gx) — oo, dadx— a.
—00 —43
[ —

—00

Men redovisa alltsd inte detta pa féljande vis:

)lcig}l(f(x) + g(x)) = lim £(x) + lim g(x) = c0+43 = 0o,

Boken (s. 133) listar f6ljande "farliga typer av gransviarden” dar rdknelag saknas:

0 0o
yp —, typ —, typ 0- o0, typ oo —oo.
0 oo
Uttrycket "grénsvirde av typ 0/0” betyder att man soker gransvérdet av ett brak ddr man vet att
tdljaren och ndmnaren gar mot noll. Enbart utifrdn denna kunskap kan man alltsa inte dra nagon
slutsats, och samma f6r de andra typerna.

Det finns dock ytterligare ndgra farliga gransviardestyper som ocksa bér ndmnas:

typ 1°°, typ oo°, typ 0°.

1"Nedat begrinsad” betyder att det finns en konstant C € R sidan att g(x) = C. Det ricker om detta giller i nirheten av det som
x gér mot, dvs i ndgot punkterat intervall 0 < |x — a| < § ifall x — a € R, eller i nagot intervall x > w ifall x — co. De féregdende tva
réknelagarna ar specialfall av denna.

2Dvs. det finns en konstant C sadan att g(x) = C > 0. Aven hir réicker det att detta giller i nirheten av det som x gér mot.
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Angéende det sistnimnda fallet finns det mycket goda skl att 1ata 0° = 1 per definition (iven
om en del mindre upplysta killor séger att 0° 4r odefinierat). Bl.a. #r det ju s& man vill tolka
konstanttermen aox° nir man sétter in x = 0 ett polynom p(x) = Yo arx*, och binomialsatsen
(x+"= ZI’Z:O (Z)xky”’k med x =0, y=1och neN har 1i vinsterledet och 0% hogerledet, och
antalet funktioner fran en mingd med n element till en méngd med m element dr m”, vilket borde
ge 1 for antalet funktioner frdn tomma méngden till sig sjélv, och sé& vidare. .. Men detta betyder
alltsd inte att ett grdnsvdrde av typen

(ndgonting som gar mot noll) M8enting som gér mot noll
maste bli 1. Ett trivialt motexempel &r att 0* — 0# 1da x — 0.

Det finns négot som kallas 'Hopitals regel (eller ’Hospitals regel med den ursprungliga franska
1600-talsstavningen av namnet), som kan anvindas for att berdkna vissa gransvéarden av typ 0/0
eller co/oo med hjilp av derivering. P4 vissa platser (t.ex. USA) lar man ofta ut denna regel som ett
slags universalverktyg fér gransviarden, men det gor vi inte hér, utan snarare tvértom:

I denna kurs vill vi att ni inte anvinder 'Hopitals regel!

Det finns flera pedagogiska anledningar till detta:

1. Erfarenheten fran tusentals rédttade tentor visar att det &r ytterst sdllsynt att de som trots denna
uppmaning forsoker anvdanda I'Hopitals regel lyckas gora detta korrekt, dvs. att verkligen
redovisa en verifikation av att alla de n6dvéandiga forutsittningarna dr uppfyllda.

2. Attanvdnda 'Hopitals regel slentrianméssigt uppmuntrar inte till férstaelse.

3. Ofta nér det géller enklare gransvédrden hér i TATA41 &dr det logiskt cirkelresonemang (eller
atminstone nédrapd) att anvinda 'Hopitals regel, eftersom man vid deriveringen vésentligen
anvinder det gransvirde som man dr ombedd att rdkna ut.

4. 1 TATA42 (Envariabelanalys 2) kommer ni att 14ra er att berdkna mer komplicerade gréns-

varden med hjélp av s.k. Taylorutveckling, och da skulle ni &ndé inte ha nagon storre nytta av
I'Hopitals regel ldngre.
(I de fall dar de inblandade funktionerna &r sipass snélla att bada metoderna 4r tillimpbara
sd dr det inte mera jobb att Taylorutveckla s& langt som det behovs dn att derivera s ménga
ganger det behovs, och I'Hépitals regel kan i detta fall bevisas pa en rad med Taylorutveckling.
Regelns verkliga anvéandbarhet ligger snarare i att den kan tillimpas i teoretiska sammanhang
under svagare férutsittningar, men det dr inget som ni kommer att rdka ut for hér, och i detta
allménna fall 4r beviset inte alls sa enkelt.)

Lektion 1

Paminnelse: B-problem finns i boken, P-problem i problemsamlingen. Stjarnmarkerade uppgifter ar
"extraproblem” (oftast lite mer krdvande).

En liten pdminnelse om absolutbelopp: P3.2.

Blandade gransviardesproblem: B3.1, B3.2, B3.7, B3.10, B3.8 (instdngningsregeln, se Sats 3.3),
P3.5a, P3.6, B3.11 (ledtrad till b-uppgiften: férling inte med konjugatet!), B3.12.

Hoger- och vénstergransvirde: B3.14, B3.15, P3.11.
Gréansvirde med variabeln x i bdde basen och exponenten: P3.12.
Ett allmént tips i sddana fall 4r att skriva om uttrycket sdhar:
F0)8W = (elnf(x))g(x) — p8WInf(x)
Da far man alla x samlade uppe i exponenten, vilket 4r enklare att hantera.
Inledande 6vningar om kontinuitet: B3.17, B3.18, B3.19, B3.20.

Limes av limes (spelar ordningen roll?): P3.7*.
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Foreldsning 2. Grénsvirde & kontinuitet, forts.

Innehall
e Samma avsnitt i boken som till Féreldsning 1.

* Noggrann definition av exakt vad som menas med griansvarde. Detta &dr kanske det svaraste mo-
mentet i hela kursen, sa var beredd pa att det troligen ligger pa en rejélt hogre svarighetsniva &n all
matematik du har sett forut. Forsok att tdnka igenom Definition 3.2 och 3.3 i forvig, sd har du en
béttre chans att forsté vad som ségs pa foreldsningen.

¢ Néagra exempel pa hur man bevisar saker utifrdn gransviardesdefinitionen.

Kommentarer

¢ Definition av gransvirde. (Def. 3.2a i boken.) Skrivséttet

‘f(x)—»A dix—a

(dér a € Roch A € R) betyder att funktionen f har féljande tva egenskaper, alltsa att bade villkor
G1 och villkor G2 giller:

G1. Definitionsméngden Dy innehéller punkter godtyckligt ndra a (men skilda frén a), dvs. for
varje § > 0 existerar x € Dy som uppfyller 0 < |x—al <§.
(Synonymt uttryckssétt: punkten a &r en hopningspunkt till mdngden Dy.)

G2. For varje € >0 finns 6 > 0 sddant att | f(x) — A| < for alla x € Dy sddana att 0 < |x — a| < 6.

* Observera att denna definition inte sédger ndgonting om hur man ska béra sig at for att hitta ett
sddant tal A (om det finns); det dr en senare fraga. Den sédger bara vad som mdste giilla for att
talet A ska rdknas som griansvirde av f(x) da x — a. For varje givet tal A kan man alltsa stélla en
ja/nej-fréga till definitionen, och fa ett otvetydigt svar: dr det sant eller inte att f(x) gr mot just
dettatal Add x — a?

* Boken saknar foljande entydighetssats om att en funktion kan ha hégst ett grinsvéirde d& x — a:

Sats. Om f(x) -~ A;da x — aoch f(x) > Ay dd x — a,sd dr A; = As.

Bevis. For att hdarleda en motsigelse, anta att A; # Ap. Lat € vara ett positivt tal som &r mindre dn
halva avstandet mellan A; och Ay, till exempel € = %IAl — Ay|. Det forsta antagandet ” f (x) — A
dd x — a” medfor (enligt definitionen) att olikheten A; —& < f(x) < A; + ¢ giller fér alla x € D¢ i
négot punkterat intervall 0 < |x — a| < §,. Och det andra antagandet ” f (x) — A, d& x — a” medfor
pa samma sétt att Ay —e < f(x) < A, +eforallaxe Dyi nagot punkterat intervall 0 < |x — al < J>.
For de x € Dy som uppfyller 0 < |x — al < min(d1,0>) skulle alltsé f(x) samtidigt behova ligga i
intervallet ]A; — ¢, A; + €[ och i intervallet ] A» — €, A2 + £[. Men detta dr omdijligt, for dessa intervall
overlappar inte varandra (se figuren nedan); vi valde ju € sd litet att avstdndet mellan A; och A; ar

storre dn 2¢. O
y 5y 8y
>
0TI
Ay + % 1f(x)g} Ay—e<f(x)<Ar+e for O0<|x—al<d;
el 1 I .
| [
IS
| | .
Al + % L fw? ] Al—e<f(x)<Aj+e for O0<|x—al<é
R I !
>
51 5
—t
X
a xeDf
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¢ Motsvarande sats (med liknande bevis) géller dven for gransviarden da x — oo eller x — —oo, samt
for oegentliga gransvérden (t.ex. kan man inte samtidigt ha bade f(x) — cooch f(x) -~ AeRda
xX—a.

¢ Det dr denna entydighet som gor att det alternativa skrivsittet

lim /0= 4

ar meningsfullt. For om f(x) skulle kunna ha flera gransvarden da x — a skulle man inte kunna
tala om gréansvirdet i bestdmd form singularis.

¢ En annan enkel sak som inte visas i boken &r f6ljande extremt grundldggande standardgransvirde:
x—adix—a.

Med detta skrivsitt ser det ju helt sjdlvklart ut, men man maste faktiskt verifiera att funktionen
f(x) = x och talet A = a uppfyller definitionen av vad det betyder att f(x) — A d& x — a. Detta ar
dock inte svart: for varje € > 0 duger 6 = €. (Eller hur?)

Annu enklare ir fallet med en konstant funktion f(x) = ¢ (eftersom varje § > 0 duger, oavsett €):

c—cdax—a.

Forelasning 3. Satser om kontinuerliga funktioner
Innehall

* Resten av avsnitt 3.3 i kursboken.

¢ Exakt definition av kontinuitet.

¢ Kontinuitet hos invers funktion.

¢ De elementira funktionerna ar kontinuerliga.

¢ Satsen om storsta och minsta vdrde.

¢ Satsen om mellanliggande virde.

Kommentarer

* Definition av kontinuitet. (Def. 3.5 i boken.) Funktionen f sdgs vara kontinuerlig i punkten a ifall
den har endera av f6ljande tva (6msesidigt uteslutande) egenskaper, alltsd att antingen villkor K1
eller villkor K2 giller:

K1. Funktionsvérdet f(a) ar definierat, gransvérdet }lcl_r)r(ll f(x) existerar, och f(a) = )lcl_Ig f(x).

Med andra ord: ‘f(x) — f(a)da x— a‘.

K2. Funktionsvirdet f(a) dr definierat, men a &r en isolerad punkt i D ¢ (dvs. det finnsetttald >0
sddant att det punkterade intervallet 0 < |x — a| < ¢ inte innehéller nagra punkter x € D )

Och funktionen f ségs vara kontinuerlig (ritt och slétt) ifall den dr kontinuerlig i varje punkt
a€Dy.

e Intuition: For kontinuitet i en punkt krdvs for det forsta att "de omkringliggande punkterna kan
enas om vilket viarde f(a) borde ha”, dvs. att gréansvérdet existerar, och for det andra krivs att
f(a) ocksd "lyder grupptrycket” och har detta vérde. (Detta &r fall K1, "huvudfallet”.) Férutom om
“ingen av de omkringliggande punkterna har nagon asikt”, for da kan f(a) fa vara vad det vill, ingen
bryr sig! (Detta dr fall K2, "undantagsfallet”.)

11
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¢ 1 boken visas att alla de védlbekanta funktionerna fran grundkursen dr kontinuerliga (polynom,
rationella, exp & log, trig & arcus, belopp).

¢ Om négon ber dig tdnka pé en typisk kontinuerlig funktion ska du dock inte tdnka pa ett polynom
eller dylikt, utan p& ndgonting "elakare”, som en kurva 6ver en aktiekurs, ritad av en "odndligt
darrhé@nt” person, déar det forblir taggigt oavsett hur mycket man zoomar in:

y

¢ Ofta sdgs att en kontinuerlig funktion dr en funktion "vars graf kan ritas utan att lyfta pennan”,
men detta &r lite vilseledande! Ifall f:s definitionsmangd inte &r ett intervall s mdste man ju lyfta
pennan for att rita grafen, eftersom man inte far rita in nagot virde i punkter som inte tillh6r
definitionsméngden.

Ta t.ex. funktionen f(x) = 1/x, definierad for x # 0. Denna funktion &r kontinuerlig, eftersom den
ar kontinuerlig i varje punkt i sin definitionsméngd. Att den har en singularitet i punkten x =0
ar irrelevant. (Man bor f.6. inte sdga att f har en "diskontinuitet” i punkten x = 0, &ven om det
ofta slarvas med detta, dven bland matematiker. Det vore ju konstigt om en kontinuerlig funktion
skulle ha diskontinuiteter, eller hur? Begreppen "kontinuerlig i a” och ”diskontinuerlig i a” bor
endast tillimpas pa punkter a som tillh6r funktionens definitionsmangd.)

* Det dir undantagsfallet K2 med ”isolerad punkt i D¢” kan verka konstigt, och i boken é&r det
forvirrande nog tillagt som en kommentar efter Def. 3.5, som om det inte riktigt horde till defini-
tionen. Men det maste vara med, om foljande viktiga sats ska vara sann: en sammanséttning av
kontinuerliga funktioner idr kontinuerlig.

Exempel. Funktionen f(x) = Vx4 — x2 = v/x2(x2 — 1) 4r definierad for x*(x> — 1) = 0, dvs. fér x =0
eller x = 1 eller x < —1. Vi har alltsd 0 € D¢, men det &r en isolerad punkt i Dy, eftersom punkterna
i de omgivande intervallen |-1,0[ och ]0, 1[ inte tillhor D¢. Eftersom funktionen f &r en samman-
sdttning av kontinuerliga funktioner (polynom och kvadratrot) vill vi véldigt gdrna att den ska
raknas som en kontinuerlig funktion, dvs. kontinuerlig i alla punkter i dess definitionsméngd,
och i synnerhet kontinuerlig i punkten 0. Men }Ci_r% f (x) existerar inte, for villkor 1 i gransvardes-

definitionen ovan (att Dy ska innehdlla punkter godtyckligt néra 0) 4r inte uppfyllt. Allts& uppfyller
inte denna funktion det foérsta kontinuitetsvillkoret f(x) — f(0) d& x — 0, men den réknas dnda
som kontinuerlig i 0, eftersom det andra kontinuitetsvillkoret dr uppfyllt, dvs. att 0 &r en isolerad
punktiDy.

12
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Exempel. For att ta ett &nnu mer extremt (och kanske lite 16jligt) exempel sa ar funktionen f(x) =
V—1-x? inte definierad fér nagot x € R, dvs. Dy = @ (tomma méngden). Men den ir ju bildad
genom sammansdattning av kontinuerliga funktioner, s& borde den inte vara kontinuerlig enligt
den dér satsen?!? Ja, det &r den faktiskt! Definitionen av att vara kontinuerlig &r att f ska vara
kontinuerlig i varje punkt i D¢, och om det inte finns ndgra punkter i mdngden Dy sé ridknas detta
villkor enligt logikens lagar som "tomt sant” (eng. vacuously true) — det finns ju inga punkter som
skulle kunna falsifiera pastaendet.

Ofta definieras kontinuitet pé ett (skenbart) annorlunda sétt dn i kursboken:

Alternativ definition av kontinuitet. Funktionen f sigs vara kontinuerlig i punkten a ifall den har
foljande egenskap:

Funktionsvérdet f (a) dr definierat, och for varje € > 0 finns 6 > 0 sddant att | fx) - fla) | <
eforallax € Dy sddana att |x—al <4.

Intuitionen hdr &dr att man genom att hélla 4ndringen av indatavardet (frén a till x) tillrackligt liten
kan géra motsvarande dndring av utdatavérdet (fran f(a) till f(x)) sa liten som man vill.

Man kan visa att denna definition &r ekvivalent med bokens definition. Beviset 4r "trivialt” i den
meningen att det enbart bestar i att jaimfora med gransviardesdefinitionen och tidnka efter noga
vad som ségs egentligen. Det krdvs med andra ord ingen inspirerad snilleblixt f6r att kunna bevisa
pastaendet. Men detta dr inte samma sak som att det &r "enkelt”, dtminstone inte forsta gangen
man ser det, for vem har sagt att det dr enkelt att tinka efter noga?

Ar féljande pastaende sant?

Gransvirdet lim f(x) existerar om och endast om hogergransvirdet lim+ f(x) och
X—a X—a

vanstergransvardet xlirgf f(x) bada existerar och ér lika.

Nej, inte riktigt! Det dr sant om funktionens definitionsméngd Dy innehdller punkter godtyckligt
néra a, pa bada sidorna om a. Men ség att funktionen &r odefinierad i ndgot intervall Ja -9, a[ till
vanster om a, medan varje intervall av formen ]a, a + 61 till h6ger om a innehaller punkter ur D r
(dér 6 > 01ibada fallen). D4 dr det meningsldst att ens tala om vinstergransvérde, och begreppen
griansvirde och hiogergriansvirde kommer att sammanfalla! Dvs. for en sddan funktion géller
istdllet foljande pastaende:

Gréansvardet lim f(x) dr exakt samma sak som hogergransvirdet lim+ fx).
X—a X—a

Och pa samma sitt sammanfaller gransvarde och vinstergréansvarde ifall funktionen 4r odefinierad
till hoger om a.

Exempel. Vi brukar ju siga att funktionen f(x) = v/x, x = 0, 4r kontinuerlig. Detta ska gilla i varje
punkt i definitionsméngden, s i synnerhet ska det géilla i punkten x = 0:

V0 = lim V/x.
x—0

Och detta dr sant; gransvérdet existerar (och dr noll), men inte for att hoger- och vinstergransviardena
ar lika, utan for att vinstergransvirdet saknar mening och gréansvérdet darfor dr lika med hoger-
gransvérdet:

lim vx= lim vx=0.

x—0 x—0*

Sats 3.7 i boken, om grénsvirde hos sammansatt funktion, &r ej helt korrekt formulerad. Det kan
namligen finnas problem med definitionsméngden. Ta t.ex. f(x) = v/x och g(x) = —x?. Enligt
bokens version av satsen skulle dd den sammansatta funktionen f(g(x)) gd mot noll d& x — 0:

flg) = f(;aﬁ) — f(0)=v0=0,

-0

13
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eftersom f dr kontinuerlig i punkten 0. Problemet dr bara att den sammansatta funktionen
f(g(x)) = V—x2 dr odefinierad for alla x # 0, s& den saknar grinsvirde da x — 0!

Istéllet for att forsoka fixa till denna sats kan vi konstatera att vad som alltid dr sant, och som ocksa
ar mycket viktigare, dr att sammansittningen av tva kontinuerliga funktioner dr kontinuerlig.
Boken hédnvisar till Sats 3.7 som argument for detta, men det kan istéllet visas ganska enkelt direkt
ur den alternativa definitionen av kontinuitet som gavs i kommentarerna till Foreldsning 2.

Pa sa vis undgar man problemet med att férsoka formulera en korrekt sammanséttningsregel for
gransvéarden, vilket alltsa dr lite smalurigt.

¢ Frasen "anta att f &r kontinuerlig pa [a, b]” forekommer i flera av satserna i detta avsnitt. Men
vad exakt menar man med denna fras? Detta sédgs aldrig i kursboken (och detsamma géller ménga
andra kallor).

Den forsta tolkningen som man skulle gissa pa &r vél att det betyder att f dr kontinuerlig i varje
punkt x € [a, b].

Men ta t.ex. funktionen
2

xX°, om3<x<5,
fx) = .
0, forovrigaxeR.

Ar denna funktion "kontinuerlig pa [3,5]"? Nej, inte enligt ovanstdende tolkning, for f &r ju diskon-
tinerlig i punkterna x = 3 och x =5, som ju bada tillhér intervallet [3, 5].

A andra sidan 4r det uppenbart att f:s virden i punkter utanfér intervallet [3,5] &r helt irrelevanta
ifall man t.ex. skulle vilja underséka om f har ett storsta eller minsta virde pd [3,5]. S& man kanske
vill att den hiar funktionen faktiskt ska rdknas som "kontinuerlig pa [3,5]” s att man kan tillimpa
bokens formulering av satsen om storsta och minsta vérde pa den?

De bocker® som faktiskt 4r noggranna nog att definiera vad de menar med "kontinuerlig pa [a, b]”
brukar darfor sédga att det betyder att f:s restriktion till [a, b] 4r en kontinuerlig funktion.

I vart exempel syftar detta alltsa pa funktionen
g =x*  xel3,5],

vars definitionsméngd 4r exakt intervallet 3, 5], och som 6verensstdmmer med f(x) i detta intervall.
Och denna funktion #r kontinuerlig, ty den 4r kontinuerlig i varje punkt i sin definitionsméngd.*
Sé& med den tolkningen dr det sant att f ar "kontinuerlig pa [3,5]".

(Jag kan dock inte lova att du skulle fa detta svar av varje matematiker som du fragar! Somliga
skulle nog dnda forespraka den forsta tolkningen ovan. Det finns alltsé en viss tvetydighet i denna
fras. For oppnaintervall |a, b[ uppstar inte detta tvetydighetsproblem, utan da sammanfaller de
tva tolkningarna. Men t.ex. i satsen om storsta och minsta véirde &dr det ju viktigt att det r ett slutet
och begrénsat intervall.)

Andra bocker undviker problemet genom att formulera satsen om storsta och minsta varde sahar:

Sats. Om f: [a, b] — R dr kontinuerlig sa har f ett storsta och ett minsta vérde pa [a, b].

Har anger skrivsattet ” f: [a, b] — R” att f:s definitionméngd ska vara exakt [a, b]. D4 &r det upp
till anvdndaren av satsen att sjélv ta restriktionen till [a, b] ifall hen vill tillimpa denna sats pa en
funktion dér [a, b] dr en strikt delméngd av Dy.

3T.ex. Calculus av M. Spivak, eller An Introduction to Classical Real Analysis av K. Stromberg.
4Det #r uppenbart att g ir kontinuerlig i det inre av intervallet, alltsa for 3 < x < 5. I den vinstra andpunkten x = 3 giller
g3) = liné g(x) eftersom g dr odefinierad for x < 3 sa att gransvédrdet sammanfaller med hogergransvérdet, g(3) = lim+ g(x).
x— x—3

Analogt i den hogra dndpunkten x =5.
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Lektion 2
» Ovningar pé grinsvirdesdefinitionen: P3.8ab, P3.8c*, B3.6, B3.5*%.
e Mera kontinuitet: P3.21, B3.51, B3.27*, P3.13*.

* Extrauppgift utan nummer: Ar foljande pastdende sanna eller falska?

(Facit finns langs bak, men gor helst alla deluppgifterna innan du tittar dér.)

(a) Gransvirdet ,lclfb f(x) existerar om och endast om héger- och vinstergransvardena xlirg fx)
och xll”} f(x) existerar och &r lika.

(b) Hogergransvardet xhlg V/x existerar.

(c) Vénstergransvirdet xlilg_ V/x existerar.

(d) Grinsvirdet lim v/x existerar.

x—0

(e) Funktionen f ar kontinuerlig i punkten a om och endast om
xlir{zlJr fx) = xll»ril* f@.
(f) Funktionen f dr kontinuerlig i punkten a om och endast om

lim f(x)= lim f(x)=f(a).
x—at x—a

(g) Funktionen f(x) = v/x, x = 0, dr kontinuerlig i punkten x = 0.
(h) Funktionen f(x) = v/x, x = 0, dr kontinuerlig.
¢ Satsen om storsta och minsta varde: B3.21.

* Satsen om mellanliggande virde: P3.14a, P3.14b*, B3.22, B3.23, B3.24, B3.25, B3.26.

Forelasning 4. Standardgrinsvirden och talféljder

Innehall

¢ Avsnitt 3.4 och 3.5 i kursboken.

Underavsnittet "Rekursiva talféljder” dr 6verkurs. Det kan dock vara bra att kinna till Sats 3.16 som
star ddr: varje vixande och uppat begrénsad talféljd (a,)$, har ett gransvérde nlim an €R.
—00

X

=1

. sinx .
¢ Standardgriansvédrden da x — 0, t.ex. lim —— =1 och lim
x—0 X x—0 X

X

.. .. o . e . X
¢ Standardgriansvédrden di x — oo, t.ex. lim — =oooch lim — =o0.
X—00 X x—oo lnx

¢ Ej pa foreldsningen, men i boken: Standardgréansvarden (for talféljder) dér n!=1-2-3-...- n ingar.

Kommentarer

sinx sinx

¢ Forvixla inte standardgréansvardet lin}) 2 = 1 med gréinsvirdet lim
X— X—00

=0, som ju berdknas

med Sats 3.1 (nollgdende ganger begransad):

sinx 1 . R
—_— = = sinx —0, dax—oo.
~~— begrénsad
-0 (mellan —1 och 1)
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 Tittanogai Sats 3.13b:

a

— 0 d& x — oo, om konstanten a > 1.
a

Det star inte samma konstant i téljaren och ndmnaren! I tdljaren star det x upphdijt till den grekiska
bokstaven alfa, men i nimnaren star det vanligt latinskt a (i kursiv stil, som kutymen ar med
variabler) upphdijt till x. Och det &r a:et som ska vara storre dn 1.

Det hade antagligen varit tydligare att vélja ndgon annan bokstav 4n alfa, t.ex. c:

C
x o
— 0 déa x — oo, om konstanten a > 1.
a

Och dnnu béttre vore det kanske att formulera detta standardgriansvérde i den reciproka formen

a® .
— — ™ da x — oo, om konstanten a > 1,
X

ty denna version medf6r automatiskt den som star i boken, men inte tvdrtom. Reciproka vérdet av
nagonting som gar mot co maste ju automatiskt ga mot noll. Men reciproka viardet av ndgonting
som gar mot noll maste inte automatiskt gd mot odndligheten, denna slutsats kan man bara dra
ifall uttrycket som gar mot noll dr positivt. Och s dr det ju i det hér fallet, men man vill inte behéva
pdpeka detta varenda gdng man vill anvinda standardgriansvérdet "uppochnedvint”. (Samma sak
for Sats 3.13a.)

¢ Ettintressant gransviarde som saknas i Sats 3.14 ar

Vnl— oo din— oo.

Bevis. Forjamna n =2k ar

= . . . . . . . k
nl=1-2-...-k-(k+1):-(k+2)-...- k) >k

z1 Skek-....k=kF

Vnl> (K9P = k12 o0 d& k — oo.

Ochforuddan=2k+1 ar

= . . . . . . . . k+l
m=1-2-..-k-(k+1)-(k+2)-...-(2k)- 2k +1) > k"2

=1

~~

Skkekek=kE+1 =Kk 3

1
Vnl'> (kKr2)VCk+D — 12, o5 44 k — oo. O

Alternativt bevis. Lat w vara ett godtyckligt tal. Eftersom w”/n! — 0 d& n — oo (enligt Sats 3.14d) s&
finns det ett tal N sadant att w”/n! < 1 for n = N. Med andra ord 4r n! > 0" for n = N, dvs. V/n!> w
for n = N. Detta 4r (per definition) vad det betyder att ¥/n! — co da n — oo. O

Lektion 3

o Standardgridnsvirden i origo: P3.18, P3.19 (sdtt x = 1 + ¢ i b-uppgiften, for att fa ett gransvdrde dar
t—0).

¢ Gor variabelbyten for att fa standardgransvérden: P3.23.
* Fler standardgrinsvérden i origo: B3.29, B3.30.

» Lurigt gransvirde innefattande invers funktion: P3.15*. (Tips: variabelbyte.)

16
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e Ytterligare nagra gransvirden med kvadratrotter: P3.24, B3.48*.

¢ Sned asymptot: P3.22*.

Vad detta problem frégar efter (utan att séiga det uttryckligen) dr en asymptot till kurvan y = vV'x2 + x,
dvs. en linje y = Ax + B som kurvan ndrmar sig da x — oo. Jfr. Exempel 3.35 och kommentarerna
dérefter.

Sneda asymptoter &r lite 6verkurs hir i TATA41, i den meningen att vi pa tentauppgifter om
kurvritning inte begér att ni ska underséka om det finns sneda asymptoter y = Ax+ B med A # 0;
det rdcker att hitta vagrata asymptoter y = B och lodrita asymptoter x = C. (Mer om detta senare i
kursen.)

Lektion 4

¢ Standardgransvdrden i origo (ev. efter variabelbyte): B3.31ace.

¢ Dominerande term da x — 0 resp. x — +oo: B3.32.

Idén dr samma i samtliga fall: bryt ut den dominerande termen ur téljare och nimnare. Men vilken
term som dominerar beror pa vad x gar mot!

¢ Standardgriansvérden i odndligheten (m.m.): B3.34.
e Grénsvirde av talfoljd: P3.10, B3.38, P3.16*.
» Klassiskt gransviarde (som ibland tas som definition av talet e): P3.20.

* Gransvarde av geometrisk summa néir antalet termer gar mot odndligheten: B3.41*.
En sddan hir summa med odndligt ménga termer”,

-k Ly
Y xF=1lim ) x¥,
k=0 =020

kallas for en geometrisk serie (med kvot x) och kommer att spela en fundamental roll i TATA42
(Envariabelanalys 2).

* Overskattning av cirkelns area med omskrivna polygoner: B3.54*.

Forelasning 5. Derivata

Foreldsning 6. Derivata, forts.
Innehall

e Avsnitt 4.1-4.3, samt delar av avsnitt 4.4.

* Definition av derivata och deriverbarhet.

¢ Deriverbarhet medfor kontinuitet.

¢ Réknelagar (produktregeln, kedjeregeln, etc.).

¢ Derivator av de elementéra funktionerna.

¢ Derivata av invers funktion.

¢ Lokalt extremvirde (lokalt maximum/minimum). Derivatan i en lokal extrempunkt maste (om
den existerar) ha viardet noll.

¢ Rolles sats. Medelvardessatsen for derivator.

17
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Kommentarer

Definition av deriverbarhet. (Def. 4.1 i boken.) Funktionen f sigs vara deriverbar i punkten a
ifall den har foljande tvd egenskaper, alltsa att bade villkor D1 och villkor D2 giller:

D1. Funktionen f &r definierad i en omgivning av a.

Vad detta betyder 4r att det finns ndgot 6 > 0 sddant att varje punktiintervallet a—6 < x < a+d
tillhér definitionsméngden Dy. Med andra ord ska detta intervall vara en delméngd av Dy,
dvs. villkoret kan uttryckas séhér:

Det existerar 6 >0 sddantatt|a—6,a+6[< Dy.

D2. Gransviardet

lim flax-fta) eller lim M, vilket 4r samma sak
h—0 h x—a  x—a
existerar dndligt (dvs. oegentligt gransvérde oo eller —oo raknas inte som tillatet hir).

Om dessa tva villkor dr uppfyllda sa kallas gréansvérdet i villkor D2 for f:s derivatai a, och beteck-
nas f’(a):

fla+h) - f(a) ~ lim fx)-fla .

h x—a x-—a

o=

(Flera andra skrivsitt forekommer ocksa, t.ex % (a) eller Df(a). Observera skillnaden i skrivsitt
mellan definitionsméngden Dy och derivatan D)

For att det ska vara meningsfullt att tala om grénsvérdet i villkor D2 maste villkor G1 i gransvérdes-
definitionen vara uppfyllt, dvs. det maste finnas punkter x godtyckligt nara a dar uttrycket W
ar definierat. Och dessutom maste saklart vardet f(a) (som ingar i uttrycket ifrdga) vara definierat.
Villkor G1 kréver dock inte att uttrycket dr definierat for alla x tillrackligt néra a, vilket dr vad villkor
D1 kréaver. Anledningen till att man stéller detta starkare krav D1 i derivatans definition &r bl.a. att

férutsdttningarna for kedjeregeln da blir enklare; se nedan.

Bendmningen ”derivata” kommer fran att derivatan f’ dr "den hérledda funktionen”, dvs. den
funktion som hirleds fran f. Ordets rotter gér tillbaka till att “avleda”, i betydelsen leda bort vatten.’

Séhér heter det pa négra andra sprék:

svenska | engelska | tyska franska

att derivera to differentiate (obs!) | ableiten dériver

att harleda to derive ableiten/herleiten dériver
derivatan the derivative die Ableitung la dérivée
hérledningen | the derivation die Ableitung/Herleitung | la dérivation

Engelskans differentiate syftar pa att berikna "differentialen” d f = f’(x) dx. (Jfr. ordet "differential-
kalkyl”.) En #ldre term for derivatan f’(x) dr ”differentialkoefficienten”, alltsd den koefficient som
star framfor dx i differentialen d f. Man kan ocksé sédga to take the derivative of [something].

Sats 4.1, "om f &r deriverbar i punkten a s dr f ocksa kontinuerlig i a”, kan illustreras med ett
Venndiagram, ddr man ocksé kan ldgga in exemplet f(x) = |x — al som visar att den omvidnda
implikationen inte géller:

50xford English Dictionary anger féljande ursprung:

derivative Late Middle English (in the adjective sense ‘having the power to draw off’, and in the noun sense ‘a word derived
from another’): from French dérivatif, -ive, from Latin derivativus, from derivare (see derive).

derive Late Middle English (in the sense ‘draw a fluid through or into a channel’): from Old French deriver or Latin derivare,
from de- ‘down, away’ + rivus ‘brook, stream’.
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o f(x)=|x—al

Mingden av funktioner som dr deriverbarai a

Mingden av funktioner som 4r kontinuerliga i a
- J

Kontinuitet 4r alltsa ett nédvéndigt (men inte tillréckligt) villkor for deriverbarhet. Deriverbarhet
medfor kontinuitet, men inte tvirtom. Deriverbarhet ar ett starkare krav att stdlla pa en funktion
4n kontinuitet.

Som en en liknelse kan man siga att for att bli en bra ishockeyspelare dr det nédvéndigt att kunna
aka skridskor, men det 4r inte tillrdckligt (man maste ju dven kunna hantera klubba och puck,
OSV.):

Mingden av bra ishockeyspelare

Méingden av personer som kan éka skridskor
- J

Derivatan av en sammansatt funktion ges av kedjeregeln,

L fgx)=rflgw) - g .
—— =
derlir\llraetan

yttre
derivatan
Alla brukar snabbt ldra sig att hantera kedjeregeln i enkla fall som ndr man ska derivera "sinus av
négot uttryck’, t.ex. sinus av 5x eller sinus av x°:

% sin(5x) = cos(5x) -5, % sin(x®) = cos(xs) -3x2.
Yttre derivatan f&s ju av att "derivatan av sinus dr cosinus” (% sinx = cos x, eller kortare uttryckt
sin’ = cos, dvs. om f dr sinus-funktionen s dr f’ cosinus-funktionen), och inre derivatan blir

vad den blir.

Men av ndgon anledning har ménga otroligt svért att géra ritt i motsvarande situation nér f &r
arctan- eller arcsin-funktionen. Forklara det, den som kan! En teori &r att det mojligen beror pa
att derivatorna av dessa funktioner inte har nagra egna namn (som ”cosinus”) utan bara ges av
formler:

4 arctan x = L 4 arcsin x = ;

dx x2 ’ dx m
Men lat oss da ge ett namn at arctan-funktionens derivata, varfor inte (tillfdlligt!) kalla den f6r
"smurf-funktionen”? Sdhar:

smurfx = 5
1+x

Da blir det precis som for sinus-funktionen ovan; yttre derivatan fas av att "derivatan av arctan &r
smurf”, och inre derivatan blir vad den blir:

d

dx

d

1= arctan(xs) = smurf(xg) -3x%.

arctan(bx) = smurf(5x) - 5,
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Och om vi sedan skriver ut vad smurf-funktionen var fér négot, sa framgar det forhoppningsvis
tydligt vad som &r det korrekta séttet att derivera "arctan av nagot uttryck” med kedjeregeln:

p 1 5

3x2
——arctan(5x) = ‘5= , 2
dx (6x) 1+ (5x)? 1+25x2

—_— 33X = —.
1+ (x3)2 1+ x6

d 3y _
e arctan(x”) =

Och pa liknande satt inser man att det blir sahdr nér man deriverar "arcsin av nadgot uttryck”:

d inG1) 1 5 5 J in(:) 1 32 3x2
—— arcsiniox) = c = y ——arcsin(x” ) = ———+-o0X = .
dx V1-6x2  V1-25x2 dx V1= (x3)? V1—x®

En liknande sak som ibland ocksa stiller till problem &r derivering av "logaritmen av absolut-
beloppet av ndgon uttryck” med kedjeregeln. Aven hir kan det kanske hjélpa att infora tillfilliga
namn for att forstd hur man ska hantera yttre derivatan. Ge funktionen "logaritm sammansatt med
absolutbelopp” beteckningen

piff(x) =In|x|, x#0,

och kalla dess derivata for

1
ff(x) = —, 0.
puft(x) p X #

y = piff(x) = In x| \y: piff (x) = puff(x) = %
X X

~

Néar man deriverar med kedjeregeln far man alltsé t.ex.

9y = 2x
x2+5 T x2+5’

L In|x? +5| = 4L piff(x + 5) = puff(x* +5) - 2x =

dér yttre derivatan fas av att "derivatan av piff 4r puff”, och inre derivatan blir vad den blir. Det
allménna fallet blir

. 1 ’ '
e n|£00] = 5 P/ (0) = putl(f (0) - /') = 7 - /(0 = T

Observera hér att det inte ska vara nagra absolutbeloppstecken i hogerledet. Absolutbeloppet ingar
som en del i "piff-funktionen” som deriveras, inte i "puff-funktionen” som fas som resultat av
deriveringen.

Bokens bevis av kedjeregeln (pa s. 196) innehéller mycket formler och ndstan inga forklaringar, sa
det dr kanske inte helt littbegripligt. Har kommer en utforligare version, for den som &r intresserad
av att verkligen forsta detaljerna.

En forsta sak som nog borde forklaras dr vad som &r fel med féljande resonemang:

"Anta att z = f(y) och y = g(x), s& att den sammansatta funktionen &dr z = f(g(x)). Om
man gor en dndring Ax # 0 i x:s virde, s ger detta upphov till en dandring Ay i y:s virde,
som i sin tur ger upphov till en dndring Az i z:s virde. Om vi nu skriver

Az Az Ay

Ax A y Ax
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och later Ax gd mot noll, s& kommer dven Ay att gd mot noll, och darmed far vi

dz dz dy

dx dy dx’
vilket skulle bevisas.”

Problemet hir dr att steget ddr man férlanger med Ay bara &r giltigt ifall Ay # 0. Om funktionen
¥ = g(x) har egenskapen att Ay # 0 for alla tillrackligt sma Ax # 0 sa fungerar alltsad resonemanget,
men det dr inte sdkert att det dr s& bara for att g dr deriverbar i den punkt som det handlar om,
for ifall derivatan g’ = dy/dx dr noll i den punkten kan mycket vil Ay vara noll fér Ax godtyckligt
néra noll.

Nésta sak att forklara dr idén bakom hur man lagar detta hal i resonemanget. Ifall Ay = 0 s& ar
uppenbart dven Az = 0, sé foljande ar sant for alla Ax # 0:

Az Ay Ay £0
Az _Jay ax VTP
A
. 0, Ay =0.

(Eller, om man ska vara noga: det 4r a&tminstone sant for alla tillrdckligt sma Ax # 0, s& att man
haller sig i ndgon omgivning av utgdngspunkten x dir funktionerna y = g(x) och z = f(g(x)) &r
definierade.) S& vi behdver visa att detta uttryck har gransvardet Z—; . % nédr Ax — 0. For detta syfte,
skriv om uttrycket s&dhar:

Az Ay
. A Ay¢or
Az | Ay Ax
Ax | d
A 122 Ay=0
dy
Az Ay
~ i AJ’#O;
_J Ay Ax
=4 dz Ay
—-—, Ay=0
dy Ax
Az Ay#£0
Ay Ay’ y#5
T Ax | d
Ax _Z’ Ay=0
dy

For att se vad som hdnder hiar nar Ax — 0, och verkligen utféra beviset i detalj, lat oss uttrycka
detta i termer av funktionerna f och g istéllet.

Sats (Kedjeregeln). Om funktionen g dr deriverbar i punkten a och funktionen f ar deriverbar i
punkten b = g(a) s& dr den sammansatta funktionen f o g deriverbar i punkten a, med derivatan

(fe®@=f(g@)g@ (=fb)-gw@@).

Bevis. Notera forst att den sammansatta funktionen f o g kommer att uppfylla krav D1 i derivatans
definition, dvs. vara definierad i en omgivning av punkten a, p& grund av att f och g enligt
deriverbarhetsforutsiattningen ocksa uppfyller krav D1. S&har:

g dr definierad i en omgivning A till punkten a, och f 4r definierad i en omgivning B
till punkten b = g(a), och eftersom g 4r kontinuerlig i a (enligt satsen att deriverbarhet
medfor kontinuitet) s& har punkten a en omgivning A’ € A som avbildas av g ini B, och
dé drju fo g definieradi A’
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(Detta dar huvudanledningen till att krav D1 dr med i derivatans definition. Om inte det vore med
skulle det kunna hinda att a inte dr en hopningspunkt till definitionsméngden fér f o g, och da
vore det meningslost att ens bérja tala om grinsvirdet i definitionen av (f o g)’(a).)

Ater nu till utrdkningen ovan. LAt oss skriva h istéllet for Ax. Nér x-vérdet dndras frdn x = a
till x = a+ h kommer y-virdet att dndras fran y = g(a) till y = g(a+ h), sa dndringen Ay, som
vi hir kommer att beteckna med k istéllet, &r k = Ay = g(a+ h) — g(a). Och nér y dndras fran
y=g(a) =btill y=gla+h) = b+ k kommer z-virdet att d&ndras frén z = f(b) till z = f(b+ k), s&
attAz=f(b+k)— f(b) = f(gla+ h) - f(g(a)).

Det sista uttrycket for Az/Ax ovan (just fére satsen) kan alltsa skrivas sahér:

fb+k)—f(b) k
fgla+h) - flgla) _ glath-g@ |~ #0,

h h

I, k=0,

dér k underforstatt beror pa h enligt formeln k = g(a+ h) — g(a).

Lat oss ge "klammerfunktionen” i hogerledet beteckningen W (k), alltsa

fb+k) - f(b)

k#0,
W(k) = k
f’(b)) k =0.
Notera att w — f'(b) d& k — 0, eftersom f enligt forutsédttning dr deriverbar i b. Med

andra ord: ¥ (k) — ¥ (0) da k — 0, dvs. funktionen ¥ (k) ar kontinuerlig i punkten k = 0.

Med denna notation kommer den andra faktorn i uttrycket ovan att vara W (k) = ¥(g(a+ h) — g(a)),
och hela formeln blir

(fog)la+h) —(fog)la) _gla+th-gla) ,
h h

(gla+h) -g@).

I vinsterledet star hér det uttryck vars gransvirde da i — 0 (om det existerar andligt) ger derivatan
(f o @) (a).  hogerledet star en produkt av tvd faktorer. Den férsta faktorn gér mot g'(a) da h — 0,
eftersom g enligt férutséttning dr deriverbar i a. Vad gar den andra faktorn mot? Deriverbarhets-
forutsdttningen medfor att g dr kontinuerligi a, s& g(a+ h) — g(a) da h — 0. Detta, tillsammans
med att ¥ &r kontinuerligi 0, gor att

lim ¥(g(a+h) - g(a@)=Y(0) = f'(b).
h—0 P ——
-0

Alltsé (fo g)'(a) = g'(a) - f'(b), vilket skulle visas. O

Man skulle kunna sammanfatta hela idén med detta bevis i en enda mening: "tolka den problema-
tiska faktorn Az/Ay som dz/dy nar Ay =0".

En paminnelse fran grundkursen: grafen for f~' fis genom att reflektera grafen for f ilinjen y = x
(férutsatt att f dr inverterbar till att borja med, annars blir ju den reflekterade kurvan ingen graf).

Ett mera handfast sétt att beskriva detta dr att man utgar frén grafen y = f(x) och sedan helt enkelt
viander pa papperet och tittar bakifran, genom papperet, pa ett sdidant sitt att axlarna ser ut att
byta roller (dvs. x-axeln pekar uppat och y-axeln &t hoger):
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y=r

Vand!

I denna omvinda figur ser man nu grafen x = f~!(y). Ifall man vill att det ska vara mer som
vanligt, med x-axeln pekande at héger och y-axeln uppdt, sd kan man ju fylla i figuren ordentligt
pa papperets baksida (eller rita av den ndgon annanstans), men skriva dit de vanliga namnen pa
axlarna istillet. Den graf man d4 ser 4r y = f~!(x), eftersom man har latit x och y byta roller:

v, y=f1w

Och om den ursprungliga kurvan har lutningen k i en viss punkt (a, b) s kommer den omvédnda
kurvan att ha lutningen 1/k i den motsvarande punkten (b, a), eller hur?

y=rx

lutning %

T.ex. en ursprunglig lutning k = g motsvarar ju att man gar 2 steg hoger och 5 steg uppat, men nir
man vinder pa papperet sa kastar man om "hoger” och "uppat”, s att det blir 2 steg uppat och 5
steg hoger istéllet, alltsa lutning % =1/ % =1/k.

Ovanstaende figur illustrerar vad Sats 4.6 handlar om (derivata av invers funktion, "g—; = 1/% ”).

Om man ska vara petig dar dock denna sats inte helt korrekt formulerad i boken. I definitionen av
vad som menas med att f~! #r deriverbar i b ingér att f~! ska vara definierad i en omgivning av b,
och detta foljer faktiskt inte med automatik frdn de forutséttningar som anges i boken, utan maste
laggas till som en separat forutsittning:

Sats 4.6 (korrigerad version). Ifall f &r en inverterbar funktion, som &r deriverbar i en punkt a och
har derivatan f’(a) # 0, s 4r den inversa funktionen f~! deriverbar i motsvarande punkt b = f(a)
och har dér derivatan

Sy L
Y )wy_ﬂM)

forutsatt att £~! #r kontinuerlig i b och definierad i en omgivning av b.
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Foljande f6ljdsats till Sats 4.6 dr enklare att tillimpa, och fullt tillrdckligt f6r denna kurs:

Sats. Anta att f dr definierad pa ett Oppet intervall I, och deriverbar pa I med positiv derivata i
varje punkt a € I. D4 4r f inverterbar, med f~! definierad pa ett 6ppet intervall J, och inversen 4r
deriverbar i varje punkt b € J, med

1

(f_l)l(b):m' dérb:f(d),dvs.a:f_l(b)-

(Samma sak géller om f har negativ derivata i varje punkt a € I.)

Bevis. Deriverbarhet medfér kontinuitet, sa f #r kontinuerlig pa I, och eftersom f’ > 0 eller f' <0
pa I sd ar f antingen strangt vixande eller strdngt avtagande pé I (enligt sats som kommer pa
Foreldsning 7). Enligt Sats 3.5 4r f ddrmed inverterbar, med en kontinuerlig invers f~! som &r
definierad pa ett motsvarande oppet intervall J. I detta ldge dr forutsittningarna for Sats 4.6
(inklusive den extra férutsdttningen ovan) uppfyllda for varje a € I, och slutsatsen foljer. O

Slutsatsen kan dven formuleras sahér:

1
—1\/
X)) == x€].
™) 1))

Exempel. Funktionen

f(x) =tanx —z<x<z

) 2 2 )

dvs. restriktionen av tangens-funktionen till intervallet I = ]— %, % [, uppfyller ovanstaende forutsatt-

ningar, eftersom f'(x) = 1+tan? x =1 > 0foralla x € I. Den inversa funktionen ar f ~1(x) = arctan x,
definierad pa intervallet J = R. Alltsa ar

4 v 1 1 1
dx arctanx = (77 () = FUx)  1+tan’(arctanx)  1+x2° veR.
Exempel. Funktionen
fx) =sinx, —E<x< z,
2 2
dvs. restriktionen av sinus-funktionen till intervallet I = ]—%, % [, uppfyller ovanstdende forutsitt-

ningar, eftersom f’(x) = cosx > 0 for alla x € I. Den inversa funktionen ar
ffl(x):arcsinx, -1l<x<1,

dvs. restriktionen av arcsin-funktionen till intervallet J =]-1, 1[. Alltsa ar
1 * 1 1

1
d = = =
fI(f71x)  cos(aresinx) /T _ginZ(arcsinx) VI1-x2

L arcsinx = (f) () = -l<x<l.

Har har vi i det stjirnmarkerade steget anvént trigonometriska ettan cos? ¢ +sin? ¢ = 1 for att 16sa

ut cost = =V 1 —sin? t, och eftersom vi i detta fall har ¢ = arcsin x € I s dr cos £ > 0, vilket visar att
det &r plustecknet som dr det ritta.

(Funktionen arcsin x dr som bekant definierad och kontinuerlig pa det slutna intervallet -1 < x <1,
men den dr bara deriverbar pé det ppna intervallet -1 < x < 1.)

En subtil detalj 4r att &ven om [ &r deriverbar dverallt s& behover inte derivatan f’ vara en kontinu-
erlig funktion. Standardmotexemplet dr

x%sin(1/x), x#0,
fm_{o, x=0.

For att forsta hur denna funktion ser ut, betrakta forst funktionen g(x) = sin(1/x), x # 0:
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y=g(x) =sin(1/x)

Vad som hénder i det skuggade omradet &r svart att dskadliggora grafiskt, s du far anvinda
din fantasi lite! Kurvan y = g(x) kommer att oscillera mellan y = —1 och y = 1 odndligt manga
ganger; den svianger fortare och fortare ju ndrmare x = 0 den kommer. Funktionens nollstdllen
gesav 1/x = nn, dvs. x = 1/(nx) (fér n € Z, n # 0). Eftersom det finns punkter godtyckligt nira 0
dér g(x) = 1, ndmligen x = 1/(n/2 + 27n) (for n € Z), och andra punkter godtyckligt nédra 0 dar
g(x) =—1, ndmligen x = 1/(-n/2 + 2nn) (for n € Z), sé saknar g(x) gransvarde da x — 0.

Vér funktion f(x) har bildats genom att multiplicera denna funktion g(x) = sin(1/x) med en
amplitudfaktor x?, vilket ger en kurva y = f(x) som oscillerar mellan parablerna y = —x? och
y = x? istéllet for mellan linjerna y = —1 och y = 1, och sa har man fyllti virdet £(0) = 0 sa att f blir
kontinuerlig i 0 (instdngningsregeln ger ju att f(x) — 0 da x — 0):

y

LT x%sin(1/x), x#0

yzf(x)z{o, x=0

Aven hér dr det svért att se i grafen vad som hinder néra x = 0, men vi ju kan ju rékna ut det. For
x # 0 ges derivatan av
fl(x)= %(xz sin(%)) = 2xsin(%) +x° cos(%)(;—zl) = 2x sin(%) —COS(J—IC), x#0.
o N—— N —
—0 begr. osc.

—_——
—0

Den forsta termen gar mot noll d& x — 0, medan den andra termen cos(1/x) saknar gransvirde;
den oscillerar ju mellan —1 och 1 ungefar som g(x) ovan. Geometriskt betyder detta att kurvan
¥ = f(x) vaxlar frenetiskt mellan att luta ungefr 45 grader uppat och ungefar 45 grader neréat. Alltsa
har inte f'(x) ndgot gransvirde da x — 0.

A andra sidan s& har faktiskt derivatan ett virde i punkten 0, ndmligen f’(0) = 0, vilket geometriskt
sett beror pa att kurvan y = f(x) 4r instingd mellan parablerna y = +x? som bada har lutning noll
i origo. Lat oss verifiera detta direkt med derivatans definition ocksa:

_ _ 2 a3 _
-7 =0, eftersom fU-fO _ h7sin(l/m) -0 _ h sin(3)— 0.

h h h —~——
—0 begr.

! .
(0) = lim
f h—0
Sammanfattningsvis dr derivatan

Fl) = 2xsin(1/x)—cos(1/x), x#0,
o, x=0,
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alltsa definierad i varje punkt x € R, men den &r diskontinuerlig i punkten 0.

Som en liten varning for ett vanligt tankefel kommer hér en variation av féregdende exempel, dar
det har lagts till en extra term x:

x%sin(1/x)+x, x#0,
u(x) =
0, x=0.

Vad dr derivatan u'(x)?

Liksom ovan kan vi berdkna u'(x) for x # 0 genom att helt enkelt derivera uttrycket x%sin(1/x) +
x med vanliga deriveringsregler. Derivatan i en punkt x # 0 beror ju bara pa u:s virden i de

nérliggande punkterna, som alla ocksé dr nollskilda, sa "specialvdardet” u(0) = 0 har ingen inverkan
dar.

Det som ddremot ménga gor fel pa 4r vad u/(0) blir. Det felaktiga resonemanget gar sdhir:
”1(0) = 0, och derivatan av konstanten noll 4r noll, s& #'(0) =0.”

Men detta &r helt vansinnigt, om man ténker efter lite! Fran funktionsvirdet i en enda punkt, dvs.
fr&n en enda prick pa kurvan, kan man ju oméjligt avgora hur kurvan y = u(x) lutar, eller hur? For
att avgora lutningen i punkten x = 0 maste man ta hdnsyn bdde till sjdlva funktionsvérdet u(0) = 0
och viardena u(x) for x #0.

Vad som &r sant dr att derivatan av en konstant funktion 4r noll, men det 4r nonsens att siga att

derivatan av ett enda "konstant” funktionsvérde &r noll. Alla funktionsvérden &r ju konstanter (tal),

s& om det resonemanget vore giltigt skulle alla derivator vara identiskt noll: %xz =0, % sinx =0,
d

ﬁex =0, och sa vidare...

Derivatans definition ger ddremot det ritta svaret:

u(h) — u(0) _

"0)=1li
YOI T

1?

eftersom

u(h)—u(0) _ h*sin(1/h)+h—-0

= h sin(3)+1—0+1=1 dah—0.
h h M~
—0  Dbegr.

Svar, alltsa:

, 2xsin(1/x)—cos(1/x)+1, x#0,
u(x)=
1, x=0.

Och detta stammer dven med ridknelagarna for derivata. Jamfért med det féoregdende exemplet har
viju

ulx)=f(x)+x
for alla x € R (dven for x = 0, eller hur?), vilket medfor att

u'(x)=f(x)+1
for alla x (inklusive x = 0). Och vi hade ju tidigare riknat ut att f'(0) = 0, s& det méste bli v/ (0) =
flO+1=0+1=1.

De foregdende exemplen illustrerar att man maste vara lite forsiktig vid berdkning av derivatan
av en styckvis definierad funktion; i "undantagspunkter” eller ”"skarvningspunkter” kan man
inte anvidnda vanliga rdkneregler utan vidare, utan man behéver man ténka efter vad derivatans
definition séger egentligen.

Hér dr en annan sddan situation, dar ménga far ritt svar, men med felaktigt resonemang:
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Lat u och v vara deriverbara (och ddrmed dven kontinuerliga) funktioner, sdg pa hela R for enkel-
hets skull, och betrakta den styckvis definierade funktionen

£ = {u(x), x<a,

v(x), x>a.

Dé kan man direkt sédga att

u'(x), x<a,

!
F={[7] =a
v (x), x>a,

dar det enda som behéver undersokas ytterligare dr f'(a). Kravet for att f’(a) ska existera dr att
vinsterderivatan f’ (a) och hogerderivatan f7 (a) bada existerar, och att de ir lika.

Det felaktiga resonemanget som man ofta ser lyder sdhar:

"Vidnster- och hégerderivatan ges av f’ (a) = xlirgf u'(x) resp. f1(a) = lim v'(x).
— x—at

Problemet med detta &r att derivatorna u’ och v’ i princip inte behover vara kontinuerliga funktio-
ner (dven om de r det i de flesta enkla fall som férekommer i de 6vningsuppgifter som ni kommer
att stota pa), och dessutom har man inte tagit hansyn till om f &r kontinuerligi a.

Har &r det korrekta resonemanget:

Direkt ur definitionerna foljer att

fx) - f(a)
X—a

= [f(x) —u() forx<al = lim 29074 = v,
x—a xX—a

fl(a)= lim

xX—a-

Om dessutom u(a) = v(a), sa att f dr kontinuerligi a, sa ar

f)-fla)
xX—-a

fi(a)= lim = [f(x) = v(x) fér x > a, men f(a) = u(a)
x—a*

v(x)—ula) v(x)-via)

= lim — = [om u(a)=v(a)| = lim ——— =0, (@) =V'(a).
x—a* X—a

x—a X—a

(Men observera att ifall v(a) # u(a) s existerar inte hogerderivatan f; (a), och i syn-
nerhet dr det inte sant att den dr lika med v’(a), och inte dr den lika med lim v'(x)

x—a*
heller.)

Man méste alltsd férst underséka om f 4r kontinuerlig i a (annars kan ju omojligt f'(a) existera),
och i s fall riknar man ut derivatorna u'(a) och v'(a) i punkten a och ser om de ir lika.

Om u(x) och v(x) ges av snilla formler sd kan derivatorna u'(x) och v’ (x) berdknas med vanliga
rikneregler, varefter u'(a) och v'(a) fis genom att sétta in x = a, men det 4r alltsd hir principiellt
fel att titta pa grénsvérdena av u'(x) och v/(x) d& x — a, dven om detta ofta ger samma svar.

(Man kan saklart dven alltid ga direkt pa definitionen av héger- och vénsterderivata och forsoka
berdkna de gransvirden som da uppkommer, men en nackdel med detta dr att man déa inte har
lika direkt tillgéng till rékneregler for derivata, som produktregeln och kedjeregeln.)

Lektion 5
¢ Definitionen av derivata: P4.6.
* Berdkning av derivator med hjilp av deriveringsregler: P4.7, P4.8, P4.9.
e Hur man ser var det ska vara minustecken i derivatorna av sinus och cosinus: P4.1.

¢ Kontinuitet och deriverbarhet: P4.10.
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¢ Tangentlinje och normallinje till en kurva: P4.12.
Kom ihag att linjerna y = k; x + m; och y = kpx + my dr vinkelrdta om och endast k; kp = —1.

Detta dr inte nagot sarskilt djupsinnigt pastdende; om du t.ex. pa rutat papper ritar en linje med
lutning k) = 5 (en ruta hoger ger fem rutor uppat) och sedan vrider papperet 90 grader och riknar
rutor sé ser du ju sjdlv att du féar en linje med lutning k, = —1/5 (fem rutor héger ger en ruta nerét).

* Kedjeregeln: P4.13.

Ledning: Arean A beror pé radien r, som i sin tur beror pa tiden ¢. Enligt kedjeregeln ar % = % %.

* Berdkning av derivata direkt med definitionen: B4.2ab, B4.6a.

¢ Derivatan av x*: B4.10c.

Ledning: Vad gjorde vi vid gransvardesutrdakningar nér variabeln x fanns i bade basen och expo-
nenten? Gor samma omskrivning har.

¢ Mera kedjeregeln: P4.19.

Ledning: Skuggans ldngd L beror pé solens vinkel ¢ 6ver horisonten, som i sin tur beror pé tiden ¢.
Da blir % lika med vad4, enligt kedjeregeln?

Och kom ihég att vinkeln méaste méitas i radianer nér man sysslar med derivator av trigonometriska
funktioner, annars blir det fel!

* Hoger-/vansterderivata, styckvis definierade funktioner: P4.14, P4.15. P4.16*.

Se kommentarerna ovan for tips och varningar!

¢ Berdkning av gransvirden genom att kénna igen derivatans definition och anvianda kidnda deri-
vator: P4.11%.

Forelasning 7. Vad derivatan siger om funktionen

Innehall

e Avsnitt 4.4, lite fran avsnitt 4.5.

* Med hjilp av medelvirdessatsen for derivator bevisar vi foljande grundliggande sats®:

>0 stréangt vixande
=0 vixande
Om< f'=0 } pdettoppetintervall s ar f konstant pé det intervallet.
f'=0 avtagande
<0 striangt avtagande

Motsvarande giller dven for slutna intervall, ifall f &r kontinuerlig pa hela intervallet och deriverbar
(med f’ > 0 etc.) i det inre av intervallet.

¢ Inledande exempel pé funktionsundersékning med hjélp av derivata.
En checklista for funktionsundersékning dterfinns i menyn pa kurshemsidan.

[Direktlink till PDF-filen.]

6Med skrivsittet ” f > 0 pa intervallet I” menas att f'(x) > 0 for varje x € I.
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Kommentarer
¢ Kom ihag definitionen av ”strangt vixande”:
Funktionen f(x) sdgs vara strangt vixande pd mdngden M < R ifall olikheten
Fx) < fx2)
géller for alla x; € M och x, € M sddana att x; < x».

Har sédgs inte ett knyst om derivata! Det handlar bara om att jamféra funktionsvéarden i olika
punkter i mdngden M (som oftast dr ett intervall, men det maste inte vara det).

T.ex. 4r funktionen f(x) = x° strangt vixande pa mingden R (som &r ett intervall). Detta har
somliga lite svart att férlika med faktumet att derivatan f’(x) = 3x? 4r noll i punkten x = 0. "Hur
kan funktionen vara stréngt vixande i en punkt dér derivatan dr noll?” Tankefelet hér ligger i sjdlva
formuleringen "striangt vixande i en punkt” — detta dr inte ndgot begrepp som vi ens har definierat,
och sé linge man inte har angett en tydlig definition av vad man ska mena med detta sa 4r det
en helt meningslos utsaga! Vi har bara definierat "strangt vixande pa en méngd”, vilket som sagt
handlar om att jamfora vérden i olika punkter. Och tar man tva olika reella tal x; < xp, vilka som
helst, s& &r det otvetydigt sant att x3 < x3. Slut pa diskussionen.

Exemplet f(x) = x> visar ocksa att satsen ovan inte ir en ekvivalens, dvs. den siger inte att f 4r
strangt vixande pd intervallet om och endast om f' > 0. Det stér bara "om”, inte "endast om”.

 Likasd ndmner inte definitionen av lokala extrempunkter (Def. 4.3 i boken) ndgonting om derivata,
utan det handlar ocksa enbart om att jamfora funktionsvirden i olika punkter.
Det enkla exemplet f(x) = |x| visar att en funktion mycket vél kan ha en lokal extrempunkt (x =01
detta fall) dar derivatan inte &r noll. Men om derivatan existerar i en (inre) lokal extrempunkt s&
maste den vara noll dir; detta dr Sats 4.9.

¢ Deriverbarhet i en enda punkt siger inte sa mycket. T.ex &r foljande funktion deriverbar i punkten
x =0 (enbart), med f’(0) = 0, men den idr inte ens kontinuerlig i 6vriga punkter:

X%, x€Q,

fm:{o, X€R\Q.

Och dven om f’ existerar dverallt, s& séiger det inte s& mycket att bara veta att f' > 0 i en viss punkt.
T.ex. (jamfor med de liknande exemplen négra sidor tillbaka) ar funktionen

x2sin(1/x) +x/2, x#0,

0, x=0,

f(x)={

deriverbar overallt, med derivatan

, 2xsin(1/x)—cos(l/x)+1/2, x#0,

)=
1/2, x=0,

s& f'(0) = 1/2 > 0, dvs. derivatan i origo &r positiv, men f ir trots detta inte vixande pa nigot
intervall kring origo, sdg 1-6,0[ med 6 > 0, ty varje sddant intervall innhaller delintervall dar
f(x) <o0.
Det édr ddrfér man méste anta saker om f’ pa ett helt intervall fér att kunna dra ndgra intressanta
slutsatser.

¢ For den teoretiskt lagde som funderar 6ver varfér man gér som man gor i beviset av satsen ”deriva-
tan positiv medfor funktionen strangt vixande” kan jag rekommendera en intressant liten text pa
nétet av den kdinde Cambridgematematikern Timothy Gowers, som inte bara dr en framstdende
forskare (Fieldsmedaljor 1998) utan dven en utmirkt pedagog: What is the point of the mean
value theorem?
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Lektion 6

e Funktionsundersokning: P4.21, P4.22.

¢ Derivata av invers funktion: P4.27, P4.18.

¢ Nagra begreppsfragor: P4.2, P4.3, P4.30, P4.31.
¢ Medelvardessatsen: P4.29, B4.27, P4.5.

¢ Hantering av absolutbelopp: P4.23.

o Ett par exempel med x?sin(1/x): B4.26*.

Forelasning 8. Anvindning av derivata

Innehall

¢ Avsnitt 4.5 och 4.6, forutom materialet om sneda asymptoter och konvexa/konkava funktioner.
¢ Derivator av hogre ordning.

¢ Fler exempel pa funktionsundersokning.

Kommentarer
* Avsnittet om konvexa/konkava funktioner betraktas som dverkurs i denna kurs, men lds det gdrna
4nda, for det &r viktigt i ménga tillimpningar (t.ex. optimering).
Négra minnesregler: f dr konvex om f’ dr vixande, f dr konkav om [’ dr avtagande, funktionen
e* dr konvex.

2
¢ Varfor sitter tvdorna som de gor i notationen Tz for andraderivata?
X
Forklaringen &r att skrivséttet "% ” har kommit att betyda "derivera det som star omedelbart till
hoger, med avseende pd x”, efter att f:et sd att sdga halkat ner pé sidan i uttrycket

ar_4

dx dx’’

Derivatan av derivatan av f skrivs da
d d

dxdx’’
Om man hir anvdnder samma skrivsidtt som om det vore en multiplikation,

(&) 7

och sedan (som om det vore en division) skriver

dZ
(dmzﬁ

samt tar bort parenteserna runt dx (dvs. underforstétt betraktar ”dx” som en enda sammansatt
symbol) och later f:et hoppa upp pé brakstrecket igen, sa blir det ju

dzf
dx?’
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Lektion 7

* Enkel rimlighetskontroll: P4.4.

¢ Funktionsundersokning: P4.24 (rita grafen y = f(x) forst, sd kan du bara ldsa av alla svaren frén den
sedan), P4.25, P4.26 (tdnk noga efter vad definitionsmdéingden &r for den funktion du undersoker!).

¢ Mera funktionsundersokning: P4.32ac, B4.28a, P4.39, P4.40, P4.42, B4.34, P4.28*, P4.35%, P4.43*.

Lektion 8
* Hogre ordningens derivator: B4.41a, B4.43b*, P4.20*, B4.44*
* Annu mera funktionsundersokning: P4.44abc, P4.46, P4.48, P4.49, P4.34*, B4.40.
¢ En kédr gammal sats igen: P4.47.

¢ (Konvexitet: B4.47*, B4.48*.)

Foreldsning 9. Primitiv funktion (obestidmd integral)
Innehall
* Avsnitt 5.1 och 5.2.

e Fkallas for en primitiv funktion till f om F’ = f (dvs. det &r motsatsen till derivata).

Ofta sdger man bara "en primitiv” istdllet for "en primitiv funktion”.
¢ Standardprimitiver.

e Partiell integration (produktregeln baklénges).

Variabelbyte (kedjeregeln bakldnges).

Kommentarer

e Nir man har deriverat en funktion kan man fréga sig ifall det med kdnnedom enbart om derivatan
gar att tdnka ut vilken den ursprungliga funktionen var (den som man deriverade).
Det dr darfoér som det heter primitiv funktion, for den ursprungliga betydelsen av ordet primitiv
4r ju just ursprunglig.

* Det ar vil relativt l4tt att komma ih&g standardprimitiven

dx
V1-—x?

=arcsinx + C,

men den har brukar vara véarre:

dx
mzln(x+\/1+x2)+c .

Var i all virlden kommer det konstiga uttrycket i hégerledet ifran, och vad gér man om man sitter
pé en 6de 6 (eller pa en analystenta) och har glomt bort hur det s&g ut?

Den korta versionen dr att hégerledet dr funktionen area sinus hyperbolicus, vilket dr inversen
till sinus hyperbolicus:

f dx arsinhx+ C
= arsi .
V1+x2
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Den langa versionen lyder som f6ljer. Borja med att komma ihag Eulers formler for cosinus och

sinus:
il 4 o~it . il _ it
costzT, sint =

e
2i
Dessa funktioner uppfyller ju trigonometriska ettan cos? ¢ +sin? ¢ = 1, vilket sklart 4r nira kopplat

till enhetscirkelns ekvation x? + y? = 1. Jag pAminner om att trig-ettan spelade en viktig roll i
hérledningen av derivatan av arcus sinus, dir ju formeln

4 sint=cost=+V1-sin2t=V1-sin>t (for|tf|<n/2)

var upphovet till rotuttrycket i % arcsinx =1/v'1—x2.

” 2

Om man tar bort alla ”i” ur Eulers formler far man definitionerna av tva andra funktioner som
heter cosinus hyperbolicus och sinus hyperbolicus:

t -t

el+e el—e

cosht=——, sinht= —
2 2

Som du litt kan verifiera sjilv uppfyller dessa funktioner den hyperboliska ettan cosh? t—sin® ¢ = 1,
vars namn kommer av att x> — y? = 1 4r ekvationen for en hyperbel. Funktionen sinh ¢ 4r strangt
vaxande (eftersom dess derivata dr cosh ¢t > 0), och dess virdeméngd 4r R (eftersom sinh t — oo
dé t — +00), sé den har en invers med definitionsmingd R, som gér under namnet area sinus
hyperbolicus’:

arsinh = sinh™!.

Ur hyperboliska ettan far man

% sinht=cosht= i\/l +sinh?t = \/1 +sinh®t (eftersom cosh > 0),

vilket innebdr att derivatan av inversen till sinus hyperbolicus dr

1
d .
——arsinhx = ——.
ax V1+x2
Detta visar att |’ \/% =arsinh x + C, sd nu &r bara frdgan om arsinh x gar att uttrycka pd ett annat
X

sdtt. Svaret 4r ja, och detta dr en enkel grunk-6vning:

. . el —e” -
< x=sinhy < X=——— = 2x=e’—eY

— (&9 -2xe¥-1=0 < (@ -x?=1+x> = ¥ —-x=+V1+x2

N
= ed=x+V1i+x2 = d=x+V1+x? = y:ln(x+\/1+x2),

dér det stjairnmarkerade steget bestar i att forkasta det omojliga fallet ¥ = x — V1 + x2 eftersom
e¥>0o0chx—Vv1+x%<0.

¢ For att berdkna primitiv funktion till ett uttryck av formen "polynom géanger cos(kx) eller sin(kx)
eller e¥*” anvinds upprepad partiell integration. I varje steg integrerar man trig/exp-faktorn och
deriverar polynom-faktorn, vilket ger en ny liknande integral med ett polynom vars gradtal &r ett
sndpp lagre, och sé fortsitter man tills gradtalet dr noll. Och det giller att se upp en aning, sa att
man inte klantar sig med parenteser och "minus-minus”.

7Se t.ex.Wikipedia: Inverse hyperbolic functions fr en forklaring till varfor det heter "area”, till skillnad fran de inversa
trigonometriska funktionerna som ju heter "arcus” = bige = bagliangd = vinkel mitt i radianer.
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Séhir kan det se ut, exempelvis:

e—5x e—5x
fe_Sx(x3+4x2+2)dx = (x3+4x2+2)—f s (Bx®+8x)dx
—5x —5x —5x
e e e
= B +ax?+2)- (—(3x2+8x)—f (6x+8) dx)
-5 25 25
675)‘ e*Sx e*Sx
= B +axt+2)- (3x%+8x) + f (6x+8)dx
-5 25 25

e—5x e—5x e—5x e—5x

_ 3 2 _ 2 _ .

= (x°+4x°+2) Bx“+8x)+ (6x+8) f 6dx
-5 25 —-125 125

e—5x e—5x e—5x e—5x
= (3 +4x2+2)— — (3Bx%+8x0) + (6x+8)— 6+C
5 25 125 625
—5x
e 3 2 2
=~ (125(x +4x%+2) +2503x% +8x) +5(6x+8) —6) +C
—5x
=~ (125x3 +575x2 +230x + 296) +C.

Om man tanker igenom vad som egentligen hénder i denna utrédkning sd bér man inse att det gar att
gora alla dessa partiella integrationer i ett enda svep, s& att man kommer direkt till det inramade
uttrycket ovan, genom att upprepat integrera exp-faktorn och derivera polynomet, och sitta
varannan gang plus och minus mellan termerna, och fortsétta tills man &dr nere pa ett polynom
som bara dr en konstant (da dr det klart, eftersom nésta derivata skulle ge noll-polynomet):

-5x -5x

) (6x+8)—(e
625

—5x e*Sx e
) (x3+4x%+2)— (—) (3x2+8x)+(
5 25 -125

-6+C.

fe75x(x3+4x2+2) dx= (e

(Parenteserna runt de blé faktorerna ar lite 6verflodiga, men jag satte dit dem for att det skulle vara
enklare att se skillnad pa de teckenvéaxlingar som kommer fran inre derivatan —5 vid integrationer-
na och de svarta minustecken som kommer frdn regeln "varannan plus och minus”.) Dérefter ar
det bara att snygga till, som i de tva sista stegen ovan. Om man utfér utrdkningen pa detta vis blir
det mycket mindre att skriva, och risken for teckenfel minskar ocksa.

Variabelbyte bestér i grund och botten bara av att kdnna igen kedjeregeln baklénges. Derivering
med kedjeregeln innebdr ju att
LF(g))=fgx)g' )

(dér f &r derivatan av F), sd ndr man deriverar baklanges, dvs. rdknar ut primitiv funktion, blir det
sahar:
ff(g(x)) g'(0vdx=F(@gx)+C

Mellanstegen som man skriver vid variabelbyte &r pd sétt och vis bara bokféring ddar man avlastar
hjdarnan genom att lata pennan goéra en del av jobbet:

t=gx)
ff(g(x))g'(x)dx: 4t = ¢/(y) =ff(t)dt:F(t)+C=F(g(x))+C.
[0 dt dr=g'(x)dx

Ifall f har en sa enkel primitiv att man omedelbart kan utfora steget [ f(¢)dt = F(¢) + C i huvudet
finns det inte s stor anledning att skriva ut de dar mellanstegen, utan da kan man lika gdrna
integrera direkt. T.ex. har f(f) = cos t den enkla primitiva funktionen F(¢) = sin f, s& man kan med
ett 6gonkast se att

fcos(xg) 3x%dx = sin(xg) +C,
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bara man lidgger mirke till att 3x? &r derivatan av uttrycket x> som star inne i cosinusfunktionen.

Om déremot steget f f()dt = F(t) + C dr mera komplicerat, t.ex. att det krdver partiell integration
eller annat som man kanske inte klarar direkt med huvudrékning, s ar variabelbytesmetoden
oumbdrlig, s& det &r inte helt rdttvisande att avfarda den som "bara bokforing” trots allt.

Och &dven i enklare fall 4&r den anvidndbar, ifall man &dr det minsta oséker. T.ex. om du inte riktigt har
sjalvfortroende nog att integrera direkt i det foregdende exemplet, sd kan du utféra variabelbytet
istéllet (till priset av att du far skriva lite mer, men du behdover a andra sidan inte hélla riktigt lika
mycket i huvudet samtidigt):

3

r=x
cos(x%) 3x%dx = % =3x2 =/cos tdt=sint+C =sin(x®) +C.
[N e X
cost  dt dt=3x*dx

Variabelbyte 4r kanske &nnu mer anvindbart ndr man anvénder det "bakldnges”, i situationer dar
man infe har ndgon inre derivata att kdnna igen i det uttryck man ska integrera.

Sahir funkar det: ovan hade vi likheten

r=g(x)
ff(g(x))g(x)dx— 4t = ¢'(x) =ff(t)dt,
N e N et
f® dt dt=g'(x)dx

och den kan séklart lika gérna ldsas &t andra héllet:

t=gx)
ff(t)dtz 4l = ¢'(x) =ff(g(x))g’(x)dx-
dt=g'(x)dx 10 dt

Lat oss hér byta namn pa variablerna, sé att x och ¢ far ombytta roller (sé att det liknar den situation
man brukar ha, med variabeln x frdn borjan och en ny variabel ¢ efter variabelbytet):

x=g(1)
ff(x)dx= T=8w =ff(g(t)) gndt.
N — N——
dx=g'(ndt 15 dx

Om vi gor denna utrdakning som den stér, "fran véinster till hoger”, infor vi alltsa en inre derivata
som inte fanns dér frdn borjan. Aven om det i formeln ser ut som att man fir nagot krangligare i
hogerledet kan en sddan hdar manéver ofta gora att man kommer vidare i utrdkningen.

Exempel.
x=Int (t>0)
f dx _ dx _ 1 f
1+e* dr — t 1+nt
dx= dT

dt=Int-Inl+H+C=x-Iln(1+e") +C.

i+

AV EY;
Har fick vi efter variabelbytet en rationell funktion, och kunde fortsitta med s.k. partialbraks-
uppdelning (som gés igenom ordentligt ndsta gang, pa Foreldasning 10).

Notera vad som hénde i allra sista steget, nér vi gick tillbaka till den den ursprungliga variabeln x.
Termen In t kunde direkt ersédttas med bara x, for vart variabelbyte var ju helt enkelt x = In . Men
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for att uttrycka den andra termen In(1 + ¢) i variabeln x var vi tvungna att 16sa ut ¢ ur variabelbytet:
x=Int < t=¢* vilketgavattIn(l+ 1) =In(1 + e*).

For att denna "bakldngesversion” av variabelbyte ska fungera krévs alltsa i allménhet att man
gor ett inverterbart variabelbyte. Ndgon séddan restriktion finns inte i den f6rsta versionen av
variabelbyte, ddr man kdnner igen en inre derivata som redan star dar.

En sak som &r bekvdm hér 4r att satsen om derivata av invers funktion gor att man far samma
samband mellan dx och dt oavsett om man deriverar x som funktion av ¢ eller om man deriverar
t som funktion av x. Vi hade alltsa dven kunnat gora sahir i exemplet ovan:

t=e*
dx _ ﬂ—ex—t _ dt _ .
1+er [ 7 | ") a+or
dat
dx=7

Men tiank pd att inte blanda gamla och nya variabler i en och samma integral, utan se till att du efter
variabelbytet direkt har enbart den nya variabeln. Alltsd helst inga sddana har onédiga mellansteg
nir du redovisar (eftersom det ser lite fult ut med x och ¢ i samma integral):

fdx —[t—exetc]— dt _ dt _
14+er L7 1) a+ner ) A+nr

Men framfor allt, se till att du d&tminstone har gatt 6ver till enbart den nya variabeln innan du
forsoker rdkna vidare, for annars kommer du att fa ett helt felaktigt resultat!

* Som sades ovan behéver man inte bekymra sig for att variabelbytet ¢ = x? inte 4r inverterbart i ett
fall som detta, ndr man kidnner igen en inre derivata som man kan utnyttja tillsammans med d x:

2

t=Xx
2 2 2
fxex dx:%fex 2xdx= |49t —ox :%fetdt:%et+C:%ex +C.
~—~ —~— dx
et dt dt=2xdx

Men se upp lite! Att hdr anvdnda den "bakvénda” varianten pé foljande vis vore inte riktigt rétt:

x=Vt
x? _ﬂ:L_\/_tﬂ_l tg._ 1t _ 1 x?
xe' dx=\|dr =57 = te N edi=5e +C=3e" +C.
— atr
dx_zﬁ

Vad 4r problemet med detta, resultatet blev ju samma? Jo, x = VT ar ju alltid = 0, s& man har bara
behandlat ickenegativa x, och det framgér alltsd inte av denna utrédkning att den primitiva funktion
man hittat 4r korrekt dven for x < 0. Fallet x < 0 skulle kriva en separat utrikning med x = —/f
istéllet.

Lektion 9

* Berdkning av primitiv funktion: P5.3, P5.4, P5.5, P5.6, P5.8, B5.8a (jfr. Exempel 5.11).
¢ Forklara skenbar paradox: P5.10.
¢ Hantering av absolutbelopp: P5.34*.

* Funktionsunderstkning av primitiv funktion: P5.38, P5.37*.
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Forelasning 10. Integration av rationella funktioner

Innehall

e Avsnitt 5.3.

P
q(x)

¢ Metod for att berdkna x |dar p och g 4r polynom:

— Om det behovs: Polynomdividera (for att f4 en integral dér p har ldgre grad dn ¢q).

— Om det behovs: Faktorisera ndmnaren i reella faktorer av grad ett och tva, och partial-
braksuppdela (motsatsen till att sdtta pa gemensamt brakstreck).

— Integrera partialbrdken (enligt kédnda rutiner).
Om man hamnar i detta l4ge, alltsa att man har en rationell funktion att integrera, bér man kéinna
att det dr lugnt, f6r man behover inte sjdlv f4 ndgon snilleblixt, utan det ér bara att félja metoden.

I senare avsnitt, t.ex. vid integration av trigonometriska funktioner, stker vi ofta ett variabelbyte
som leder tillbaka till denna vélbekanta situation med en rationell funktion.

Ibland kan man spara arbete om man rékar se ndgon genvég, t.ex.

x° 1 4

dx=;:In(x*+1)+C
f xt+1 4

dér situationen forenklades av att det (sdnédr som pé en konstant faktor) var ndmnarens derivata

som stod i tdljaren. S& héll garna 6gonen 6ppna efter sidant, men din "defaultinstéllning” bor

4ndé vara att bara f6lja metoden.

Kommentarer

¢ Polynomdivision (liksom division av heltal) gors vanligen med liggande stolen eller trappan eller
nagon liknande uppstéllning. Tyvarr framgér det inte sé tydligt av sddana procedurer vad det &r
man egentligen gor. Och ibland ser man somliga som lyckas utféra sjdlva proceduren rétt, men
sedan drar fel slutsats och t.ex. skriver upp svaret med kvoten och resten omkastade, eller andra
konstigheter.

Nedanstaende exempel visar ett alternativt sitt att utféra polynomdivision, dir det blir lite mer
att skriva, men dar det & andra sidan inte ingar nagot hokus-pokus som man maste memorera,
utan bara vanlig enkel algebra, sé att det syns precis vad som hénder, och sé att svaret automatiskt
kommer pa ratt form.

Exempel. Nedan star en division som inte gar jamnt ut. Men vi kan légga till och dra ifran termer
som gor att en del av divisionen gar jamnt ut &tminstone:

5x* +3x2
x2+2x+5
_ 5x% - x% +3x?
© x24+2x+5

52 (i + (2x+5) - (2x+5)) +3x2
= (lagg till & dra ifrén for att matcha ndmnaren)

(bryt ut hogsta termen nere frdn higsta termen uppe)

X2 +2x+5
5x2-(x* +2x+5)  —5x*-(2x+5) +3x?
= ,( ) ( ) (multiplicera in 5x°, dela upp i tva brak)
X2 +2x+5 xX2+2x+5
-10x3 —22x2
=5x 4 ————— (forkorta det forsta bréket, snygga till det andra).
X2+2x+5

Termen 5x2, som kom fran den del av divisionen som gick jamnt ut (allts& dr vi kunde férkorta),
dr nu fardig och kommer bara att "hdnga med” i fortsattningen av utrdkningen. I nésta steg utfor vi
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samma procedur pa det brak som &terstar, dvs. pa den del av divisionen som inte gick jamnt ut:

5x% +3x? 5 2+—10x3—22x2
—_ = ... =HX —_—
X2 +2x+5 X2 +2x+5
,  —10x-x?—22x?
=52y —— - =
X2 +2x+5
~10x- (x2 +(2x+5) - 2x+ 5)) — 2242
=5x2+
X2 +2x+5
, —10x-(x*+2x+5) 10x-(2x+5)—22x?
=5x"+ +
X2 +2x+5 x2+2x+5
) —-2x% +50x
=5x% + (-10x) + ———.
x2+2x+5

Och sd gor vi samma sak igen med den aterstdende delen:

5x%+3x2 ) —2x% +50x
S = =57+ (- 10X) +
xX“+2x+5 xX“+2x+5
) —2-x* +50x
=5x°-10x+ —————
X2 +2x+5
—2-(x2+(2x+5)—(2x+5))+50x
=5x%—10x+
xX24+2x+5
52210 +—2~(x2+2x+5) 2-(2x+5) +50x
=X — X
x24+2x+5 xX24+2x+5
5 54x+ 10
=5x°—10x+(-2) + ————.
x242x+5

Nu gar det inte att fortsdtta langre, eftersom téljaren i den aterstdende divisionen har légre gradtal
dn ndmnaren; da kan man ju inte bryta ut hégsta termen nere fran hogsta termen uppe och
fortfarande fa ett polynom. Denna kvarvarande tdljare 4r den rest som blir over ifall inte hela
divisionen rakar g& jamnt ut. Resultatet av polynomdivisionen &r darmed

tdljare rest
——
5x% +3x? ) 54x+10
X“+2x+5 ~—em —— X" +2x+5
—— kvot ———
namnare namnare

Eller ekvivalent, om man multiplicerar med ndmnaren pa bada sidor:

5x%+3x% = (5x> —10x—-2) - (x> + 2x +5) + (54x + 10).

N —— ~ ~ N——
tdljare kvot namnare rest

Observera att man hir enkelt kan kontrollera att man ridknat rétt genom att multiplicera ut
hogerledet och se om det stimmer med vad som stér i vinsterledet.

Prova girna att utféra denna division med liggande stolen, sa ser du férhoppningsvis att det &r
precis samma utrdkningar som du goér, bara uppstéllda pa ett annat sétt:

kvoten vixer fram hir uppe —
5x2 4

tiljare fran start —— 5x* +3x2 x> +2x+5 «—— nidmnare
—5x%(x? +2x +5)

ny téljare i nésta steg —— —10x3 —22x2

— resten blir 6ver hér nere
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¢ Den typ av partialbrak som 4r besvarligast att integrera ar

1
(X2 +ax+b)"’

ddr n = 2 och x? + ax + b har icke-reella nollstillen (dvs. inte kan faktoriseras i reella férstagrads-
faktorer). Ett sétt att gora detta beskrivs i boken pa s. 260-262. Hir 4r en alternativ metod, som jag
tycker ar lite smidigare. Man kan alltid borja med att kvadratkomplettera och sétta y = x + 4, for

att fa en integral av typen
dy
[ Grvam  c>o

och sedan sétta y = ct, for att fa en konstant ganger integralen

f dt
(2+ 1"

sé det riacker att veta hur man berdknar denna typ av integral.

For att spara black infor vi forkortningen

\T:T(t)=t2+1

sa det vi vill berdkna ar alltsa

1
f—dt, n=2.
Tn
Notera att
d(t) d 1y 1 -n .1 2nt* 1 2n(T-1)_ 2n 2n-1
AR T T B A T At s e Wl i ey WS Wy o

Vi kan bokféra detta resultat som en ny "standardprimitiv”®:

2n 2n—1 t
f L k3 PP}
Tn+1 TN n

Eller utskrivet med n =1,2,3,4,... insatt:

f(%—%)dt:%+c
f(%—%)dt=%+c
[[5-gjumsec
f(%—%)dt:%+c

Och vi vet saklart ocksé att

1 dt
f—dt:f—:arctant—i-c.
T 1+ 2

Exempel. Lt oss se hur vi med hjélp av detta kan berdkna

J&5w] 5
w+13 ) 13

8Det 4r knappast Iont att memorera denna formel, utan man bara aterhérleder den vid behov.
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1
Knepet dr att skriva rel som en linjarkombination av uttrycken

4 3 2 1 1

T8 T2 T2 TV T

’

vars primitiva funktioner dr kdnda enligt ovan. Detta kan géras med négra "liagga till och dra
ifrdn”-knep. Forst far man

(2 1)+11
T2 TY) 27T

vilket tillsammans ger

Med lite vana gér man hela denna omskrivning i ett enda svep, och sedan integrerar man term for

term:

[ [ e R
(2+1)3 T3 T2) 4 2\T2 T!) 8T

4 3 3 2 1 dt

-‘f(rs Tz)d”gf(ﬁ‘ﬁ)d”é T

1t 3t 3
——+ —arctant+C

=——+
4T2 8T 8
1 t 3 3

=— +— + —arctant+C
4(2+1)2 812+1 8

33 +5¢
=————+—arctant+C.
8(r2+1)2 8

Exempel. Denna metod 4r dnnu effektivare om man har en hel kedja

a an-1 a a)
n JOnol o 2,4
Tn Tn-1 T2 T1

vilket 4r vad man typiskt far som del aven partialbraksuppdelning ifall faktorn T” finns i ndmnaren.
Istillet for att forst rakna ut [ - med hjilp av att man vet [ %, sedan % med hjélp av att man
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vet Tz,osv sd kan man ta hela kedjan pa en gang genom att ldgga till och dra ifran, sahar:
tG—t2+ldt_[PBU] f( 2 -3 1
(2 +1)4 (t2+1)4 (t2+1)3 (Z+12 ' 241
1
(F 2+ ?)dt
1 -+2 -3 1
- +8 1 4 dr
6 T* ™ T2 T
_1t+f 17 1( 3)+%—3+1dt
673 6 4\T8 T2 T2 T
=7
1 ¢ 17 ¢ =7 1(2 1 T+l
=——+——+f —-—(——— + 28 dat
6 T3 2477 8 2\1% 1! T
1 ¢ 17 ¢ 7t 9
St == + —arctant+C
6T3 24T2 16T 16
1 t +17 t 7t N tani+C
= — -— — arctan
6(r2+1)3 24(r2+1)2 16t2+1 16
212 -81% +21¢
=—— =+ —arctant+C.
48(1 + 12)3
Lektion 10

¢ En gammal bekanting som varit med tidigare: B5.25. (Jfr. P4.9f.)

e Varning f6r klassiskt nybdrjarmisstag: B5.27.

("Du skall icke dividera med inre derivatan.”)
e Partialbrdksuppdelning: P5.12, P5.13, P5.14.

¢ Berdkning av primitiv till rationell funktion: P5.15, P5.16, P5.36*.

Lektion 11

¢ Fler rationella funktioner att integrera: P5.17abcefg.

¢ Den besvirligaste typen av partialbrdk: P5.17h*.

* Partiell integration leder till rationell integrand: P5.20.
¢ Diverse integraler: P5.21.

¢ Bestdm konstanter sa att primitiven blir rationell (inga In- eller arctan-termer): P5.35%.

Forelasning 11. Integration av trigonometriska funktioner och rot-
uttryck

Innehall

e Avsnitt 5.4 och 5.5.
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Kommentarer

e Nir man gor variabelbytet ¢ = tan(¢/2) behdver man formlerna f6r cos¢ och sin¢ uttryckta i
variabeln ¢:
1-12 ) 2t
cosp =17 sing = ——3-
Hérledningen i boken (Exempel 5.35 och 6vning 5.21) anvinder formlerna f6r dubbla vinkeln ihop

med trig-ettan:

2 sin%
. sin(Z‘%) 2sin%cos% cos% Ztang 2t
sin(¢p) = S0 0 20 2= 20 7
1 cos® 5 +sin® (Sm%) l+tan®5 1+7
1
[4
COoSs 2
och analogt for cos ¢ via cos(2 - %) = cos? % — sin? %.

Hér dr en mer geometrisk hédrledning, med hjilp av enhetscirkeln:

y

(cos¢,sing)

(_1)0) 1// (p

Randvinkeln v &r hilften av medelpunktsvinkeln ¢, enligt randvinkelsatsen:

_9®
Y= 5
Linjen som gar mellan punkterna (—1,0) och (cos ¢, sin¢) har ekvationen y = #(x + 1), med rikt-
ningskoefficienten
t =tany =tan(g/2).
Ekvationssystemet

x2+y2=1, y=tx+1)
talar om var denna linje skér cirkeln. Los ut x = 7 — 1 frdn den andra ekvationen och sitt in i den
forsta; detta ger
¥ )2 5 5 ( 1 ) 2y 2t
——1] +y°=1 <= S +1l|-—=0 <= =0 eller y=——-.
( t ¥ vz t y Vo1 e

.. . . . .. — 2
Dessa virden insatta i ekvationen y = #(x + 1) ger de motsvarande x-vidrdena, x = —1 resp. x = L—;

S4 de tva skdrningspunkterna ar (x, y) = (—1,0) (sdklart) samt
T ne) (1 -2 2t )
x,¥y) = (cos@,sing) = | —, — |.

Y GNP =\ T 2 T2

o —_ 2 . ..
Alltsa: cos¢ = =5 och sing = 2, som 6nskat.
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_2 . .
}+_§2’ %) ger en parametrisering av enhetscirkeln med

rationella funktioner, dér rationella virden pa parametern ¢ motsvarar punkter pa enhetscirkeln
med rationella koordinater x och y, vilket i sin tur (efter multiplikation med den gemensamma
ndmnaren) motsvarar pythagoreiska (eller egyptiska) trianglar, dvs. rdtvinkliga trianglar vars
sidlangder &r heltal.

¢ Sidokommentar: Formlerna (x,y) = (

Exempelvis = 1/2 ger (x, y) = (3/5,4/5), och att denna punkt ligger p& enhetcirkeln 4r ekvivalent
med att punkten (3,4) ligger pa avstdndet 5 fran origo, dvs. att triangeln med sidorna 3, 4 och 5 &r
ratvinklig.

Lektion 12

¢ Enkel rimlighetskontroll: P5.1, P5.2.
* Berdkning av trigonometriska primitiver: P5.23abcdef, P5.25a, P5.24, P5.23i*, P5.27*.

* Berékning av primitiv till rotuttryck: P5.28, P5.29abcfh, P5.30, P5.33c, P5.40*.

Forelasning 12. Riemannintegral (bestimd integral)

Forelasning 13. Riemannintegral, forts.

Innehall

¢ Avsnitt 6.1-6.4.
* Definition av Riemannintegralen [ f fx)dx.
¢ Rikneregler och andra egenskaper.

* Analysens huvudsats. Insdttningsformeln.

Kommentarer

* Boken séger sahir i kapitlet om primitiva funktioner (s. 238), apropd notationen | f(x) dx:
"Uttrycket d x kommer att f sin férklaring nér vi kommer till avsnittet om integraler.”

Det stér lite om dx i derivatakapitlet (s. 180), men sévitt jag kan se sdger de inte s mycket om den
saken i integralkapitlet, s det kanske kan vara vart en kommentar hér.

Skrivsittet [ y dx inférdes av Leibniz pa 1600-talet, och integraltecknet [ &r ett stiliserat S som i
"summa”. For att berdkna arean av omradet under en kurva, betrakta omradet som bestdende av
odndligt manga lodréta linjesegment, ett for varje x i intervallet ifraga:

y

42



[Tillbaka till foreldsnings- och lektionsplan.]

I vanliga fall skulle man vél sdga att arean av ett sddant linjesegment &r noll, men Leibniz siger att
man istéllet ska betrakta det som en rektangel med héjden y och en oéndligt liten ("infinitesimal”)
bredd dx, dédr bokstaven d star for att dx &ar en "differens” mellan tva ”o#ndligt narliggande” x-
véarden. Linjesegmentets area d A = y dx dr d& oédndligt liten (men inte noll), och omradets totala
area A dr "summan” av alla dessa odndligt manga o4dndligt sma areabidrag d A:

A:/dA:fydx.

Funktionsskrivséttet y = f(x) inférdes senare, av Euler p& 1700-talet. Skrivséttet

b
f fx)dx
a

for att markera integrationsintervallet [a, b] infordes mycket senare, av Fourier i 1800-talets borjan.
Fram tills dess hade man specificerat granserna i ord eller latit dem framgéd av sammanhanget.

Man skilde inte heller pa bestdmd integral ("summa”) och obestdmd integral (primitiv funktion),
for det var ju "uppenbart” samma sak. Ty anta att man borjar med en area A, och "lagger till bara
ett enda linjesegment med h6jd y och bredd dx” i hogra kanten:

y y

A A+dA

X dx X

Hur mycket har arean da @ndrats? Jo, &ndringen d A bestar ju bara av den infinitesimala area y dx
som vi har lagt till, och da far vi ju

_dA

dA=ydx e y_d—,
X

dvs. kurvan som vi bérjade med &r derivatan av areafunktionen som méter arean upp till och
med punkten x, dvs. areafunktionen &r en primitiv funktion till den som vi borjade med. (Och det
var ju ocksd detta som var det fiffiga: genom att litt berdkna primitiv funktion kunde man losa
areaberdkningsproblem som tidigare varit svara.)

Det var forst pa 1800-talet som matematiker pa allvar borjade oroa sig for hur allt det har egent-
ligen hénger ihop logiskt, och hur man skulle kunna férklara det enbart med hjilp av det reella
talsystemet, som ju inte innehaller ndgra sddana ddr mystiska tal som &r "oandligt smé& men inte
noll”.

For att battre férstd analysens huvudsats (integration och derivering som inversa operationer) kan
det kanske hjilpa att jamfora med summering och subtraktion som inversa operationer.

T.ex. ndr man spelar minigolf protokollfér somliga resultaten bana for bana och lagger sedan ihop
allt pd slutet:

Bana 1(2(3(4]--1]18]| S:a
Linus {3 |7 |1| 4 7 84
Linnea | 2 |4 |5 |6 1 62

Andra foredrar att 14gga ihop resultaten vartefter, sa att man kan se den nuvarande stdllningen hela
tiden:
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Bana 1| 2 3 4 | --- | 18 | S:a
Linus | 3| 10 | 11 | 15 84 || 84
Linnea | 2 | 6 11 | 17 62 62

Detta sitt att bokfora innehaller uppenbart exakt samma information som det forsta séttet, for
man kan ju t.ex. berdkna differensen 17 — 11 for att se att Linnea slog en sexa pa bana 4.

Mer abstrakt, om man for en given talfoljd
ay, az, as, ay,. ..
berdknar f6ljden av ackumulerade summor

S1i=a;
So=a+ay
S3=a)+ay+as

Sa=ay+ay+asz+ay

n
Sp=a1+a+az+ag+-+ap =y ag
k=1

sd kan man aterskapa ursprungsfoljden (ax)?2, frdn den ihop-ackumulerade féljden (sn)52,
genom att subtrahera successiva virden:

a = 8,

an = Sn— Sp—1, n=2,3,4,...

Om man istillet for en talfdljd har en funktion f(#), dvs. "en strid strdm av data”, ett varde for
varje f € R, sd motsvaras de ackumulerade summorna av att man integrerar ihop f:s alla virden
frdn négon given startpunkt (sig ¢ = a) fram till £ = x:

y

y=rf
A(x) A(x) :f fodte

Och dé kan man aterskapa ursprungsfunktionen f (under forutsittning att den ar kontinuerlig)
genom att derivera den ihop-ackumulerade funktionen A:

y
fx) =A%)
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Notera att man i den nutida notationen, ddr man anger integrationsgranserna med [, behover
anvinda ett annat variabelnamn (exempelvis £) i integralen, s att inte symbolen x anvands i
dubbla betydelser. Detta 4r alltsd av samma anledning som man kallar summationsindexet fér k
och inte n i formeln s, = Z,’C’:I ay. Att skriva s, = Zﬁzl a, skulle se konstigt ut, eller hur? Och
A(x) = [ f(x) dx ser lika konstigt ut.

* Observera att vid variabelbyte i bestdmd integral maste man byta grinserna ocksa:

t=g(x)
at _ o/
b ax— 8 (x) g(b) g(b)
| fewngwax=| ar=gax | =[ "poae=[Fol - Feon-Fea.
a gla) gla
x=a = t=g(a)
x=b = t=g(b)
Det dr inte korrekt att skriva )
:/ fde=---

i mittenledet har!

Som synes blir slutresultatet samma som om man forst rdknar ut den primitiva funktionen F(g(x)),
uttryckt i den ursprungliga variabeln x, s& som vi gjorde i avsnittet om primitiva funktioner, och
dérefter sétter in granserna for x:

b
= [Flg(n) = F(g(b) - F(g(a)).

Men ndr man héller pd med bestdmda integraler dr det ju on6digt att ga tillbaka till den gamla
variabeln pé detta vis; sétt bara in de nya granserna for ¢ i F(#) s dr det klart.

* I fallet ovan, ddr man har g'(x) tillsammans med dx frén borjan, s méste inte g vara inverterbar
(jfr. diskussionen i kommentarerna till Féreldsning 9). Det kan alltsd mycket vdl hdanda att t.ex.
g(a) = g(b), och det betyder bara att hela integralen blir noll.

Men om man anvinder den "bakvdnda” metoden dar man inte har ndgon inre derivata fran bérjan
s& maste variabelbytet vara inverterbart (dtminstone pd integrationsintervallet ifraga):

x=g(0) (eller =g ()
dx _ dt _ (o1 (py— 1 _ 1
) EX = g'(1) (eller £ = (g™ (x) = T T = 7@) 1)
f fx)dx=|dx=g'(dt =[ fgwde=--
a gl

x=a = t=g_1(a)

x=b = t=g"(b)
Annars kan man réka ut fér sddana hir orimligheter:

t=sinx (Obs!Ejinv.bart pa [0, 7].)

%zcosx: \/1—sin2x=\/l—t2

b3 0
s 2 dt ? 2 dt
sin“xdx = | dx= =f t .
fo Vi 2 0 V1-1#?
N———
uppenbart >0 ju x=0 = r=sin0=0 =0 (21?)

X=n = t=sinn=0

Problemet hir 4r bla. att cosx = V1 —sin? x bara giller i den vinstra halvan av integrations-

intervallet (fram till 7/2); i den hogra halvan giller istéllet cos x = —V/1 —sin? x, med ett minus-
tecken framfor roten. Foljande dr dock sant (om &n inte sa anvdndbart, det finns béttre sétt att
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rdkna ut denna integral):

b4 /2 b4
f sinzxdx:f sinzxdx—i-f sin® xdx
0 0 nl2

‘flmf mf Vi-i2

dér variabelbytet ¢ = sin x har gjorts i delintegralerna var for sig; i den vénstra halvan av intervallet
har vi da x = arcsin £, men i den hogra har vi x = % —arcsin £.

Vi kan vil hir ocksa passa pd att "bevisa” att alla integraler [ f f(x) dx faktiskt dr noll! Det dr ju bara
attsdtta t = (x — a)(x — b) sé fas f(? (---)dt =0, eller hur? Om denna revolutionerande upptéckt vore
sann skulle alla analysstudenters liv bli mycket enklare.

e Hir 4r en relaterad filla som man ldtt kan g& i om man inte ser upp. Ség att vi vill berdkna (den

uppenbart positiva) integralen
i 1
f —‘2 dx.
0 1+sin“x
N———

fx)

Lat oss ta fram primitiv funktion forst, med variabelbytet x = arctan ¢, dx = dt/(1 + 2):

1 1 dt 1 dt
——dx= 3 2= 2 2
1+sin“x 1+sin“(arctant) 1+ ¢ 1+( t ) 1+t

V1+ 2
dt dt 1 1
:f 5 :f 5 = — arctan(v21) + C = — arctan(v2 tan x) +C.
1+2¢ 1+ (v21) V2 V2
F(x)

Inséttning av granserna i denna primitiv ger dock det uppenbart orimliga resultatet

/4 1 2
0<f — dx=
0 l+sin“x

Problemet &r att F inte dr en primitiv funktion till f pa hela integrationsintervallet [0, 7], vilket &r
en forutséttning for att insdttningsformeln ska gélla! I sjdlva verket dr funktionen F odefinierad
for x = m/2, dér den har en singularitet i form av ett sprdng (vinstergréansvardet ar ﬁg medan

1 n
— arctan(v2tanx)| =0-0=0.
V2 0

hégergransvardet dr — m).

Detta innebdr att man far trixa lite "f6r hand” for att skapa en primitiv som ar giltig pa hela
intervallet:

F(x), 0<x<m/2,
Fy(x) = # x=ml2,
F(x)+2- 2f’ T/2<x<m.

Insédttning av grinserna i denna primitiv ger det ritta resultatet:

T 1 b1 /4 b4
——dx=F -F0)=|F 2-—|-F0)=0+—-0=—.
fo T+ oinZx X = F>(m) — F»(0) ( () + 2\/5) 0) +\/§ NG

Sddana hir fenomen kan stilla till med en del besvér for datoralgebrasystem ocksa. Pa nétet kan
man hitta flera artiklar i detta &mne av matematikern David J. Jeffrey, t.ex. The Importance of
Being Continuous (Mathematics Magazine, 1994).

¢ Symmetriegenskaperna

a a
f fydx=2 f fx)dx  om f &renjamn (och integrerbar) funktion
—-a 0
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och

a
f)dx=0 om f &r en udda (och integrerbar) funktion
—a

dr ofta anvdndbara, sdrskilt den senare (man behdver ju inte berdkna primitiv funktion, integralen
blir noll direkt).

Ibland kan det dven finnas "dold symmetri” som man kan utnyttja. Ta t.ex.

4 1
[——
g 1+ esinx
N—_——

fx)

Integranden f(x) dr varken udda eller jimn hér, men om man ritar grafen med dator sd méarker
man att den ser rédtt symmetrisk ut, som en konstant plus en udda funktion. Och s &r det faktiskt,
vilket man kan inse péa foljande sitt. Varje funktion vars definitionsméangd ar symmetrisk kring
origo kan delas upp i en summa av en udda och en jamn funktion, s&dhér:

fx)+f(=x) N fx)-f(=x

fx)= > > = j(x) + u(x).
jamna (?erlen avf udda d?eien av f
I detta fall har vi
1 esinx esinx

fl=x)= N

+ esin(=x) = 1+ e-sinx — psinx 4 = 1+ esinx’

vilket gor att den jimna delen av f helt enkelt dr

=3 Trenr

j(x)=f(x”f(_’”=1(

1 esinx 1 1+ esinx 1
2 2 )

l+esinx + 1+esinx =

alltsa en konstant. Ddrmed har vi f(x) = % + u(x) dér u ar en udda funktion, vilket ger

f—dx:f (§+u(x))dx:f §dx+f ux)dx=3-2n+0=m,

i esinx _ _ _

dvs. vi kunde ridkna ut integralen utan att hitta primitiv funktion (vilket torde vara ett ganska
hopplost foretag i detta fall).

Den som tyckte att detta var kul kan t.ex. testa att rdkna ut f(;l % pa liknande sétt. (Tips: Om man

plottar kurvan y = ﬁ med dator ser den ut att ha en udda symmetri kring punkten (x, y) = (2,1/8),
eller hur?)

Lektion 13

¢ Integral av trappfunktion: B6.1.
¢ Uppskattning av integral med under- och dvertrappor: P6.4.
* Berdkning av bestdmd integral direkt ur definitionen: B6.2*.

¢ Berdkning avbestdmda integraler med insédttningsformeln: P6.3achk, P6.9dhjk, P6.11acfg, B6.11f.

Observera hur man hanterar integrationsgrinserna vid partiell integration och variabelbyte.
(Sats 6.9 och 6.10, samt kommentarer ovan.)
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Lektion 14
¢ Uppskattning av integral: P6.1.

* Bestdmd integral med absolutbelopp: P6.8ab.

Ledning: Dela upp intervallet, for att gora dig kvitt beloppstecknen. Det dr ingen bra idé att forsoka
rdkna ut primitiv funktion sa linge det finns absolutbelopp kvar i uttrycket...

 Ett par integraler som blir noll: B6.11e, P6.14*.

Det gér att rdkna ut dessa integraler med insdttningsformeln som vanligt. Men en intressantare
utmaning ar att forsoka visa att de blir noll utan att berdkna primitiv funktion!

* Funktion som ej &r integrerbar: P6.2*.
¢ Analysens huvudsats (ihop med kedjeregeln, i vissa fall): P6.6, B6.12, P6.13*.
¢ Blandade integraler: P6.12adf.

¢ Effektivvdrde av spanning: P6.15*.

Forelasning 14. Generaliserad Riemannintegral; uppskattning avsum-
mor med integraler
Innehall

* Avsnitt 6.5 och 6.7.

* Generaliserad integral = integral dar integrationsintervallet éir obegrinsat och/eller funktionen
som integreras dr obegrinsad.

(e 9] w
Definieras som grinsvirde av vanlig integral, t.ex. f fx)dx= a}l_{n f f(x)dx,ifall f &r Riemann-
integrerbar pa varje intervall [a, w] med a < w. ¢ ¢

Integralen sédgs vara konvergent om detta gransvérde existerar, divergent annars.

e Samband mellan summor och integraler, och uppskattningar som kan goéras med hjélp av detta.

Kommentarer

¢ Nir man redovisar utrdkningen av en generaliserad integral kan man i princip skriva sdhér:
(o9} w w
f f(x)dx = lim f f(x)dx = lim [F(x)] = lim (F) - F(@) = (---).
a w—oo [, w—00 a W—oo

Men precis som for griansvirden rekommenderar jag att man forst rdknar ut [’ utan att blanda in
nagra gransvirden, och sedan gor gransovergangen, dvs. att man skriver sdhir istillet:

ff(x)dx:[F(x)]wzF(w)—F(a)—»(--'), da w — oo.
a a
Svar:f fX)dx=_(--).

a

Detta av samma anledningar som forut (man slipper skriva ” lim ” femtielva ganger, etc.), plus att
wW—00
det har finns ytterligare négra fallor som man vill undvika att ga i.

Exempel. Hir ér ett fel som man kan rdka begd om man riknar med [;° istéllet for [, i samband
med partialbréksuppdelning:

© 2dx (1 1 © dx © dx
(Fel') f > :f — dx:f __f _
b xc—1 2 \x—-1 x+1 2 x—1 b x+1

48




[Tillbaka till foreldsnings- och lektionsplan.]

Den rodmarkerade likheten stdimmer inte! Integralen i vdnsterledet dr konvergent med vérdet
In3 (se nedan), medan det som star i hogerledet &r differensen av tvé divergenta integraler, ett
nonsensuttryck av typen "oo—oo”. Det dr tyvirr inte helt ovanligt att man far se sddana utrédkningar
ndr man rattar tentor, och i det laget kan det sedan fortsétta pd lite olika sétt. Somliga drar felaktigt
slutsatsen att integralen som de bérjade med 4r divergent, och da blir det Op direkt. Ett vanligare
scenario 4r att man slar man ihop de tvé termerna igen innan man sétter in granserna, sa att det
blir ratt svar till slut, men det blir &tminstone 1p avdrag dnda.

Om man istéllet hade rdknat med en vanlig integral [,’, s& som jag rekommenderar, hade det
naturligtvis varit fullkomligt harmlost att dela upp integralen pa ovanstdende vis — om &n en aning
onodigt kanske. Jag sjélv skulle skriva ndgot i den hér stilen:

© 2d w 1 1 w
f 5 * :f (———)dx: [lnlx—1|—1n|x+1|
2 x¢—1 2 \x—1 x+1 2

-1
=ln(a)—1)—1n(w+1)—(1n1—ln3)=lnw— +1n3
w+1

1

-1 1-0
® tIn3—In——+1n3=In3 daw — oo,
1+0

=In 1
w

Notera att gransvdrden i samband med generaliserade integraler ska rdknas ut precis som vi
larde oss i kapitlet om gransvirden, dvs. genom omskrivningar tills man kommer till ett 1dge dar
standardgransviarden och raknelagar kan anvédndas. Man bér t.ex. inte helt plotsligt fa for sig att
skriva sddana hér grasligheter:

(Fel) In(w-1) —In(w + 1) — In(co) — In(co) = 0.

Det rékar visserligen i detta fall vara sant att gransvérdet dr noll (som vi sag pa det rétta sittet ovan),
men en sadan dédr "motivering” 4r ju rent nonsens, och kan i andra fall leda till helt fel slutsats.

e Summor dr begreppsmdissigt mycket enklare dn integraler —- man adderar ju bara dndligt ménga
tal - men de kan vara betydligt svarare att rdkna ut. For att ta ett inda relativt enkelt exempel sa &r
det en barnlek att berdkna integralen

X
f ?dr= %xg',
0
men betrakta istdllet den liknande summan

n
Sn= k*=1+4+9+16+25+ -+ (n—1)>+n’
k=1

Den ir inte lika enkel! Kanner du till ndgon formel som ger dig s, direkt, t.ex. for n = 10° utan
att du behéver summera en miljard termer? Det 4r inte en aritmetisk summa, och inte heller en
geometrisk summa, sé det du har lart dig i grundkursen 4r inte omedelbart tillimpligt. I sjdlva
verket ges summan av formeln

Sp = én(n+1)(2n+1): %n3+%n2+én,

som kan hirledas pa massor av olika sitt.? Det enklaste sittet, om man vil har formeln och bara
vill visa att den stdimmer, &r att verifiera att subtraktion av successiva viarden aterskapar den f6ljd

9Se t.ex. boken Concrete Mathematics: A Foundation for Computer Science av Graham, Knuth & Patashnik.
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ar. = k? som man har ackumulerat ihop:

G- l23_a
1——6 - - a1,
nn+1)@2n+1) m-1(n-D+1)(2(n-1)+1)
Sp—S8p-1= 6 - 6

n
= E((n+ DEn+1)-(n-DEn-1)
= <(@n?+3n+1-@n?-3n+D)=Z 6n=n’=a, fornz2.

o Istdllet for det svara problemet att berdkna summor exakt kan det ibland vara att foredra att

uppskatta summors virde med hjilp av integraler som &r enklare att rdkna ut, och det &r alltsa
detta som vi ska dgna oss at har.

Lektion 15
¢ Understkning av generaliserade integraler: P6.16ab, P6.17, B6.24abc, B6.25ab, B6.26cd.
¢ Enintegral som uppkommer i ett mekanikproblem: B6.33*.

¢ Enintegral relaterad till normalfordelning: B6.32*.

Lektion 16
e Summor och integraler: B6.16, B6.17, B6.19, P6.18.

* Och en svérare variant, dar funktionen ifrdga inte &r monoton: P6.25*.

Foreldsning 15. Kompletteringar och repetition
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Facit till extrauppgiften pa Lektion 2

(a)

(b)
(©)
()]

(e
)

(g

(h)

Falskt i allmidnhet. Men sant ifall f 4r definierad godtyckligt ndra a béade till hdger och till vénster,
dvs. om det for varje 6 > 0 finns tal frén definitionsméngden D béde i intervallet a—§ < x < a och
iintervalleta < x < a+9.

Sant. Hogergransvardet existerar och 4r lika med noll.
Falskt. Vénstergrinsvirdet existerar inte, ty definitionsméngden fér /x innehdller inga tal x < 0.

Sant. Gransvérdet existerar och &r lika med noll; det sammanfaller med hégergransvérdet i detta
fall, eftersom definitionsméngden dr som den &r. Detta dr ett exempel pé att pastdendeti (a) kan
vara falskt.

Falskt. Man madste ju ta hansyn till vardet f(a) ocksa!

Falskt i allménhet; jfr. (a) ovan. Vad som &r sant &r att f dr kontinuerlig i punkten a om och endast
om )lcln}l f(x) = f(a) eller a dr en isolerad punkti Dy.

Sant. Virdet f(0) = v/0 = 0 stimmer 6verens med grinsvirdet liH(l) f) = lirr(l) vx = 0; jfr. (d) ovan.
X— X—

Detta &r ett exempel pé att pastdendet i (f) kan vara falskt.

Sant. Om det vore falskt skulle det ju motséga satsen att alla elementéra funktioner dr kontinuerliga,
eller hur?
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