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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Motivera svaren pa foljande fragor noggrant!

(a) Lat f(x) =2(x +1)/3 for —2 < 2 < 1 och f(x) = 0 for dvrigt. Ar f en tithetsfunktion?
(b) Lat f(z) =2(z+1)/3 for —1 <z <1 och f(x) = 0 for 6vrigt. Ar f en tithetsfunktion?

(c) Lat f(x,y) =32%/2for —1 <2z <1och0<y<1,och f(z,y) = 0 for dvrigt.
Ar f en tiithetsfunktion?

(d) Lat P(A) = P(B) = 0.3. Beréikna P(AN B) om A och B &r oberoende.
(e) Giéller formeln P(A|B)P(B) + P(B|A)P(A) =2P(AnN B) for alla hindelser A och B?
(f) Lat P(A) + P(B) = 1.2. Motivera om héndelserna A och B kan vara disjunkta.

2. Lat X; ~ N(0,2) och X5 ~ N(1,2), dér V(X;) = V(X2) = 4, vara oberoende.

(a) Bestdm sannolikheten P(Xa < 1.5).
(b) Bestdm sannolikheten P(Xs > 2X7).
)
)

c) Bestam konstanten a sa att variansen av aX; + (1 — a) Xy blir sa liten som mdjligt.

(
3. (a) Vid en foljd métningar av oberoende stokastiska variabler X;, i = 1,2,3,4,5,6, dir var-
je X; ~ N(u,0) och p samt variansen o2 dr okiinda, erh6ll man foljande mitdata:

14.68 18.57 13.98 14.38 22.45 22.05

Ange ett 95% konfidensintervall for vintevirdet p.

(b) Vid en undersdkning av asikten i en viss fraga déir man vet att ca 40% har den asikten,
funderar man pa hur manga personer man maste fraga for att kunna fa ett 95%-igt kon-
fidensintervall fér den okénda andelen p av lingd hogst 0.10. Antag att den stora popula-
tionen Ar oéndlig och bestidm approximativt det minsta antalet personer man maste fraga.

Vénd!

(3p)

(3p)



4. Svampsisongen narmar sig och planerar man att plocka svamp bor man vara forsiktig. Antag att

det vaxer 14 olika sorters svampar i en skogsbacke. Alla &r lika vanliga, men tva av sorterna &r
giftiga och tre av de 6vriga icke-giftiga svamparna smakar sa pass illa att man inte vill anvénda
dessa som matsvamp.

(a) Om man pa mafa plockar 6 stycken svampar, vad dr sannolikheten att minst tva ar giftiga?

(b) LD50 (d v s dosen 50% av testpopulation dér av) for de giftiga sorterna ligger vid ca 10
stycken svampar. Om nagon mot formodan helt pa mafa skulle kika 105 svampar, vad
ar sannolikheten att personen uppnar LD50-grinsen? Approximationer dr OK om dessa
motiveras.

. Lat X och Y vara tva oberoende exponentialférdelade stokastiska variabler med E(X) = 5
och E(Y)=T.

(a) Bestdm den simultana tathetsfunktionen fx y (x,y) for den 2-dimensionella s.v. (X,Y). Var
noggran med vart funktionen &r noll!

(b) Berékna P(X >1ochY <1).

(c) Berdkna P(max{X,Y} <5).

. Lat X1, Xo,..., X, vara n stycken stokastiska variabler med E(X;) = u och V(X;) = o2 for
allat=1,2,... n. Visa att

n n

X:lZXi och 5% = ! Z(Xz‘—X)2

n “ X
i=1 i=1

ar vantevardesriktiga skattningar av u respektive o~.

(3p)

(3p)

(6p)



Losningsskisser for matematisk statistik 2014-08-15

1. (a) Nej, f<0da —2<z<—1.
(b) For —1 <x <1saér f >0, men
! 2(x+1)2]" 4
dr = |- ——— =_-#1
IR s T

sa detta ar inte heller en tathetsfunktion.

(¢) Funktionen #r > 0 i omradet sa det aterstar att kontrollera integralvillkoret:

1,1 2 371
3z 3|z
—dxdy = = | — =1.
/0 /_1 2 rey 2 |: 3 :|_1
Alltsa en tathetsfunktion!

(d) Eftersom P(ANB) = P(A)P(B) da hindelserna ér oberoende foljer det att P(ANB) = 0.09.
(e) Svar ja, eftersom
PANB) , py  P(BNA)
P(B) P(A)
for alla héndelser dér P(A) > 0 och P(B) > 0. Vad hiénder om nagon héindelse har sanno-
likhet noll?
(f) Héndelserna kan inte vara disjunkta, ty da skulle P(AU B) = P(A) + P(B) =1.2 > 1.

Xo—1
2

P(A|B)P(B) + P(B| A)P(A) = P(A) = 2P(AN B)

2. (a) P(X3<15)=P ( < o.25> = ®(0.25) = 0.60
(b) Lat Y = Xy — 2X;. Da &ir Y ~ N(1,v/20) (déir V(Y) = 20) och
P(Xy>2X)=P(Y >0)=1-P(Y <0)=1-®(—1/v20) = &(1/v/20) = 0.5885

(c¢) Vi later v(a) = V(aX; + (1 — a)X2) och vill alltsa minimera funktionen v. Vi borjar med
att forenkla. Eftersom variablerna ar oberoende foljer det att

v(a) = 4a® +4(1 — a)® = 4(2a® + 1 — 2a).

Vi gor en funktionsundersskning; v'(a) = 0 sker endast da a = 1/2 och v”(1/2) > 0 sa
detta &r det minimum vi dr ute efter. Svaret dr alltsa a = 1/2.

3. (a) Lamplig testvariabel &r

och ser att

Vi l6ser ut p ur intervallet i sannolikhetsmattet och erhaller att

— S = S
Y - %ta/2(5) <p<Y+ %ta/Q(‘B)'

Vi ersétter Y med den observerade punktskattningen 3 = 17.685 och stickprovsvariansen 52
med s? = 3.90442. D4 erhaller vi ett konfidensintervall med konfidensgrad 95%:

I, = [13.59, 21.78],
dér vi anvént a = 0.05 och tgg25(5) = 2.57.



—tla/g tla/Z
Figur 1: Den markerade arean innehaller 95% av sannolikheten for ¢(14)-férdelningen.
(b) En naturlig skattning pa den verkliga andelen ges av

P =

9

3|

diar X ~ Bin(n,p) dr antalet som har asikten, n dr antalet vi fragar och p dr den okénda
andelen. Vi antar att n &r tillréckligt stor for att vi ska kunna gora en normalapproximation,
ie.,

np(l —p) ~n-0.40-0.60 > 10,

eller n > 42 (forutsitter att p ligger néra 0.40). Vi borde kunna géra en normalapproxima-
tion: X "~ N(np, D) dir D = \/np(1 — p). Alltsa blir P "= N(p, d), dér

d=+/p(1—-p)/n=+/0.24/n.
Var testvariabel blir alltsa

Z = T_p "2 N(0,1).

Vi sténger in Z:
P(_)‘a/Q <Z< )‘oz/Q) =1-aq,

dér A\, dr normalfordelningens a-kvantil. Vi har a = 0.05 och A, /2= A0.025 = 1.96. Vi loser
ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xoo2sd < p < P+ Ag.ozsd.

Intervallingden ges da av
I = 2)p.025d < 0.10,

> (2X0.025)%-0.24

vilket ger att n 0107

tion.

eller n > 369. Detta uppfyller kravet for normalapproxima-
4. Vilater X vara antal giftiga svampar bland n plockade pa mafa. Da ar X ~ Bin(n, 1/7) eftersom
varje svamp har en sannolikhet pa 2/14 att vara giftig.
(a) I denna deluppgift &r n = 6 och vi dr intresserade av sannolikheten att X > 2. Vi far
P(X>2)=1-P(X <1)~1-0.7931 = 0.2069.

Alltsa ar sannolikheten 20.7%.



(b) T det hér fallet & n = 105, sa vi &r inte hjéilpt av varken tabell eller direkta kalkyler
(alldeles for stora siffror). Men, eftersom np(l — p) = 12.86 > 10, sa forsoker vi med en
normalapproximation. Med andra ord, X #r approximativt N(15,+/12.86)-férdelad. Alltsa,

10 - 15
P(X>25)=1-P(X<10)=1—-®| —— | = 0.92.
(X 225) (X <10) <\/12.86>

Sannolikheten dr alltsa ca 92%.

5. (a) Vihar tva oberoende s.v. X och Y som &r exponentialférdelade. Alltsa ar fx () = exp(—z/5)/5
for © > 0, fy(y) = exp(y/7)/7 for y > 0, och salunda fxy(z,y) = exp(—x/5 —y/7)/35 i
forsta kvadranten (dvs > 0 och y > 0). For 6vrigt dr funktionen lika med noll.

(b) Eftersom X och Y &r oberoende sa &r

PX>1Y<1)=PX>1)PY <1)

o0 ,—z/5 L o—y/7
= (/1 3 dx /0 - dy

=e V51 —e V)~ 0.11.

(¢) Om maximum av tva tal & < 5 sa maste bada talen uppfylla detta villkor. Alltsa, pa
samma sitt som forra deluppgiften,

P(max{X,Y} <5) = P(X <5,Y <5)= P(X <5P(Y <5)

5 p—u/5 5 o—y/7
= d d
o) (e

=(1-eHa—-e?T)~0.32.

6. Vi ska visa att E(X) = p och att E(S?) = 0. Vi bérja med den forsta likheten:

E(S%) =E (iix) = :LZR:E(XZ-) - % —_
=1 =1

Skattningen X #r alltsa vinteviirdesriktigt. Att berikna E(S?) ir lite bokigare, men inte omdojligt:

1 - Y)Y | — 1 - 2 _ % Y 2
E(n_lz(Xl X)>_n_1E<ZXi 2XZX+X>

i=1 i=1

1< . _
=— Y (B(X}) - 2B(X:X) + E(X?)).
i=1
Vi vet att E(X) = p och att V(X) = o2 /n. Steiners formel siiger att E(Y?) = V(Y)+ E(Y)? for
en stokastisk variabel Y, vilket vi kan utnyttja for att skriva E(X?) = V(X;) + E(X;)? = 02 + p?

samt F(X?%) = o?/n + u?. Vidare sa ser vi att

_ 1 & 1 —
EX,X)=E|[X;= X; | == EX;X
= (5 ) 2 B

och eftersom F(X;X}) = E(X;)E(X}y) = p? om i # k (eftersom dessa variabler r oberoende)
och E(X?) = 0%+ p? (dd i = k) kan vi skriva E(X;X) = ((n — 1)p® + 02 + p?)/n = pu? + o2 /n.
Vi atergar det sokta vintevirdet:

1 < no? —no?/n

2 2., 2 2, 2 2 2 2

E(S)—n_lél(a +u’ =2 + 0% /n) + 0% n+ p?) = — =o”.
1=

Alltsé #r dven S? en vintevirdesriktig skattning (av o?).



