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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen ricker 16 poidng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-
ens slut. Lycka till!

1. Lat A och B vara héndelser sa att P(A) = 0.4 och P(BN A*) =0.3.

(a) Bestdm P(AU B) och P(A*). (2p)
(b) Om héndelserna &r oberoende, vad &r P(B)? (2p)
(c) Om héndelserna inte dr oberoende, men man vet att P(A|B) = 0.5, vad & P(B)? (2p)

2. Vid en serie oberoende métningar av en process erholl man foljande vérden:
249 3.03 273 1.70 229 121 2.89 0.85

Vi antar att dessa virden utgor ett stickprov av en normalférdelad variabel X ~ N(uq,0). Efter
en tid misstdnker man att nagot gatt snett da produkterna inte lingre haller samma kvalitet.
Man gor nya miétningar pa processen och erhéller da virderna

1.32 131 0.14 097 0.84

Antag att detta dr ett stickprov fran en normalférdelad variabel Y ~ N(ug,0). Berdkna 99%
konfidensintervall (dubbelsidiga) for p1, pe, samt pq — pe. Kan man dra nagon statistiskt séiker
slutsats med 1% felrisk fran dessa intervall angaende om det dr nagon skillnad mellan gy och po?
Motivera ditt svar. (6p)

En hjilpsam examinator har riknat ut féljande:
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3. Lat A vara (den fyllda) triangeln med horni (0,0), (1,0) och (1, 1). Vi definierar en tvadimensionell
tathetsfunktion enligt

¢, punkten (z,y) ligger i A,

fxy(z,y) = {

0, for ovrigt,

dér ¢ &ar en konstant. Med andra ord dr sannolikheten likformigt férdelad pa triangeln.



(a) Bestdm konstanten c sa att fxy(x,y) blir en tathetsfunktion. (1p)
(b) Ar X och Y oberoende stokastiska variabler? Motivera ditt svar. (2p)
(c) Bestdm P(X >1/2) och P(Y > X). (3p)

4. Vi har en réttvis térning med 6 sidor som vi kastar 4 ganger och riknar antalet 6:or vi far, lat X
vara en stokastisk variabel som innehaller resultatet (antalet 6:or). I ett spel sa satsar man 10
kronor och vinner enligt féljande. Om vi far tva eller firre 6:or vinner vi inget. Om vi far tre
6:or vinner vi 500 kronor, och om vi lyckas sla fyra 6:or vinner vi 2000 kronor.

(a) Vad &r P(X > 3) och E(X)? (2p)

(b) Om man spelar en gang, vad ar vintevéirdet for vinsten? Tycker du spelet &r réttvist?(4p)

5. Skréackfilmsfantasten Sture samlar pa italienska Giallos (thrillers fran 60-70 talet). Sture brukar
bestélla dessa fran en importor dir han riskerar att fa betala tullavgifter om virdet ar for hogt,
sa han bestéller endast en film at gangen och invéntar leveransen innan han genast gor en ny
bestéllning. Denna leverantor har 32 filmer som Sture inte dger, och leveranstiden fran och med
att bestdllningen gors uppskattar Sture dr exponentialférdelad med véntevirde 8 dagar. Vad
ar sannolikheten att Sture maste vinta i hogst 230 dagar innan han stolt kan visa upp sin
bokhylla med alla dessa filmer? Ett approximativt svar duger om det motiveras. Vi antar ocksa
att leveranstiderna for olika filmer &r tillrackligt oberoende av varandra. (6p)

6. Antag att vi vid foljande z-véirden har matt upp motsvarande y-vérden.

T 1 2 4 5 8
y|3.20 4.72 8.00 9.88 13.81

Modellen &r att y; &r en observation av en stokastisk variabel Y; = bg+bixj+¢€;, dér €; ~ N (0, 0)
&r parvis oberoende, j = 1,2, 3,4, 5.

(a) Hitta den linjéra regressionslinjen for y med avseende pa x. (2p)

(b) Visa att (MK-)skattningarna for parametrarna by och by &r véntevérdesriktiga. (4p)
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1. (a) Eftersom héndelserna A och B N A* &r oférenliga och AUB = AU (BN A*) (rita Venn-
diagram) sa far vi P(AUB) = P(A)+P(BNA*) = 0.7. Vidare sa é&r P(A*) = 1-P(A) = 0.6.
(b) Om A och B &r oberoende sa giller att P(ANB) = P(A)P(B). Vi soker P(B), och vet att
0.7=P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(A)+ P(B)(1 — P(A)),
dér vi utnyttjat att A och B dr oberoende. Vi 16ser ut P(B) och erhaller

_07-P(4) 03

P(B) =S pra = o5 =05

(c) Ifran uppgiften vet vi att P(A|B) = 0.5. Vidare sa giller fortfarande
0.7=P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB),

Sa o5 PANB) _P(B)-03
P(B) P(B)
Vi léser ut P(B) = 0.3/0.5 = 0.6.
Svar: (a) P(AUB) = 0.7 och P(A*) = 0.6. (b) P(B) =0.5. (c) P(B) = 0.6.

2. Vi har tva olika stickprov, ett med 8 métningar och ett med 5. Modellen férutsidtter att de
kommer fran tva kéllor som har samma varians (dr detta rimligt?). Vi punktskattar med me-
delviirdet: pf = X ~ N(u1,0/+/8). Som vanligt och skattar o med s, dér

2 _
1=

8
s > (wi — 7)* ~ 0.6528125
i=1

| =

dr stickprovsvariansen. Vi skapar testvariabeln

P —
T = ~ (7).
IV (7)

Det foljer att
P(—tq(7) <T < ty(7) =1—a,

dér t,(7) dr a-kvantilen till ¢(7)-fordelningen.

Y

—ta/2 ta)2

Figur 1: ¢(7)-férdelningen med 95% av arean markerad.

Ur tabell finner vi t9005(7) = 3.499. Genom att 16sa ut p; ur olikheten i sannolikhetsmattet far

vi uttrycket
. 3.499-0.8080

3.499 - 0.8080
M1 V. <t — =

<pi+ 7



Om vi ersdtter pj med den observerade punktskattningen (p;)’,, = 2.149 (medelvirdet av

obs

observationerna) sa far vi ett konfidensintervall I,,, = [1.15,3.15] med konfidensgrad 99%.

P4 samma siitt kan vi finna ett konfidensintervall for pg. Viirderna vi anvinder dr s3 = 0.2323
och (pu2)k,. = 0.9160, och fordelningen for testvariabeln dr ¢(4). Motsvarande kvantil kan hittas
i tabell och ges av to.005(4) = 4.604. Vi erhaller I,,, = [-0.077,1.91].

Ur dessa intervall kan vi inte siga nagot om skillnaden g1 — pus med konfidensgrad 99%. Istéllet
punktskattar vi g = pu; — pe med p* = X — Y. Vi betraktar sedan variabeln

*_ p—
o (= )

SNASTL5

2 7s? + 453
11
ar den sammanviigda skattningen av o2. Det foljer att T ~ t(11). Nu fullfsljer vi som van-
ligt, med s2 = 0.4999, p*, = 1.2328, s1/1/8+ 1/5 = 0.4031, och t005(11) = 3.106, och far
konfidensintervallet I, —,, = [—0.019, 2.48]. Eftersom nollan ingar i intervallet kan vi inte med
siikerhet siiga att nagon fordndring har skett (med 1% felrisk).

Svar: a) I, = [1.15,3.15], I,,, = [-0.08,1.91], och I,,, ., = [—0.019,2.48].

dér

. Eftersom arean av triangeln &r 1/2 maste ¢ = 2 for att dubbelintegralen av fxy over omradet
skall bli ett. Eftersom omradet ser ut som det gor ar det ocksa tydligt att X och Y inte kan vara
oberoende. Om vi skulle rikna ut de marginella téithetsfunktionerna skulle dessa bli nollskilda for
argument mellan 0 och 1, sa produkten av fx och fy blir ddrmed nollskild fér en kvadrat. Detta
stdmmer ej dverens med triangeln dar fxy dr definierad. Sannolikheterna kan enkelt berdknas
genom att betrakta arean av det sokta omradet, eller med hjilp av en dubbelintegral:

1 T 1
P(X>1/2):/ / 2dydx:/ 2wde = [20%/2] ), =1 - 1/4 = 3/4.
1/2Jo 1/2

Svaret dr rimligt eftersom 3/4 av triangelns area befinner sig till héger om x = 1/2. Sannolikheten
att Y > X &r dédremot noll da fxy(x,y) = 0 for alla y > . Det finns alltsa inga punkter i
triangeln dér y-koordinaten &r stérre &n z-koordinaten.

Svar: (a) c = 2. (b) Oberoende. Se ovan. (¢c) P(X >1/2)=3/4 0och P(Y > X)=0.

. Situationen ger att X &r binomialférdelad: X ~ Bin(4,1/6). Vidare sa later vi funktionen g vara
definierad enligt g(k) = 500 for k£ = 3 och g(k) = 2000 for k = 4. Annars dr g(k) = 0. Vi soker
nu foljande: P(X > 3), E(X) samt E(g(X)).

Vi bérjar med sannolikheten:

P(XES):P(X:3)+P(X:4):<§)(é>3g+(i)(é)4:2[)(;r1z0.0162

Tydligt att det 4r ganska lag sannolikhet for vinst. Eftersom X &r binomialférdelad blir
E(X)=4-1/6=2/3 ~ 0.6667.

Vi utnyttjar nu formel f6r véintevérde av en funktion av en stokastisk variabel for att berékna E(g(X)):

Bo(xX) = 3 (DO Q

4 1\%5 4 n\*
= . Z) 249 . il
w-(5)(s) 620 (3)(6)
20 +2
_ 500-20 + 2000 24* 000" ¢ 99503



Det l6nar sig alltsa inte i lingden att spela spelet da insatsen dr hogre dn det forvintade vérdet
av vinsten i varje omgang (en foljd av de stora talens lag).

Svar: (a) P(X > 3) = 0.0162 och F(X) = 0.6667.
(b) Véntevirdet for vinsten vid ett spel dr 9.26.

. Vi later X; beteckna leveranstiden for film 4, i = 1, 2,. .., 32. De stokastiska variablerna X; antas
vara parvis oberoende och likaférdelade: X; ~ Exp(8). Vi betraktar summan

Y=X1+Xo+-+ X30.

Fordelningen for Y dr bokig att rikna ut direkt (i sjdlva verket blir Y gammafordelad med
parametrarna 32 och 8), sa vi forsoker med en normalapproximation istéllet. Vénteviarde och
varians beriiknas enkelt till F(Y) = 32-8 = 256 och V(Y) = 32 V(X;) = 32-8% = 2048. Enligt
centrala gransvéirdessatsen sa blir summan Y approximativt normalfordelad, s& vi far

P(Y < 230) ~ ®((230 — 256)//2048) = 1 — ®(26/+/2048) = 0.2828.

Vi kan jamnfora med matlab och ser att gamcdf(230,32,8) = 0.2961 ligger ganska néra.

Svar: Sannolikheten dr ca 28%.

. Ifran siffrorna kan vi rdkna ut

5

5
=4, §=7922, ) xy; =20452, » af=110.
j=1 j=1

Vi anvander dessa siffror for att berdkna koefficienternas:

5o @jy; — iy 20452 —5-4-7.922

S jat-nz?  110-5-47

by = = 1.536

och
bp =9y — b1z =7.922 —-1.536-4 = 1.778.
Regressionslinjen ges nu av y = by + byxz = 1.778 + 1.536x.

For att visa att bg och by ar vantevirdesriktiga skattningar betraktar vi motsvarande stokastiska
variabler:

Yoz;Y; —nzY
By =& J "
1 Z $§ — ’I’li‘z (*)
och B
By=Y — Bix.

Namnaren i By #r deterministisk (inget som varierar nér x-vérderna &r fixa), sa vi berdknar
vintevirdet av tdljaren:

E(Z x,;Y; — nxf/) =Y z;E(Y;) - nzE(Y).

DaY; = by + bz + ¢; foljer att E(Y;) = by + biz; (€; har vintevirde noll), sa hogerledet ovan
kan skrivas om som

1
Z xj(bo + biz;) — nfﬁ Z(bo + bix;) = bonT + by Z :L‘? — (nibo + blni2) =b (Z x? — ni“z),

dér vi kdnner igen den andra faktorn som ndmnaren i ekvation (). Foljdaktligen blir

1 .



sa Bj #ar en vantevardesriktig skattning.

For By utnyttjar vi att By ar véntevardesriktig:

E(Bo) =by+ 01T — E(Bl)i‘ = by.

Svar: (a) y = 1.78 4+ 1.54x. (b) Se ovan.



