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1. Bestäm alla stationära punkter hos funktionen

f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

och avgör deras karaktär.

2. Undersök följande gränsvärden:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
(1p)

(b) lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
(1p)

(c) lim
(x,y)→(0,0)

√
1− 2x2 − 1− ln(1 + y2)

x2 + y2
(1p)

3. (a) Bestäm allmänna lösningen f(x, y) till ekvationen
∂f

∂x
+3

∂f

∂y
= 0,

t.ex. med hjälp av ett lämpligt linjärt variabelbyte. (2p)
(b) Bestäm speciellt den lösning som uppfyller f(x, 0) = e−x

2
. (1p)

4. Beräkna
∫∫∫

D
x dxdydz, där

D =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0
}
.

5. Bestäm det största och det minsta värdet av funktionen

f(x, y) = xye−x
2/4−y2

i eller p̊a triangeln med hörn i (0, 0), (2, 2), och (2, 1/2).

6. Bestäm arean av det omr̊ade i R2 som ges av (x2 + y2)2 ≤ x2 − y2.

7. Definiera vad som menas med att en funktion f : R2 → R tillhör
klassen C1, och undersök sedan om detta gäller för

f(x, y) =


x3

x2 + y2
, d̊a (x, y) 6= (0, 0),

0, d̊a (x, y) = (0, 0).
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1. Gradienten ∇f = (3x2 + 3y2 − 15, 6xy − 12) har sina nollställen där
cirkeln x2 +y2 = 5 skär hyperbeln xy = 2, dvs för (x, y) = ±(1, 2) eller
±(2, 1). Den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen kring (x, y) är
Q = ±6(h2 + 4hk+ k2) = ±6((h+ 2k)2− 3k2) för (x, y) = ±(1, 2) och
Q = ±12(h2 + hk + k2) = ±12((h+ 1

2k)2 + 3
4k

2) för (x, y) = ±(2, 1).

Svar: Sadelpunkt i ±(1, 2), lokalt maximum i (−2,−1), lokalt mini-
mum i (2, 1).

2. (a) Polära koordinater ger r(cos3 ϕ− sin3 ϕ)→ 0 d̊a r → 0. Svar: 0.

(b) Olika resultat beroende p̊a om man närmar sig origo längs axlarna
eller längs kurvan x = y2 (t.ex.). Svar: Gränsvärde saknas.

(c) Standardutvecklingar fr̊an envariabelanalysen, och sedan polära
koordinater, ger (−r2 +O(r4))/r2 → −1 d̊a r → 0. Svar: −1.

3. (a) Svar: f(x, y) = g(3x − y), där g är en godtycklig deriverbar
funktion av en variabel.

(b) Svar: f(x, y) = e−(x−y/3)2 .

4. Tvärsnittet för konstant x är en triangel med arean (1− x)2/2, s̊a∫∫∫
D
x dxdydz =

∫ 1

x=0

x(1− x)2

2
dx.

Svar: 1/24.

5. Eftersom funktionen är kontinuerlig och omr̊adet kompakt, vet vi att
största/minsta värde existerar. Funktionen f har de fem stationära
punkterna (0, 0), och (±

√
2,±1/

√
2), varav endast (

√
2, 1/
√

2) är en
inre punkt i omr̊adet. Vi undersöker funktionen p̊a de tre linjesegment
som tillsammans utgör randen till omr̊adet:

I y = x, 0 < x < 2.

g1(x) := f(x, x) = x2e−5x2/4

g′1(x) = 2x(1− 5
4x

2)e−5x2/4 = 0 ⇔ x = 0 eller x = ± 2√
5

En kandidat (2/
√

5, 2/
√

5).

II x = 4y, 0 < y < 1/2.

g2(y) := f(4y, y) = 4y2e−5y2

g′2(y) = 8y(1− 5y2)e−5y2 = 0 ⇔ y = 0 eller y = ± 1√
5
.

En kandidat (4/
√

5, 1/
√

5).



III x = 2, 1/2 < y < 2.

g3(y) := f(2, y) = 2ye−1−y2

g′3(y) = 2(1− 2y2)e−1−y2 = 0 ⇔ y = ± 1√
2
.

En kandidat (2, 1/
√

2).

Största och minsta värdet av f antas i n̊agon av punkterna ovan, eller
i hörnpunkterna:

f(
√

2, 1√
2
) = 1/e , f( 2√

5
, 2√

5
) = 4

5e
−1 , f( 4√

5
, 1√

5
) = 4

5e
−1 ,

f(2, 1√
2
) =
√

2e−3/2 , f(0, 0) = 0 , f(2, 2) = 4e−5 , f(2, 1
2) = e−5/4 .

Svar: Minsta värdet är f(0, 0) = 0.
Största värdet är f(

√
2, 1/
√

2) = 1/e.

6. I polära koordinater ges omr̊adet av (r2)2 ≤ r2 cos2 ϕ−r2 sin2 ϕ, allts̊a
r2 ≤ cos 2ϕ. Det ser ut som ett ∞-tecken, med tv̊a lika stora öglor, en
till vänster och en till höger (randen är en berömd kurva som kallas
lemniskata). För att cos 2ϕ ska vara ickenegativt m̊aste ju ϕ ligga i
n̊agot av intervallen [−π

4 ,
π
4 ] +nπ där n ∈ Z, och om man g̊ar ett varv

runt cirkeln s̊a har man ett s̊adant vinkelintervall p̊a höger sida och
ett rakt mittemot till vänster. Arean blir därmed∫∫

D
dxdy =

∫∫
E
r drdϕ = 2

∫ π/4

ϕ=−π/4

∫ √cos 2ϕ

r=0
r drdϕ.

Svar: 1.

7. En funktion f sägs tillhöra C1 ifall f ′x och f ′y är kontinuerliga funk-
tioner. I v̊art fall är f ′y(x, y) = −2x3y/(x2 + y2)2 för (x, y) 6= (0, 0),
och detta uttryck saknar gränsvärde d̊a (x, y)→ (0, 0). Detta innebär
att f ′y inte är kontinuerlig i origo, s̊a f tillhör allts̊a inte C1.


