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Inga hjalpmedel. Varje uppgift &r viard 3 podng. Betygsgréinser: 8p for trea, 11p for fyra, 14p for
femma.

For losningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/TATA09/ efter skrivningens
slut. Lycka till!
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Berdkna integralen // x cosy drdy, dir D &r omradet i R? som begrinsas av e = 0, y = 1
D
och y = 2. (3p)

Lat f(z,y) = arctan(a? + y?).

(a) Vad #r storsta och minsta viirdet pa enhetsdisken {(z,y) € R?: 22 + 42 < 1}? (2p)
(b) Vad ir storsta och minsta viirdet pa R?? (1p)
(a) Vad betyder det att en mingd i R? #r 6ppen? Korrekt definition krivs for po#ing. (1p)
(b) Ge exempel pa en kontinuerlig funktion som inte antar sitt maximum pa en dppen och

begrinsad méngd. (1p)
(c) Lat f(z,y) =1—2? —y? och D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Visa att f antar sitt storsta

virde pa den éppna disken D. (1p)

Los vagekvationen f/; = c2f” . dér c ér en konstant och f(x,t) #r en C2-funktion. Tips: byt

koordinater till u =z + ct, v =x — ct.
Kan du tolka varfor ekvationen kallas for vagekvationen? (3p)

Betrakta en sfir med centrum i origo. (2+1p)

(a) Bestdm ekvationen for tangentplanet kring en godtycklig punkt pa sfiren.

(b) Visa att ortsvektorn till en punkt pa sfaren dr ortogonal mot tangentplanet i samma punkt.

. Bersikna volymen av omradet i R3 som begrinsas av 22 + y? + 22 = 6 och z = 2 + y°. (3p)

Hérled hur Laplaces ekvation (i tva dimensioner) ser ut i poldra koordinater. D v s byt till poldra
koordinater i ekvationen g—ig + giyé =0. (3p)
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1. Omréadet ligger i forsta kvadranten mellan y-axeln, linjen y = 1 och kurvan y = 2? (rita figur!).

Alltsa far vi
1 p1 1
/ / xcosy dydr = / (xsinl — xsina:2) dx =
0 Jz? 0

Svar: (cos1+sinl —1)/2.

(sin1+cosl — 1).

N | =

2. Vi ser att 9
_ T
Vi(z,y) —1+(x2+y2)2[x,y} ,

sa den enda stationdra punkten i R? #r origo. Eftersom enhetsdisken &r sluten och begrinsad sa
ar den kompakt; storsta och minsta viirde existerar. Vidare sa dr f(x,y) konstant pa enhetscir-
keln 22 + y? = 1 (med virdet arctan 1 = 7/4).

Svar:

(a) Minsta virde: £(0,0) = 0. Storsta viirde f(z,y) = n/4 for alla z,y sa att 22 +y% = 1.
(b) Minsta virde fortfarande f(0,0) = 0 medan stérsta vérde saknas (varfor?).
3. (a) En méngd M &r 6ppen om det kring varje punkt x € M finns ett (icke-tomt) klot kring x
som ligger helt inne i M.

(b) T ex kan vi lata D = {(z,y) € R?: 22 + y? < 1} och ta f(x,y) = 22 + y%. Mingden D #r
bade 6ppen och begrinsad (varfor) och f &r kontinuerlig. Da vi ndrmar oss randen pa D
sa ndrmar sig f(z,y) véirdet 1, men det finns ingen punkt i D som gor att f = 1. Alltsa
antar inte f sitt maximum pa D.

(c) Uppenbart &r att f(z,y) < 1 for alla (x,y) € D (hela R? faktiskt), och da f(0,0) = 1
och (0,0) € D sa antar f sitt maximum atminstone i origo.

Svar: Se ovan.

4. Kedjeregeln ger:

och " " " "
f:ca: = fuu + 2fuv + fvv

Fyy = (fi =280+ F10)-
Alltsa far vi ekvationen
f// — O
som har 16sningen f(u,v) = g(u) + h(v) déir g,h € C? #r godtyckliga funktioner.
Svar: f(z,y) = g(x + ct) + h(z — ct).

5. En sfiar kring origo kan beskrivas av nivaytan F(z,y,2) = 22 + 3% + 22 = R?, dir R > 0 #r
radien. Gradienten blir VF = 2[z,y, z]7, sa planet kring punkten (a, b, ¢) pa sfiren blir

VF(a,bc) [z —a,y—b,z—T =0

vilket kan reduceras till az + by + cz = R2.

Ortsvektorn v till punkten (a, b, ¢) &r parallell med gradienten i den punkten, och salunda orto-
gonal mot planet.

Svar: Planet vid punkten (a, b, c) pa sfiren har ekvationen ax + by + cz = R2.



6. Ytorna skir varandra da 22 = 6—22—y? = (22+y?)2. Lat r = 22+y%. Ekvationen blir 6—r2 = r4,

4
som har 1sningarna 72 = 2 och 72 = —3. Endast r = /2 #r av intresse.
Vi later D = {(z,y) € R?: 2% + 32 < 2}.

Vi itererar i z-led och byter till poldra koordinater:

/// 6- erzdxdy—/Q’T/ V6 —12—r )drd&z%r(ﬁx/é—ll).

Svar: 2%(6\/6’ — 11) volymenheter.
. Poléra koordinater kan beskrivas av x = rcosf och y = rsinf. Med hjélp av kedjeregeln far vi

fr :f;coséH-fZ’/sinG
fo = fo(—rsin@) + f,rcosb.

Eftersom 6 ar konstant m.a.p. r kan vi enkelt réikna ut att

fio= " cos® 6 + 2fy, sinfcos b + f,, sin? @

rr

med hjilp av kedjeregeln igen. For att rékna ut fj, behover vi vara lite forsiktigare. Genom att
forst anvénda produktregeln ser vi att

0
foo = %( férsin@—{—f&rcos@) —rsm@—(fm) — fircosf — f! rsm@%—rcosG%(f')
Kedjeregeln igen ger att
fbo = r?sin? 02, — 2r? sin@cos@f;/y + 72 cos? Hf;’y — (rcosOf. + rsin&f;).

Den sista termen kénner vi igen som —rf. Vi ser att de blandade derivatorerna i f/. och fg,
har olika tecken, sa vi testar att ldgga ihop dessa:

Lo+ fog =1 (faw + flr) — TS

dér vi anvént oss av att cos? 0 + sin® @ = 1. Skriver vi om detta far vi
" 1 / 1 " 1! 1
frr + ;fr + 7472 00 — fa:a: +fyy
Svar: I polédra koordinater blir Laplaces ekvation

1 1
oot Jrt 5 foo = 0.



