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Inga hjélpmedel. Losningarna skall vara fullstindiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade
med ett svar. Varje uppgift dr vird 3 podng. For godkint betyg (G) ricker 7 poing. Poiingen pa
duggorna summeras och avgor slutbetyg.

For losningsskisser, se www.mai.liu.se/” jothi/kurser/TATA68/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. For vilka reella x giller att |z — 1| + |x + 1| = 3|z| + 17 (3p)
.k
2. (a) Berdkna summan Z o (1p)
k=-1
o 1=3 s
(b) Skriv 5, Pa formen a + bi, dér a,b € R. (1p)
i
(c) Vilka komplexa z uppfyller ekvationen |z + i| = |z + 1|? (1p)
2
1
3. Los olikheten . f_ 5 < ; —_F T (3p)
4. (a) Finn alla reella x sa att /12 + 8z — 422 = @ (2p)
(b) Cirkeln 2% — 2z + y? = 3 skiir linjen y = 3(x — 1)/4 i tva punkter. Finn dessa. (1p)
5. Beriikna den konstanta termen i (x71 4+ 1 4 23)190. Svaret far innehalla en summa. (3p)

Ledning: anvdnd binomialsatsen tva ganger.



Losningsskisser for TATA68, 2012-10-06

1. Punkter av speciellt intresse dr x = —1, 0, 1 eftersom nagot av uttrycken i beloppen vixlar tecken
i dessa punkter. Vi delar darfor upp i fyra fall.

Figur 1 skissar upp hur situationen ser ut.

y=3lz|+1

- o y=lz—1]+|z+1|

Wi

W= Fmm =
—_
[\]

Figur 1: Vi ser att funktionerna skéir varandra i tva punkter x = +1/3.

e Om z < —1. Vi har
e =1+ |z +1=3z|+1 & 1l-z—-2z—-1=-3z+1 & z=1,

vilket inte uppfyller kravet.
e Om —1 <z <0. Vi har
1
lz—1|+|z+1=3z|+1 & l—-z+z+1=-3z+1 < T=-3,
vilket ar OK.
e Om 0 <z <1.Vihar

1
e —1|+|z+1=3z|+1 & l-z+z+1=3z+1 <« z=73,

vilket ar OK.
e Om x > 1. Vi har

e —1|+]z+1]=3z[+1 & z-14+z+1l=3zx+1 & z=-1,

vilket inte uppfyller kravet.

S cx=+—.
var: T 3

2. (a) Summan &r varken geometrisk eller aritmetisk (testa!), men det &r sa fa termer att vi direkt
kan rdkna ut den:
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4.

(c) Eftersom beloppen &r positiva erhaller vi direkt att
lz+il=|24+1 < |z+i>=]z+1]
Vi ansétter nu att z = a + bi dér a,b € R:
lz+iP=]z4+17 & d+0b+1)2=(a+1)?+b
& A+ +2+1=a’+2a+1+b & a=b

Alltsa maste real- och imagindrdel vara lika. Svaret blir saledes z = a + ai = a(l + 1)

for a € R.
Svar: (a) —7/32. (b) —1/5 —Ti/5. (¢) z=a(l+1) for alla a € R.
. Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som ar enklare att studera:

241 2-1)— 2)(x? +1 —2x% — 23 — 2
z _ o+ o z(x ) (m+)(x+)<0 T T <0

x+2 22-1 (x +2)(22 - 1) (x+2)(22-1)
vl >0 & ! >0
(x+2)(x+1)(x—1) (x+2)(x+1)(x—1) '

dir vi utnyttjat att 22+ + 1 = (z + 1/2)? + 3/4 > 0 sd vi kunde forkorta bort uttrycket ur
olikheten med evkivalens. Vi gor ett teckenschema for uttrycket i vénsterledet:

—2 -1 1
T+ 2 — o 4+ 4+ + + +
z+1 - - - 0 + + +
r—1 i
1
Gideile-n| 2 T A - A7

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr positivt precis da —2 < x < —1 eller = > 1.
Svar: —2 <z < —1eller x > 1.

(a) Vi loser ekvationen:

\/16+8x—4x2—4:3(x2_1) & 16—4(1:—1)2:3(9”2_1)
e Ji—@-12-= 3(”““4_ D
N 4—(:5—1)2:136@—1)2
4
o (x71)2:2—5

& x=1%£
Eftersom 2z = 1 — 8/5 ger z — 1 < 0 kan detta inte vara en losning. Direkt testning visar

att x = 1+ 8/5 &r en l6sning.
(b) Vi kvadratkompletterar uttrycket for cirkeln och finner att

2 —2r+12=3 & (z-1)2+4 =4

Vi skisserar cirkel och linjer i figuren nedan.
Om y = 3(x — 1)/4 sétts in i cirkelns ekvation reduceras likheten till
h—(@—1)2 = 1%(””_1)2
vilket enligt forsta deluppgiften har l6sningarna x = 1+8/5 (bada giltiga denna gang!). Vi
finner alltsa tva punkter: (—3/5,—6/5) och (13/5,6/5).
Svar: (a) z = 13/5. (b) Tva punkter: (—3/5,—6/5) och (13/5,6/5).



Figur 2: Har ser vi ungefér vart linjen skér cirkeln.

5. Vi anviander binomialsatsen tva ganger och erhaller
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Konstanta termer dyker upp precis da 300 — 3k — 41 = 0. Alltsa maste

S o

bl

- 300 — 3k 3(100 — k)
4 4 7
och da [ &r ett heltal maste 100 — k = 4p for nagot heltal p. Eftersom 0 < k < 100 &r nédvandigt
(se den yttre summan) &r 0 < p < 25 de enda tillatna virderna for p. Ett givet virde pa p ”spikar”

nu vad k och | maste vara for att vi skall fa en konstant i utvecklingen ovan. Vi summerar alltsa
over de tillatna vérderna pa p och finner att

i 100 p\ i 100!
100 — 4p 3p ) . p!(3p)!(100 — 4p)!

ar den konstanta termen i (z7! + 1 + 23)190,

Svar: Se ovan.



