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Inga hjélpmedel. Losningarna skall vara fullstindiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade
med ett svar. Varje uppgift dr vird 3 podng. For godkint betyg (G) ricker 7 poing. Poiingen pa
duggorna summeras och avgor slutbetyg.

For losningsskisser, se www.mai.liu.se/” jothi/kurser/TATA68/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. (a) Definiera v/a for a > 0. (1p)
(b) Finn alla reella z sa att v2x + 3+ 2z = 3. (2p)
2. (a) Forenkla -8 =5 —2+1+--- 4+ 83+ 91. (1p)
(b) Anvénd kvadratkomplettering for att avgora vart 11 — 4x(x + 1) har sitt storsta virde och
vad detta vérde &r. (1p)
(¢) Vad blir koefficienten fore 2%y° i (2% 4 4)%? (1p)
o 1 r 3
3. Los olikheten 1 +-<2. (3p)
x

4. Faktorisera polynomet p(z) = 224 + 822(1 — z) + 322 — 64 si langt det gir (komplexa faktorer
ar tillatna). (3p)

5. Finn alla l6sningar > —2 som uppfyller \/|z — 2| + /|2 + 2| = a, dér a &r ett reellt tal. Ange
noggrant villkor pa a for varje 16sning. (3p)



Losningsskisser for TATA68, 2013-10-12

1. (a) Talet /a definieras som det reella tal z sa att 22 = a och = > 0.

(b) Vi sorterar sa att kvadratroten star ensam pa en sida: v/2z + 3 = 3 —2x. For att en 16sning
ska kunna existera maste 2z + 3 > 0 och dven 3 — 2z > 0 eftersom kvadratroten dr icke-
negativ och endast dr definierad for icke-negativa argument. Dessa villkor kan slas samman
till =3/2 < z < 3/2. Med detta kan vi nu rikna med ekvivalens om vi vill, men det &r
oftast enklare att arbeta med implikation och testa. Alltsa

V2r+3=3-22. = 22+3=(3-22)>=9—12z+ 42
& 202 - Tr+3=0

v 75
=
Endast = = 1/2 uppfyller kravet att —3/2 < x < 3/2. Alternativt kan vi &ven testa direkt
genom
V2-1/2+3=+vV4=2 och 3-2-1/2=2
samt

V2:3+43=v9=3 och 3-2.3=-3,

dér vi ser att endast x = 1/2 lser ekvationen.

Svar: (a) Se ovan. (b) x = 1/2 &r den enda lsningen.

2. (a) Summan &ir aritmetisk da det &r konstant skillnad d = 3 mellan termerna. Termerna maste
alltsa ha formen 3k + ¢ dér ¢ dr en konstant. For att matcha summan kan vi vélja ¢ = —8
och lata k£ = 0,1,...,33, da den sista termen blir 33 - 3 — 8 = 91. Alltsd kan summan

beréiknas enligt
33

D (Bk—8) =34

k=0

N+ (=8 _yn

(b) Vi kvadratkompletterar uttrycket och finner att
1 —do(z+1) = —(42% + 4z — 11) = —4((x + 1/2)* = 1/4 — 11/4) = 12 — 4(z + 1/2)*.

Saledes bli uttrycket som storst 12, vilket intréffar precis da z = —1/2.

(c) Binomialsatsen medfor att

@ =y (3)erers =2 () )

9
k=0 k=0

Termen 2595 dyker alltsa upp i summan precis nér 2k = 6 och 9 — k = 6, si k = 3. Svaret
blir da
9 9-8:6
= = 84.
< 3 > 3.2 8

Svar: (a) 1411 (b) 12 nér z = —1/2. (c) 84.




3. Vi formulerar om olikheten:

2 2 _ _ _
£+§§2 o x—|—12_2§0 o 81:+12§0 N (x —2)(x — 6)
4 =z x 4z 4z

Vi gor ett teckenschema for uttrycket i vénsterledet:

0 2 6
4z - 0 + 4+ 4+ + +
x—2 - - - 0 4+ + +
z—6 - - - - - 0 +
w _ /ﬂ + 0 _ 0 +
4z

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr icke-positivt precis da x < 0 eller 2 < x < 6.
Svar: x < 0 eller 2 <z <6.

4. Vi bérjar med att bryta ut 2 och far att p(z) = 2¢(2), dir q(z) = 2* — 423 + 422 + 162 — 32. Vi
gissar sedan en rot, och finner att p(2) = ¢(2) = 0. Alltsa maste z — 2 vara en faktor i ¢(z) och

23 — 222 + 16
272) 24— 423 + 422 + 162 — 32
— 2t 4223
— 223 4422
223 — 422
16z — 32
— 16z + 32
0

Vidare har 23 — 222 4 16 roten z = —2, sa genom polynomdivision igen,

22 —4z +38

z+2) 23 — 222 + 16
— 23 — 222
— 422

422 + 8z

8z + 16

—8z—16

0

erhéller vi att ¢(z) = (2 — 2)(z + 2)(22 — 4z + 8). Vi studerar 22 — 42 + 8 = (2 — 2)% + 4, och ser
att z = 2 £ 24 dr rotterna. Totalt sett har vi nu funnit att

q(z2) = (2 —2—-2i)(z — 24+ 2i)(z — 2)(2 + 2)
och

p(z) =2(z—2—2i)(2 — 2+ 2i)(z — 2)(z + 2).
Svar: p(z) =2(z —2—-2i)(z — 2+ 2i)(z — 2)(2 + 2).

5. Klart dr att @ > 0 &r ett krav for existens av losningar (varfér?). Om a = 0 sa finns inte heller
nagra losningar da /|z — 2| + v/|z + 2| = 0 skulle innebéra att z = 2 och x = —2 samtidigt.
Antag alltsa att a > 0. Vi kan dven anta att z > —2 eftersom detta krav ingar i formuleringen.

Vig=2|+V]z+2/=a = |z-2=(a—]z+2))2=0a®—-2a\/|z+2]+ |z +2|
& 20|z +2|=|z+2| - |z — 2|+ ad? ()

=  dad®lz+2| = (Jz +2| - |z — 2| +d*)>




Det dr nu enklast att dela upp i fall.
Fall 1: Om —2 < z < 2 sa maste

4a )z 42| = (|Jz + 2| — |z — 2|+ a®)? &  4d*(z+2) = 2z + a®)? = 42? + 4a®x + o’

& Tl =427 & xzia;ﬁ,

dir vi utnyttjat att va? = a eftersom a > 0. Sa #r dessa losningar? Det dr svart att sitta in i
ursprungsuttrycket och testa, sa vi reder ut kraven istéllet. Forst och frimst méaste

av'7 5 4
2<+—<2, sa a<—.
2 &
Beloppen i kvadratrotterna &r alltid icke-negativa, sa inget krav darifran. Vid de tva implikatio-
nerna i (%) maste

a—+/|lr+2/>0 och |z 4+2| = |z —2|+a®>>0

gilla for att fa ekvivalens.
Vi bérjar med = = ay/7/2. D4 maste

7 39 7 39
aTgaQ—Q & (a—\f?/4)2—1—620 az\f—z\r eller

V7 -39
(LS#

Endast det forsta alternativet dar mojligt da a > 0. Vidare dr 74+ 139 > 246 =8, sa a > 2
och dirmed #r z > /7 > 2 vilket inte gar da —2 < = < 2.

For x = —a+/7/2 anvinder vi att

r4+2-2-2)+a*>0 & z>-——

vilket ger att, da a > 0,

7 2
—M>—a— = a(a—\ﬁ)ZO s a>VT1.

Men da #r x = —a\/7/2 < —7/2 < —2 vilket inte heller gar.
Slutsatsen blir att det saknas l6sningar i intervallet —2 < z < 2.
Fall 2: Om z > 2 sa maste
4|z + 2| = (|Jz +2| — |z — 2|+ a®)? < 4d®(x+2) =4+ a*? =16+ 8d® +a*

16 + a*
s 4dr=16+d* < xzﬁ
4a?

Har kan vi se att, da a > 0,

16 + a*

=22 e 16+a’=82>0 < (a®>—4)*>0,
a

sa denna 16sning uppfyller alltid x > 2. Vidare &r

N +2|_\/16+a4—8a2+\/16+a4+8a2_|a2—4y+ya2+4\
o o N 4a? 4a? N 2a '

For att detta ska bli @ maste a®> —4 > 0, eller ¢ > 2 da a > 0.

16 + a*
4a?

Svar: ¢ = for alla a > 2.



