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1. (a) Finn alla reella lösningar till ln(1− 2x) +
√
π = ln(x). (2p)

(b) Bestäm det minsta heltal n som uppfyller
n∑
k=1

(1 + 2k) > 99. (1p)

2. (a) Förenkla exp(
√

(lnx)2). (1p)

(b) L̊at f(x) = e2x + 2ex + 1. Bestäm Df och (om möjligt) f−1. (2p)

3. (a) För vilka reella x gäller att 21−x/3 − 2x/3 + 1 ≥ 0? (2p)

(b) Vilka reella x uppfyller att
√
x+ 2x = 1? (1p)

4. (a) För vilka reella v gäller att sin(2v + π) = cos(v)? (1p)

(b) Finn alla reella x s̊a att 2 sin3 x− 3 sin2 x− 3 sinx+ 2 = 0. (2p)

5. Finn alla komplexa lösningar till z6 + 729 = 0.
Ange eventuella lösningar p̊a formen z = a+ ib, a, b ∈ R. (3p)

6. (a) Förenkla
arccos(cos 7)
arcsin(sin 3)

. (1p)

(b) Förenkla arctan(2) + arccos
(
−4

5
)
. (2p)

7. (a) Som bekant är eix = cosx + i sinx för reella x. Använd detta samband för att härleda

Eulers formler: cosx =
eix + e−ix

2
och sinx =

eix − e−ix

2i
. (1p)

(b) Bevisa att |z + w| ≤ |z|+ |w| för alla komplexa tal z och w. (2p)
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1. (a) För att ekvationen skall vara definierad krävs att 0 < x < 1/2. Om x uppfyller detta villkor
gäller

ln(1− 2x) +
√
π = lnx ⇔ eln(1−2x)e

√
π = elnx ⇔ (1− 2x)e

√
π = x

⇔ x =
e
√
π

1 + 2e
√
π

=
1

2 + e−
√
π
.

Eftersom e−
√
π > 0 (exponentialfunktionen är alltid positiv för reella argument), s̊a ser vi

att svaret uppfyller villkoren 0 < x < 1/2, s̊a detta är en lösning.
(b) Vi ser att summan är aritmetisk, s̊a

n∑
k=1

(1 + 2k) =
3 + 1 + 2n

2
· n = 2n+ n2.

Om detta uttryck skall vara strikt större än 99 m̊aste n ≥ 10 (n = 9 ger precis 99). Det
minsta talet blir allts̊a n = 10.

Svar: (a)
1

2 + e−
√
π

(b) n = 10.

2. (a) Vi förenklar:

exp(
√

(lnx)2) = exp(| lnx|) =

{
exp(− lnx), 0 < x ≤ 1,
exp(lnx), x > 1,

=

{
1
x , 0 < x ≤ 1,
x, x > 1.

(b) Funktionen kan skrivas y = f(x) = e2x + 2ex + 1 = (ex + 1)2. Vi kan se detta genom att,
t ex, l̊ata t = ex och faktorisera t2 + 2t+ 1. Definitionsmängden för f är alla reella tal, och
vi ser att y > 1. Vi löser ut x ur ekvationen, under antagandet att y > 1:

y = (ex + 1)2 ⇔ √
y = ex + 1 ⇔ √

y − 1 = ex ⇔ x = ln(
√
y − 1).

Vi f̊ar allts̊a x = f−1(y) = ln(
√
y − 1), eller ekvivalent, y = f−1(x) = ln(

√
x− 1).

Svar: (a)

{
1
x , 0 < x ≤ 1,
x, x > 1.

(b) Df = R och f−1(x) = ln(
√
x− 1).

3. (a) L̊at t = 2x/3. Vi ser att t > 0 och att

21−x/3 − 2x/3 + 1 ≥ 0 ⇔ 2
t
− t+ 1 ≥ 0 ⇔ (t+ 1)(t− 2)

t
≤ 0.

Vi gör en teckentabell:

−1 0 2
t+ 1 − 0 + + + + +
t − − − 0 + + +

t− 2 − − − − − 0 +
(t+ 1)(t+ 2)

t
− 0 + 6 ∃ − 0 +

Här ser vi att t ≤ −1 och 0 < t ≤ 2 är de sökta intervallen, men eftersom t > 0 s̊a kan inte
det första hända. Totalt sett har vi bara t ≤ 2, eller uttryckt i x: x ≤ 3.

(b) För att ekvationen skall vara definierad krävs att x ≥ 0. Vi har

√
x+ 2x = 1 ⇔ x = (1− 2x)2, x ≥ 0, 1− 2x ≥ 0 ⇔ 4x2 − 5x+ 1 = 0, 0 ≤ x ≤ 1

2

Andragradsekvationen har lösningarna x = 1 och x = 1/4, men x = 1 uppfyller inte kraven.

Svar: (a) x ≤ 3 (b) x =
1
4

.



4. (a) Vi använder formeln sin a = cos(π/2− a) och erh̊aller

sin(2v + π) = cos(v) ⇔ cos
(
π

2
− (2v + π)

)
= cos(v) ⇔ −2v − π

2
+ 2nπ = ±v

Vi f̊ar allts̊a tv̊a fall, ett d̊a

3v = −π
2

+ 2nπ ⇔ v = −π
6

+
2nπ

3

och ett d̊a
v = −π

2
+ 2nπ.

Här är n ett godtyckligt heltal.

(b) Vi l̊ater t = sinx, och ser att ekvationen kan skrivas

t3 − 3
2
t2 − 3

2
t+ 1 = 0.

Vi ser att t = −1 är en rot, och polynomdivision följt av lösning av andragradsuttryck ger
att

(t+ 1)(2t− 1)(t− 2) = 0.

Om t = sinx = 2 s̊a saknas lösningar (sinx ≤ 1). Om t = sinx = −1 s̊a är x = −π/2 + 2nπ
och om t = sinx = 1/2 s̊a är x = π/6+2nπ eller x = 5π/6+2nπ. Återigen är n godtyckligt
heltal.

Svar: (a) v = −π
2

+ 2nπ eller v = −π
6

+
2nπ

3
.

(b) x = −π
2

+ 2πn, x = π
6 + 2nπ samt x = 5π

6 + 2nπ.

5. Vi börjar med att skriva −729 p̊a polär form:

z6 = −729 = 729eiπ = 36eiπ.

L̊at z = reiθ, där r > 0. D̊a m̊aste z6 = r6e6iθ = 36eiπ, s̊a r6 = 36 och 6θ = π + 2πn där n
är heltal (absolutbeloppet och argumenten m̊aste stämma överens). Detta ger att r = 3 och
att θ = π/6 + nπ/3. V̊ara lösningar blir nu

z = 3ei(π/6+nπ/3) = 3ei(1+2n)π/6, n = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Om vi förenklar dessa f̊ar vi lösningarna

z = ±3i, z = ±3
2

(
√

3 + i), z = ±3
2

(
√

3− i).

Svar: z = ±3i, ±3
2

(
√

3 + i), ±3
2

(
√

3− i).

6. (a) Vi börjar med täljaren:

v1 = arccos(cos 7) ⇔

{
cos v1 = cos 7,
0 ≤ v1 ≤ π,

⇔

{
v1 = ±7 + 2πn,
0 ≤ v1 ≤ π,

⇔ v1 = 7− 2π.

P̊a samma sätt kan nämnaren skrivas

v2 = arcsin(sin 3) ⇔

{
sin v2 = sin 3,
− π/2 ≤ v2 ≤ π/2,

⇔

{
v2 = 3 + 2πn eller v2 = π − 3 + 2πn,
− π/2 ≤ v2 ≤ π/2,

vilket är ekvivalent med att v2 = π − 3. Följaktligen f̊ar vi

arccos(cos 7)
arcsin(sin 3))

=
7− 2π
π − 3

.



(b) L̊at v = arctan 2 + arccos(−4/5). Eftersom

tan(a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b
,

kan vi skriva
tan v =

tan(arctan 2) + tan(arccos(−4/5))
1− tan(arctan 2) tan(arccos(−4/5))

.

Vi ser att tan(arctan 2) = 2, men tan(arccos(−4/5)) är lite värre. L̊at u = arccos(−4/5).
D̊a är cosu = −4/5 och 0 ≤ u ≤ π. Minustecknet är lite obehagligt, s̊a vi skriver

cosu = −4
5
⇔ cos(π − u) =

4
5
.

En rätvinklig triangel med katetlängderna 4 och 3 ger att tan(π− u) =
3
4

, s̊a tan(u) = −3
4

(kan man se t ex fr̊an additionsformeln ovan). Vi kan nu räkna ut tan v:

tan v =
2− 3

4

1− 2(−3
4)

=
1
2
.

Allts̊a m̊aste v = arctan(1/2) + nπ för n̊agot heltal n. Vi uppskattar storleken p̊a ing̊aende
arcusfunktioner:

0 < arctan
1
2
< arctan 1 =

π

4
< arctan 2 <

π

2
,

2π
3

= arccos
(
−1

2
)
< arccos

(
− 4

5
)
< arccos(−1) = π.

Allts̊a är
2π
3

+
π

4
< v < π +

π

2
⇔ 11π

12
< v <

3π
2
.

Eftersom 0 < arctan(1/2) < π/4 s̊a följer det att n = 1 är nödvändigt. Allts̊a blir den sökta
vinkeln v = π + arctan(1/2).

Svar: (a)
7− 2π
π − 3

(b) π + arctan
1
2

.

7. (a) Eftersom e−ix = cos(−x) + i sin(−x) = cosx − i sinx s̊a följer det att eix + e−ix = 2 cosx
vilket ger den första av Eulers regler. P̊a samma sätt ser vi att eix − e−ix = 2i sinx, vilket
ger den andra.

(b) L̊at z och w vara komplexa tal. Vi har

|z + w|2 = (z + w) · (z + w) = zz + ww + zw + zw = |z|2 + |w|2 + zw + zw

= |z|2 + |w|2 + 2Re(zw)

≤ |z|2 + |w|2 + 2|zw| = |z|2 + |w|2 + 2|z||w| = |z|2 + |w|2 + 2|z||w| = (|z|+ |w|)2.

Här har vi utnyttjat regler för konjugat av summor och produkter, samt uppskattningen
att realdelen är mindre än beloppet. Att det sistnämnda är sant är tydligt om man tänker
p̊a att |z|2 = Re(z)2 + Im(z)2.

Svar: Se ovan.


