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1 Introduktion

En differentialekvation (DE) i en variabel &r en ekvation som innehaller bade variabeln (ofta x),
en okénd funktion y(x) samt derivatorer av y(x) som y'(x), y”(x) och sa vidare. Man skriver
ofta F(z,y,vy',y",...) = 0 dir F &r nagon funktion av flera variabler. Med en 16sning till en
DE menar vi en funktion y, definierad pa nagot intervall |a, b] (mdjligen a = —00 och b = o)
dér y uppfyller F(z,y(z),vy'(z),y"(x),...) = 0 for = €|a,b]. Med andra ord uppfyller alltsa
funktionen y DE:n i varje punkt = €]a, b[. Vi borjar med att betrakta fallet med forsta ordning-
ens differentialekvationer (DE). Ordningen pa en DE definieras som den hogsta derivatan den
innehaller, sa en DE av forsta ordningen innehaller alltsa bara y och ¢ (férutom variabeln x).
Ett valdigt enkelt exempel &r till exempel

y'(z) =cosx & y(z)=C +sinx,

diar C' € R ér en godtycklig konstant. Hér kunde vi direkt integrera bada sidor i ekvationen.
Om DE:n diaremot dven innehaller y-termer och kanske krangligare varianter av 3’ sa ar det
inte sédkert att vi kan l6sa problemet.

Om en DE kan skrivas pa formen y' = F(x,y) (att det gar att 16sa ut 3’ och isolera pa en sida
i en ekvation) kan man dock rita upp vad som kallas for ett riktningsfalt for DE:n. Ekvationen
ger for varje (z,y) i planet vad 3’ maste vara. Detta ger information om funktionen y véxer

eller avtar. Vi ritar upp ett exempel fér DEm ¢ = 2% — 2y*:
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Pilarna i riktningsfiltet visar hur 16sningskurvor gar (kurvor y(z) alltsa). Den heldragna kurvan
ir en av alla l6sningar y(z) som finns till ekvationen 3’ = % — 2y

2 Linjira DE av forsta ordningen

Definition. Om 3 + f(z)y = g(x) kallar vi DE:n for en linjir DE av forsta ordningen.

Dessa ekvationer kan losas med hjéilp av en sa kallad integrerande faktor. Vi finner en sadan
genom att vilja en primitiv funktion F' till f (dvs en funktion F' sa att F' = f) och se-
dan bilda e”® som #r den integrerande faktorn. Namnet kommer fran foljande egenskap. Vi
multiplicerar DE:n med e”® och utnyttjar sedan produktregeln for derivering:

y'(2) + fa)y() = g(z) <«  e"Oy(2)+ f(z)e"Dy(z) = g(z)e"™
& ("Dy(@) = gla)e ™

& FOya)=C+ /g(m)eF(‘”) dx

& y(r)=Ce P 4 7 F@) /g(m)eF(m) dx.

Vi ser hir att om g(z) = 0 fas specialfallet y(z) = Ce @ och om f(z) = 0 fis specialfal-
let y(z) = C + /g(m) dx.

Hér har vi dessutom visat entydighet for 16sningar. Om ett villkor av typen y(a) = « for nagot a
och « dr givet finns bara ett virde pa konstanten C' som gor att y(z) uppfyller detta. Vad vi
gor har ar alltsa att vi bestdmmer en punkt i planet som l16sningskurvan ska ga genom; jamfor
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med riktningsfiltet ovan (dven om den ekvationen inte &r linjér). Genom varje punkt gar det
precis en 16sning och olika 16sningar korsar aldrig varandra. Den hér typen av entydighet har
man inte alltid om ekvationen inte &r linjar.

N

@ Exempel
Los ekvationen y' + 3y = 2.

Losning. En av de enklare typerna av ekvationer vi kan fa. En integrerande faktor fas som e3*

eftersom (3z)" = 3 &ar faktorn fore y. Alltsa,
y/ + 3y -9 PN e3xy/ + 3€3xy — 263x PN (ye3x)/ _ 26336
2
&yt = C+/2e3mdx = C'—O—ge?’z

2
& ylr)=Ce™ + 3

2
Observera hiir att Ce™3% 16ser den homogena ekvationen ' + 3y = 0 for alla C'. Konstanten 3

brukar kallas for en partikuldrlésning till ' 4+ 3y = 2. Idén att konstruera den allménna lésningen
till 4/ 4+ 3y = 2 genom losningar till den homogena ekvationen och en partikuldrlosning ar ett
exempel pa superpositionsprincipen som finns for linjéra ekvationer. Denna teknik aterkommer
vi till.

A Niar dyker konstanten C upp?

Konstanten dyker upp i samband med att vi tar bort derivatan (eftersom man tappar kon-
stanten nir man deriverar). Alternativt kan man se det som att konstanten hor ihop med den
obestamda integralen (den primitiva funktionen). Bada alternativen gar bra, men se till att
konstanten dyker upp innan du gor nagon drastiskt med ekvationen som att férkorta bort
saker eller multiplicera ekvationen med nagot (som till exempel e ** ovan).

L

@ Exempel

Finn alla 16sningar till ¢’ = zy+ 2 och bestidm speciellt de tre 16sningar som uppfyller y(0) =
0, y(0) = —1 och y(—1) = —1.

Losning. Vi soker en integrerande faktor och finner den som e /2 eftersom —a2 /2 ar en

primitiv funktion till —z (faktorn fore y om allt som har med y att gora flyttas till vinsterledet).
Vi testar:

/
(e’xzmy) = —ge PPy 4 ey = e (v —zy) .

Detta ar alltsa ok. Da erhaller vi
!
Y =2y + 1P & (e“”Q/?y) =P o Y= Ce*/? 4 em2/2/x3e_‘”2/2 dx.
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Vi réknar ut integralen med PI:

/a:ge_z2/2 dr = /172 (me‘wzm) dx
— 272 4 Q/xe_IQ/z dx
= —g%e "2 _2e7%/2 = —(2+4 $2)e_$2/2
Derivera och testa! Vi har nu alltsa
y(z) = Ce”/? =2 -2*, z€R.
Vi soker speciellt y sa att y(0) = 0. Da maste y(0) = C — 2 = 0, sa C = 2. Kurvan som
definieras med detta val av C' gar alltsa genom origo. For y(0) = —1 maste y(0) = C —2 = —1,

sa C' =1 och for att fa y(—1) = —1 maste C' = 2e~'/2. Vi skissar ett riktningsfilt och ritar in
vara losningar i detta.
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De markerade punkterna &r de punkter vi valt att "forankra” losningarna i (till exempel sa
giller att y(0) = —1 motsvarar punkten (0, —1)).

3 Separabla DE

Definition. Om DE:n dr av formen ¢(y(z))y'(x) = h(z) kallas den for separabel.




En separabel DE loser vi genom att “separera variablerna.” Minnesregeln ar att vi slar son-

der ¢/ = %Y och multiplicerar upp dzr pa andra sidan. Mer formellt utfor vi féljande mandéver.
x
Lat G' = g och H' = h (dvs hitta primitiva funktioner till g och h). Da &r

(Gly) - H(@) =Gy —H(x)=gy)y —h(z)=0 & Gly)—H(z)=C,

déar C' dr godtycklig konstant. Vi har alltsa hittat ett samband for y som inte innehaller nagon
derivata: G(y(z)) = C + H(z). Vad som aterstar &r att l6sa ut y ur denna ekvation, vilket
kan vara ganska svart om G ar nagot som inte ar valdigt enkelt (och inverterbart). Vi har hér
inte heller nagon entydighet som &r uppenbar (beror pa G och H) utan far reda ut sadant fran
fall till fall Det finns krav man kan stélla pa ingaende funktioner for att fa det men det ligger
utanfor ramen pa denna kurs.

Minnesregel (ej klart definierat i nuldget som det star sa ekvivalenser utlidses approximativt):

g(y)% =h(z) 7" g(ydy=h(z)de &7 /g(y) dy = /h(x) da.

N

5% Exempel
Finn en 16sning till 2%y’ = y + 1 sa att y(—1) = —1 och en 16sning sa att y(2) = 0.

Losning. Vi vill dela med hogerledet och maste da kréiva att y+1 # 0. Om det &r sant och z # 0
har vi

/

Yy 1 1 1 1 _1
== & ——dy= | wdv & 1 I|=C—-- <« 1| = De V/*
Lo e [oqd=[5d e myri=c-1 e ly+i=Den

dir D = e dr en godtycklig positiv konstant. Men for att ta bort beloppet ateruppstar moj-
ligheten att ha bade positiva och negativa konstanter. Daremot kan inte D = 0. Vi har alltsa
16sningar

y(x):—l—l—De’%, x#0, DeR, D#0.

Intressant faktum héar dr att vi inte kan definiera dessa l6sningar kontinuerligt forbi origo.
Endera har vi x < 0 eller z > 0. Vad géller fallet da y = —1 da? Vi testar och ser att detta
loser ekvationen sa éven y(z) = —1 ar en losning. Denna 16sning ér definierad dven for x = 0.
Sa vi kan tillata D = 0 ovan och i fallet da D = 0 gar det &ven att ta bort kravet pa att x # 0.
Om vi vill att y(2) = 0 maste vi vilja y(z) = —1 + Dexp(—1/z) dar D # 0, och y(2) =
—1+ De Y2 medfor att D = /2. Svaret ér alltsa

(x)=—-1+ L1 >0
T)=— exp| =z —— T .
Y p 5 )

Kravet att = > 0 ar viktigt. Vi viljer alltsa den 16sning vars "definitionsméngd” innehaller
punkten vi har ett villkor i (i detta fall var det z = 2).



/N Divisioner med noll

Vid varje division som utfors maste man vara mycket noggrann med att skriva ut villkor
som maste gilla. I foregaende exempel kréaver vi att y # —1 vilket sedan visar sig vara en
mojlig 16sning. Divisionen med x gor ocksa att ingen av vara losningars definitionsméngder

kan innehalla z = 0 (forutom andra undantagsfall som y = —1). Var mycket noggran med
dettal

N

Exempel
Hitta en 16sning till ¢/ = y?/3 for y € R.

Lésning. Vi vill dela med y*? for att fa allt y-beroende pa ena sidan. Vi maste da kriva
att y # 0. Om det ar sant sa giller

1/3 1
=P o By = | dv=C T e S Y=o
y =y /y y /x +a 3ot Y= 97

(C+ ).

Vi observerar nu att detta y loser ekvationen for alla z (testa detta). Vad hander om y = 07 Jo,
det fungerar ocksa eftersom y’ = 0 da. Vi har alltsa inte en entydig 16sning sa vi vet inte om vi
funnit samtliga. Dessutom kan man gora roliga saker som att "skarva” ihop l16sningar. Vi kan

1 3 -1 3
%f(jrx<—1,y(x):0f6r—1§x§10chy(:€):%

for x > 1 som i foljande figur (bla kurva). Man kan ganska enkelt visa att denna skarvning ger
en funktion som &r atminstone kontinuerligt deriverar och loser differentialekvationen i fraga.

Vidare kan man for olika virden pa C' fa fler 16sningskurvor som tangerar tidigare l6sningar sa
man med bibehallen deriverbarhet kan "hoppa” fran en kurva till en annan. Fascinerande!

till exempel vilja y(z) =

Detta innebér ocksa att det kan finnas hur manga olika I6sningar som helst som gar genom
samma punkt i planet. Vi kan alltid skarva ihop lite annorlunda och fa en ny lésning genom
origo till exempel; dér 16sningskurvor tangerar varandra kan vi alltsa "hoppa” fran en 16sning
till en annan.



4 Linjira DE av ordning 1 med komplexa koefficienter

For detta dndamal ska vi introducera komplexvéirda funktioner sadana att for z € R sa
tillats f(z) € C. Pa detta séitt har funktionen f en real- och imaginirdel. Vi delar upp f i
komponenter f(z) = u(x) + iv(x) dar u,v ar reellvirda funktioner (vanliga funktioner alltsa).
Vi kiinner redan till ett exempel: den komplexa exponentialfunktionen ¢ = cosx + isin .
Precis som nér vi introducerade komplexa tal i grundkursen visar det sig att dessa funktioner
beter sig precis som vanliga funktioner nir det kommer till vara sa kallade rikneregler. Aven
differential- och integralkalkyl fungerar analogt. Vi definierar

) =u'(x) + i (x),

[z
/f(:zc)d :/u(x)d:erz'/v(x)dx

och sa vidare. Produktregler, partiell integration, kedjeregler och allt annat fungerar precis som
vanligt. Sjéalvklart behover alla dessa fenomen egentligen bevisas ordentligt, men vi 6verlamnar
det som 6vning.

Vi ar speciellt intresserade av funktionen e“* dér w € C och z € R. Skriv w = «a + 1
for o, p € R. Da ér

eWT — eax-‘riﬂa) _ eaa:eiﬂa: N (COS(BZL’) + ZSID(BZE)) )

Den stora anledningen till vart intresse for denna funktion #r att (e“*)’ = we™* precis som
for den reella exponentialfunktionen (visa att detta dr sant fran definitionen). Detta gor att vi
enkelt kan hitta integrerande faktorer dven for DE med komplexvirda funktioner. Speciellt for
linjira DE av ordning ett med konstanta koefficienter, dvs

Jruwy=g@) o (@) =ga) & ylo) = Ce 4o / e g(z) d.

Detta antyder pa viss struktur hos dessa l6sningar. Som nidmnt tidigare pratar man om en
homogen 16sning yp,(x) = Ce™ ™" och en partikuldir 16sning y,(z) som ges av den andra termen.
Den totala 16sningen ges av y(x) = yn(z) + y,(x) och 16sningsgangen kan reduceras till fragan
om att hitta en partikulérlosning och sedan fa alla mojliga 16sningar till ekvationen genom att
lagga till de homogena l6sningarna. Namnet homogen kommer fran att g, loser den homogena
motsvarigheten till den givna ekvationen (med g(x) = 0). Den hér tekniken aterkommer vi till
pa nésta foreldsning!

5 Integralekvationer

Pa liknande sidtt som man kan betrakta DE kan man istéllet ha ekvationer dar det ingar
integraler av okénda funktioner som vi forsoker 16sa ut. Tekniken vi anvénder i denna kurs
bygger pa att helt enkelt derivera ekvationen och losa en ekvivalent DE i stéllet. I manga
tillampningar ddremot gér man ofta tvirt om, dvs formulerar om DE som integralekvationer
da ekvationer med integraler i allménhet beter sig battre numeriskt &n motsvarande DE.
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Q Exempel

Finn alla kontinuerligt deriverbara funktioner y sa att

y(x) +/ y(t)dt = 2¢**, z € R.
1

Losning. Vi deriverar likheten (forutsétter hér att y ar deriverbar) och erhaller
Y () +y(x) = 4e**.

Detta foljer direkt fran integralkalkylens huvudsats! Om y &r kontinuerlig finns en primitiv
funktion Y sa att

Om vi deriverar denna likhet fas
L[ty =v'(@) —0 = y(o)
— =Y (z) - 0=y(z).
dz J, ) Y )
Vi loser DE:n vi fick ovan genom att multiplicera med den integrerande faktorn e”:
Y (r) +y(z) =4 &  yY(z)+ey(x) =4 & (e"y()) = 4e*

4 4
& ey(x) = 5639” +C < ylx)=Ce*+ ge%.

Hur bestdammer vi C'7 Vi maste hitta ett villkor fran integralekvationen. Enklast &r att sétta
in = 1 da integralen forsvinner da. Alltsa maste y(1) + 0 = 2¢*. Vi bestammer nu C:

4 4
2¢? = y(1) = Ce ' + 562 & =2~ 563.

Det finns alltsa bara en 16sning:

y(x) = ; (e +2e*).
/A Entydig 16sning!

Notera att det endast blir en 16sning till en integralekvation av typen ovan. For att behalla
ekvivalens nér vi deriverar ekvationen maste vi stélla krav pa l6sningen. Det ar ett principfel
att svara med samtliga 16sningar till den differentialekvation!




