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1 Linjira DE av godtycklig ordning med konstanta koefficienter
Vi kommer nu att betrakta linjara differentialekvationer av hogre ordning;:
Yy (@) + a1y V(@) + - + @y (@) + agy(x) = g(x)
dér vi som vanligt kan skriva
p(D)y(z) = g(z), med p(D) = D"+ a, D" '+ +aD + ay.
Det karakteristiska polynomet
p(r) =r"+ap "+ ar +ag

kan faktoriseras enligt
p(r) = (r =)™ (r = ra)"™ - (r — 7)™

dér m; +mg + -+ +my = n och r; # r; da i # j. Detta innebar alltsa att roten r; har
multiplicitet m;.

Med samma teknik som tidigare (iterativt l6sa ekvationen genom att eliminera en derivata i
taget; se forra foreldsningen) kan vi visa foljande sats.

@ Losningar till den homogena ekvationen

Sats. Samtliga l6sningar till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 ges av

yn = q1(2)e™" + qa(x)e™* + -+ - + qi(x) e,

dér ¢;(x) ar godtyckliga polynom sa att grad ¢; < m; — 1.
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Detta innebér att om r; dr en enkelrot (m; = 1) sa ar ¢;(x) = A en konstant. For en dubbelrot
ges ¢;(r) = Az + B, for en trippelrot har vi ¢;(z) = Az? + Bz + C och sa vidare. Observera
att r; sa klart kan vara komplexa tal, och i sa fall &r 7, ; = a£if (om vi har reella koefficienter)
dér r; &r den konjugerade roten och

CLe"® + Cye'i® = ¢ (A cos fx + Bsin ﬁl“)

for godtyckliga konstanter A och B.

2 Superposition

Superpositionsprincipen fungerar sa klart fortfarande eftersom ekvationen &r linjar. Vi kan alltsa
dela upp 16sningen for en godtycklig linjar DE i en del som l6ser den homogena ekvationen och
en partikulédrlosning. Vi upprepar satsen fran forra foreldsningen.

©

Sats. Samtliga 16sningar till p(D)y = ¢ kan delas upp i tva delar: y = yj, + y,, dér den
homogena 16sningen y;, loser ekvationen p(D)y, = 0 och partikulédrlésningen y, &r nagon
16sning till p(D)y, = g.

Bevisen for dessa satser dr analoga med fallet for ordning tva.

L

@ Exempel
Hitta alla losningar till v —¢" +y —y =z + 1.

3

Losning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = r® — r2 +r — 1 och faktoriserar

detta:
p(r)=(r =1 +1) = (r = 1)(r +0)(r —1).

De homogena lésningarna ges alltsa av
yn(x) = Cre™™ + Ae™ + Be™™ = C1e™* + Cycos x + Cssin z.

Vi soker en partikulérlosning y, och ansétter y, = Cx + D eftersom hogerledet ar ett polynom
av grad ett. Da blir

p(D)y,=C—(Cx+D)=2z+1 & C(C—-D=1loch —C=1 & C(C=-1lochD=-2.

Svaret &r alltsa
y(x) = Cre ™ + Cycosx + Cysine — x — 2.

Varfor inte ett lite mer urartat fall.
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@ Exempel
Finn alla l6sningar till " — 3y” + 3y’ — y = 2¢*.

Losning. Det karakteristiska polynomet ges av p(r) = r3 — 3r? 4+ 3r — 1 vilket vi kiinner igen
fran Pascals triangel, sa p(r) = (r — 1) (visa detta). Alltsa ér

yn = (A2* + Bx 4+ C) "

enligt satsen ovan. Testa att p(D)y, = 0. Vi ser dven att 16sningarna till den homogena ekva-
tionen krockar med hogerledet sa det réicker inte med en enkel ansats (detta fenomen brukar
kallas resonans). Vi ansétter darfor y, = z(x)e”. Forskjutningsregeln ger att

p(D) (z(z)e") =2¢* < ep(D+1)z2=2" < pD+1)z=2 <« D¥2=:0=2

. 2x3 a3
Vi séker en partikuldrlésning z,, sa vi tar helt enkelt z, = - -3 Testa att detta fungerar!
3

Var eftersoka partikuldrlosning ges nu av y, = Eex. Totalt sett har vi

3
Y=Yn+yp= (g—l—AxQ—l—vaLO) e’

g Modifierad ansats

Om hogerledet "krockar” med de homogena lésningarna kan man komma undan med att
modifiera ansatsen genom att multiplicera med z* dér k ar multipliciteten for roten till det
karakteristiska polynomet som orsaker konflikten. Exempelvis ser vi i foregaende exempel
att e® krockar med en homogen l6sning eftersom r = 1 &r en rot till p(r). Dessutom &r
detta en trippelrot sa vi maste ansitta y,(r) = Az® for att hitta en partikulérlsning. Om vi
betraktar yj, ser vi att vi maste "ta oss forbi” dessa termer av grad < 2. Med ansatsen y,(x) =
z(x)e” sker detta automatiskt sa denna metod &r lite enklare.

Lat oss upprepa en uppmaning fran forra féreldsningen.

/8\ Villkor pa 16sningar
Observera att hela 16sningen y = y;, + y, maste bestdmmas innan nagra villkor sétts in for
att finna konstanterna i y;. Detta kan inte goras direkt pa homogenlésningen.
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@ Exempel
Finn alla l6sningar till " — 43" + 5y = 12 cos 3z sa att /(0) = 0, y(0) = y(27) = 2.




Lésning. Lat p(r) = r® — 4% + 5r. Vi ser att
p(r) =r(r?* —dr +5) =r(r—(2—19)(r— (2+1)).
De homogena losningarna ges av
yn(r) = Cy + * (Cysinz + C3cos ).
Vi vill ha ut cos 3z, sa det &r rimligt att ansdtta en partikuldrlosning av formen
Y, = Asin 3z + B cos 3z

eftersom den typen av funktioner dyker upp nér man deriverar. Vi rdknar ut vad som hénder
med ansatsen:

p(D)y, = — 27TAcos 3z + 27Bsin 3z — 4(—9Asin 3z — 9B cos 3z) + 5(3A cos 3x — 3B sin 3z)
= (—12A + 36B) cos 3z + (36A + 12B) sin 3z.

Vi matchar sin 2z-termer och cos 2z-termer och finner att
—12A 4+ 368B = 12 och 364 + 124 = 0.

Alltsa d&r A = —1/10 och B = 3/10. Vi har alltsa

yp(z) = 1o sin 3z + 1o 8 3.

Den fullstdndiga allménna losningen ges av
2x : 1 . 3
y=Ci+e (CQSmJ:—l-Cgcosx)—Esm?)x—i-l—ocos?)x.

Vi ska nu (inte tidigare) bestamma konstanterna. Vi har

y(0) = Cy + C5 + 3/10,
y(27) = C; + €*"C3 + 3/10.

Om y(0) = y(27) maste alltsa C3 = 0. Sen &r y(0) = y(2r) =2, sa C; =2 —3/10 = 17/10. Nu
behdver vi derivera lite:

Y (z) = e** ((20y — C3) sinw + (Cy + 2C3) cos x) — % cos 3x — 1% sin 3x

sa y'(0) = Cy +2C5 —3/10 = 0 men C5 = 0 sa Cy = 3/10. Svaret blir nu
17

3 1 3
y(x) = 10 + 1—06% sinx — 0 sin 3x + ECOS?)W

:@f_

Los ekvationen y™ + 2y +y = sin .

Exempel




Losning. Lat
p(r)y=r*+2r +1=(r*+1)* = (r +i)*(r —4)%
Alltsa ges de homogena losningarna till p(D)y, = 0 av
yn = (C1x + Cs) cosz + (Czx + Cy) sin .

Vi ser nu att vi far problem med ansatsen for hogerledet eftersom sinx &r en l6sning till den
homogena ekvationen. Att bara multiplicera med x hjélper inte heller eftersom &dven x sinx ar
en homogen 16sning! Var ansats blir

Yp = Az?sinz + Bx? cos .
Vi deriverar lite och finner att
p(D)y, = — 12Asinz — 8Az cosz + Az’ sinx — 12B cosx + 8 Brsinz + Bx? cos
+2 (2A sinz + 4Az cosx — Az?sinx + 2B cosx — 4Bx sinx — Bx? cos x)
+ Ax*sinz + Ba?cosz
= — 8Asinx — 8B cos .
Alltsa maste A = —1/8 och B = 0. Vi har nu alltsa
r?sinx

(Cixz + Cy) cosx + (Csx + Cy) sina — <

Alternativt kan vi betrakta "hjélpekvationen”
w4 20" 4w = *

och sedan ta y(z) = Im w(x) for att hitta samma svar som ovan. Med foérdel anviander man hér
forskjutningssatsen nér man finner en partikuléirlosning med ansatsen w,(z) = z(z)e™.

N

Q" Exempel
Los ekvationen y® — 64y = 32.

Losning. Det karakteristiska polynomet blir p(r) = r% — 64 som har rétterna
k
r = 2exp (z%) . k=0,1,2,3,4,5.

Jamfor med ekvationen 2% = 64 fran Grunken! Alltsa ges losningarna till den hér ekvationen av
> k
Yp = ; Cy exp (2 exp (z?) m) .

En partikulérlosning finner vi genom att ansétta y, = A och se att —64A = 32, eller ekvivalent,
att A = —1/2, sa enligt superpositionsprincipen har vi

1 ° Tk
y(zr) = —3 + ;C’k exp (2 exp (z?) x) .

Vi kan formulera om detta pa reell form (med andra konstanter C;):

1 2 2 2
y(r) = — 5 + C1e%® 4 Che ™ + exp (%) (Cg cos 7:; + Oy sin 7%)

2x 2x . 2
+ exp (—E) (6’5 cos E + (g sin E) .
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3 Ekvationer med icke-konstanta koefficienter

Vi avslutar med en typ av ekvation dér vi har koefficienter som beror av x pa ett speciellt sétt,
namligen de sa kallade Eulerekvationerna. Dessa har formen

2"y (@) + ano1a" YD (@) + -+ (@) + aoy(x) = g(w),

sa vi ser att varje derivata av ordning k har koefficienten a;z*. Denna speciella ekvation kan vi
16sa genom att byta variabel till £ = Inz. Det verkar rimligt eftersom ¢’ = 1/x = 2! och varje
gang vi deriverar ¢ sinks exponenten ett steg till, vilket borde kunna kompensera for z* fore y*).
Man kan visa att detta alltid reducerar ekvationen till en ekvation for en funktion z(t) = y(e)
som har konstanta koefficienter (och darfor kan l6sas med tidigare tekniker). Vi visar ett par
steg. Forsta derivatan fas enkelt till

2(t) = Zy(e) = y'(e)e
sa y'(e') = e7'Z/(t). Vi deriverar nu detta uttryck en gang till (bade produkt och kedjeregeln):
Z”(t) — %(y/(et)et) — y//(et)e2t + y,<€t)6t — y”(et)e% + Z’(t)
sa y”(e") = e 2 (2"(t) — Z/(t)). Sen kan vi fortsitta:

(1) = W e + e

)e')
:y///< t)63t+2y”(6) + ( )62t—|—y/(6t)€t
=y"(e)e™ +3("(t) — #'(t) + 2'(t)

vilket ger 3" (e") = e~ (2"'(t) — 32"(t) + 22'(t)) och sa vidare.
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@ Exempel

Finn alla 16sningar till z°y"” — 22y = 12 — 4z.

Losning. Lat ¢t = Inz. Da édr x = e’ och vi later z(t) = y(e'). Enligt ovan blir nu
oy =2y =12 —4x & 2" —37 =12 —4é.

Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = r® — 3r? = r?(r — 3). De homogena
losningarna ges alltsa av
Zh(t) = 01€3t -+ Cgt + 03.

Vi ansitter en partikuldrlosning z,(t) = At? + Be'. Da blir
2, — 3z, = Be' —6A — 3Be' = —2Be' — 6A =12 — 4¢',
sa 12 = —6A och 2B = 4. Alltsa maste A = —2 och B = 2. Vi har totalt sett l6sningarna
2(t) = 2, (t) + 2,(t) = Cre* + Cot + C3 — 2t + 2¢.
Vi byter tillbaka till variabeln x och erhaller da

y(r) = C12® + Cylnx + C3 — 21In’ 2 + 2.



4 Kontroll av 16sningar

Vad betyder det egentligen att p(D)y(xz) = h(z) och, e.g., y(0) = 3/(0) = 07 Vi har nu tagit
fram verktyg for att hitta nagot magiskt y(x) som man svarar med och far poéng pa tentan.
Men vad &r egentligen y(x)? Dessa funktioner &r inget annat &n precis de funktioner som 16-
ser ekvationen p(D)y(x) = h(z) i nagot intervall ]a,b] som bestams tillsammans med y(x).
Losningen uppfyller ocksa eventuellt nagra givna villkor. Vi kan alltsa alltid testa om vi verk-
ligen har 16st uppgiften genom att sétta in vart svar i ekvationen och testa. Aven om den hir
kontrollen inte krdvs bor man genomfora den!

L

@ Exempel
Visa att y(x) = C1e** + 322 + sinx 16ser ekvationen y"” — 2y” + y/ — 2y = 6(x — x? — 2) for
alla konstanter C1.

Losning. Vi deriverar pa och far

y = 2C1e* + 62 + cosx
Y’ =4C1e* +6 —sinz

y" = 8Ce* — cosx
och sétter vi in dessa uttryck i ekvationen far vi

y" — 2y +y — 2y =8C1e* — cosx — 2(4C1e* + 6 — sinx) + 2C1€** + 62 + cosx
—2(C1€** + 32” + sin )
=01(8—-8+2—-2)e* + (=14 1)cosx+ (2 — 2)sinz — 12 + 62 — 62°
=6(z — 2* — 2).

Vi kan dven utifran kénda losningar konstruera ekvationer som far precis dessa 16sningar.

N

5% Exempel

Hitta en differentialekvation som har precis 16sningarna (Ae?® + 1) cos z + Be** sin .

Lésning. Vi kan identifiera att det dr e**( A cos x+ B sin ) som dr de homogena l6sningarna och
att cosx ar en partikuldrlosning. Vi borjar med att konstruera en ekvation som har korrekta
homogena lésningar. Vi ser att pa komplex form maste termerna e*9? finnas med sa det
karakteristiska polynomet maste ges av p(r) = (r — (2+1))(r — (2—14)) = r? — 4r +5. Saledes ér
den homogena ekvationen y” —4y'+5y = 0. Nu vill vi att y, = cos = ska vara en partikulérlosning
sa vi undersoker vilket hogerled som &r nodvéndigt:

"

y, — 4y, + 5y, = —cosx — 4(—sinz) + 5cosz = 4cosz + 4sinx.
Svaret blir alltsa ekvationen y” — 4y’ + 5y = 4 cosx + 4sin z.
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5 Generell struktur

Foljande stycke handlar om linjéar algebra och kopplingen till linjiara DE. Spara det till ni har
last kursen i linjar algebra.

Eftersom p(D) ar linjdr kan vi addera tva homogena lésningar och fa en ny homogen lésning
samt dven multiplicera en homogen 16sning med en konstant och erhalla en ny homogen 16sning.
Detta argument visar att médngden av homogena l6sningar utgor ett vektorrum V. Detta rum
ar alltsa méngden av alla 16sningar y till ekvationen p(D)y = 0. I klassisk teori betraktar
man V som ett underrum av C™ (alla n ganger kontinuerligt deriverbara funktioner), vilket &r
ett naturligt krav med tanke pa den hogsta derivatan som ingar.

Om detta kan mycket skrivas, men fokus hér ar pa strukturen av losningsrummet V. Vi vet
fran satsen i foregaende avsnitt att det i de enklaste fallen finns n stycken olika rétter som var-
dera ger upphov till en exponentialfunktion som homogen 16sning. Finns det multipla rétter till
polynomet ges homogena losningar som polynom ¢(x) ganger exponentialfunktioner och dven
héar finns det precis n stycken olika sorters funktioner (exempelvis e och xe® betraktas som
helt olika). Detta &r ingen slump utan dessa n typer av funktioner utgor en bas for vektorrum-
met V. Konstanterna i den allménna homogena l6sningen skapar alltsa en linjdarkombination
av basvektorerna. Den allmédnna homogena losningen beskriver alltsa en godtycklig vektor i
rummet V.

6 Ansatser for partikulidrlésningar

Vi avslutar med en tabell for ansatser till partikularlosningar. Rimligheten i ansatserna kommer
fran att fundera 6ver vad for slags funktioner man behéver skicka in i en DE for att fa ut det
hogerled man vill ha. Observera att ansatsen z(z)e* (med a € C eventuellt) kan anvéindas
i stéillet for de varianter som innehaller termer e*, vilket reducerar problemet till en enkla-
re DE for z dér vi har fatt bort exponentialtermen. Detta géller dven i fallet da hogerledet
innehaller termer av typen e cosbx eller e®* sin bx. Ekvationen reduceras da till en ekvation
for z dar hogerledet endast innehaller sin bx och/eller cos bxr. Kom &ven ihag att man kan hitta
partikuldrlosningar for sadana hogerled genom en komplex hjélpekvation (hur da?).



Tabell 1: Ansatser for partikulidrlosningar.

Hogerled

Ansats

Undantag?

An @™ 4 Q12" 4 a4 ag

bn:[;n _'_ bn—lxn_l + A + blx + b[)
(D™ + by 2" 4+ by + )
22(bpa™ + by 12" 4 -+ by + by)

r =0 rot
r = 0 dubbelrot
r = 0 trippelrot

Aysinkx + Ay coskx B sin kx 4+ By cos kx r = +ik rot
x(By sinkx + By cos kx) r = ik dubbelrot
2?(B;y sinkx + By cos kx) r = +ik trippelrot
e aeC Be** r =a rot
Bze®® r = a dubbelrot
Bax?es® r = a trippelrot
q(z)e™ z(x)e™® inga undantag?®

A1e®* cos fr + Aze™ sin fx

B1e®* cos fr + Boe™ sin fx

r=a=x1f rot

1 Om undantagsfallet intriiffar forsoker vi med ansatsen pa nista rad.
2 Ger ekvation for z. Nytt hogerled dir e®® férsvunnit. Hitta en 16sning till denna ekvation! Metodval

beror pa g(x).



