TATA42: Forelasning 10
Tillampningar av potensserier

Johan Thim*
19 november 2018

Vi har introducerat potensserier

= E ck:ck:cg+clx+02x2+03x3+~~
k=0

och visat att dessa har en konvergensradie R sa serien dr absolutkonvergent nér |z| < R och
divergent nér |z| > R. Vi tillater R = 0 (konvergent endast i x = 0) och R = oo (konvergent for
alla z). Vi konstaterade att for |x| < R gick det att termuis derivera och integrera potensserier:

"(x) = kepakt och /w t)dt = Ck
) kZ : ) ;k

dér dessa "nya” potensserier har samma konvergensradie.

1 Losningar till DE pa serieform

o
Genom att ansétta en 16sning som en serie y(z) = Z ez’ och lata ekvationen ge villkor pa

k=0
koefficienterna c; kan man ofta hitta losningar till DE:er som man inte kan 16sa med de metoder

vi tidigare anvant. Speciellt i de fall da vi inte har konstanta koefficienter eftersom dessa ar
svara att behandla. Men lat oss borja med nagot “enkelt.”

N

572 Exempel
Utnyttja att den unika losningen till ¥/ —y = 0, y(0) = 1, ges av y(z) = €* for att hitta en
serieutveckling for e”.

o0
Lésning. Vi ansétter en potensserie pa formen y(z) = E c,xx” och underséker nér denna loser

k=0
differentialekvationen. Vi skriver ut den termvisa deriveringen av y(z) och indexerar om serien

s& vi summerar termer av typen x* i stéllet for 2%~

= f: e i kE+1) ck+1:17
k=1 k=0
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Nu soker vi koefficienterna ¢;, sa att

0= 3/(@ —y(r) = Z(k + )Ck+137 — ch = Z k + 1)k — ck)xk
k=0 k=0 k=0

dédr vi utnyttjar att bada serierna ar absolutkonvergenta for att sla ihop summorna. For att
detta nu ska bli noll for alla x (med |z| < R) maste (k+ 1)cgr1 —cp =0 for k=0,1,2,3,... Vi
vet ocksa att y(0) = 1 vilket ger att ¢ = 1 (varfor?). Med andra ord uppfyller ¢, det rekursiva

sambandet ¢y = 1 och ¢4 = ¢ /(k+ 1) for k = 1,2,... Vi itererar nagra steg och ser vad som
hander:
Cop = 1
Ccl = 0 =1
0+1
C1 1
02 = = —
141 2
Co 1
Cq = = —
T 241 2.3
C3 1
c _
YT 34+1 2-3-4
Cp 1
C = =
TR (k+ 1)
Vi far alltsa serien y(x Z ﬁ Konvergensradien blir R = oo eftersom

2|/ (k +1)!
|x|F/ k! (k + 1)
da k — oo. Vi kénner igen svaret fran Maclaurinutvecklingen av e’.
Vi kan dven komma at ekvationer vi inte kunnat l6sa tidigare som i féljande exempel.

jlel =2 7lel =0,

5% Exempel
Finn alla l6sningar till ekvationen y” + zy’ + y = 0 som kan uttryckas som en potensserie.
Losning. Vi ansétter y(z) = Z craz”. DA blir
k=0

oo o0 o0
xy = E ket ' = E kepat = E kepa®
k=1 k=1 k=0

= k(k— Dega®? = (k+2)(k + 1)cp0a®
k=2 k=0

dér vi indexerat serierna lampligt for att nu kunna underscka ekvationen:
0=y +ay' +y=> ((k+2)(k+ erea+ ke + cp) 2"
k=0

Zk}—i-l k’+2)ck+2+ck)m
k=0
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vilket medfor att cp, 0 = —

k(_j}: 5 for k=0,1,2,... Eftersom ¢, o bara beror pa ¢; kommer det
att dyka upp tva "sorters” termer (det &r tva steg mellan k och k + 2). Vi skiljer darfor nu pa
udda och jamna k. Forst jamna index. Alltsa,

Co
Cy = —5
(&) Co
“= -1 T3
. Cy Co
“T T 6T 246
c _ Cok—2 (—1)k60 o (—1>k00
2 2k 2-4-6---2k  2k.kl
och for udda k,
&1
C3 = —g
C3 C1
5= 5735
Cs &1
Crnr= — — — —
! 7 3.-5-7
c _ Cok—1 _ (—1)kC1 _ (—1)k2kk'61
2 2% +1 3-5-7---(2k+1) (2k + 1)!

Ibland anvénder man skrivsittet (2k + )!! = (2k + 1)(2k — 1)(2k — 3) --- 5 - 3, dvs produkten
av alla udda positiva heltal mindre &n eller lika med 2k + 1. Analogt kan man definiera (2k)!!
som produkten av de jimna heltalen. Vi kan nu skriva upp hur 16sningarna y(z) ser ut:

o)

=

k=0

2k k!
2k 2k+1
A Z 2k: +1)! o '

For vilka x7 Vi undersoker konvergensradierna och ser att dessa &r R = oo i bada fallen. Vara
l16sningar 16ser alltsa ekvationen pa hela R. Konstanterna ¢y och ¢; édr godtyckliga och kan till

exempel bestdmmas om begynnelse- eller randvillkor ar givna.
2
Den forsta serien kan vi utan allt for stora problem se blir ¢y exp ) (visa det). Den andra

serien &r lite svarare att analysera. Man kan dock visa att den kan skrivas

2 ( x?) /:clx/i/Q )
c1 exp | —— exp (s7) ds.

Vi ritar upp funktionerna for ¢y = ¢; = 1. Den grona &r den udda serien och den blaa den
jdmna.




Inte direkt den typen av funktioner vi funnit tidigare nér vi 16st linjara DE av andra ordningen!
Foljdfraga: ar y(z) enligt ovan den allménna l6sningen till ekvationen i fraga eller finns det fler?

Vi kan &ven prata om potensserier kring andra punkter &n x = 0; jamfor med hur vi gick fran
Maclaurinpolynom till Taylorpolynom. Vi arbetar alltsa i det hér ldget med serier

o0

Z cr(x — ).

k=0

Funktioner som kan uttryckas i form av potensserier enligt detta kallas analytiska.

Analytisk funktion

Definition. En funktion f kallas analytisk i en punkt x = x7 om det finns ett Oppet

intervall I =|xg — ¢,z + ¢[ sa att f(z) = Z cr(r — 20)* for alla 2 € I. Med andra ord sa
k=0

konvergerar potensserien till f néra x

Nar vi ansétter potensserier for att losa DE soker vi alltsa analytiska losningar (atminstone
analytiska i * = 0). Det dr vért att notera hér att det finns funktioner som &r kontinuerligt
deriverbara till och med oédndligt manga ganger men som fortfarande inte &r analytiska. Betrakta
exemplet fran foreldsning 3 dir f(x) = exp(—1/2%) for & # 0 och f(0) = 0. Maclaurinserien
till denna funktion &r identiskt lika med noll (samtliga ¢; = 0) vilket sa klart endast stdmmer
overens i just = 0 (det finns alltsa inget 6ppet intervall). Men i 6vrigt dr funktionen snall.
Men man kan konstruera exempel (odndligt deriverbara) som inte dr analytiska i en enda punkt.
Exempelvis ar

f(z) = Z e V¥ cos ka
k=1

faktiskt en funktion som &r odndligt manga ganger kontinuerligt deriverbar men som inte ar
analytisk i en enda punkt. Kul va! Dagens patologiska exempel dr ddrmed avklarat. Faktum &r

4



att mingden av snilla funktioner som inte dr analytiska i en enda punkt #r betydligt storre!
an méngden av analytiska funktioner.

Det &r inte heller sa trevligt att alla analytiska funktioner enkelt kan representeras som sa
kallade elementéra funktioner. Exempelvis gar l6sningarna till féljande DE under namnet Azry-
funktioner.

5% Exempel

Finn alla analytiska (i z = 0) losningar till y” — zy = 0.

Lésning. Vi soker analytiska l6sningar och ansitter da en potensserie y(z) = Z ezt DA ges
k=0

ekvationen av
o

crk(k — 1)z 2 — Z cpat T
k=0

T
WE

Eond
||
N

[e.9]

Crpo(k+2)(k+ 1)k — Z Cp_1 2t
k=1

= 202 + Z(Ck+2(l€ + 2)(/{3 + 1) - Ck_l)l’k
k=1
Alltsa maste ¢ = 0 och for k = 1,2, ... maste cxro = cx_1/(k + 2)(k + 1). Vi erhaller alltsa 3
"sorters” koefficienter sa vi betraktar csg, c3pi1 och cgpio. Det foljer fran att co = 0 att c3p0 =0
for k =0,1,2,.... Vi fortsatter med c3;:

[
WE

i
)

Co
C3 = ——=
27 3.2
C3 Co
C: =
7 6.5 6-5-3-2
Cy Co
Cog = — =
76 9.8.6-5-3-2
C3kL—3 (3]€ - 2)”' Co
C3k = - )
3k(3k — 1) (3k)!

dér n!!! definieras som produkten av alla heltal n, n—3, n—6, n—9 och sa vidare till vi hamnar
i1, 2 eller 3. Exempelvis ar 12!!! =12-9-6-3 och 14!l = 14-11-8-5-2. Pa liknande sitt har vi

C1
Cp = ——
1T 43
Cyq C1
Cr = g
U796 7-6-4-3
Cr C1
Ci0 =

10-9 10-9-7-6-4-3

C3k—2 (3]{? + 1)'” C1

BT SkGBE+ 1) (3k+ 1)

T Baires mening. Miingden av funktioner analytiska i ndgon punkt — sett som delmiingd av C>°(I) pa ett
intervall I — &r av den forsta kategorin. Detta innebér att den méngden &r betydligt mindre &n komplementet
som bestar av C*°-funktioner pa I som inte dr analytiska i en enda punkt.



Vi kan nu skriva upp hur l6sningarna y(z) ser ut:

— (Bk =2 4 — (Bk+ DN
S 1; G+ ©

k=

=]

Vi later hir (—2)!!! = 1 for att underlétta notationen. For vilka 2?7 Vi undersoker konvergensra-
dierna och ser att dessa é&r R = oo i bada fallen. Vara 16sningar 1ser alltsa ekvationen pa hela R
och &ar analytiska pa hela R ocksa. Dessa funktioner brukar som sagt kallas Airy-funktioner och
vi kan definiera

i 3k—2 ! 3k och i (3k + D! 1!
(3k +1)!
k=0 k=0

for x € R. Vi skissar upp funktionerna (den bla dr Ai(x) och den grona &r Bi(x)).

Bi(xz)

T1

/X0 XN SN /—\ T~ a0 .
o8/ —\K// —2 2

—0.5 +

Dessa funktioner &r speciellt roliga eftersom de forst beter sig svingande innan de "plotsligt”
bestdmmer sig for att agera som exponentialfunktioner i stéllet. Fascinerande!

2 Maclaurinserier
Entydlghetssatsen for Maclaurmutveckhngar medfor att om f ar en analytisk funktion i x =0

(k)
sa maste f(x Z I k;'( )x , dvs en potensserie f(x) = chxk maste ha ¢, = / k'( )
k=0 '

N

@ Exempel
Lat oss aterigen betrakta f(z) = e®. Vi visar att r(x) — 0 for varje x € R om antalet termer
i Maclaurinpolynomet gar mot oéndligheten.




es

Losning. Lagranges form pa resttermen for utvecklingen av ordning n ges av r(z) = mz”“
n !
for nagot & mellan 0 och z (dér « ar fixt). Da &r
& Elp|n
Ir(z)] < 6—|x|”+1 < el —0, dan— o0
(n+1)! (n+1)!

enligt standardgrinsvérde eftersom a™/n! — 0 da n — oo (vi later alltsa a = |z| och utnyttjar
att ¢ < el?l < 00). Eftersom resttermen gar mot noll har vi visat att

X Lk

z T
k!’
0

e =
k=

r e R.

Kan vi komma at resultat av denna typ utan att ga via Lagranges restterm?

@ Exempel

o

: (
Visa att cosz = Z T
Pt (2k)!

-1 kak
konvergerar for alla x.

Losning. Direkt via kvotkriteriet erhaller vi att

' (_1)k+1$2(k+1) (2/{:)! |I|2

. = — 0
2(k+ 1)) (—1)ka?k (2k+2)(2k + 1) ’

da k — oo. Serien har alltsa konvergensradie R = oco. Eftersom cos z ar kontinuerligt deriverbar

odndligt manga ganger och Maclaurinkoefficienterna for cos x ges av koefficienterna i serien ovan

medfor entydigheten att detta d&r Maclaurinserien foér cos x.

5% Konvergensradie fran rekursionsformel

o0

Ansatsen y = Z crz” till ekvationen (14 32?)y’ = 2xy med kravet y(0) = 1 leder till
k=0

2 -3k

k+2

(k+2)cki2 = (2—-3k)er, < cryo = ¢y, samt cg =1 och ¢, =0.
Da géller att samtliga cg, 1 = 0 och svaret fas pa formen Z CoptF (udda termer forsvinner).
k=0

(0.)
Lat nu by = c9 sa att y = Z bpx?F . Kvottestet visar att vi har absolutkonvergens da
k=0

2(k+1)‘

b
| > lim 126012 -
k—o0 ’bk.fIkal k—o0 ‘Czk‘ k—oo

= T2 =32 o |z] <3

= li ’C%“’xQ = lim ‘Q_Sk

Vi sammanfattar nagra av de kinda Maclaurinserierna med deras respektive konvergensomra-
den. Jamfér med motsvarande Maclaurinutvecklingar fran foreldsning 3.



@ Maclaurinserier
2 3 n
(i) ex:1+x+x—+x_+...+x_+...7_oo<x<oo_
2 3! n!
(i) In(1 + ) Z Lz I l<z<l1
ii) In r)=pr— — 4+ (1) T _
2 3 n ’ >~
2 4 2k
(iii) cosmz1—%+%_...+(_1)k(§k)!+ 59 < 5 < 6o
3 5 2k—1
(iv) Sinx:$_%+%_"'+(_1)k1—(22_1)!+-",—oo<:v<oo.
—1 —1)(a -2
(1+$)a=x+ax+a(a2 )$2+O‘(a 3)'(04 )x3+
(v) : ,—l<ax<l1.
ala=1)---(a=n+1) ,
n!
;US (L‘S x2n—l
i) arctanz =z — — + — — -+ + (=1)*" e el
(vi) arctanx = x 3+5 + (1) 2n_1+ 7 .

3 Modifierande serieansatser

Vi har tidigare stott pa DE av Euler-typ,

2%y + axy + by = 0,
som vi kunde 16sa genom att substituera ¢t = Inx (fér z > 0). Losningarna kan dven fas genom
att finna rétterna till 72+ (a—1)r+b = 0 och bilda ¢; 2™ + 2" om ry # r9 och c12™ +cox™ Inx
om r; = 1o (komplexa rotter kriver lite omskrivning for att fa dver allt pa reell form). Man
visar detta genom att ansédtta x” som l6sning och se vilka villkor man far pa r. Utfor detta!
Kan man gora nagot liknande for ekvationer dér a och b beror pa z?

L

Exempel

Hitta l6sningar till Bessels DE av ordning 0 och 1/2, dvs 2%y + 2y + (2> —*)y = 0 med v = 0

och v =1/2.

Losning. En direkt potensserieansats visar sig resultera i svarlosta problem sa vi ansétter
o

i stillet en modifierad ansats y(z) = x"chxk dir r maste bestdmmas pa nagot sétt. Vi

k=0
deriverar glatt och ser vad vi far:

y/(w) _ ch(k?+r)$k+r_l

y//(x) = Z Ck(kj + r)(k; L — 1):L‘k+r_2



fran vilket det foljer att ekvationen kan skrivas
0= x2y// +:cy’ 4 (1’2 o V2>y

cx(k+7)(k+7r—1)z"" + Z cr(k + )zt Z et Z cpat T
k=0 k=0 k=0

[
W

iy
o

I
o

a((k+r)k+r—1) +k+r—v) 2" £ okt
k=2

i}
o

I
M8

o
ck((k: + 7,)2 . V2)xk+r + ch72xk+r
k=2

i

0

= co(r? = V)2 + et (141)7 = 12)a™™ 4+ ) (e ((k + 1) = %) + era) b
k=2

Hér ser vi att endera maste ¢y = 0 eller sa maste r = v for att ekvationen ska vara sann (for

alla z > 0). Vidare maste ¢; = 0 om inte r = —1/2. Sen blir det rekursiva sambandet
—Ck—2
= ——, k=2,34,....
Ck (/{?+T)2—V2’ )9y Ey

Fall 1: v = 0. Har ser vi att » = 0 for att slippa sédtta ¢ = 0. Da blir ¢; = 0 vilket ger alla
udda termer = 0. Vi undersoker de jimna:

=y
_ —C 2 Co 2 Co
G = 42 (—1) 92.42 (1) 92+2 . 92
B —Cy B 3 Co o 3 Co
CG_F_(_ ) 22. 42 . (2 =(=1) 02+2+2 . 92 . 32
—Cok—2 (—1)k00
Cop = =

(2k)2 22k (k12

Vi erhaller alltsa y(z) = ¢ Z %x%. Konvergensradien hittar vi till exempel med kvot-
k=0 '

2 (1 \?
_ 0
1 \ky1) 7

da k — oo. Serien konvergerar alltsa for alla x. Dubbelroten som vi fann ovan (r = 0) &r
anledningen till att vi bara erhaller en "sorts” 16sning. For att hitta en oberoende 16sning till
kravs en hel del arbete till sa vi stannar hér.

Den 16sning vi hittat brukar kallas Bessels funktion av ordning 0 och betecknas

kriteriet:
:L‘2(k+1) 22k (k!)2
2206+1) ((k 4 1)1)2 L2k

[eS) _1 k ,
To(z) = Z%x 3

k=0

Det ar en sviangande funktion med avtagande amplitud.
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#"{f‘
= (—D)F
Jo(ﬂf): X
0.5 1 kz_o 22 (K1)
| | /\ : /\ x
2\7 EEANZ
051

Fall 2: v? = 1/4. Hér ser vi att r = £1/2 for att slippa siitta ¢g = 0. Nér det giller ¢; beror
det pa om v = 1/2 eller om v = —1/2. For v = 1/2 maste ¢; = 0 pa samma sétt som i fall 1.
For v = —1/2 dr ¢; godtycklig eftersom (1 4 r)? — 12 = 0 i det fallet. Vi undersoker de jimna
koefficienterna forst:

2T 9e+1)
—C2 2 Co
- = (-1
“=iazn - Yernaarn
—C4 3 Co
g =——=(—1)
6(6+1) 22+1)-4(4+£1)-6(6+1)
Cop = —— =2 (qyk <0
o 2k(2k + 1) 22+1)-4(4+1)-6(6+1)---2k(2k £ 1)
. i} i} . . 1)k .
For v = 1/2 &r det plussen som géller och vi ser da att co = YZT IRV for k =0,1,2,.... Vi

(2k + 1)!
erhaller alltsa

_ S (=DF 2k+1/2 _ . —1/2 = (—1)F oky1 ST
y(z) = 00; T = oz kz:; Y

eftersom vi kénner igen Maclaurinutvecklingen for sin x. Serien konvergerar for alla z, men vi
har kravet x > 0 fran tidigare sa vi har enbart 16sningar for = > 0.

—1)*
Nar det géller v = —1/2 &r ¢; godtycklig och vi kan ta fram koefficienterna copyq = —((Qk j_ S'
(—Dfeo .. o
samt cop, = W for k=0,1,2,.... Detta ger oss losningarna

Lipes (1) 2k —1/2 — (=1 2U%t+1 cos T sinx
y(z) = coz™1/? g "+ g e —— = ¢ + ¢
o (2k)! — (2k +1)! Vi NG

10



for x > 0. Vi erholl hir precis Maclaurinutvecklingarna for cos respektive sin. Dessa funktioner
kan ritas upp (den grona dr cos-termen och den blaa &r sin-termen).

051

0.5 71
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