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L1,p � êîýðöèòèâíîñòü è îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà
çàäà÷è Íåéìàíà â âûïóêëîé îáëàñòè

Ðåçþìå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðîèçâîëüíîé âû-

ïóêëîé n-ìåðíîé îáëàñòè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû:
(i) êîýðöèòèâíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà è åå îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå L1,p;
(ii) íåóëó÷øàåìûå ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà è ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è;
(iii) îïèñàíî ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå íàèìåíüøåìó ïîëî-
æèòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = n−1 îïåðàòîðà Íåéìàíà-Ëàïëàñà â âûïóêëîé
ïîäîáëàñòè åäèíè÷íîé (n− 1)-ìåðíîé ñôåðû.

�1. Ââåäåíèå
Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, è ïóñòü L1,p(Ω) � ñî-
áîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé v, èíòåãðèðóåìûõ â Ω, òàêèõ, ÷òî
∇v ∈ Lp(Ω), ñíàáæåííîå ïîëóíîðìîé ‖ ∇v ‖Lp(Ω).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü â L1,p(Ω) äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà (L1,p′(Ω))∗,
p′ + p = p′p è ïîëó÷åíà îöåíêà îáðàòíîãî îïåðàòîðà. (Òåîðåìà 3.)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ îöåíêàõ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y) çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà â îáëàñòè Ω, èìåþùèõ âèä

|∇yG(x, y)| ≤ c(n, Ω)|x− y|1−n äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω, x 6= y (1.1)

è
|∇x∇yG(x, y)| ≤ c(n, Ω)|x− y|−n äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω, x 6= y, (1.2)

Ýòè îöåíêè ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìå 1.
Èç (1.1) ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ u çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ L1(Ω)

|∇u(x)| ≤ c(n, Ω)

∫

Ω

|x− y|1−n|f(y)| dy ∀x ∈ Ω, (1.3)

êîòîðàÿ óñèëèâàåò îöåíêè ìîäóëÿ ãðàäèåíòà â L∞(Ω), ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [1],
[2]

Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíû íîâûå ôàêòû î ïåðâîì ñîáñòâåííîì ÷èñëå λ çàäà÷è
Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè â âûïóêëîé ïîäîáëàñòè åäèíè÷íîé
ïîëóñôåðû. (Òåîðåìà 2.) À èìåííî, äàíî îïèñàíèå ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = n− 1.

Äîïîëíèòåëüíóþ áèáëèîãðàôèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2]. Äëÿ âûïóêëûõ
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îáëàñòåé îöåíêè êîíñòàíò ëèïøèöà ðåøåíèé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé, îáîáùàþùèõ p-ëàïëàñèàí, íåäàâíî ïîëó÷åíû â
ðàáîòàõ [3] è [4].

�2. Îïðåäåëåíèÿ. Ëåììà î çíàêå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå L1,p′(Ω), p + p′ = pp′.
Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −∆u = F
áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u ∈ L1,p(Ω), îðòîãîíàëüíóþ åäèíèöå â Ω è óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ ðàâåíñòâó ∫

Ω

∇u · ∇ψ dx = F (ψ) (2.1)

äëÿ âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ L1,p′(Ω).
Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð [5], òåîðåìà 1.1.15/1), ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèî-

íàë F íà L1,p′(Ω) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (ψ) =

∫

Ω

~f · ∇ψ dx, (2.2)

ãäå ~f ∈ Lp(Ω), ïðè÷åì
‖ F ‖= inf ‖ ~f ‖Lp(Ω),

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì âåêòîð-ôóíêöèÿì ~f , äëÿ êîòîðûõ ðà-
âåíñòâî (2.2) èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì ψ ∈ L1,p′(Ω).

Ïóñòü ψ ∈ L1,p(Ω) è tr ψ îçíà÷àåò ñëåä ψ íà ∂Ω. Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî
{tr ψ} îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî B1/p,p′(∂Ω) (ñì., íàïðèìåð [6]). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî
ðàñïðåäåëåíèé B−1/p,p(∂Ω), ñîïðÿæåííîå ê B1/p,p′(∂Ω). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå

L1,p′(Ω) 3 ψ −→
∫

∂Ω

h(x)tr ψ(x) dsx

ãäå h ∈ B−1/p,p(∂Ω) è h ⊥ 1 íà ∂Ω, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì. Åñëè
h ∈ B−1/p,p(∂Ω), òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (2.1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

∆u = 0 â Ω,
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= h, u ∈ L1,p(Ω),

ãäå ν îçíà÷àåò âíåøíèé åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Ω.
Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (ñì., íàïðèìåð [5], òåîðåìà 1.4.5) îòîá-

ðàæåíèå
L1,p′(Ω) 3 ψ −→

∫

Ω

f0(x)ψ(x) dx +

∫

∂Ω

h(x) tr ψ(x) dsx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì, åñëè f0 ∈ Lnp/(n+p)(Ω), h ∈ Lp(n−1)/n(∂Ω) ïðè
p′ < n è f0 ∈ Lq(Ω) äëÿ ëþáîãî q > 1 ïðè p′ = n, f0 ⊥ 1 â Ω, h ⊥ 1 íà ∂Ω.
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Ïðè ïîìîùè ýòîãî ôóíêöèîíàëà êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííîå ðåøåíèå èç
L1,p(Ω) çàäà÷è

−∆u = f0 â Ω, (2.3)
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= h.

Ïðè p′ > n òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f0 óðàâíåíèÿ (2.3)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó (C(Ω))∗, ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé, íåïðå-
ðûâíûõ â çàìûêàíèè Ω, èìååò êîìïêàòíûé íîñèòåëü â Ω è îðòîãîíàëüíà åäèíèöå
â Ω.

Â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü èãðàåò ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, y) çàäà÷è Íåéìàíà â
îáëàñòè Ω, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü y ∈ Ω è p ∈ (1, n/(n−
1)). Ôóíêöèÿ Ω 3 x −→ G(x, y), îðòîãîíàëüíàÿ åäèíèöå â Ω, ÿâëÿåòñÿ L1,p(Ω)-
ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà

−∆xG(x, y) = δ(x− y)− |Ω|−1 â Ω,
∂G(x, y)

∂νx

∣∣∣
∂Ω

= 0 (2.4)

ãäå |Ω| îçíà÷àåò n-ìåðíóþ ìåðó îáëàñòè Ω. Êàê èçâåñòíî, ýòà ôóíêöèÿ äîïóñêàåò
ðàâíîìåðíóþ îöåíêó (ñì., íàïðèìåð [7], òåîðåìà 3)

‖ ∇xG(x, y) ‖Lp(Ω)≤ c(n, p, Ω). (2.5)

Äëÿ îáëàñòåé Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé èç ðåçóëüòàòà �9 ãëàâû 3 êíèãè [8] î ïîâû-
øåííèè ðåãóëÿðíîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ Ω 3 x −→ G(x, y) ïðèíàäëåæèò ñîáîëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó W l,p(Ω \Oy)
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Oy òî÷êè y ∈ Ω ïðè âñåõ p ∈ (1,∞) è ëþáûõ öåëûõ l.

Ëåììà 1. Åñëè âûïóêëàÿ îáëàñòü Ω èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó è ôóíêöèÿ w, ãëàä-
êàÿ âáëèçè ∂Ω, óäîëåòâîðÿåò óñëîâèþ Íåéìàíà

∂w

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 0, (2.6)

òî
∂|∇w|2

∂ν

∣∣∣
∂Ω
≤ 0. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîæäåñòâå, âîñõîäÿùåì ïðè n = 2 ê ðàáîòå Ñ.Í.
Áåðíøòåéíà [9] (ñì. òàêæå [10] è [11]). Ìû ïðèâîäèì âûâîä ýòîãî òîæäåñòâà äëÿ
óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ.

Ïóñòü x ∈ ∂Ω è ~τ1, . . . ~τn−1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âåê-
òîðîâ, êàñàþùèõñÿ òåõ êðèâûõ íà ∂Ω, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãëàâíûå íîðìàëüíûå
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ∂Ω â òî÷êå x. Êðèâóþ íà ∂Ω, îïðåäåëÿåìóþ íàïðàâëåíèåì
~τi, áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðèçîâàííîé åñòåñòâåííûì ïàðàìåòðîì si. Äëÿ ãëàäêîé
âáëèçè ãðàíèöû ∂Ω ôóíêöèè ~v, êîòîðóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ∂Ω, ïîëîæèì

~v = ~vτ + vν~ν, ~vτ =
n−1∑

k=1

vk~τk,
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ãäå ~ν � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω â òî÷êå x è vi = ~v · ~τi. Èìååì

∂|~v|2
∂ν

= 2
n−1∑

j,k=1

vj

( ∂vk

∂sj

~τk · ~ν + vk
∂~τk

∂sj

· ~ν
)

+ 2
( n−1∑

j=1

vj
∂vν

∂sj

+ vν
∂~ν

∂sj

· ~ν
)
+

+2vν

n−1∑

k=1

( ∂vk

∂ν
~τk · ~ν + vk

∂~τk

∂ν
· ~ν

)
+ 2vν

( ∂vν

∂ν
+ vν

∂~ν

∂ν
· ~ν

)
.

(2.8)

Òàê êàê ~v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî (ñì. (2.6)) òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå áóäåò
äîêàçàíî, åñëè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî vν ≡ 0 íà ∂Ω, áóäåì èìåòü

∂|~v|2
∂ν

≤ 0.

Â ñëó÷àå vν = 0 ðàâåíñòâî (2.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂|~v|2
∂ν

= 2
n−1∑

j,k=1

vjvk
∂~τk

∂sj

· ~ν.

Òàê êàê ~τk · ~ν = 0, òî ~ν · ∂~τk
∂sj

= −~τk · ∂~ν
∂sj

. Èìååì ∂ν
∂sj

= 1
Rj

~τj, ãäå Rj � ðàäèóñ

ãëàâíîé íîðìàëüíîé êðèâèçíû â íàïðàâëåíèè ~τj. Ïîýòîìó ∂~τk
∂sj

= δjk
1
Rj

~τj, ÷òî äàåò
òîæäåñòâî

∂|~v|2
∂ν

= −2
n−1∑
j=1

v2
j

Rj

.

Ëåììà äîêàçàíà.

�3. Îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà
Òåîðåìà 1. Åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ â Rn è n ≥ 2, òî
äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y) çàäà÷è Íåéìàíà èìåþò ìåñòî îöåíêè (1.1) è (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïðåäïîøëåì ñëåäóþùåå âñïîìî-
ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω èìååò ãëàä-
êóþ ãðàíèöó è óñòàíîâèì (1.1), (1.2) ñ ïîñòîÿííûìè, íå çàâèñÿùèìè îò ãëàäêîñòè
∂Ω. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðè n > 2 ïîêàæåì íåðàâåíñòâî

|G(x, y)| ≤ c(n, Ω)|x− y|2−n. (3.1)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü âûòåêàþùóþ èç (2.5) îöåíêó
∫

Ω

|G(x, y)|p dx ≤ c(n, p, Ω), p ∈ (1, n/(n− 1)). (3.2)

Çàôèêñèðóåì y ∈ Ω è, îáîçíà÷èâ ÷åðåç By
r0
îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r0 ñ öåíòðîì

â y, ïîêàæåì, ÷òî
sup

x∈Ω\By
r0

|G(x, y)| ≤ c(n, r0, Ω). (3.3)
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Ïîëîæèì v(x) = G(x, y) + w(x), ãäå

−∆w = |Ω|−1 â Ω \B
y

r0
, w

∣∣∣
Ω∩∂By

r0

= 0,
∂w

∂ν

∣∣∣
∂Ω\By

r0

= 0,

è çàìåòèì, ÷òî
sup

x∈Ω\By
r0

|w(x)| ≤ c1(n, r0, Ω). (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (3.4) îñíîâàíî íà èòåðàöèîíííîé òåõíèêå Ìîçåðà
(ñì. [12]) è ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â êíèãå [13], ãäå àíàëîãè÷íàÿ
îöåíêà â òåîðåìå 8.15 ïîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ w(x) óäîâëåòâîðÿåò
îäíîðîäíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω \B

y

r0
.

Òàê êàê G(x, y) = v(x)− w(x), òî îöåíêà (3.3) áóäåò óñòàíîâëåíà, åñëè

sup
x∈Ω\By

r0

|v(x)| ≤ c1(n, r0, Ω). (3.5)

Äàííîå íåðàâåíñòâî â ñèëó (3.2) è (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè âèäà

sup
x∈Ω\Ω∩Br0/4

|v(x)| ≤ c(n, q)(
( 1

|Ω ∩Br0/2|
∫

Ω∩Br0/2

|v(x)|q dx
)1/q

(3.6)

â øàðå Br0/2 ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå çàìûêàíèÿ îáëàñòè Ω \ B
y

r0
. Åñëè

q = 2 è ôóíêöèÿ v(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà ãðàíèöå
îáëàñòè Ω \B

y

r0
, òî ìû èìååì îöåíêó Ìîçåðà èç [12], êîòîðàÿ îáîáùàåòñÿ (ñì., íà-

ïðèìåð [13], òåîðåìà 8.17) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ q ∈ (1, 2). Åñëè v(x)
óäîâëåòâîðÿåò íà ãðàíèöå Ω \ B

y

r0
îäíîðîäíîìó óñëîâèþ Íåéìàíà, òî äîêàçàòåëü-

ñòâî (3.6) íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ, êîãäà íà ãðàíèöå âûïîëíåíî îäíîðîäíîå
óñëîâèå Äèðèõëå. Òàêèì îáðàçîì (3.5), à âìåñòå ñ òåì è íåðàâåíñòâî (3.3) ìîæíî
ñ÷èòàòü äîêàçàííûìè.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ By
r0
, By

r0
⊂ Ω. Ïîëîæèì F (x, y) = G(x, y) − Γ(x − y), ãäå

Γ(x − y) = c(n)|x − y|2−n � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà. ßñíî,
÷òî ∆xF (x, y) = |Ω|−1 â By

r0
è â ñèëó (3.3) ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ïðèõîäèì ê

òðåáóåìîé îöåíêå (3.1).
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà y ∈ Ω ðàñïîëîæåíà âáëèçè ãðàíèöû

∂Ω. Ñâÿæåì ñ òî÷êîé x0 ∈ ∂Ω ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò z1, z2, . . . , zn ñ íà÷à-
ëîì â x0, òàê, ÷òî ïåðâûå (n − 1) áàçèñíûõ âåêòîðà ðàñïîëîæåíû â êàñàòåëüíîé
ê ∂Ω ãèïåðïëîñêîñòè, à îáëàñòü Ω íàõîäèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå zn < 0. ßñíî,
÷òî ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ω, ðàñïîëîæåííóþ â øàðå Bx0

R0
, ãäå R0 = R0(∂Ω), ìîæíî çà-

äàòü óðàâíåíèåì zn = h(z1, . . . , zn), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé
ôóíêöèåé. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ζn = zn − h(z1, . . . , zn), ζi = zi, i = 1, . . . n− 1,

îòîáðàæàþùóþ ∂Ω ∩ Bx0
R0

â ÷àñòü ãèïåðïëîñêîñòè ζn = 0, è ïðåîáðàçóþùóþ îïå-
ðàòîð Ëàïëàñà â ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà

L =
n∑

i,j=1

∂

∂ζi

(
aij(ζ)

∂

∂ζj

)
, (3.7)
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ñ êîýôôèöèåíòàìè

ann(ζ) = 1 + |∇h(ζ1, . . . , ζn−1)|2, anj(ζ) = ajn(ζ) = −hζj
(ζ1, . . . , ζn−1) ïðè j 6= n,

aij(ζ) = δij ïðè i, j = 1, . . . n− 1,

ãäå δij îçíà÷àåò ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïóñòü Bρ0 � øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ξ ∈ Bρ0/2, ãäå ξ � îáðàç òî÷êè

y. Ðàäèóñ ρ0 ñ÷èòàåì ñòîëü ìàëûì, ÷òî ïîëóøàð Qρ0 = Bρ0 ∩ {ζ : ζn < 0} ñîäåð-
æèòñÿ â îáðàçå îáëàñòè ∂Ω ∩ Bx0

R0
. Îáðàç ôóíêöèè Ãðèíà G(ζ, ξ) óäîâëåòâîðÿåò â

Qρ0 óðàâíåíèþ LζG(ζ, ξ) = −δ(ζ − ξ) + |Ω|−1 è êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ G(ζ, ξ)
ïî ïåðåìåíííîé ζ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïëîñêîé ÷àñòè ãðàíèöû Qρ0 . Ïðîäîëæèì
êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà (3.7) èç ïîëóøàðà Qρ0 â øàð Bρ0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êîýôôèöèåíòû ain(ζ) è ain(ζ) ïðè i 6= n ïðîäîëæèì íå÷åòíî îòíîñèòåëüíî ãèïåð-
ïëîñêîñòè z̃n = 0, à âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ÷åòíî. Åñëè ôóíêöèþ G(ζ, ξ)
ïðîäîëæèòü ÷åòíî îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè ζn = 0 èç ïîëóøàðà Qρ0 â øàð
Bρ0 , òî îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü â Bρ0 óðàâíåíèþ

LζG(ζ, ξ) = −δ(ζ − ξ)− δ(ζ − ξ′) + |Ω|−1,

ãäå ξ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ ξ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè ζn = 0. Ïðîäîëæèì
êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L èç øàðà Bρ0 íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîëîæèâ aij(ζ) =
δij ïðè ζ ∈ Rn \ Bρ0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(ζ, ζ0) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà L ñ ïîëþñîì â òî÷êå ζ0 è ïîëîæèì g(ζ) = G(ζ, ξ)−Γ(ζ, ξ)−
Γ(ζ, ξ′). Ñîãëàñíî [14],

c1|ζ − ζ0|2−n ≤ Γ(ζ, ζ0) ≤ c2|ζ − ζ0|2−n (3.8)

ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n è ïî-
ñòîÿííûõ, ó÷àñòâóþùèõ â óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè äëÿ îïåðàòîðà L.
Ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò â Bρ0 óðàâíåíèþ Lg(ζ) = |Ω|−1, à ïîñêîëüêó ξ ∈ Bρ0/2, òî
â ñèëó (3.3) è (3.8) íà ãðàíèöå øàðà Bρ0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |g(ζ)| ≤ c(n, ρ0, Ω).
Îòñþäà ïî îöåíêå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðåøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð [13], òåîðåìà 8.16)
ñëåäóåò, ÷òî sup

Bρ0

|g(ζ)| ≤ c(n, ρ0, Ω). Òàêèì îáðàçîì, |G(ζ, ξ)| ≤ c(n, ρ0, Ω)|ζ − ξ|2−n

ïðè ζ ∈ Qρ0 . Ïåðåïèñûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ, ïðèäåì ê
(3.1).

Ïîêàæåì (1.1) ïðè n > 2. Ôèêñèðóÿ x0, y ∈ Ω, ðàññìîòðèì øàð Bx0

r/4, ãäå r =

|x0 − y|. Ïîëàãàÿ v(x, y) = |∇xG(x, y)|2, çàìåòèì, ÷òî

∆v = 2
n∑

i,j=1

G2
xixj

≥ 0 â Ω ∩Bx0

r/2.

Êðîìå òîãî, â ñèëó îäíîðîäíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà íà ∂Ω äëÿ G(x, y),
âûïóêëîñòè îáëàñòè Ω è ëåììû 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂v

∂ν

∣∣∣
∂Ω∩B

x0
r0/2

≤ 0. (3.9)
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Òàê êàê v(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íåîòðèöàòåëüíîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé â Ω∩Bx0

r/2 ôóíê-
öèåé è óäîâëåòâîðÿåò (3.9), òî

∫

Ω∩B
x0
r/2

∇v · ∇ψ dx ≤ 0, (3.10)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ψ ∈ W 1,2(Ω∩Bx0

r/2), ðàâíûõ íóëþ âáëèçè ñôå-
ðè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ω∩Bx0

r/2. Âûáåðåì â (3.10) ψ(x) = vβ(x)η2(x), ãäå
β ≥ 1, à η ∈ C∞

0 (Bx0

r/2) � ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Ìîçåðà
ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

v2(x0) ≤ sup
x∈Ω∩B

x0
r/8

v2(x) ≤ c(n)r−n

∫

D∩B
x0
r/4

v2(x) dx. (3.11)

Äàëåå, òàê êàê

∆xG(x, y) = |Ω|−1 â Ω ∩Bx0

r/2,
∂G(x, y)

∂νx

∣∣∣
∂Ω∩B

x0
r/2

= 0,

òî ∫

B
x0
r/2

∇xG(x, y) · ∇ψ(x) dx = −|Ω|−1

∫

B
x0
r/2

ψ(x) dx

äëÿ ôóíêöèé ψ ∈ W 1,2(Bx0

r/2), ðàâíûõ íóëþ âáëèçè ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöû îáëàñòè
Ω ∩ Bx0

r/2. Ïîëàãàÿ ψ(x) = G(x, y)η2(x), ãäå η ∈ C∞
0 (Bx0

r/2) � ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ,
ðàâíàÿ åäèíèöå â Bx0

r/4, áóäåì èìåòü
∫

Ω∩B
x0
r/4

v2(x) dx =
∫

Ω∩B
x0
r/4

|∇xG(x, y)|2 dx ≤

≤ c(n, Ω)
(

r−2

∫

Ω∩B
x0
r/2

G2(x, y) dx +

∫

Ω∩B
x0
r/2

|G(x, y)| dx
)
.

(3.12)

Â ñèëó (3.1) ∫

Ω∩B
x0
r/2

G2(x, y) dx ≤ c(n, Ω)r4−n (3.13)

è èç (3.11), (3.12), (3.13) ïðèõîäèì ê îöåíêå

|∇xG(x0, y)| ≤ c(n, Ω)|x0 − y|1−n.

Îòñþäà (1.1) âûòåêàåò èç ïðîèçâîëüíîñòè x0 ∈ Ω è ñèììåòðèè ôóíêöèè Ãðèíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.2) çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y ∈ Ω

êàæäàÿ èç êîìïîíåíò F (x, y) âåêòîðà ∇yG(x, y) ïðè x 6= y ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé
â Ω ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîðîäíîìó óñëîâèþ Íåéìàíà íà ∂Ω. Ïóñòü
x0 6= y è r = |x0 − y|. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω ∩Bx0

r0
ôóíêöèþ v(x) = |∇xF (x, y)|2.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∆v = 2
n∑

i,j=1

F 2
xixj

. Êðîìå òîãî, â ñèëó îäíîðîäíîãî êðàåâîãî

óñëîâèÿ Íåéìàíà ïî ñâîéñòâó (2.7) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (3.9). Òåïåðü, äîñëîâíî
ïîâòîðÿÿ äëÿ v ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå îöåíêè (1.1) (ñì. (3.10),
(3.11)), áóäåì èìåòü

v2(x0) ≤ sup
x∈Ω∩B

x0
r/8

v2(x) ≤ c(n)r−n

∫

D∩B
x0
r/4

v2(x) dx. (3.14)

Ïîñêîëüêó
∆xF (x, y) = â Ω ∩Bx0

r/2,
∂F (x, y)

∂νx

∣∣∣
∂Ω∩B

x0
r/2

= 0,

òî ∫

B
x0
r/2

∇xF (x, y) · ∇ψ(x) dx = 0

äëÿ ôóíêöèé ψ ∈ W 1,2(Bx0

r/2), ðàâíûõ íóëþ âáëèçè ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöû îáëà-
ñòè Ω ∩ Bx0

r/2. Åñëè ïîëîæèòü ψ(x) = F (x, y)η2(x), ãäå η ∈ C∞
0 (Bx0

r/2) � ñðåçàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå â Bx0

r/4, òî ïîëó÷èì
∫

Ω∩B
x0
r/4

v2(x) dx =

∫

Ω∩B
x0
r/4

|∇xF (x, y)|2 dx ≤ c(n, Ω)r−2

∫

Ω∩B
x0
r/2

F 2(x, y) dx,

è, ïîëüçóÿñü çäåñü äëÿ F (x, y) äîêàçàííîé îöåíêîé (1.1), íàéäåì, ÷òî
∫

Ω∩B
x0
r/4

v2(x) dx ≤ c(n, Ω)r−n.

Òàêèì îáðàçîì, èç (3.14) ïðèõîäèì ê îöåíêå

|v(x0)| = |F (x0, y)| ≤ c(n, Ω)|x0 − y|−n,

êîòîðàÿ èç-çà ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè x0 ∈ Ω äîêàçûààåò (1.2).
Ïóñòü òåïåðü Ω � ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü. Àïïðîêñèìèðóåì

åå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Ωm}, m ≥ 1, âûïóêëûõ îáëàñòåé ñ ãëàäêèìè ãðàíèöà-
ìè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Ωm ⊃ Ω. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, àïïðîêñèìèðóÿ ∂Ω
ýêâèäèñòàíòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ñãëàæèâàÿ èõ ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè íîðìà-
ëåé. Ïóñòü Gm(x, y) � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè Ωm è y ∈ Ω. Èç
(2.5)âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x −→ Gm(x, y)} ñëàáî êîìïàêòíà â L1,p(Ω)
è èç íåå ìîæíî èçâëå÷ü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â Ω, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà
G(x, y) çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè Ω. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x −→ Gm(x, y)}
ñëàáî êîìïàêòíà, òî ïî òåîðåìå Áàíàõà-Ñàêñà èç íåå ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ñèëüíî â L1,p(Ω) è, â
÷àñòíîñòè, ïî÷òè âñþäó â Ω. Òàê êàê â ñèëó (1.1) è ñèììåòðèè ôóíêöèè Ãðèíà
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ïðè x, y ∈ Ω è x 6= y èìååò ìåñòî îöåíêà |∇xGm(x, y)| ≤ c|x − y|1−n ñ ïîñòîÿííîé
c, íå çàâèñÿùåé îò m, òî àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ ôóíêöèè
G(x, y) â îáëàñòè Ω.

Äîêàæåì (1.2). Äëÿ ýòîãî âíîâü ðàññìîòðèì àïïðîêñèìèðóþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Ωm}, m ≥ 1, âûïóêëûõ îáëàñòåé ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, îïðåäåëåííóþ
ðàíåå. Ïóñòü Gm(x, y) � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè Ωm è Bz

r � øàð
ñ öåíòðîì â òî÷êå z ∈ Ωm ðàäèóñà r = |z − y|, ãäå y ∈ Ωm. Â êàæäîé âíóòðåííåé
òî÷êå x ∈ Ωm ∩Bz

r/4 èìååò ìåñòî îöåíêà

|∇y∇xGm(x, y)| ≤ c(n, Ω)r−1
(

r−n

∫

Ωm∩Bz
r/2

|∇ξGm(ξ, y)|2 dξ
)1/2

. (3.15)

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå âûøå íåðàâåíñòâî |∇ξGm(ξ, y)| ≤ c|ξ−y|1−n, ïîñëå îöåí-
êè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (3.15) ïîëó÷èì

|∇y∇xGm(x, y)| ≤ cr−n. (3.16)

Ïîñêîëüêó ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå gm(x, y) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {x −→
Gm(x, y)} ñõîäÿòñÿ â L1,p(Ω) ê G(x, y), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x −→ ∇xgm(x, y)}
ñõîäèòñÿ ê ∇xG(x, y). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ íà Ω\{y},
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ∇xG(x, y) íà ëþáîì êîìïàêòå â Ω \ {y}. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∇xgm(x, y)} ñõîäèòñÿ ê ∇xG(x, y) ïðè âñåõ x è y
èç Ω, òàêèõ, ÷òî x 6= y. Îòñþäà, â ñèëó ñèììåòðèè ôóíêöèè Ãðèíà âûòåêàåò,
÷òî {∇ygm(x, y)} ñòðåìèòñÿ ê ∇yG(x, y) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x è y, òàêèõ ÷òî x 6=
y. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè x −→ ∇ygm(x, y) ãàðìîíè÷íû íà ìíîæåñòâå Ω \ {y}, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x −→ ∇x∇ygm(x, y) ñõîäèòñÿ ê ∇x∇yG(x, y) íà Ω\{y}. Òåïåðü
îöåíêà (1.2) ñëåäóåò èç (3.16).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Ïóñòü Ω � âûïóëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
â R2, H(x, y) � ôóíêöèÿ Ãðèíà òðåõìåðíîãî öèëèíäðà Ω × (−2, 2) è η � ñðå-
çàþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà èíòåðâàëå (−1, 1) è íóëþ âíå èíòåðâàëà
(−2, 2). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïðîèçâåäåíèå H(x, y)η(x)η(y) ïî ïåðåìåííûì x3 è y3

âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ, ïîëó÷èì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ F (x, y), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óñëîâèþ Íåéìàíà íà ∂Ω è óðàâ-
íåíèþ −∆xF (x, y) = δ(x− y) + g(x, y) â îáëàñòè Ω, ãäå g(x, y) ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åííàÿ â Ω ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, â ñèëó äîêàçàííîé îöåíêè äëÿ |∇xH(x, y)| áóäåì
èìåòü

|∇xF (x, y)| ≤ c(n, Ω)|x− y|−1 äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω, x 6= y. (3.17)
Ðàçíîñòü V (x, y) = F (x, y)−G(x, y), ãäå G(x, y) åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåé-
ìàíà îáëàñòè Ω, ÿëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

−∆xV (x, y) = g(x, y)− |Ω|−1 â Ω,
∂V (x, y)

∂νx

∣∣∣
∂Ω

= 0.

Â ñèëó îöåíêè (1.3) èìååì

sup
Ω
|∇xV (x, y)| ≤ c(Ω),
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è, ïîëüçóÿñü (3.17), ïðèäåì ê (1.1). Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (1.2) íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ îò òîãî, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè n > 2.

Âûâîä îöåíîê (1.1) è (1.2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ïîâòî-
ðÿåò ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè n > 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà â âûïóê-
ëîé îáëàñòè Ω äëÿ óðàâíåíèÿ −∆u = f , ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî f ∈ L1(Ω) îðòî-
ãîíàëüíà åäèíèöå â Ω, òî èìååò ìåñòî îöåíêà (1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåé-
ìàíà ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà è íåðàâåíñòâà (1.1).

Îöåíêà (1.3) óñèëèâàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [1], [2], ãäå óñòàíîâëåíà ãëîáàëüíàÿ
îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈
Lp(Ω) ïðè p > n:

sup
Ω
|∇u(x)| ≤ c(n, Ω) ‖ f ‖Lp(Ω) .

�4. Î ïåðâîì ñîáñòâåííîì ÷èñëå çàäà÷è Íåéìàíà â ñôåðè-
÷åñêîé îáëàñòè

Èñïîëüçîâàííóþ ïðè âûâîäå îöåíîê ôóíêöèè Ãðèíà ëåììó 1 ìîæíî ïðèìåíèòü è
äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-
Áåëüòðàìè â âûïóêëîé îáëàñòè åäèíè÷íîé ñôåðû.

Ïóñòü C � âûïóêëûé êîíóñ â IRn, n > 2, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò
O è ïóñòü λ � ïåðâîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè â îáëàñòè åäèíè÷íîé ñôåðû D = C ∩ S0

1 è µ =
1
2

(
2− n +

√
(n− 2)2 + 4λ

)
, òàê ÷òî µ(µ + n − 2) = λ. Íèæå ïîëàãàåòñÿ w(x) =

rµψ(ω), ãäå ψ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ λ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè â îáëàñòè D.

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

λ ≥ n− 1 (4.1)

è åñëè λ = n − 1, òî ôóíêöèÿ w ìîæåò áûòü òîëüêî ëèíåéíîé. Áîëåå òîãî,
â ñëó÷àå λ = n − 1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó êðàòíîñòüþ k
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ è óñòðîéñòâîì êîíóñà C:
i) åñëè k = n, òî C = Rn;
ii) åñëè k = n− 1, òî C ñîâïàäàåò ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì;
iii) åñëè k < n − 1, òî C = Rk × Cn−k, ãäå Cn−k � (n − k)-ìåðíûé îòêðûòûé
âûïóêëûé êîíóñ;
iv) ñîáñòâåííîé ïîäîáëàñòè åäèíè÷íîé ñôåðû ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ñîîòâåòñòâóåò
ëèøü êðàòíîñòü k = n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (4.1)
èçâåñòíà èç ðàáîò [15] è [2], íî áûëà äîêàçàíà èíà÷å. Ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü ãðàíèöó êîíóñà ãëàäêîé. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â C \ {O}
ðåøåíèåì çàäà÷è

∆w = 0,
∂w

∂ν

∣∣∣
∂C\{O}

= 0.

Íèæå BR îçíà÷àåò øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàê êàê êî-
íóñ C âûïóêëûé, òî (ñì. ãëàâó 3 ìîíîãðàôèè [11]) ôóíêöèÿ w(x) ïðèíàäëåæèò
ñîáîëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó W 2,2(C ∩ BR). Ïóñòü Γ(x) = |x − x0|2−n, ãäå x0 /∈ C �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà êàêîé-ëèáî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O è âíóò-
ðåííîñòü C. ×åðåç η îáîçíà÷èì ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ åäèíèöå â C ∩ B0

R,
íóëþ âíå C ∩ B2R è óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó |∇η| ≤ CR−1. Óìíîæèâ òîæ-
äåñòâî ∆|∇w|2 = 2|∇2w|2 íà ôóíêöèþ Γη, ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
ïî ÷àñòÿì. Îöåíèì ãðàíè÷íûå èíòåãðàëû. Èç âûïóêëîñòè êîíóñà C è îäíîðîäíîãî
êðàåâîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà äëÿ w(x) èç íåðàâåíñòâà (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

∂|∇w|2
∂ν

∣∣∣
∂C\{O}

≤ 0.

Ïîýòîìó ∫

∂C∩B2R

Γη
∂|∇w|2

∂ν
ds ≤ 0.

Êðîìå òîãî, â ñèëó âûáîðà òî÷êè x0 è âûïóêëîñòè C
∂Γ

∂ν

∣∣∣
∂C
≥ 0,

÷òî äàåò
−

∫

∂C∩B2R

η|∇w|2∂Γ

∂ν
ds ≤ 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

2

∫

C∩BR

|∇2w|2Γ dx ≤
∫

C∩B2R

|∇w|2|∇Γ||∇η| dx +

∫

C∩B2R

|∇w|2Γ|∆η| dx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∫

C∩BR

|∇2w|2Γ dx ≤ C(n)R−n

∫

C∩B2R

|∇w|2 dx < ∞.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè x0 → O íàõîäèì, ÷òî
∫

C∩BR

|∇2w(x)|2|x|2−n dx < c(n, λ)R−2. (4.2)

Â ñèëó (4.2) èìååì µ ≥ 1, ÷òî âëå÷åò îöåíêó (4.1).
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Ïóñòü C � âûïóêëûé êîíóñ {x = (x′, xn), x′ ∈ Rn−1, xn < α(x′)}, ãäå α �
ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè îäèí, α ≥ 0. Àïïðîêñè-
ìèðóåì C ñåìåéñòâîì ñòðîãî âíóòðåííèõ âûïóêëûõ êîíóñîâ Cε, çàäàííûõ íåðà-
âåíñòâîì xn < α(x′) + ε|x′|. Äàëåå, ïðèáëèçèì èçâíå ïîäîáëàñòü S ∩ C åäèíè÷íîé
ñôåðû S âûïóêëûìè ñôåðè÷åñêèìè îáëàñòÿìè, ãðàíèöà êîòîðûõ � ñãëàæåííûå
δ-ýêâèäèñòàíòû, ãäå δ = δ(ε) = o(ε) ïðè ε → 0. Êîíóñû, ñîîòâåòñòâóþùèå òîëü-
êî ÷òî óïîìÿíóòûì ñôåðè÷åñêèì îáëàñòÿì, îáîçíà÷èì ÷åðåç Cε,δ. Ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïîâåðõíîñòè S ∩ Cε,δ ðàñïîëîæåíû ñòðîãî âíóòðè S ∩ C. Ïîñêîëüêó ãðàíèöû
ïîâåðõíîñòåé S ∩ Cε,δ óäîâëåòâîðÿþò ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ïåðâûå
ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè â
S ∩ Cε,δ ñòðåìÿòñÿ ê λ, åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 (ñì. [16], ãäå ðàññìîò-
ðåíà àïïðîêñèìàöèÿ ïîâåðõíîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà). Â ñèëó òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.1) óñòàíîâëåíî äëÿ îáëàñòè S ∩ Cε,δ ñ
ãëàäêîé ãðàíèöåé, îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ S ∩ C, ãäå C � ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé
êîíóñ.

Ïóñòü òåïåðü λ = n− 1, èëè èíà÷å µ = 1, è C � ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé êîíóñ.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè w(x) = rψ(ω) èìååò ìåñòî îöåíêà (4.2). Îáîçíà÷èì
÷åðåç λε ïåðâîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà
Áåëüòðàìè â îáëàñòè S∩Cε,δ. Ââåäåì åùå ëþáóþ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ψε è ïîëîæèì wε(x) = rµεψε(ω), ãäå µε � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ µ(µ + n − 2) = λε. Äëÿ ôóíêöèè wε âûïîëíåíà îöåíêà (4.2), ðàâíîìåðíàÿ
ïî ε, è wε → w ïðè ε → 0 â L2(C ∩ BR) äëÿ ëþáîãî R > 0. Òåïåðü â ñèëó ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè â W 2,2(C ∩BR) ñåìåéñòâà {wε} ïðèõîäèì ê îöåíêå (4.2) äëÿ w.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè λ = n − 1 ôóíêöèÿ w, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì w(x) =
rψ(ω), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ wxixj

íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. Èç ÿâíîãî âèäà w âûòåêàåò,
÷òî wxixj

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå wxixj
(x) = r−1φ(ω). Ïîñêîëüêó φ ÿâëÿåòñÿ ãëàä-

êîé â D ôóíêöèåé, òî φ 6= 0 íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé (n − 1)-ìåðíîé ìåðû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∫

C∩BR

|wxixj
(x)|2(x)|x|2−n dx = ∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.2).
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òåîðåìû. Ðàññìîòðèì îòêðûòûé

âûïóêëûé n-ìåðíûé êîíóñ C ñ âåðøèíîé â òî÷êå O . Ïóñòü w1, . . . , wk � ðàçëè÷íûå
ëèíåéíûå ôóíêöèè â Rn è wj(0) = 0, j = 1, . . . , k, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîðîäíîìó
êðàåâîìó óñëîâèþ Íåéìàíà íà ∂C \ {O}. ßñíî, ÷òî wj(x) = ~wj · ~x, ãäå ~wj � ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå n-ìåðíûå âåêòîðû. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà âåêòîðîâ
{~wj}k

j=1 îáðàçóåò áàçèñ â Rk, òî èç íåå ìîæíî ñîñòàâèòü k ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
~v1, . . . , ~vk, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì îñè Oxj, j = 1, . . . , k.
Ïåðåéäåì â Rk ê íîâîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (y1, . . . yk) ñ áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè ~v1, . . . , ~vk è äîïîëíèì åå äî îðòîãîíàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(y1, . . . yn) â Rn.

Äîêàæåì, ÷òî C åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Rk íà (n−k)-ìåðíûé êîíóñ. Ìíîæå-
ñòâî âíåøíèõ íîðìàëåé (ðàññìàòðèâàåìûõ íå êàê âåêòîðû, à êàê ëó÷è) ê êîíóñó
C îáðàçóþò äâîéñòâåííûé êîíóñ C∗ . Ïðîñòðàíñòâî Rk, áóäó÷è îðòîãîíàëüíûì ê
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C∗, ñîäåðæèòñÿ â C. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âûïóêëûé êîíóñ ñîäåðæèò Rk,
òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîíóñà íà Rk. Â ñàìîì äåëå, îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ê Rk â C åñòü âûïóêëûé êîíóñ Cn−k. Òîãäà C åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
Rk×Cn−k, ïîòîìó ÷òî Rk + Cn−k = C, ãäå çíàê + îçíà÷àåò ñóììó ïî Ìèíêîâñêîìó,
ò.å. A + B = {a + b : ∀a ∈ A, ∀b ∈ B}. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�5. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Ëåììà 2. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð J , äåéñòâóþùèé â Rn

+ = {y : yn > 0, y =
(y′, yn)}, y = (y′, yn), ñ ÿäðîì

J(x, y) =
(
|x′ − y′|+ xn + yn

)−n

îãðàíè÷åí â Lp(Rn
+) äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ p ∈ (1,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J1 è J2 èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè

J1(x, y) = J(x, y)θ(yn − xn), J2(x, y) = J(x, y)(1− θ(yn − xn))

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå θ(yn − xn) îçíà÷àåò ôóíêöèþ Õåâèñàéäà. ßñíî, ÷òî

J1(x, y) ≤
(
|x′ − y′|+ yn

)−n

θ(yn − xn),

J2(x, y) ≤
(
|x′ − y′|+ yn

)−n

(1− θ(yn − xn)).

Ïî íåðàâåíñòâó Õàðäè

‖ J1ϕ ‖p
Lp(Rn

+)=

∫

Rn−1

dx′
∞∫

0

dxn

∣∣∣
∞∫

xn

dyn

∫

Rn−1

ϕ(y′, yn) dy′

(|x′ − y′|+ yn)n

∣∣∣
p

≤

≤ pp

∫

Rn−1

dx′
∞∫

0

xp
n

∣∣∣
∫

Rn−1

ϕ(y′, xn) dy′

(|x′ − y′|+ xn)n

∣∣∣
p

dxn =

= pp

∞∫

0

∫

Rn−1

∣∣∣
∫

Rn−1

ϕ(y′, xn) dy′

(|x′ − y′|+ xn)n

∣∣∣
p

dx′ · xp
n dxn.

Lp-íîðìà îòáðàæåíèÿ â Rn−1 ñ ÿäðîì Z ′ → (|z′|+ xn)−n íå ïðåâîñõîäèò
∫

Rn−1

(|z′|+ xn)−n dz′ = c(n)x−1
n ,

ãäå

c(n) = |S|n−1

∞∫

0

(ρ + 1)−nρn−1 dρ.

13



Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ J1ϕ ‖p
Lp(Rn

+)≤ ppc(n)p

∞∫

0

∫

Rn−1

|ϕ(x′, xn)|p dx′dxn = (pc(n))p ‖ ϕ ‖p
Lp(Rn

+) . (5.1)

Âåðíåìñÿ ê îïåðàòîðó J2:

‖ J2ϕ ‖p
Lp(Rn

+)=

∞∫

0

dxn

∫

Rn−1

dx′
∣∣∣

∫

Rn−1

dy′

(|x′ − y′|+ xn)n

xn∫

0

ϕ(y′, yn) dyn

∣∣∣
p

.

Îöåíèâàÿ Lp-íîðìó âíóòðåííåãî îòáðàæåíèÿ êàê è âûøå, ïîëó÷èì

‖ J2ϕ ‖p
Lp(Rn

+)≤ c(n)p

∫

Rn−1

∞∫

0

∣∣∣
xn∫

0

ϕ(x′, yn) dyn

∣∣∣
p dxn

xp
n

dx′

è ïî íåðàâåíñòâó Õàðäè

‖ J2ϕ ‖Lp(Rn
+)≤ p′c(n) ‖ ϕ ‖Lp(Rn

+) .

Ñî÷åòàÿ ýòó îöåíêó ñ (5.1), íàéäåì

‖ Jϕ ‖Lp(Rn
+)≤‖ J1ϕ ‖Lp(Rn

+) + ‖ J2ϕ ‖Lp(Rn
+)≤ (p + p′)c(n) ‖ ϕ ‖Lp(Rn

+),

÷òî âëå÷åò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à Íåéìàíà (2.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå L1,p(Ω)
äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ p ∈ (1,∞) è åå ðåøåíèå u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖ ∇u ‖Lp(Ω)≤ C ‖ F ‖(L1,p′ (Ω))∗ (5.2)

ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò u è F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � ëþáîå L1,p(Ω) ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà è
∫

Ω

∇u(y) · ∇ψ(y) dy =

∫

Ω

~f(y) · ∇ψ(y) dy (5.3)

äëÿ âñåõ ψ ∈ L1,p(Ω) è äëÿ íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè ~f ∈ Lp(Ω). Ïóñòü åùå σ �
ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç C∞

0 (Ω). Ïîëîæèì

ψ(y) =

∫

Ω

G(x, y)σ(x) dx.

Âûäåëÿÿ îñîáåííîñòü ÿäðà G íà äèàãîíàëè, ïðîâåðÿåì, ÷òî ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà â Ω. Ïîýòîìó åå ìîæíî ïîäñòàâèòü â (5.3). Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Ω

σ(x) dx

∫

Ω

∇yG(x, y) · ∇u(y) dy =

∫

Ω

σ(x) dx

∫

Ω

∇yG(x, y) · ~f(y) dy. (5.4)
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Ïåðåìåíà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ áûëà îïðàâäàíà, ïîòîìó ÷òî â ñèëó (1.1) âíóò-
ðåííèå èíòåãðàëû â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðèíàäëåæàò Lp(Ω). Çàìåòèì, ÷òî àï-
ïðîêñèìèðóÿ ëþáóþ ôóíêöèþ v èç L1,q(Ω), q ≥ 1, ãëàäêèìè â ïðîñòðàíñòâå L1,q(Ω),
ìû âûâîäèì èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà òîæäåñòâî

∫

Ω

∇yG(x, y) · ∇v(y) dy = v(x).

Îòñþäà, èç (5.4) è èç ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè σ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω

u(x) =

∫

Ω

∇yG(x, y) · ~f(y) dy. (5.5)

Ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå L1,p(Ω)-îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äàåò, â ÷àñòíîñòè,
åãî åäèíñòâåííîñòü.

Èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà
∫

Ω

|∇u|p dx ≤ c

∫

Ω

dz

d(z)n

∫

Bz
d(z)/8

|∇u|p dx,

â êîòîðîì d(z) îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z ∈ Ω äî ãðàíèöû ∂Ω, è ïîëüçóÿñü
ëîêàëüíîé Lp-îöåíêîé ðåøåíèÿ, áóäåì èìåòü

∫

Ω

|∇u|p dx ≤ c

∫

Ω

dz

d(z)n

∫

Bz
d(z)/6

|~f |p dx + c

∫

Ω

dz

d(z)n+p

∫

Bz
d(z)/6

|u(x)− ū(z)|p dx,

ãäå ū(z) îçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u(x) ïî øàðó Bz
d(z)/4. Ïîñêîëüêó ū(z) =

u(x0) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ Bz
d(z)/3, òî èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5.5)

ïîëó÷àåì ∫

Ω

|∇u|p dx ≤ c

∫

Ω

dz

d(z)n

∫

Bz
d(z)/6

|~f |p dx+

+c

∫

Ω

dz

d(z)n+p

∫

Bz
d(z)/6

( ∫

Ω

|∇yG(x, y)−∇yG(x0, y)||~f(y)| dy
)p

dx ≤

c ‖ ~f ‖p
Lp(Ω) +c

∫

Ω

(Ip
1 (z) + Ip

2 (z))
dz

d(z)n+p
,

ãäå
Ip
1 (z) =

∫

Bz
d(z)/6

( ∫

Bz
d(z)/4

|∇yG(x, y)−∇yG(x0, y)||~f(y)| dy
)p

dx,

Ip
2 (z) =

∫

Bz
d(z)/6

( ∫

Ω\Bz
d(z)/4

|∇yG(x, y)−∇yG(x0, y)||~f(y)| dy
)p

dx.
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå Ip
1 (z) è Ip

2 (z). Èìååì

Ip
1 (z) ≤ c

∫

Bz
d(z)

( ∫

Bz
d(z)

(|∇yG(x, y)|+ |∇yG(x0, y)|)|~f(y)| dy
)p

dx (5.6)

Êàê èçâåñòíî [17], Lp-íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì K(x, y) íå ïðåâîñ-
õîäèò

sup
x

∫
|K(x, y)| dy + sup

y

∫
|K(x, y)| dx.

Îöåíèâàÿ ýòè âåëè÷èíû äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â (5.6), è ïîëüçóÿñü îöåíêîé
ôóíêöèè Ãðèíà (1.1), ïîëó÷àåì

∫

Bz
d(z)

(|∇yG(x, y)|+ |∇yG(x0, y)|)| dy ≤

≤ c

∫

Bz
d(z)

(
1

|x− y|n−1
+

1

|x0 − y|n−1

)
dy ≤ cd(z) äëÿ âñåõ x ∈ Bz

d(z).

Àíàëîãè÷íî,
∫

Bz
d(z)

(|∇yG(x, y)|+ |∇yG(x0, y)|)| dx ≤ cd(z) äëÿ âñåõ y ∈ Bz
d(z).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

Ω

Ip
1 (z)

dz

d(z)n+p
≤ c

∫

Ω

dz

d(z)n

∫

Bz
d(z)

|~f(ξ)|p dξ ≤ c ‖ ~f ‖p
Lp(Ω) . (5.7)

Îöåíèì îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë

I =

∫

Ω

Ip
2 (z)

dz

d(z)n+p
. (5.8)

Çäåñü â ñèëó îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà (1.2) è ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè x0 øàðó Bz
d(z)

èìååì
|∇yG(x, y)−∇yG(x0, y)| ≤ c|x− x0|

|x− y|n ≤ c
d(z)

|x− y|n
äëÿ âñåõ x ∈ Bz

d(z)/6 è äëÿ âñåõ y ∈ Ω \ Bz
d(z)/4. Ïîýòîìó äëÿ èíòåãðàëà (5.8) èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå

I ≤ c

∫

Ω

dz

d(z)n

∫

Bz
d(z)/6

( ∫

Ω\Bz
d(z)/4

|~f(y)| dy

|x− y|n
)p

dx.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ~f èìååò íîñèòåëü â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè V íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé òî÷êè. Ìîæíî äîïóñòèòü òàêæå, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå
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ïî z ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèå Ω ñ ìàëîé îêðåñòíîñòüþ U òîé æå òî÷êè,
V ⊂ U . Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Ω∩U åñòü ÷àñòü ãèïåðïëîñêîñòè xn = 0.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Ω ∩ U ⊂ Rn
+, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

|x− y|−n ≤ c(|x′ − y′|+ xn + yn)−n,

â ñèëó êîòîðîãî

I ≤ C

∫

Rn
+

dx
( ∫

Rn
+

|~f(y)| dy

(|x′ − y′|+ xn + yn)n

)p

.

Ïî óòâåðæäåíèþ ëåììû 2 áóäåì èìåòü

I ≤ c ‖ ~f ‖Lp(Ω) .

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó ñ (5.7), ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

‖ ∇u ‖Lp(Ω)≤ C ‖ ~f ‖Lp(Ω),

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè ~f âëå÷åò (5.2).
Ñóùåñòâîâàíèå L1,p(Ω)-ðåøåíèÿ ïðè ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè ~f èç Lp(Ω) ñëåäóåò

èç îöåíêè (5.2) ïðè ïîìîùè Lp(Ω)-àïïðîêñèìàöèè ~f ãëàäêèìè âåêòîð ôóíêöèÿìè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðâûé àâòîð ïîääåðæàí Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ïðîåêò 12-01-00058-à) è ãðàíòîì - ñóáñèäèåé Ìèíèñòåðñòâà Îáðàçîâàíèÿ è Íàóêè
ÐÔ � 14.Â 37.21.0362.
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