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НЕКОТОРЫЕ НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ АНАЛИЗА*

В. Г. Ткачев

В работе ставится ряд вопросов, относящихся к анализу и геометрии 
Среди них: уравнение Хеле — Шоу, комплексные моменты, однолистные мно­
гочлены, лемнискаты, целые решения квазилинейных уравнений.

Введение

Эта краткая статья посвящена некоторым нерешенным задачам вещественного 
и комплексного анализа, которые можно было бы отнести к направлению «геометри­
ческий анализ», и которые отвечают исследованиям автора и его коллег в последнее 
время. Часть вопросов заимствована из работ различных авторов, часть возникла в 
настоящее время. Главное, что объединяет перечисленные далее проблемы, — это 
используемые нами методы

Один из таких методов основывается на анализе эволюции линий уровня неко­
торых функций (решения уравнений в частных производных, семейства однолист­
ных отображений, линии уровня гармонических функций и т. д ) и опирается на 
использование теоремы Кронрода — Федерера [11], [2], или формулы коплощади 
(со-агеа). Опыт использования автором данного подхода связан прежде всего с тео­
рией потенциала для минимальных поверхностей и минимальных трубок, впервые 
предложенной В.М. Миклюковым (см., например, [9], [10]). Мощность упомянутого 
приема подтверждается многочисленными способами модифицирования и адаптации 
под конкретные задачи из разных областей анализа и геометрии.

Проблемы, формулируемые нами, разные как по степени их формализации, 
сложности, так и по характеру предполагаемых исследований; решение некоторых 
доступно студентам старших курсов. Другие проблемы, цитируемые нами из матема­
тической литературы, стоят нерешенными уже на протяжении нескольких десятков 
лет. Комментарии к каждому из списков вопросов достаточно лаконичны, для более 
подробного ознакомления с материалом мы отсылаем читателя к соответствующим 
источникам.

Автор благодарен всем участникам семинара «Нелинейный анализ» за сделан­
ные дополнения и замечания.
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UP-5. В связи с задачей [UP-2] представляет значительный интерес полное описа­
ние (косвенное или явное) пространства положительных тригонометрических 
многочленов.

2. Лемнискаты

Лемнискатой (пример см. на рис. 1) Т,т(Р) называется множество уровня 
|Р(г)| = г > 0, где P(z) — монический многочлен zn + aizn~' + ... + an.

Рис. 1. Лемниската многочлена P(z) = z3 -  3az + ib

Ниже мы касаемся только метрических вопросов строения лемнискат. Относи­
тельно алгебро-топологического направления мы отсылаем к [21] и имеющейся там 
литературе.

2.1. Гипотеза Эрдеша

Гипотеза в разное время формулировалась Эрдешом в списке его нерешенных 
задач (см. [26], [25]): доказать, что при фиксированном п = deg Р максимальное 
значение длины лемниската £|(Р) имеет для многочленов Q n(z ) = zn — \ Различные 
результаты о лемнискатах были получены Поммерепке [40] — [43], который впервые 
установил, что длины лемнискат данной степени ограничены в совокупности и имеют 
вид 0(п2). Данная грань была улучшена Борвейном [16]: supdegP=n |£i(P)| = 0(п).

В настоящее время известно, что:

• экстремальный многочлен (и, соответственно, лемниската) для любого п су­
ществует (Еременко, Хейман [27]); при этом все критические значения P(0t).

Вестник ВолГУ. Серия 1. Вып. 7. 2002
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где P'(Gt) =  0, должны лежать на этой лемнискате (далее мы называем такие 
полиномы экстремальными)-,

• верхняя оценка длины лемнискат |£ i (P ) | < 9 ,2 d e g P  [27], гипотетическая 
оценка |£ i (P ) | < |£](<2„)| =  2п + о(1 );

• индикатриса (пример — на рис. 2) длины лемнискаты

Ф ( ( ) = 1п | З Д Л | - £

непрерывна на М и выпукла вне конечного множества критических значений 
многочлена [8];

Рис. 2. Индикатриса для СЫ-) = z2 -  1

в работе Батлера [20] (см. также [24], [39]) найдена точная формула для длины 
\Zr(Qn)\ в терминах гипергеометрической функции:

IE (О 1̂ -  J  Т *F^ , a \ \ - T 2), т € [0,1];
|£r (Qn) | - | Tl^ 2Fl {a,а-1-,1/т2), гб [1 ,+ оо]. ’ (4)

' имеются явные формулы для производных функции длины лемнискаты 
H{t) = |Eei(P ) | (Ткачев, 2002):

Н ^(т ) = [  
J z  т\

Rew k(z) \dz\,
(р)

Р  Vu.*W =  yt‘ [l|, Л[/] =  2 / ^ + / ^ У

Здесь предполагается, что е£ не равно критическому значению.
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Также недавно автором статьи установлена связь функции длины лемнискаты 
H (t) с вещественной проблемой моментов Стилтьеса — Гамбургера. Именно, после­
довательность производных H ^ ( t )  является позитивной (см. [1]), а следовательно, 
приводит к представлению функции H (t) в виде преобразования Лапласа некоторой 
меры на М

Вопросы:

Lem-1. Получить решение задачи Эрдеша; при этом представляется особенно ин­
тересным количественный ответ — найти отклонение максимальной длины от 
длины многочлена P (z)  в терминах его критических значений (например, воз­
можный кандидат — квадратичное отклонение и>{Р) = ^ZJ>X\P(Q) ~  Р(С012. 
где С* — нули производной).

Lem-2. Доказать, что в критических значениях функция |£ Т(Р )| имеет каспы (за­
острения). Выяснить структуру данных каспов: интересно узнать, имеют ли 
особенности алгебраический характер (связанного с кратностью критического 
значения)

Lem-З. Установить структурные свойства |£ Т(Р)|; например, для q{r) =  |£ T(Qn)| 
имеет место свойство

«(1 м - А -
Возможно, наиболее «красивые» свойства |Е Т(Р )| должны получаться для экс­
тремальных полиномов (в этом случае есть лишь одно критическое значение)

Lem-4. Найти дифференциальное уравнение для р(т) = Н(\пт): в случае Qn оно 
известно (Ткачев, 2002):

n2( 1 -  т2)т2р"(т) -  пт(п+ (п -  2)т2)р'(т) +р (т)(п2 -  г2) =  0.

Как и выше, наиболее перспективный случай экстремальных многочленов (в 
этом случае, ввиду единственной особой точки, видимо, достаточно уравнения 
гипергеометрического типа).

Lem-5. Найти связь длин lk, к = 1 , . . . ,  п  компонент лемнискаты Т,\(Р) для экстре­
мального многочлена P(z) вида F (lu . . . , l n) = 0. Представляется вероятной 
алгебраичность F  Возможно при этом получение качественной информации
об F  (например, выпуклость и т. д ), а также структурных свойств F  в зави­
симости от группы критических точек

Lem-б. Выяснить комбинаторно-топологическое строение экстремальных лемнискат 
(некоторые результаты получены Боевым, 2002) и стратификацию многообра­
зия таких лемнискат.

Lem-7. Найти любое эффективное описание экстремальных многочленов (через диф­
ференциально-функциональные соотношения, алгебраические инварианты 
и т. д.). В качестве примера приведем свойство дискриминанта: | D is(P)| =  пп

Вестник ВолГУ. Серия 1. Вып. 7. 2002 27-
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3. Алгебраические и целые решения квазилинейных уравнений

Поясним основные вопросы лишь на одном примере. Рассмотрим уравнение 

L en[u\ =  ихх{2с + (7 + 1)и2х +  (7 - 1)Му)+ (5)

+ 4итуихиу +  иуу(2е +  (7 + 1 )Uy +  (7 -  l)« i)  =  0.

где v (x ,y )  — некоторая С 2-функция. Нас интересуют вопросы, связанные с суще­
ствованием определенных в целой плоскости R 2 (другими словами, целых) решений 
данного уравнения при различных значениях параметров е, 7  € R.

Исследование именно целых решений берет свое начало от целых голоморфных 
функций, где свойство целостности в определенном смысле означает максимально 
возможную продолжимость, что типично для постановки вопроса в плоскости С. 
Есть несколько типичных для целых функций свойств, в зависимости от контекста:

• неограниченность (теорема Лиувилля);

• несуществование (теорема Бернштейна);

• параметры роста в особых точках (теоремы Фрагмена — Линделефа)

При переходе от комплексного анализа к решениям уравнений в частных про­
изводных появляется дополнительный атрибут понятия «целый», связанный с необ­
ходимым запасом дифференцируемости. Пример уравнения Аронссона (7), рассмот­
ренного впервые в работах [12]—[ 15], показывает, что целых решений в стандартном 
понимании (как минимум С,2-гладких) не существует. В то же время мы показали, 
что счетное семейство так называемых TV-решений, найденных Аронссоном, состоит 
из алгебраических функций.

Свойство быть алгебраической функцией, с одной стороны, означает, что такая 
функция может допускать естественные сингулярности, с другой, она непродолжи- 
ма, как наиболее элементарный объект алгебры и анализа после многочленов.

3.1. Вырожденный случай е =  О

Говорят, что решение и (х ,у )  квазирадиально, если оно допускает однородную 
форму

и (х,у)  =  рк/{в) . (6)

где р =  у /х 2 +  у 2 и 9 — полярный угол в плоскости (х, у). Для определенности мы
всюду далее также предполагаем, что к > 1 .

Отправная точка- уравнение Аронссона

иХТи2х + 2ихуихиу +  иууи2у = 0, (7)

или его дивергентный вид

div |V u |p~2V?/ =  0, где р = .
7  -  1

2 8  В Г. Ткачев Некоторые нерешенные задачи анализа
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Аронссон (1984) показал, что последнее уравнение имеет счетное семейство 
квазирадиальных решений (далее, TV-решения).

В частности, Аронссон показал, что существуют решения класса С 1+з(К 2). 
Однако предложенные им различные представления решений и (х ,у )  носят неяв­
ный характер. Недавно автором получено явное параметрическое представление для 
квазирадиальных решений (5), при е = 0. При этом мы показываем, что все квази- 
радиальные TV-решения (7) суть алгебраические функции.

Нам представляется важным следующий вопрос: при каких рациональных по­
казателях 7  существуют алгебраические квазирадиальные решения? (5) Дан­
ный интерес также мотивирован тем обстоятельством, что имеет место совпадение 
«особых значений» параметра 7 , для которых существуют алгебраические квазира­
диальные решения, и классических значений показателей адиабаты идеального 
5-атомного газа 7  =  s б N.

В настоящее время известно, что при рациональном 7  =  p/q Ф 1 существуют 
алгебраические решения LQn[u\ =  0 тогда и только тогда, когда диофантово уравне-

N*p2 — q2(2N  — 1) =  у2 (8)
имеет целочисленное решение (7V,у) € N2. Описаны некоторые свойства таких зна­
чений 7 .

Вопросы:

Аг-1. Найти явный вид алгебраических TV-решений уравнения Аронссона, также 
интересно указать их структурные и симметрические свойства. Пример 2-ре­
шения (рис. 3):

и = аА/3 -  уА>\ или 27z 4y V  =  (j.4 -  г /  -  и3)3

Аг-2. Описать полное множество решений диофантова уравнения (8). Интересно 
также установить связь для найденных 7  с алгебраическим видом соответ­
ствующих решений.

Вестник ВолГУ. Серия 1. Вып. 7. 2002
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Ar-З. Найти аналоги порождаемости TV-решений (то есть рекуррентные соотноше­
ния между ними) по аналогии с теорией интегрируемых и конечнозонных си­
стем, уравнениями типа солитонов.

Аг-4. Особый интерес представляет многомерный случай. Несложно получить соот­
ветствующее уравнение для аналога квазирадиальных решений, представимых 
в виде и = f(0 )r a , где 9 — локальная координата на единичной гиперсфере. 
При этом особый акцент в исследовании многомерных аналогов квазиради­
альных решений делается на исследование решений специального уравнения 
|V 0| =  1, где V — ковариантная производйая на гиперсфере (в двумерном слу­
чае существует глобально определенное на окружности S 1 решение ф, равное 
полярному углу).

3.2. Общий случай

В случае е =  ± 1  ситуация усложняется. Целые решения (они уже не квазира- 
диальные) существуют и выражаются в терминах гипергеометрической функции. 
В этой связи возникают следующие вопросы- 
Sim-1. Найти полное описание TV-решений уравнения Саймона

ЬуЛ[и} = uxx(ul +  1 ) +  2 ихуихиу +  i/v!/(?i2 +  1) =  0.

Sim-2. Будут ли эти решения алгебраическими при всех Аг? Это так при N  =  1,2. 
В общем случае это приводит к изучению свойств монодромии конфлюентной 
гипергеометрической функции (функции Куммера) iF i(a .c ;x ).

Sim-З. Найти полное описание TV-решений уравнения L ± 7[?tj =  0 Это тесно связа­
но с конусами решений для предельных случаев е = 0 и г =  1 .

Sim-4. Есть ли связь алгебраичности для данного % при е =  0 и е = 1?

Sim-5. При каких парах (е ,7 ) имеет место свойство Бернштейна?

Summary

SOME UNSOLVED PROBLEMS OF ANALYSIS 

V.G. Tkachev

We discuss some problems concerning analysis and geometry. Among them are 
the Hele — Shaw equation, complex moments, univalent polynomials, lemniscates and 
entire solutions to quasilmear equations.
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