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Некоторые свойства трубчатых минимальных
поверхностей произвольной коразмерности

Миклюков В. М., Ткачев В. Г.

1. Пусть M – p - мерное, связное, ориентированное некомпакт-
ное многообразие класса C2. Рассмотрим поверхность (M,u), за-
данную C2 - погружением u : M → Rn, где 2 ≤ p ≤ n − 1. Всюду
ниже предполагается, что погружение u собственно, то есть прооб-
разом всякого компактного множества F ⊂ Rn является компакт-
ное множество в M .

Поверхность (M,u) называется м и н и м а л ь н о й, если ее
вектор средней кривизны H обращается в нуль [1, с. 39].

Пусть M – многообразие без края. Будем говорить, что поверх-
ность (M,u) т р у б ч а т а, если существует вектор e0 ∈ Rn и два
числа −∞ ≤ a < b ≤ +∞, такие, что для каждой гиперплоскости
Πt = {x ∈ Rn : < x, e0 >= t}, ортогональной e0 ∈ Rn, сечение
Σe0(t) = u(M) ∩ Πt не пусто при всяком t ∈ (a; b) и всякая порция,
заключенная между двумя любыми гиперплоскостями Πt1 Πt2 при
a < t1 < t2 < b является компактом. В этом случае интервал
(a; b) будем называть проекцией поверхности (M, u), а конечную
или бесконечную разность (b− a) – длиной.

Будем говорить, что (M, u) т р у б ч а т а я в ц е л о м, если
она является трубчатой с проекцией (−∞, +∞).

Простейший пример трубчатой в целом минимальной поверх-
ности в R3 дает катеноид. Многочисленные примеры двумерных
погруженных трубчатых минимальных поверхностей в Rn легко
строятся исходя из представления для таких поверхностей, данно-
го в [2].

Далее предполагаем codim u(M) > 1. Случай трубчатых ми-
нимальных поверхностей коразмерности 1является особым и рас-
сматривается в [3]. Трубчатые минимальные поверхности с нетри-
виальными группами симметрий изучаются в серии работ [14] –
[16].
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Имеет место

Т е о р е м а 1. Пусть (M, u) – двумерная трубчатая в целом
минимальная поверхность в Rn. Если существует гиперплос-
кость Π, непересекающая u(M), то множество u(M) лежит в
некоторой гиперплоскости Π1, параллельной Π.

Данная теорема была аннонсирована в [4].
Свойство трубчатости в целом для двумерной минимальной по-

верхности является специфическим. А именно, как показывает сле-
дующее утверждение, любая трубчатая минимальная поверхность
размерности выше, чем 2, имеет конечную длину.

Т е о р е м а 2. Пусть (M, u) – трубчатая минимальная
поверхность в Rn размерности p ≥ 3. Тогда u (M) расположено в
слое, лежащем между двумя параллельными гиперплоскостями,
ортогональными вектору e0.

В работе [3] для codim M = 1 указана точная оценка для дли-
ны трубчатой минимальной поверхности. Возможность подобной
оценки в случае произвольной коразмерности неизвестна.

Пусть G2
n – грассманово многообразие ориентированных дву-

мерных плоскостей, проходящих через начало координат, с кано-
ническим расстоянием θ(γ1, γ2), т. е. углом между плоскостями
γ1, γ2 ∈ G2

n. В случае одинаково (противоположно) ориентирован-
ных плоскостей γ1 и γ2, величина θ(γ1, γ2) определяется как мак-
симум из углов, образуемых парами прямых из γ1 и γ2 (соответ-
ственно как дополнений указанного максимума до числа π).

Пусть m ∈ M – произвольная точка, тогда касательная плос-
кость Tm(M) в точке u (M) к поверхности (M, u) параллельна
некоторой двумерной плоскости m∗ ∈ G2

n с той же ориентацией,
что и Tm(M). Соответствие m → m∗ называется гауссовым отоб-
ражением поверхности (M, u). Обозначим M∗ образ M при этом
отображении и положим:

δ(M∗) = inf
γ1∈G2

n

sup
γ2∈M⊥

θ(γ1, γ2)

Ясно, что δ(M∗) ≤ π, по определению угла θ(γ1, γ2).
Удобно ввести следущие определения, оттеняющие геометриче-

скую природу ниже формулируемого утверждения. Для произволь-
ной плоскости γ ∈ G2

N рассмотрим э к в а т о р Kγ с полюсом γ, то
2
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есть множество Kγ = {ξ ∈ G2
n : θ(ξ, γ) = π/2}, являющееся гипер-

плоскостью в G2
n и аналогичное экватору евклидовой сферы. Мно-

жество G2
n\Kγ распадается на две компоненты связности, называ-

емые половинами грассманиана G2
n. Ясно, что плоскости ξ ∈ G2

n и
ξ− – с обратной к ξ ориентацией, всегда лежат в разных половинах
грассманиана G2

n.

Т е о р е м а 3. Пусть (M, u) – двумерная трубчатая в целом
минимальная поверхность в Rn. Тогда M∗ пересекается с любым
экватором грассманиана G2

n, или другими словами

δ(M∗) ≥ π/2.

Заметим, что рассуждения, используемые нами при доказатель-
стве этих теорем, могут быть применены к изучению строения гаус-
сова образа трубчатых в целом минимальных поверхностей вблизи
бесконечности в терминах концов. В этом направлении качествен-
но иные подходы, опирающиеся на ассммптотику роста скалярной
кривизны и топологический тип многообразия M имеются, напри-
мер, в [18], [19].

Все отмеченные результаты имеют теоретико - функциональ-
ную природу. Из дальнейшего будет ясно, что они представляют
собой не что иное как геометрические интерпретации классическо-
го принципа максимума и теоремы Лиувилля для гармонических
(супергармонических) функций. В основе рассуждений лежит по-
нятие емкости конденсатора [5], [6].

2. Условимся в обозначениях. Пусть (M, u) – поверхность, за-
данная погружением u : M → Rn. Стандартная метрика на Rn ин-
дуцирует на M при отображении u риманову метрику. В дальней-
шем M рассматривается как риманово многообразие, наделенное
этой метрикой.

Обозначим через T (M) и N(M) касательное и нормальное рас-
слоения над M , через Tm = Tm(M) и Nm = Nm(M) – касательное
и нормальное пространства в точке m ∈ M . Для пары векторов
X, Y ∈ Tm условимся символом < X, Y > обозначать их скалярное
произведение. Через ∇ и ∇ будем обозначать связности в Rn и
T (M) (или N(M)) соответственно. При этом для любых сечений
X, Y расслоения T (M) и сечения ξ расслоения N(M) справедливы
тождества:

∇XY = (∇XY )T , ∇Xξ = (∇X)N (1)
3
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где символом (v)T ( или (v)N ) условимся обозначать ортогональ-
ную проекцию вектора v ∈ Rn на касательное (нормальное) про-
странство в соответствующей точке.

Вторая квадратичная форма B определяется как билинейное
симметрическое отображение из Tm ⊗ Tm в Nm, двойственное к
гомоморфизму Вейнгартена Aξ касательного пространства на себя.
При этом

Aξ(X) = −(∇Xξ)T , < B(X; Y ); ξ >=< Aξ(X), Y >

для любых ξ ∈ Nm(M), X, Y ∈ Tm(M), (см., например, [7]).
Нам понадобится следующее вспомогательное утверждение:

Л е м м а 1. Пусть E1, ..., Ep – ортонормированный базис в
Tm(M) и пусть ξ и Y – произвольные сечения N(M) и T (M)
соответственно, тогда

div(AξY ) =

p∑
i=1

(< B(Ei, Y );∇Ei
Y > + < AξEi;∇Ei

Y >)+ < ∇Y H; ξ >

(2)
где через H мы обозначаем вектор средней кривизны поверхно-
сти (M, u).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим сначала следующее тожде-
ство

∇EAξ(Y ) = ∇Y Aξ(E) + A∇Eξ(Y )− A∇Y ξ(E) + Aξ([E, Y ]), (3)

где [E, Y ] = ∇EY −∇Y E – коммутатор векторных полей E и Y .
Справедливость (3) следует из цепочки равенств :

∇E(AξY ) = (∇EAξ(Y ))T = −(∇E(∇Y ξ)T )T = −(∇E∇Y ξ)T +(∇E∇Y ξ)T =

= −(∇Y∇Eξ +∇[E,Y ]ξ)
T − A∇Y ξ(E) =

= −(∇Y (−AξE) +∇Y∇Eξ)T + Aξ([E, Y ])− A∇Y ξ(E).

Воспользуемся (3). Имеем:

divAξ(Y ) =

p∑
i=1

< Ei,∇Ei
Aξ(Y ) >=

p∑
i=1

< Ei,∇Y (AξEi) > +

p∑
i=1

< Ei, A
∇Ei

ξY >

−
p∑

i=1

< Ei, A
∇Y ξ(Ei) > +

p∑
i=1

< Ei, A
ξ[Ei, Y ]) =

∑
1
+

∑
2
−

∑
3
+

∑
4
.

(4)
4
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Найдем
∑

2 и
∑

3

∑
2

=

p∑
i=1

< B(Ei, Y ),∇Ei
ξ >,

∑
3

=

p∑
i=1

< B(Ei, Ei),∇Y ξ >=< trace B,∇Y ξ >=< H,∇Y ξ > .

Пусть A – сечение расслоения, слой которого в каждой точке
m ∈ M совпадает с пространством симметрических гомоморфиз-
мов Tm(M) → Tm(M). Тогда для любого ортонормированного ба-
зиса {Ei}i=1,p пространства Tm(M) и всякого вектора Y ∈ Tm(M)
выполнено

p∑
i=1

< A(Ei),∇Y Ei >= 0 (5)

Действительно, достаточно заметить, что сумма в (5) не зависит от
выбора базиса {Ei}i=1,p , поскольку в специальном базисе, состо-
ящем из собственных полей сечения A (его локальное существо-
вание есть следствие симметричности A ) эта сумма принимает
вид:

p∑
i=1

< AEi,∇Y Ei >=

p∑
i=1

λi < Ei,∇Y Ei >= 0

Рассмотрим теперь произвольный базис F1, ..., Fp. Пусть

Fj =

p∑
i=1

αijEi,

p∑
j=1

αijαki = δjk,

где δjk – символ Кронекера. Тогда
p∑

j=1

< AFj,∇Y Fj >=

p∑
j=1

p∑

i,k=1

< AEi, Ek∇Y αjk + αjk∇Y Ek > αij =

=

p∑
i=1

< AEi,∇Y Ej > +

p∑

i,k=1

(
< AEi, Ek >

p∑
j=1

αji∇Y αjk

)
.

В виду симметричности < AEi, Ek > и кососимметричности
∑p

j=1 αij∇Y αjk

по индексам i и k, последнее слагаемое обращается в нуль.
Пользуясь (5), легко вычисляем

∑
1 и

∑
4

∑
1

=

p∑
i=1

< Ei,∇Y (AξEi) >= −
p∑

i=1

< AξEi,∇Y Ei > +

p∑
i=1

∇Y < AξEi, Ei >=

= ∇Y (trace Aξ) = ∇Y < H, ξ >
5
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∑
4

=

p∑
i=1

< Ei, A
ξ[Ei, Y ] >=

p∑
i=1

< AξEi,∇Ei
Y−∇Y Ei >=

p∑
i=1

< AξEi,∇Ei
Y > .

Подставляя найденные выражения для сумм
∑

i в равенство (4),
приходим к требуемому соотношению (2).

3. Пусть M – риманово многообразие с краем ∂M (возможно с
пустым). Пусть P, Q ⊂ M – непересекающиеся замкнутые множе-
ства. Определим
е м к о с т ь к о н д е н с а т о р а (P, Q), полагая

cap (P, Q) = inf

∫

M

|∇ϕ|2 (6)

где |∇ϕ|2 =< ∇ϕ,∇ϕ > – скалярный квадрат градиента ∇ϕ и точ-
ная нижняя грань берется по всем локально липшицевым функци-
ям ϕ : M → R1, ϕ(m) = 1 m ∈ P, ϕ(m) = 0 m ∈ Q.

Будем говорить, что многообразие имеет п а р а б о л и ч е с к
и й
т и п, если для любого компакта F ⊂ M существует исчерпание
D1 ⊂ D2 ⊂ ...,

⋃∞
k=1 Dk = M многообразия M последовательностью

открытых множеств Dk ⊃ F с компактными замыканиями, для
которого

lim
k→∞

cap(F ; M\Dk) = 0

Следующее утверждение является ключевым в построениях и пред-
ставляет самостоятельный интерес (смотри также [8], [9]).

Т е о р е м а 4. Всякая трубчатая в целом минимальная
поверхность (M, u) в Rn имеет параболический тип.

Часть доказательства целесообразно провести в несколько бо-
лее общем виде.

Рассмотрим многообразие M с краем ∂M 6= ∅ и назовем поверх-
ность (M, u) л е н т о й с п р о е к ц и е й (a, b), если существует
вектор e0 ∈ Rn такой, что:

(i) всякое сечение u(M) ∩ Πt = Σe0(t) не пусто при t ∈ (a, b) и
содержит точки u(∂M);

(ii) всякая порция u (M), заключенная между двумя гиперплос-
костями Πt1 и Πt2, где a < t1 < t2 < b, является компактной в M ;

6
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(iii) всюду на крае ∂M выполнено < ν, e0 >= 0, где ν – внут-
ренняя нормаль на M к границе ∂M , или, что тоже самое, ∇νf = 0
всюду на ∂M , для f =< u, e0 > .

Простейший пример двумерной минимальной ленты с проекци-
ей (−∞, +∞) (как и в случае трубчатых поверхностей такие ленты
мы будем называть лентами в целом ) доставляет часть геликоида,
высекаемая соосным с ним цилиндром конечного радиуса. Множе-
ство {

x = (x0, x1, ..., xp) ∈ Rp :

p−1∑
i=1

x2
i ≤ 1, xp = 0

}

является плоской минимальной лентой в целом коразмерности 1
для p ≥ 2. Тем самым, в отличие от трубчатых минимальных по-
верхностей минимальные ленты в целом существуют при всех раз-
мерностях.

Идею рассмотрения минимальных лент мы заимствовали из
теории релятивистской струны (см., например, [10], [11]), в которой
минимальные ленты и трубчатые поверхности (но в пространстве -
времени Минковского Rn

1 ) являются важнейшим об’ектом иссле-
дования.

Определим для любого t ∈ (a, b) множества

P (t) = {m ∈ M : f(m) ≤ t} , Q(t) = {m ∈ M : f(m) ≥ t},
где по - прежнему f(m) =< u(m), e0 > (f – коодинатная функция).

Далее полагаем

M(t1, t2) = M\(P (t1) ∪Q(t2))

Справедлива

Л е м м а 2. Пусть (M,u) – трубчатая минимальная по-
верхность (или лента) в Rn с проекцией (a, b). Тогда для любых
t1 < t2 из (a, b) выполнено:

cap (P (t1), Q(t2)) =
I

|t1 − t2|
где I – постоянная, не зависящая от t1, t2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Не ограничивая общности мо-
жем считать, что t1 и t2 суть регулярные значения функции f(m).
Определим функцию ϕ(m) = ϕ равенством:

ϕ(m) =
t2 − f(m)

t2 − t1
7
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при m ∈ M(t1, t2), доопределяя ее до 1 при m ∈ P (t1) и 0 при
m ∈ Q(t2). Эта функция допустима в вариационной задаче (6) для
конденсатора (P (t1), Q(t2)) и поэтому

cap (P (t1), Q(t2)) ≤
∫

M

|∇ϕ|2 =
1

|t1 − t2|2
∫

M(t1,t2)

|∇f |2 (7)

Заметим далее, что f(m) есть линейная комбинация гармонических
функций на M в силу минимальности (M, u) (см. [1],стр. 309) и,
тем самым, 4f = 0 всюду на M .

В силу собственности погружения u, сечения Σe0(t) компактные
и являются при регулярных t подмногообразиями M . Пользуясь
формулой Стокса, получим∫

M(t1,t2)

|∇f |2 =

∫

∂M(t1,t2)

f < ∇f, ν > −
∫

M(t1,t2)

f 4 f =

= t2

∫

Σe0 (t2)

< ∇f, ν > −t1

∫

Σe0(t1)

< ∇f, ν > +

∫

∂M∩M(t1,t2)

f < ∇f, ν >

(8)
Последний из интегралов в (8) равен 0 по определению (M, u).
Пользуясь еще раз гармоничностью f , имеем:∫

M(t1,t2)

4f =

∫

Σe0 (t2)

< ∇f, ν > −
∫

Σe0(t1)

< ∇f, ν >= 0

Обозначая любой из последних интегралов за I и учитывая (7),
(8), найдем:

cap (P (t1), Q(t2)) ≤ 1

t2 − t1

∫

Σe0 (t)

|∇f | = I

t2 − t1

Чтобы убедиться в наличии точного равенства, достаточно заме-
тить, что на самом деле, функция ϕ(m) является экстремальной
при вычислении емкости конденсатора (P (t1), Q(t2)), поскольку она
гармоническая и удовлетворяет "естественному"краевому условию
∇νf = 0 на ∂M (см. [12], с. 45).

Обращаясь к д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 4, зададим
произвольное компактное множество F ⊂ M . Выберем t0 > 0 так,
чтобы множество M(−t0, t0) содержало F . Зафиксируем t > t0, и
обозначим через ϕ1 и ϕ2 – функции, допустимые в вариационной
задаче (6) для конденсаторов (P (−t), Q(−t0)) и (P (t0), Q(t)) соот-
ветственно.

8
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Рассмотрим функцию (1−ϕ1)ϕ2. Эта функция равна 1 на M(−t0, t0)
и обращается в 0 на M\M(−t, t). Следовательно, она допустима
при вычислении емкости конденсатора (F, M\M(−t, t)) и поэтому

cap (F ; M\M(−t, t)) ≤
∫

M(−t,t0)

|∇ϕ1|2 +

∫

M(t0,t)

|∇ϕ2|2

Так как ϕ1, ϕ2 – произвольные допустимые функции, то из данного
неравенства следует:

cap (F ; M\M(−t, t)) ≤ cap (P (t), Q(−t0)) + cap (P (t0), Q(t)),

и на основе леммы 2,

cap (F,M\M(t, t)) ≤ 2I

t− t0

Полагая в последнем неравенстве t → ∞, убеждаемся в справед-
ливости теоремы.

Приведенное доказательство проходит без изменений и для лент,
и поэтому имеет место

Т е о р е м а 4′. Всякая минимальная лента в целом имеет
параболический тип.

4. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.
I. Предположим, что существует гиперплоскость Π в Rn, для ко-

торой u(M)∩Π = ∅. Поскольку свойство минимальности поверхно-
сти (M,u) инвариантно ортогональной группы преобразований про-
странства Rn, можем считать, что множество u(M) расположено в
полупространстве x1 ≤ 0. Покажем, что f1(m) = < u, e1 >= const
в этом случае, где e1 соответствует координате x1 в Rn.

Фиксируем точку m0 ∈ M и выберем постоянную c < f1(m0).
Обозначим через O компоненту связности открытого множества
{m ∈ M : f1(m) > c}, содержащую точку m0. Ясно, что O не
пусто, а функция (f1(m)− c) ограничена на O и обращается в нуль
на его границе.

II. Пусть F ⊂ O – произвольное компактное множество и D1 ⊂
D2 ⊂ ...,

⋃∞
k=1 Dk = M – исчерпание M последовательностью от-

крытых множеств с компактными замыканиями, Dk ⊃ F .
Зададим локально липшицевскую функцию ϕ(m) допустимую

при вычислениии емкости конденсатора (F,M\Dk). Функция

g(m) = (f1(m)− c)ϕ2(m)
9
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обращается в нуль всюду на границе множества O∩Dk. Пользуясь
формулой Стокса, получим

∫

O

< ∇g,∇f1 >= −
∫

O

g4f1

И так как 4f1(m) = 0, то из последнего соотношения следует

∫

O

ϕ2|∇f1|2 = −2

∫

O

ϕ(f1 − c) < ∇ϕ,∇f1 > (9)

Заметим, что

| < ∇ϕ,∇f1 > | ≤ |∇ϕ| · |∇f1|
и применим к правой части (9) интегральное неравенство Коши.
Тем самым приходим к неравенству

∫

O

ϕ2|∇f1|2 ≤ 2




∫

O

(f1 − c)2|∇ϕ|2



1
2



∫

O

ϕ2|∇f1|2



1
2

,

и поэтому
∫

O

ϕ2|∇f1|2 ≤ 4c2

∫

O

|∇ϕ|2.

Учитывая, что ϕ(m) ≡ 1 при m ∈ F , и переходя к точной нижней
грани по всем ϕ(m), будем иметь:

∫

F

|∇f1|2 ≤ 4c2cap (F,M\Dk)

Воспользуемся теоремой 4. Устремляя k → ∞, имеем |∇f1| = 0
всюду на F . В силу произвола в выборе F ⊂ O заключаем, что
f1(m) = f1(m0) при всех m ∈ O. Учитывая произвол в выборе
константы c видим, что f1(m) ≡ f1(m0) на M , т.е. множество u (M)
расположено в некоторой гиперплоскости.

Т е о р е м а 1′. Пусть (M, u) – минимальная лента в целом,
расположенная в полупространстве x1 ≤ 0. Тогда, если всюду
на границе ∂M выполнено < ν, e1 > ≤ 0 (где e1 ∈ Rn – вектор,

10
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соответствующий координате x1), то множество u(M) распо-
ложено в некоторой гиперплоскости x1 = const

Д о к а з а т е л ь с т в о лишь в деталях отличается от выше
указанного, а именно, равенство (9) заменяется на неравенство∫

O

ϕ2|∇f1|2 ≤ −2

∫

O

ϕ(f1−c) < ∇ϕ,∇f1 > (9′)

Чтобы убедиться в справедливости (9′), заметим, что границу
множества O ∩ Dk можно представить в виде об’единения двух
множеств ∂(O ∩Dk)∩ (int M) и ∂(O ∩Dk)∩ ∂M . Всюду на первом
из них функция ϕ2(f1 − c) = 0, а всюду на втором выполнено
ϕ2(f1 − c) ≥ 0 и ∇νf1 ≤ 0. Отсюда получаем∫

O

|∇f1|2 + 2

∫

O

ϕ(f1 − c) < ∇ϕ,∇f1 >=

∫

∂(O∩Dk)

ϕ2(f1 − c)∇νf1 ≤ 0

и тем самым верно (9′).
Требование, чтобы трубчатая минимальная поверхность лежа-

ла в полупространстве, накладываемое в теореме 1, может быть
несколько ослаблено. Это вытекает из следующего утверждения:

Т е о р е м а 5′. Пусть (M,u) – двумерная трубчатая мини-
мальная поверхность с проекцией (a,∞) в Rn и пусть µ(t) есть
максимальное значение координаты x1 на сечении Σe0(t). Пред-
положим, что µ(t0) ≤ µ0 < ∞ при некотором t0 ∈ (a, +∞), тогда
либо µ(t) ≤ µ0 при t > t0, либо

lim
t→+∞

µ(t)√
t

> 0 (10)

Для д о к а з а т е л ь с т в а предположим, что µ(t) > µ0

при некотором t > t0. Выберем точку m1 ∈ M так, чтобы f1(m) >
µ0 и f(m1) =< u(m1), e0 > > t0. Обозначим через O компоненту
связности множества {m ∈ M : f1(m) > µ0}, содержащую точку
m1. Выберем произвольно компакт F ⊂ O.

Пусть t′ = maxm∈F f(m) и T > t′. Рассмотрим множества P (t′)
и Q(t). Зададим локально липшицеву функцию ϕ(m) равную 1 на
P и 0 на Q. Функция g(m) = ϕ2(m)(f1(m)−µ0) имеет компактный
носитель, содержащийся в O. По формуле Стокса имеем:∫

O

< ∇g,∇f1 >= −
∫

O

g4f1

11
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и воспользовавшись равенством 4f1 ≡ 0 и рассуждениями как при
доказательстве теоремы 1, приходим к неравенству:

∫

O

ϕ2(m)|∇f1(m)|2 ≤ 4

∫

O

(f1(m)− µ0)
2|∇ϕ|2.

Отсюда получим

∫

F

|∇f1|2 ≤ 4

∫

O\(P∪Q)

(f1 − µ0)
2|∇ϕ|2 (11)

По принципу максимума

f 2
1 (m) ≤ µ2(T ) ∀m ∈ O\(P

⋃
Q)

и из (11) вытекает

∫

F

|∇f1|2 ≤ 4(µ(T )− µ0)
2cap (P, Q)

Воспользуемся леммой 2. Имеем:

∫

F

|∇f1|2 ≤ (µ(t)− µ0)
2 4I

T − t′

где I – постоянная и не зависит от T .
Предположим, что соотношение (10) не имеет места. Тогда из

данного неравенства следует, что всюду на F выполнено |∇f1| = 0.
В силу произвола выбора F ⊂ O, заключаем, что f1 = const на O.
Но это противоречит выбору точки m′ ∈ O, в которой f1(m

′) > 0.
Теорема 1 и теорема 5 представляют собой геометрические вер-

сии теоремы Лиувилля и теоремы Фрагмена - Линделёфа для гар-
монических функций на трубчатых минимальных поверхностях.
Следующая теорема является аналогом известной теоремы об устра-
нимых изолированных особенностях и говорит о том, что мини-
мальная трубка с проекцией (a, +∞), заключенная между двумя
гиперплоскостями, должна "уплощаться"в бесконечности.

Т е о р е м а 6. Если двумерная, двусвязная минимальная
трубка с проекцией (a, +∞) расположена в слое |x1| ≤ 1, то

12
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колебание x1 на множестве Σe0(t) стремиться к нулю при t →
+∞.

Доказательство этой теоремы проведем параллельно с доказа-
тельством аналогичного утверждения для минимальных лент, у ко-
торых Σe0(t) является связным множеством.

Т е о р е м а 6′. Если двумерная минимальная лента с про-
екцией (a, +∞) расположена в слое |x1| ≤ 1 и всюду на части
∂M , не лежащей в Σe0(a), выполнено < e1, ν >= 0, то колеба-
ние координаты x1 на множестве Σe0(t) стремится к нулю при
t → +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в а обоих утверждений вытекают
из более общего утверждения, излагаемого ниже и из результатов
[13], касающихся обобщенного принципа длины и площади.

Л е м м а 3. Если (M,u) – двумерная трубчатая минимальная
поверхность с проекцией (a, +∞) (или лента, не обязательно
двумерная), то, при выполнении прочих условий теоремы 6 (тео-
ремы 6′ соответственно), утверждается, что интеграл Дирих-
ле функции f1(m) ограничен, или

∫

M(a,+∞)

|∇f1|2 < ∞

Действительно, не ограничивая общности можно считать, что a < b
– суть регулярные значения функции f =< u, e0 >. Имеем

∫

M(a,b)

|∇f1|2 =

∫

∂M(a,b)

f1 < e1, ν >=

=

∫

Σe0 (b)

f1 < e1, ν > −
∫

Σe0(a)

f1 < e1, ν > +

∫

∂M∩M(a,b)

f1 < e1, ν >

Последний интеграл равен нулю в силу предположений, сделанных
в условиях теорем 6 и 6′, поэтому

∫

M(a,b)

|∇f1|2 =

∫

Σe0 (b)

f1 < e1, ν > −
∫

Σe0 (a)

f1 < e1, ν > (12)

13
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Из формулы Кронрода - Федерера ([17], стр. 103), воспользовав-
шись неравенством Коши, будем иметь

∫

M(a,b)

|∇f1|2 =

b∫

a

dt

∫

Σe0(t)

|∇f1|2
|∇f | ≥

b∫

a

dt




∫

Σe0 (t)

|∇f1|




2 


∫

Σe0 (t)

|∇f |




−1

Но ранее было доказано, что для любых α, β таких, что a ≤ α < β
выполнено ∫

M(α,β)

|∇f |2 = I(β − α),

Откуда мы заключаем

∫

M(a,b)

|∇f1|2 =
1

I

b∫

a

ϕ2(t)dt, (13)

где

ϕ(t) =

∫

Σe0 (t)

|∇f1|

Докажем, что интеграл, стоящий справа в неравенстве (13), ограни-
чен независимо от b. Для этого воспользуемся тем, что |f1(m)| ≤ 1
на M и, следовательно, из (12)
∫

M(a,b)

|∇f1|2 ≤ −
∫

Σe0(a)

f1 < eT
1 , ν > +

∫

Σe0 (b)

|eT
1 | = −

∫

Σe0 (a)

f1 < eT
1 , ν > +ϕ(b)

Используя (13), получим

b∫

a

ϕ2(t)dt < Iϕ(t)− I

∫

Σe0 (a)

f1 < eT
1 , ν >

Если в последнем неравенстве предположить, что для некоторого
t0 > a выполнено

Φ(t0) > −I

∫

Σe0(a)

< e1, ν > f1 = c, Φ(t) =

t∫

a

ϕ2(η)dη,

то очевидным образом получим для t > t0

Iϕ(t) > Φ(t)− c > 0,
14
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откуда, используя, что ϕ2(t) = Φ′(t), приходим к неравенству

Φ′(t)
(Φ(t)− c)2

> I, t > t0

И интегрируя его в пределах от t0 до t > t0, получим

(t− t0)I <
1

Φ(t0)− c
− 1

Φ(t)− c
<

1

Φ(t0)− c

что противоречит неограниченности t ( ибо I 6= 0 в силу (13)).
Следовательно

Φ(t) =

t∫

a

ϕ2(ξ)dξ ≤ −
∫

Σe0(a)

f1 < e1, ν > .

Далее из сходимости интеграла
t∫

a

ϕ2(ξ)dξ, заключаем, что суще-

ствует последовательность tk ↑ ∞, такая, что ϕ(tk) → 0 и поэтому,
переходя к пределу при k →∞ в неравенстве∫

M(a,tk)

|∇f1|2 ≤ −
∫

Σe0 (a)

f1 < e1, ν > +ϕ(tk),

получим ограниченность интеграла∫

M(a,+∞)

|∇f1|2 ≤ −
∫

Σe0(a)

f1 < e1, ν >,

что и требовалось показать.

5. Теперь для д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м 6
и 6′, используем результат ([13], стр. 256), а именно, из леммы 3
вытекает, что

inf
ξ1<t<ξ2

osc2(f1(m)) ≤ cap(Pξ1 , Qξ2)

∫

M(ξ1,ξ2)

|∇f1|2,

для любых a < ξ1 < ξ2 < ∞. Поэтому существует последова-
тельность tk ↑ ∞ такая, что oscm∈Σe0 (tk)f1(m) → 0. Так как |f1|
ограничена на M(a, +∞) и на части ∂M , не лежащей в Σe0(a),
выполняется < e1, ν >= 0, то используя принцип максимума для
гармонических функций (и, если нужно, переходя к подпоследова-
тельности tk), заключаем, что

lim
k→∞

sup
m∈Σe0 (tk)

f1(m) = lim
k→∞

inf
m∈Σe0 (tk)

f1(m) = c

15
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Но

sup
m∈M(tk,tk+1)

f1(m) = max

[
sup

m∈Σe0(tk)

f1(m); sup
m∈Σe0(tk+1)

f1(m)

]
,

и тоже самое – относительно минимума. Следовательно,

lim
k→∞

oscM(tk,tk+1)f1 ≤ lim
k→∞

oscΣe0 (tk)f1 = 0,

откуда следует, что

lim
k→∞

oscM(tk,+∞)f1 = 0,

что и доказывает окончательно обе теоремы.

6. Как будет видно из доказательства теоремы 2, в случае p ≥ 3
на любой p - мерной минимальной поверхности в Rn априорно су-
ществуют супергармонические ограниченные снизу функции, что
входит в противоречие с параболичностью типа. Поэтому геомет-
рическое строение трубчатой минимальной поверхности при p ≥ 3
в определенном смысле принципиально отличается от двумерного
случая.

Докажем прежде всего следующее вспомогательное утвержде-
ние. Подбирая подходящую систему координат, можно считать, не
ограничивая общности, что точка u = 0 лежит в образе u (M).

Л е м м а 4. Пусть (M,u) – p - мерная минимальная поверх-
ность в Rn и p ≥ 3. Тогда функция g(m) = |u(m)|2−p является
супергармонической.

Положим ρ = ρ(m) = |u(m)| и для фиксированного базиса орто-
нормированных векторов e1, e2, ..., en в Rn обозначим через ui =<
u, ei > набор координатых функций. Тогда для любого касательно-
го вектора X ∈ Tm(M) будем иметь

∇Xui =< ∇Xu; ei >=< X, eT
i >,

Откуда видно, что ∇ui = eT
i . Далее из минимальности (M,u) сле-

дует, что 4ui = 0 и, таким образом

4ρ2(m) = 4
(

n∑
i=1

u2
i (m)

)
= 2

n∑
i=1

(ui4ui + |∇ui|2) = 2
n∑

i=2

|eT
i |2 = 2p

С другой стороны, мы видим, что

4ρ2 = 2ρ4 ρ + 2|∇ρ|2,
16
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и поэтому, из найденного выше, имеем

4ρ =
p− |∇ρ|2

ρ
.

Найдем значения Лапласиана от нужной нам функции

4(ρ2−p) = div

(
−p− 2

ρp−1
∇ρ

)
= −p− 2

ρp−1
4 ρ +

(p− 2)(p− 1)

ρp
|∇ρ|2 =

= −p− 2

ρp

{
p− p|∇ρ|2} ≤ 0.

Ввиду того, что |∇ρ| = |uT |/ρ ≤ |u|/ρ = 1 всюду на M , очевидно,
при этом, что g(m) = ρ2−p(m) > 0, т.е. g(m) – ограниченная снизу
супергармоническая функция, что и требовалось доказать.

Для д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 2 теперь заметим,
что если g(m) – супергармоническая функция, то функция

h(t) = inf
m∈Σe0(t)

g(m) =

(
max

m∈Σe0 (t)
ρ(m)

)2−p

,

(определенная при всех t ∈ (a, b), где (a, b) – интервал проекции
трубчатой минимальной поверхности ) является выпуклой вверх.
Действительно, пусть a < α < β < b, тогда функция

g1(m) = g(m)−
(

h(α) +
h(β)− h(α)

β − α
(f(m)− α)

)
,

где f(m) =< u, e0 > является также супергармоничекой и гармони-
ческой функцией с постоянными коэффициентами, причем

min
m∈Σe0 (α)

g1(m) = min
m∈Σe0 (α)

g(m)− h(α) = 0,

min
m∈Σe0 (β)

g1(m) = min
m∈Σe0 (β)

g(m)− h(β) = 0

Применяя обычный принцип максимума для супергармонической
функции g1(m), будем иметь для любого m ∈ M(α, β)

g1(m) ≥ min
ξ∈Σe0 (α)∪Σe0 (β)

g1(ξ) = 0

т. е.

h(t) ≥ h(α) +
h(β)− h(α)

β − α
(t− α),

что, по определению, является свойством быть выпуклой вверх
функции h(t).

17
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Предположим теперь, что одно из чисел a и b равно ±∞. Не
ограничивая общности, можно считать, что b = ±∞, в этом случае
существует предел

lim
t→+∞

h(t) = lim
t→+∞

( sup
m∈Σe0 (t)

ρ(m))2−p = 0,

что по известному свойству выпуклой вверх функции h(t) нахо-
дится в противоречии с ее неотрицательностью. Следовательно,
оба числа a и b конечны, и трубчатая минимальная поверхность
находится в слое между гиперплоскостями Πa и Πb, что завершает
доказательство теоремы 2.

7. Приступим к д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 3. Как и в
предыдущих случаях, доказательство опирается на существование
некоторой супергармонической функции.

Предположим, что существует двумерная плоскость V ∈ G2
n,

такая, что

sup
γ∈M∗

θ(γ, V ) = θ0 <
π

2
.

Выберем произвольный единичный вектор e ∈ V и зафиксируем
параллельное в Rn векторное поле e = e(m), отождествляемое в
каждой точке m ∈ M с вектором e. Рассмотрим функцию ϕ(m) =
ln|eT | = ln|eTm(M)|. Заметим, что при сделанных предположениях,
выполнено |eTm | ≥ cos θ(Tm, V ) ≥ cos θ0 > 0, следовательно, ϕ =
ϕ(m) определена на всем M и ограничена снизу. Имеем для любого
X ∈ Tm(M),

∇Xϕ(m) =
1

|eT |∇X |eT | = < eT ,∇XeT >

|eT |2 =
1

|eT | < τ,−∇XeN >=

=
1

|eT | < τ, AeN

X >=< X,
1

|eT |A
eN

τ >,

где τ = eT /|eT |, и следовательно

4ϕ =
1

|eT |A
eN

τ. (14)

Воспользуемся теперь леммой 1. Для этого выберем произволь-
ный ортонормированный базис E1, E2 в касательном пространстве
Tm(M) и по определению дивергенции получим

4ϕ =
1

|eT |divAeN

τ +

(
− 1

|eT |2
)

< ∇|eT |, AeN

τ >,

18
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Второе слагаемое легко найти, используя (14), так как нетрудно
видеть, что ∇|eT | = |eT |∇ϕ = AeN

(τ), и, следовательно,

4ϕ =
1

|eT |divAeN

τ − 1

|eT |2 |A
eN

τ |2. (15)

В силу леммы 1, первое слагаемое можно вычислить по формуле

divAeN

(τ) =
2∑

i=1

(< AeN

Ei,∇Ei
τ > + < B(τ, Ei),∇Ei

eN >). (16)

Непосредственно находим

∇Ei
eN = (∇Ei

(e− eT ))N = −B(eT , Ei) = −|eT |B(τ, Ei),

и далее,

∇Ei
τ = ∇Ei

(
eT

|eT |
)

=
|eT |∇Ei

eT − eT∇Ei
|eT |

|eT |2 =
|eT |AeN

(Ei)− eT < AeN
τ, Ei >

|eT |2

=
1

|eT |(A
eN

Ei − τ < AeN

Ei, τ >

Подставляя найденное в (16), получим

divAeN

τ =
2∑

i=1

(
|AeN

Ei|2− < AeN
Ei, τ >2

|eT | − |eT ||B(τ, Ei)|2
)

=

=
2∑

i=1

|AeN
Ei|2 − |AeN

τ |2
|eT | − 1

2
||B||2|eT |, (17)

где ||B||2 =
∑

i,j=1 |B(Ei, Ej)|2 – длина второй квадратичной фор-
мы. Непосредственным образом проверяется специальное свойство
отображения Aξ двумерной минимальной поверхности, а именно

|AξE1|2 = |AξE2|2 = |AξX|2, ∀ξ ∈ Nm(M), X ∈ Tm(M),

откуда, используя (15) и (17), получим

4ϕ =
|AeN τ |2
|eT |2 − 1

2
||B||2 − |AeN τ |2

|eT |2 (18)

Из (18) видно, что ϕ(m) – супергармоническая функция, причем,
как уже говорилось ϕ ≥ ln(cos θ0) > −∞. Проводя рассуждения
аналогичные сделанным при доказательстве теоремы 1, и используя
трубчатость в целом, приходим к выводу, что |eT | ≡ const 6= 0 на
M , и окончательно,

4ϕ ≡ 0 ≡ −1

2
||B||2

19
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т.е. ||B|| ≡ 0. Из последнего равенства вытекает, что поверхность
(M, u) может быть только плоскостью, что находится в противо-
речии с трубчатостью поверхности (M, u). Следовательно пред-
положение, сделанное в начале доказательства о существовании
V сделано неверно, и поэтому, для любой V ∈ G2

n выполняется
supγ∈M∗ θ(γ, V ) = π/2.

8. Заметим, что методы примененные нами выше, могут быть
использованы в изучении строения гауссового образа минимальной
поверхности трубчатого типа вблизи бесконечности, а именно, в
терминах концов поверхности (M,u).

Рассмотрим трубчатую поверхность (M,u) в Rn с проекцией
(a, +∞). Произвольное некомпактное двусвязное множество D ⊂
M с компактной границей ∂D назовем к о н ц о м п о в е р х н о с
т и (M, u). Введем следующее определение предельного множества
конца поверхности D, а именно положим

D′ =
⋂
t>a

D∗(t,∞)

где через D∗(t,∞) обозначим гауссов образ конца D ∩M(t, +∞).
Ясно, что D′ – непустое замкнутое множество в G2

n. Справедлива
следующая

Т е о р е м а 7. Пусть (M,u) – трубчатая двумерная ми-
нимальная поверхность в Rn с проекцией (a,∞), и D – один из
концов (M, u). Тогда

(α) либо D′ пересекается с любым экватором G2
n ;

(β) либо D′ состоит из единственной точки γ ∈ G2
n, причем

в этом случае θ(e0, γ) = π/2.

Для доказательства предположим, что (α) не справедливо, и,
не ограничивая общности, будем считать, что существует V ∈ G2

n

и D′ ∩ KV = ∅, такая, что D′ лежит (в силу своей замкнуто-
сти) в одной из половин G2

n вместе с V . Отсюда сразу вытека-
ет, что max θ(γ, V ) = θ0 < π/2. Пусть ε > 0 выбрано так, что
ε < π/2 − θ0. Тогда по определению D′, можно выбрать доста-
точно большое T > a, чтобы ∀γ ∈ D∗(T, +∞) было справедливо
θ(γ, V ) < π/2−ε. Заметим, что из последнего неравенства и свойств
трансверсальности следует, что выбранное множество D(T, +∞)
гомеоморфно кольцу, то есть является двусвязным.

Рассмотрим множество единичных векторов пространства Rn

O = {e ∈ Sn−1 : |eV | > cos ε},
20
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где Sn−1 ⊂ Rn – сфера единичного радиуса с центром в начале
координат. Ясно, что O – открытое подмножество Sn−1.

Для любых γ ∈ G2
n и e ∈ Rn верно соотношение

θ(e, γ) ≤ θ(e, V ) + θ(V, γ),

где мы сохраняем то же обозначение для угла между вектором и
плоскостью. Следовательно для любых e ∈ O и γ ∈ D∗(T, +∞)
выполняется

θ(e, γ) ≤ ε + θ0 < π/2

и поэтому
|eγ| > cos (ε + θ0) > 0

Выше было показано, что для любых e1, e2 ∈ Rn верна следующая
формула :

4ln|eTm
i | = −1

2
||B||2, i = 1, 2,

Откуда видно, что функция ϕ(m) = ln|eTm
1 |/|eTm

2 | является гармо-
нической в области определения. Но в силу выше сделанных заме-
чаний, для любых e1, e2 ∈ O и e1 6= e2 выполнено

|ϕ(m)| =
∣∣∣∣ln
|eTm

1 |
|eTm

2 |

∣∣∣∣ ≤ −ln cos (ε + θ0),

то есть ϕ(m) ограничена на D(T, +∞). Покажем, что существует
предел

lim
t→+∞

oscm∈Σe0(t) ϕ(m) = 0, (19)

или, что то же самое, функция ϕ(m) имеет предел на бесконечно-
сти.

Для этого заметим, что функция ϕ(m) с точностью до постоян-
ного множителя удовлетворяет условиям теоремы 6, а также, что
в доказательстве этой теоремы используется по существу свойство
гармоничности и ограниченности функции f1(m). Следовательно,
заменяя всюду f1(m) на ϕ(m), получим требуемое соотношение
(19). В терминах предельного множества D′ это просто означает,
что для каждой пары фиксированных векторов e1, e2 ∈ O величина
|eγ

1 |/|e2| не зависит от γ ∈ G2
n. Покажем, что D′ состоит из одной

точки. С этой целью предположим противное, то есть существуют
по крайней мере две плоскости γ, ξ такие, что γ 6= ξ. Тогда для
любых e1, e2 ∈ O имеем

|eγ
1 |

|eγ
2 |

=
|eξ

1|
|eξ

2|
21



1989 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 190, N 9

Рассмотрим отображение h : Rn → R вида

h(x) =
|xγ|
|xξ| , xξ 6= 0.

Тогда ограничение h|O(x) есть тождественная постоянная, напри-
мер c. В силу однородности h(x), заключаем,что h(x) ≡ c на откры-
том конусе O′ = {y ∈ Rn : y/|y| ∈ O, y 6= 0}. Однако h(x) – анали-
тическая функция в области определения и следовательно, в силу
теоремы единственности аналитических функций, h(x) ≡ const = c.

По нашему предположению ξ 6= γ, поэтому для их ортогональ-
ных дополнений имеем γ⊥\ξ⊥ 6= ∅. Выбирая e ∈ γ⊥\ξ⊥ получаем
тем самым e = |eγ|/|eξ| 6= 0, что невозможно так как для x ∈ γ оче-
видно, h(x) 6= 0. В случае когда D′ состоит из одной точки можно
утверждать, что D′ = γ ∈ G2

n и |eγ| = 0, то есть |eγ| = cos α 6= 0,
где α ∈ [0; π/2). Тогда по определению D′, существует достаточно
большое A > a, такое, что

(а) A – регулярное значение функции f(m) =< u(m), e0 >;
(б) Для любого m ∈ D(A, +∞) выполнено θ(γ, Tm) < ε < π/2−

α.
В силу (а) множество D ∩ Σe0(A) является одномерным ком-

пактным многообразием в M , то есть распадается в объедине-
ние конечного числа гладких замкнутых жордановых дуг. Выбе-
рем из них произвольную дугу Γε и через τ = τ(m) обозначим
ее касательный вектор в точке m ∈ Γε. В силу нашего предпо-
ложения eγ

0 6= 0, следовательно, можно выбрать единичный век-
тор v ∈ γ, такой что < eγ

0 , v >= 0. Заметим, что по определению
Γε ⊂ D ∩Tm(M) Σe0(A) = {m ∈ D : f(m) = A}, векторное поле
eTm(M) является нормальным к Γε в M и тем самым векторные по-
ля τ(m) и eTm образуют ортогональный базис в Tm(M). Покажем,
что можно выбрать ξ > 0 так, что ∀m ∈ Γε величина < v, τ(m) >
сохраняла бы знак, то есть < v, τ(m) >6= 0.

Действительно, в противном случае, для любого ξ > 0 суще-
ствовала бы m ∈ Γε для которой vTm = eTm

0 µ, где µ ∈ R некоторое
ненулевое число (так как |vTm| ≥ cos θ(γ, Tm) > 0), зависящее от
m. Из последнего равенства видно, что

(v − µe0)
Tm = 0

то есть вектор w = (v − µe0) лежит в Nm(M). Имеем :

< w, v >=< v, v > − < e0, v > µ = 1− < eγ
0 , v > µ = 1

так как < eγ
0 , v >= 0 по выбору v ∈ γ. Но тогда, так как w ∈ Nm

1 ≡ | < w, v > | = | < wN , vN > | ≤ |wN | · |vN | (20)
22
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Заметим, что |wN | = |w| = |v − µe0| ≤ 1 + |µ|, а с другой стороны

0 =< w, eT
0 >=< v, eT

0 > −|eT
0 |µ =⇒ µ =

< v, eT
0 >

|eT
0 |2

.

Отсюда следует оценка

|µ| = | < v, eT
0 > |

|eT
0 |2

≤ |v||eT
0 |

|eT
0 |2

=
1

|eT
0 |

(21)

В силу нашего выбора,

θ(e0, Tm) ≤ θ(e0, γ) + θ(γ, Tm) < α + ε < π/2,

и таким образом

|eTm
0 | = cos θ(e0, Tm) ≥ cos (α + ε) > 0

Неравенство (21) примет вид

|µ| ≤ 1

(cos (α + ε))

и в совокупности с (20) дает следующее соотношение

1 ≤ |vN |(1+|µ|) ≤ (1−|vT |2) 1
2

(
1 +

1

cos (α + ε)

)
≤ sin ε

1 + cos (α + ε)

cos (α + ε)
.

(22)
Из (22) видно, что при надлежащем выборе ε > 0, мы придем к
противоречию, так как правую сторону этого неравенства можно
сделать сколь угодно малой при ε → 0. Выберем ε > 0 так, что

sin ε
1 + cos (α + ε)

cos (α + ε)
< 1.

Тогда для любой m ∈ Γε, < v, τ(m) >6= 0, и следовательно <
v, τ(m) > сохраняет знак на Γε, например, положительно. Рассмот-
рим координатную функцию g(m) =< v, u(m) > с направляющим
вектором v и градиентом ∇g = vTm. Тогда при m ∈ Γε

< ∇g, τ(m) >=< vTm , τ(m) >=< v, τ(m) > > 0

Проинтегрируем последнее неравенство по Γε

0 <

∫

m∈Γε

< ∇g, τ(m) >=

∫

m∈Γε

dg(m) = 0

Полученное противоречие доказывает теорему.
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