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TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) undersoker
elevers kunskaper i matematik och naturvetenskap i drskurserna 4 och 8. Sam-
tidigt samlas med hjilp av olika enkiiter en mingd information in om nationella
regler och mél, om faktisk organisation och undervisning och om elevernas at-
tityder. Studien mojliggor jimférelser mellan linder och ger ocksd information
om férindringar i kunskap éver tid inom de omraden undersékningen miter.

TIMSS 2007 har genomférts av Skolverket i samarbete med dmnesdidaktiker
vid Géteborgs universitet. Skolverket har sammanstillt en forsta nationell rap-
port med resultaten frin TIMSS 2007, rapport 323. Skolverket har dirutover
ambitionen ir att anvinda TIMSS-data for olika former av férdjupade analyser
for att dirmed kunna bidra till skolans utveckling.

Denna rapport har tagits fram inom ramen for arbetet med TIMSS 2007. I
rapporten analyseras elevernas losningar av enskilda TIMSS-uppgifter i mate-
matik inom de innehéllsliga omriden dir de svenska elever klarar sig mindre
bra. Det giller mluppfattning och aritmetik samt geometri och métningar i drskurs
4 samt algebra och geomerri i drskurs 8. Analysen syftar till att belysa hur vil
eleverna forstdr centrala matematiska begrepp och kan tillimpa beriknings-
procedurer inom dessa innehéllsliga omriden. For att ytterliga stirka analysens
resultat har dven uppgifter av liknande karakdir frén de nationella imnesproven
i arskurs 5 analyserats. I rapportens avslutande avsnitt sammanfattar forfattaren
de dtgirder han anser behdvas for att eleverna ska fa en bittre utveckling av sina
kunskaper i matematik.

Det ir Per-Olof Bentley, universitetslektor och filosofie doktor vid Géteborgs
universitet, som har bide genomfért den vetenskapliga analysen och skrivit
rapporten inom ramen for uppdraget som dmnesdidaktisk expert i TIMSS-
projektet. Forfattaren ansvarar for rapportens innehall och de uppfattningar
som uttrycks.

Stockholm, november 2008

Per Thullberg Camilla Thinsz Fjellstrom
Generaldirektor Undervisningsrad
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D4 det uppfoljande TIMSS-projektet 2007 planerades var ambitionen, att
utdver den deskriptiva resultatbilden analysera elevernas [6sningar av enskilda
uppgifter for att forbittringsatgirder skall kunna sittas in med hogre precision.
Generell utbildning av lirare som undervisar i matematik ir troligen ett mer
trubbigt sitt att dtgirda elevernas kunskapsproblem in att i en sddan utbildning
ta upp de specifika innehallsliga problem, som eleverna faktiskt har.

Inom TIMSS-projektet genomfordes en forstudie pa varen 2006. Under be-
démningen av elevuppgifterna mirkee vi, att vissa misstag, som eleverna gjorde,
var mer vanliga 4n andra. Losningsfrekvenserna var under 50 % i flera uppgifter.
lakttagelserna bekriftades nir huvudstudien gjordes viren 2007. Utifrdn dessa
erfarenheter bestimdes, att en analys av elevers losningar av de testuppgifter
som skulle offentliggéras skulle géras bade for arskurs 4 och 8. De preliminira
erfarenheterna av elevernas misstag bekriftades i denna analys. Resultatet av
den aterges som en del i denna studies resultatavsnitt. Det kunde visas, att vissa
misstag var dterkommande och frekventa. Emellertid rickte inte detta for att
kunna dra sikra slutsatser om hur eleverna tinkte och resonerade samt vad som
hade orsakat misstagen.

En mojlighet till att mer precist fi fram orsakerna till de olika misstagen som
eleverna gjorde erbjéds da jag tillsammans med omrédeschefen i Lilla Edet,
Magnus Olsson, planerade ett fortbildningsprojekt i matematik for samtliga
lirare pd tva av skolorna i kommunen. Det fortjinar att papekas att kontakten
etablerats genom TIMSS. Férutom férbittrade matematikkunskaper var ambi-
tionen att den sociala situationen ocksé skulle frbittras. Nigra
vetenskapliga resultat visade pd att ett lyckat lirande medférde, att eleverna
uppfattade klassrumssituationen mer positive, vilket i sin tur ledde till en for-
bittrad social situation (Arzt & Armour-Thomas, 1999). Utgangspunkten i
fortbildningsprojektet var att stimulera elevernas matematikutveckling. Dirfor
startade projektet med en vetenskaplig undersokning for att ta reda pé vilka hin-
der, som eleverna erfor i sin matematikutveckling. Eleverna i arskurserna 1, 2,
3, 4 och 7 djupintervjuades, tillsammans ca 300 elever. Det visade sig snart, att
det stdrsta problemet ldg inom elevernas forstdelse av talbegreppet samt inom
aritmetiken. Detta var ett omrdde inom vilket ocksa svenska elever i arskurs 4
i TIMSS-projektet presterar under EU/OECD-linderna i genomsnittet. Av-
gorande delar av resultatet av undersskningen i Lilla Edet presenteras i denna
studies forskningsgenomgang.

Genom den vetenskapliga undersokningen i Lilla Edet var det mojligt ate
hirleda hur eleverna resonerade da de gjorde vissa typer av misstag. Tillsam-
mans med resultat fran tidigare forskning kunde dirf6r orsakerna till elevernas
misstag bestimmas med hdg precision. Liromedlens roll var ocksd mojlig att
belysa, vilket ytterligare 6kade precisionen. Det visade sig att bara hilften av
eleverna i arskurs 7 hade utvecklat berikningsprocedurer som var optimala for
arbetsminnet och dirmed for fortsatt lirande. Hir har den matematikdidaktiska
forskningen genom att utnyttja resultat frén hjirnforskningen bland annat visat
vilken avgorande roll arbetsminnet och dess funktionella delar har i elevers ut-
veckling av aritmetiskt kunnande.
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For att sikerstilla TIMSS-resultatens generaliserbarhet har ocksa ca 500
elevlosningar frdn det nationella amnesprovet i &rskurs 5 frn viren 2007 analy-
serats.

Fér de tre 6vriga omridena inom vilka svenska elever presterade under EU/
OECD-genomsnittet tar analysen av elevlosningarna sin utgdngspunkt i den
internationella forskningens resultat.

Geometri i drskurs 4 och 8 4r tva sddana omrdden inom vilka flera internatio-
nella studier bidrar med resultat om elevers forstdelse av centrala nyckelbegrepp.
Ett urval av dessa studier redovisas i denna studies forskningsgenomgang. Aven
kunskaper inom aritmetik och algebra ligger till grund for utvecklingen av elev-
ers kunskaper inom geometriomradet. Dirfor kan analyserna av dessa omriden
dven belysa problembilden inom geometriomrédet.

Inom algebra i &rskurs 8 har likhetsbegreppet, bokstavsbeteckningar och va-
riabelbegreppet centrala funktioner. Dessa ligger till grund for elevers forstdelse
av en rad viktiga begrepp sisom ekvationer, uttryck, funktioner, formler och
grafer. Tillsammans med kunskaper inom aritmetik utgor variabelbegreppet en
viktig byggsten inom det algebraiska kunskapsomradet. Dirfér kommer sirskild
uppmirksamhet att riktas mot elevers forstéelse av likhetstecknet och variabel-
begreppet. I forskningsgenomgéngen redovisas nigra klassiska studier inom
detta omréde.

TIMSS 2007 e SVENSKA ELEVERS MATEMATIKKUNSKAPER

9



10 TIMSS 2007 e SVENSKA ELEVERS MATEMATIKKUNSKAPER



Teoretiska
forutsattningar



12

Utgdngspunkten for analyserna av elevernas 18sningar avseende dels uppgifterna
i TIMSS 2007 och dels i nationella imnesprovet 4r en utvidgad fenomeno-
grafisk teoriram inom det postpositivistiska paradigmet (F6r en mer specifik
redogdrelse se Bentley (2008a; 2008b) samt Marton och Booth (2000)).

Bade begrepp och procedurer uppfattas som fenomen inom fenomenografin.
Tidigare inlirda begrepp spelar en viktig roll d& nya begrepp erfares. Om ett
nytt begrepp skall kunna erfaras, sa méste det skilja ut sig frin tidigare inlirda
begrepp. Detta sker da sirskiljande begreppsattribur urskiljs och uppfattas, vilket
kan ske d& egenskapen som attributet representerar varieras. P4 detta sitt far va-
riationen en central roll i erfarandeprocessen. Sidana begreppsattribut benimns
ofta som kritiska och kan vara individberoende. Olika individer uppfattar dirfor
inte nodvindigtvis samma attribut som sirskiljande (Bentley, 2008a; Marton &
Booth, 2000).

Upprepad exponering for attributen spelar en viktig roll vid inlirning. Tva
delvis olika processer ”theory revision” och "rediscription” opererar vid olika
frekvent exponering f6r begreppen.

Vid lagfrekvent exponering svarar “#heory revision” for inlirningen. Forst ska-
pas en begreppsprototyp, som kan vara en relativt grov uppfattning av begrep-
pet. Vid ny exponering férfinas successivt uppfattningen for att éver tid nirma
sig en uppfattning, som stdr i dverensstimmelse med individens inflsde av sen-
somotoriska data. Beskrivningen av denna process liknar i hog grad Vygotskys
(1986) teori om inlirning av vardagliga begrepp (Bentley, 2008a).

Processen “rediscription” andra sidan opererar vid hégfrekvent exponering
for begreppet i fraga. Uppfattningen av begreppet formas i hjirnans associativa
delar och kontrolleras mot individens infléde av sensomotoriska data innan den
lagras via "rediscription” i langtidsminnet (Bentley, 2008a).

Ett begrepp anses ha forstdrss, da tillricklig kunskap har tillignats om be-
greppsattributen och andra involverade begrepp samt om relationen dem emel-
lan (Bentley 2008as.11).

I skolmatematiken férkommer férenklingar av den matematiska disciplinens
begrepp. Sddana forenklingar, som gors for att oka tillgingligheten for eleverna
och underlitta deras lirande, bendimns begreppsmodeller och har ofta begrinsade
tillimpningsomriden. Manga av de modeller, som anvinds i svenska skolor, har
beforskats internationellt (Bentley, 2008a).

Procedurer, som ocksd uppfattas som fenomen, har en med begrepp analog
uppbyggnad. D4 begrepp byggs upp av attribut och andra kiinda begrepp, si
byggs procedurer upp med utgéngspunkt i f6r individen tidigare kiinda pro-
cedurer, vilka d& utgdr delprocedurer. Dessa delprocedurer, som ofta ir strikt
sekvenserade, utgdr procedurens olika steg och hinger ihop i procedurens helhet.
En procedur kan zillimpas bade korrekt och inkorrekt. Speciellt den inkor-
rekta tillimpningen ir intressant, dd den ocksa kan avsldja hur individen har
uppfattat bade proceduren i friga samt dess involverade begrepp. Ur forsknings-
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synpunkt dr det ddrfér mer givande att studera hur en procedur tillimpas i ett
sammanhang in att avgdra om tillimpningen ir korreke eller inkorreke. Om en
procedur tillimpas korrekt i ritt sammanhang, s anses det att individen behrs-
kar proceduren. De modeller av den matematiska disciplinens procedurer som
anvinds i skolmatematiken kan ibland benimnas procedurmodeller (Bentley,
2008Db).

I benimnda problem beskriver texten en problemsituation. Utifrin denna
skall en matematisk modell skapas. Denna process benimns enkodning. Den
matematiska modellen kan innehélla minst en operation. For att komma fram
till en sddan modell miste eleverna vara bekanta med de fyra elementira opera-
tionerna addition, subtraktion, multiplikation och division samt kunna avgéra
problemsituationens beskaffenhet.

Teoretiske sett dr en problemsituation att uppfatta som ett begrepp med
sina begreppsattribut, vilka beskriver situationens karaktir. Ett exempel pa en
problemsituation ir en jimforelsesituation dir tva tal skall jimforas. Sjilva jim-
forelsen karaktiriserar da situationen. Till en viss typ av problemsituation ir en
specifik operation forknippad. S& enkodningen bestdr av att identifiera vilken
typ av problemsituation, som texten beskriver samt av att bestimma hir till ho-
rande operation (Bentley, 2008a).

Inom fenomenografin utgors traditionellt data av transkriberade intervjuer.

Det forutsitts att individernas berittelser speglar deras sitt att tinka och forstd
olika fenomen. Men iven individers beteenden har varit utgngspunkt for feno-
menografiska analyser (Lindahl, 1996). Genom komparativa analyser av data
vaskas uppfattningskategorier fram, forst pd gruppniva, eftersom stabiliteten i
uppfattningar 4r storre dir 4n pé individnivéd. Detta beror pa att en individ kan
exponera bide fragment av uppfattningar och mer eller mindre hela uppfatt-
ningar. Frin ett fragment kan det vara svirt att skapa en fullstindig kategori.
Nir kategorierna, som epistemologiskt betraktas som vetenskaplig kunskap, vil
ir beskrivna, kan analysen &tervinda dill individniva. Utifrdn data identifieras
da vilka uppfattningar varje enskild individ har exponerat. En individ kan bade
ha flera uppfattningar om samma begrepp och tillimpa olika berikningspro-
cedurer pd samma operation, vilket gor att variationen blir tvidimensionell, en
som kvalitativt beskriver en uppfattnings beskaffenhet samt en som beskiver hur
antalet uppfattningar varje individ exponerat varierar. Den senare kan dirfor
ocksd analyseras statistiskt. Ett antal individer i ett sampel har var och en ett
antal uppfattningar eller tillimpningar. I TIMSS-projektet kan emellertid en
elev exponera endast en 18sning per uppgift. Detta kan beskrivas statistiskt med
frekvenser och relativa frekvenser, vilket gor att slutsatser om férhillanden i po-
pulationen kan dras frin resultat funna i samplen (Bentley, 2008a).

I vissa fall kan uppfattningarna verka oférenliga. Det 4r viktigt att notera, att
en individ kan ha flera uppfattningar och tillimpningar 4n vad som exponeras i
intervjusituationen. Intervjun och frigornas karaktir kan avgéra om en speciell
uppfattning eller procedur exponeras. Lirandets process och resultat ses alltsd ur
den lirandes perspektiv i en fenomenografisk teoriram (Bentley, 2008a).

D4 elevlosningar av uppgifterna i TIMSS-projektet och i det nationella im-
nesprovet analyseras, ses [dsningarna som dokumenterade beteenden utifrin
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tillimpningar av procedurer och uppfattningar av begrepp. Precisionen i doku-
mentationen varierar givetvis och dirmed kan ocksa tolkningen vara mer eller
mindre precis. Aven om en l6sning ir vil dokumenterad kan det vara svirt att
kausalt binda den till en speciell begreppsuppfattning eller tillimpning av en
procedur. Om begreppsuppfattningen eller proceduren ir tidigare kiind kan
detta avsevirt underlitta en sddan kausal analys. Har diremot elever intervjuats
om begreppsuppfattningar och tillimpningar av procedurer i relation till en
viss problemtyp och det dirmed har framkommit hur deras uppfattningar och
tillimpningar 4r manifesterade i 16sningen av ett sidant typproblem, s kan en
kausal relation littare identifieras. Med dessa forutsittningar blir tolkningspro-
cessen av elevlosningar betydligt enklare. En viss osikerhet kan dock finnas i
det enskilda fallet genom att en lésning slumpvis skulle kunna Gverensstimma
med tillimpningen av en viss procedur utan att eleven har tillimpat proceduren
ifrdga. Om ddremot stora grupper av elever uppvisar samma lésningsprofil pa en
uppgift, sd 4r det knappast troligt att detta enbart beror pa slumpen. Sannolikt
hinger detta i stillet samman med en speciell tillimpning av en procedur eller
tillimpning av en f6r sammanhanget icke avsedd procedur.

Mot ovanstiende bakgrund kan ett limpligt tillvigagéngssitt vid analys av
elevlgsningar av uppgifter i matematik vara att férst intervjua ett antal elever
om hur de gitt tillviga, dd de 18st uppgifterna samt om deras uppfattningar
om involverade begrepp och deras tillimpningar av procedurer. Nir sélunda
beskrivningskategorierna framkommit, 4r det mojligt att dra slutsatser utifrin
ovriga icke intervjuade elevers 16sningar. Denna studie grundar sig dirfér pa
antagandet, att elevers 16sningar speglar deras uppfattningar om begrepp och
deras tillimpningar av procedurer.

Om det inte har varit mgjligt att genomféra intervjuer som forberedelse for
analysen av elevers losningar, s kan tidigare forskning, savil nationell som in-
ternationell, kunnat utgéra motsvarande vigledning,.

Reliabilitet 4r ett mdtt pd noggrannhet i datainsamlingsprocessen (Swedner,
1978). Hog reliabilitet férutsitter en avslappnad intervjusituation, icke vigle-
dande frigor samt icke bekriftande responser frin intervjuaren. Studeras elevers
l6sningar av testuppgifter sd har noggrannheten vid testets genomférande bety-
delse for reliabiliteten.t

Validitet i fenomenografiska studier innefattar primirt intern och extern va-
liditet. Den interna validiteten bestar dels av innehéllsvaliditet och dels av kon-
struktionsvaliditet.

Innehillsvaliditer fingar hur vil otolkade data beskriver individers uppfatt-
ningar om begrepp och deras tillimpningar av procedurer. Dirfor méste frigor
och problemuppgifter ha en sddan karakeir, att de tilldter en allsidig exponering
av uppfattningar av begrepp och tillimpningar av procedurer. I annat fall kan
uppfattningar och tillimpningar f6rbli oexponerade. Eftersom tillimpningar av
vissa procedurer dr kontextuellt betingade, méste en uppsittning av problem-
uppgifter innehalla en kontextuell variation. Innehallsvaliditeten utgér alltsa ett
autenticitetskriterium (Bentley, 2008a).

Konstruktionsvaliditet diremot, fokuserar tolkningsresultat av data och
dr darfor ett mate pd hur vil kategorierna speglar férsokspersonernas forsta-
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else av begrepp och tillimpningar av procedurer givet de data som foreligger
(Bentley,2008a).

Extern validitet beror begreppet generalitet. I en utvidgad fenomenografisk
teoriram har generalitetsbegreppet en ndgot annan betydelse 4n vid kvantitativa
studier. Beskrivningskategorierna anses representera den variation som forelig-
ger i populationen. Eftersom denna studie utférs i en utvidgad fenomenografisk
teoriram forekommer ocksd en statistisk behandling av data. I denna del av stu-
dien fir generalitetsbegreppet en delvis annan innebérd, som berdr méjligheten
att frin sampel dra sannolika slutsatser om populationen. Samplen representati-
vitet blir d4 av central betydelse (Bentley, 2008a).

Denna studie innefattar tre sampel frén viren 2007, dels de elever som gjort
TIMSS-testet i arskurs 4 och dels de i drskurs 8 samt den grupp av elever i &rs-
kurs 5, som gjort det nationella imnesprovet och vars losningar insamlats. Det
ar viktigt att belysa frigan om extrapolering av dessa tre resultat frin samplen
till att gilla respektive population dvs. samtliga elever i drskurserna 4, 8 och 5.

Urvalet av TIMSS-deltagarna ir gjort pd skolniva, dvs. slumpvis utvalda sko-
lor, 155 for drskurs 4 och 159 f6r arskurs 8. D4 urvalet ir gjort pd skolniva ir
enskilda elever inte slumpvis utvalda.

Alla uppgifter, som deltagarna gjort, har inte analyserats utan huvudsakligen
de som frislippts. Per drskurs kommer de frislippta uppgifterna frin 6 test av
totalt 14, vilket motsvarar ungefir 43 % av samtliga uppgifter. I arskurs 4 har
varje test gjorts av ca 450 elever som tilldelats hiften efter TIMSS roterande
design. I drskurs 8 dr det 550 elever. Totalt har alltsa i arskurs 4 nirmare 33 000
elevlosningar analyserats och i drskurs 8 nirmare 40 000. Mot denna bakgrund
har endast tydliga trender vad giller elevernas kunskaper behandlats.

Elevlosningarna i det nationella amnesprovet for drskurs 5 4r ca 500, vilket
ir en relativt liten andel av de ca 100 000 elever, som gér i en arskurs pa grund-
skolan. De ca 500 elevlgsningarna ir for f3 for ate sjilvstindigt kunna utgéra
en solid grund for slutsatser. Om didremot samma typ av elevmisstag eller kun-
skapsprofiler skulle konstateras i flera studier, s& blir generaliseringsmajlighe-
terna sikrare och stérre.
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Den vanligaste funktionella modellen av arbetsminnet bestér av tre delar, den
centrala exekutiva funktionen, den fonologiska loopen samt den visuellt spatiala
funktionen. Modellen ir utvecklad av Baddeley och hans kollegor (Baddeley,
1986, 1996; Baddeley & Hitch, 1974; Logie, 1995). Den centrala exekutiva
funktionen genomfdr operationer och himtar data frin lingtidsminnet. Den
dirigerar ocksd uppmirksamheten och koordinerar bdde den fonologiska loo-
pens och den visuellt spatiala funktionens aktiviteter. Den fonologiska loopen
avkodar ljud frén tal tll ord och meningar samt till betydelser och arbetar kon-
stant utan avbrott. I aritmetik lagrar den de involverade talen samt deras delre-
sultat. Visuell och spatial information lagras in den visuellt spatiala funktionen,
i vilken aritmetikproblem och deras resultat kan visuellt representeras. Var och
en av dessa funktioner har saledes en speciell roll, da aritmetiska berikningar
utfors (Adams & Hitch, 1998).

Talfakta, som inte 4r ndgra egentliga fakta utan snarare ir att betrakta som en
firdighet, himtas av den centrala exekutiva funktionen frin langtidsminnet och
belastar dirfor inte de tvd andra funktionerna. Dirmed kan ytterligare minnes-
element lagras i dessa tvd minnesfunktioner. Snabbhet ir en avgérande faktor,
di minnesfunktionerna endast kan hilla kvar innehéllet en kort tid (DeStefano
& LeFevre, 2004).

Nir det giller ensiffriga aritmetiska problem, s 4r den centrala exekutiva
funktionen alltid engagerad, medan den fonologiska loopens engagemang tycks
bestimmas av de rikneprocedurer som anvinds. Nir till exempel stegvis berik-
ning eller kompensationsberikning anvinds, s 6kar belastningen, men nir tal-
fakta anvinds blir belastningen lig eller ingen alls. Den visuellt spatiala funktio-
nen tycks inte hittills ha undersékes tillricklige grundligt och dirfor 4r dess roll
nagot osiker. I flersiffriga operationer 4r den exekutiva funktionens engagemang
stort och okar i takt med det antal minnesiffror, som involveras (DeStefano &
LeFevre, 2004).

Om elever inte har utvecklat talfakta, sd belastas deras arbetsminne i hogre
grad vid berikningar. Detta gor att uppmirksamhet inte kan riktas mot mycket
annat 4n sjilva berikningen. Om undervisningen behandlar exempelvis ett geo-
metriskt inneh&ll och en berikning ingdr, si kommer de elever, som inte utveck-
lat talfakta, att behova ligga en stor del eller hela sin uppmirksamhet pa sjilva
berikningen och liten eller ingen alls pd det geometriska innehéllet (Bentley,
2008b).
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Forst kommer elevers utveckling av forstdelse for talbegreppet att behandlas.
Direfter uppmirksammas ett annat minst lika centralt begrepp, nimligen va-
riabel. Olika sitt att missforstd eller forstd detta begrepp beskrivs i det andra
avsnittet. I det tredje avsnittet analyseras elevers forstdelse av ndgra geometriska
begrepp samt hur dessa begrepp tas upp i undervisningen.

[ forsta avsnittet behandlas talbegreppets olika kontextuella betydelser. Sedan
beskrivs de olika utvecklingsstegen, som barn tar pd vigen mot full forstdelse av
talbegreppet. Dessa bygger pa en forskningsoversikt av Fuson (1992). Sedan ana-
lyseras hur principiellt skilda typsituationer i matematiska problem kan enkodas
med hjilp av de fyra elementira operationerna, addition, subtraktion, multipli-
kation och division. Sist beskrivs proportionalitetsbegreppets egenskaper.

4.1.1 Talbegreppets kontextuella betydelse

Talbegreppet har sju olika kontextuella betydelser. Den kardinala betydelsen
avses, nir talen anvinds till att beskriva antalet objekt i en mingd. Den kardi-
nala aspekten representerar talbegreppets manghet. Den andra betydelsen, den
ordinala, innebir, att varje tal utgér namn pa ett av objekten i en ordnad foljd
av objekt och representerar samtidigt en beskrivning av detta objekts relativa
position i mingden. Den tredje matematiska betydelsen ir muitetalet for en kon-
tinuerlig storhet i en mitningskontext. Mitetalet 4r sammanlinkat med ming-
den av en viss enhet i storheten. I den fjirde kontexten anvinds rikneordet i en
sekventiel/ betydelse, utan att det finns ndgra objekt nirvarande pa liknande sitt,
som alfabetet rabblas. Med objekten nirvarande fir vi en kontext dir talen har
réknande betydelse och da varje tal har ett ett-till-ett forhéllande till objekten.

I en sifferkontext, kan tal kodas med en sifferkod eller med en spriklig kod. I
kategorikontexten anvinds tal som telefonnummer, adressnummer, bussnummer,

osv. (Fuson, 1992).

4.1.2 De olika utvecklingsstegen

Forst rabblar barn talraden utan att skilja de ingdende talorden &t. Detta lik-
nar ett rabblande av meningslésa stavelser. Efterhand skiljs de olika talorden 4t
men ibland kan tal hoppas 6ver eller dess ordning kastas om. Barn kan ha en
egen ordning pa talen, som till viss del kan vara personlig och leva kvar upp i
dldrarna, om den inte uppmirksammas. Barn kan till exempel hoppa éver ett
visst tal i rikneramsan men kan utfora berikningar, som for den oinvigde ver-
kar felaktiga, men som har en konsistens enligt barnets egen rikneramsa. Om
till exempel barnet hoppar 6ver talet atta, s& kan tre plus fem bli nio, eftersom
talet nio tjanar samma funktion som talet dtta for barnet. Det verkar di som om
barnet tinkt fel men i sjilva verket finns det alltsd en inre konsistens i barnets
tinkande. D3 ett sddant "riknefel” uppticks, kan en limplig forsta atgird vara
att kontrollera barnets rikneramsa (Fuson, 1992).
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I nista steg i utvecklingen av forstdelsen av talbegreppet s& forstds talens or-
dinala aspeke, det vill siga objektens relativa ordning uppfattas. Barnet kan till-
ordna varje objekt ett talord. Ett objekts relativa ordning beskriv ocksé av dess
tillordnade talord. Man brukar siga att den implicita ett-till-ett-principen be-
hirskas av barnet (Gelman & Gallistel, 1978). S& sminingom uppfattar barnet,
att det sist sagda talet ocksd svarar pa frigan, hur ménga. I borjan kan denna
overging frin den ordinala till den kardinala aspekten vara mer eller mindre en
applikation av en regel (the last-number-word-rule), men efter hand ékar forsté-
elsen. Barnet kan nu behirska enkla additioner genom upprikning frin bérjan.
Adderas till exempel tre och fem si borjar barnet rikna upp frin bérjan till tre
och fortsitter med de fem tills dtta nds. Nir barnet senare kan rikna upp frin
delen och inte behéver starta frin borjan varje ging, s forstds ocksd 6vergingen
fran den kardinala till den ordinala aspekten (Fuson, 1992).

Den additiva del-helhetsaspekten 4r en viktig pusselbit i barns forstdelse av
talbegreppet. I talet dtta ingdr till exempel talen 5 och 3 samt 4 och 4 men ocksa
2 och 6. Denna forstielse spelar stor roll vid barns senare utveckling av berik-
ningsstrategier (Fuson, 1992).

En ofta forsummad aspekt av talbegreppet dr den multiplikativa del-helhets-
aspekten. I talet 12 finns till exempel 4 och 3 men ocksa 2 och 6. Forstdelse for
denna aspekt har visat sig vara sirskilt betydelsefull, dd begreppet proportionali-
tet behandlas i undervisningen.

Begreppet platsvirde, som ir forknippat med virt positionssystem, 4r centralt
for elevers forstdelse av talbegreppet. Speciellt vid subtraktioner, som kriver vix-
ling, poingteras denna betydelse.

Forstielse av talens abstrakta karaketir, det vill siga abstraktionsprincipen,
innebir, att eleven 6vergdr frin att uppfatta talet tvd som en bestimning till ett
substantiv till att vara ett substantiv, som betecknar varje konstellation av tva
objekt (Gelman & Gallistel, 1978). I exempelvis tvé bilar fir "tva” rollen som
adjektiv, vilket utgor en bestimning till substantivet bilar. I en konstellation av
en elefant och en myra utgdr tva en beskrivning av antalet objekt men 4r sam-
tidigt en beskrivning av alla tinkbara konstellationer av tva objekt. Overdriven
anvindning av konkretion kan motverka en utveckling av forstéelse av talens
abstrakta karaketir (Fuson, 1992).

Ett vanligt misstag bland yngre elever ir en reversering av de i ett tal ingdende
siffrorna. Om en elev till exempel ombeds skriva talet 21 men skriver talet 12,
di dr detta en reversering av talets siffror. Reversering kan ha sin grund i att
talomrddet 1 till 20 vanligtvis fokuseras under de tvé forsta &rskurserna i grund-
skolan. Nir en elev skall skriva talet femton med sifferkod, si ska inte femman
skrivas forst utan ettan. Ordningen av de ingdende siffrorna i den sprakliga
koden stimmer alltsd inte 6verens med sifferkoden utan ir omvind (Bentley,
2008Db).

D3 ddremot tal dver tjugo skrivs, sker detta inte med omvind ordning utan
stimmer dverens med den sprikliga koden. Talet tjugotre skrivs alltsé foljden-
ligt med tiotalstvdan forst och entalstrean efter. Det ir alltsd i detta avseende
en markant skillnad mellan talomradet 10 till 20 och tal stérre dn 20. Denna
svirighet kan vara mer pétaglig for elever med annat modersmél in svenska,

di i 6vriga sprak kodningen kan se annorlunda ut (Bentley, 2008b; Johansson,
2005).
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4.1.3 Enkodning av problemsituationer med addition och subtraktion
Enkodning kallas den process, som en elev utfor da han/hon fran att ha list en
problemtext skapar en matematisk modell av problemet. Enligt en forskningss-
versikt av Fuson (1992) finns det tre principiellt skilda problemsituationer, vilka
kan representeras med hjilp av additionsmodeller. Ytterligare tre principiellt
skilda problemsituationer kan representeras med subtraktionsmodeller. Pro-
blemsituationerna som representeras med hjilp av addition ir forindring, fysisk
kombination av tvi delar samt begreppslig kombination av tvd delar.

I forindringssituationen ir utgdngspunkten tre kvantiteter av vilka en kan
vara okind. Man tinker sig att ett visst antal utgdr starten. Detta antal f6rind-
ras genom att nigot antal tillkommer och slutar d4 med ett nytt antal. I figur 1
illustreras problemsituationen schematiskt.

Figur 1 Additionssituation, forandring lagga till (efter Fuson 1992)

Foérandring

Start Slut

Om sluttillstdndet 4r okint kan ett problem lyda: "Kalle har 3 kakor. Han fir
ytterligare 2 av Stina. Hur ménga har han da?”

Den andra situationen handlar om en fysisk kombination av tva delar, vilka
tillsammans utgér en helhet sisom i figur 2.

Figur 2 Additionssituation, kombination fysiskt (efter Fuson 1992)

Del Del Alla

Om resultatet av kombinationen ir okint kan ett problemexempel lyda: "Lena
har 2 griddbakelser och 3 glassbakelser som hon ligger tillsammans pa en tall-
rik. Hur minga bakelser blir det d4?” Den fysiska kombinationen sker, di Lena
ligger bakelserna tillsammans pé en tallrik.

Situationen i figur 3 skiljer sig frin den i figur 2 genom att kombinationen
nu endast ir begreppsligt betingad, som i exemplet “ett brinnbollslag bestir av
8 flickor och 7 pojkar. Hur manga ir det i laget?”

Figur 3 Additionssituation, kombination begreppsligt (efter Fuson 1992)

Del Del Alla
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For operationen subtraktion finns féljande problemsituationer forindring ta
bort, utjimna samt jimfora. "Forindring ta bort” situationen illustreras i figur 4.
Utgéngspunkten eller starten ir ett antal, som forindras genom att ett visst antal
tas bort. Resultatet blir da ett férindrat antal.

Figur 4 Subtraktionssituation, férandring ta bort (efter Fuson 1992)

Forandring

Start Slut

Om resultatet efter forindringen 4r okint blir exemplet: "Erik har 9 kulor. Han
ger 5 till Tom. Hur minga har han kvar?”

Ugidmningssituationen bestdr egentligen av tv4 skilda fall, "utjimning ta
bort” samt "utjimning ligga till”. Figur 5 illustrerar bdda situationerna. Om tvé
kvantiteter skiljer sig, den ena ir storre 4n den andra, s& kan en utjimning ske,
om skillnaden dem emellan ir kind eller om en berikningsuppstillning kan go-
ras, dir skillnaden betraktas som okind. Utjimningen kan ske pa tva sitt, dels
genom att den dverskjutande delen av kvantiteten tas bort och dels genom att
motsvarande mingd lidggs till dir den saknas.

Figur 5 Subtraktionssituation, utjamna (efter Fuson 1992)

Ta bort skillnad
Utjamna

Utidmning
ta bort

Stor  Liten

Lagg till skillnad
Stor  Liten
Utjamning
lagg till

Stor Liten

Om resultatet efter utjamningen ir okint kan exemplet bli: "Sven har 11 kronor
och Lisa 14 kronor. Hur minga kronor miste Lisa ge bort for att ha lika minga
som Sven?”

I figur 6 presenteras en jimforelsesituation, som besvarar de tvé frigorna
"Hur manga fler?” och "Hur manga firre?” I forsta fallet betraktas den éverskju-
tande delen av den storsta kvantiteten som skillnad, i andra fallet i4r skillnaden
den del, som den mindre kvantiteten saknar.
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Figur 6 Subtraktionssituation, jamfor (efter Fuson 1992)

Jamfor Skillnad
Hur manga
fler?
Stor  Liten
Skillnad
Stor Liten
Hur méanga
farre?
Stor Liten

Om resultatet av jimférelsen 4r okint kan ett exempel lyda: ”Jimmy har 4 bal-
longer. Hans bror Niclas har 2 ballonger. Hur ménga ballonger firre har Niclas
in Jimmy?”

Fuson (1992) rapporterar, att om eleverna i undervisningen fir lira sig kinna
igen de olika problemsituationerna, si forbittras deras méjligheter att 16sa mot-
svarande problem.

4.1.4 Enkodning av problemsituationer

med multiplikation och division
Féljande beskrivningar bygger pé en forskningsoversikt av Greer (1992). De
olika principiella problemsituationer, som enkodas med operationerna multipli-
kation och division, pdminner om de problemsituationer som Fuson beskrev for
addition och subtraktion. Fér att bringa reda i dessa principiellt skilda problem-
situationer maste multiplikationer betraktas begreppsligt och multiplikator och
multiplikand sirskiljas. Greer tar ett exempel:

"4 barn har 3 kakor var. Hur ménga kakor har de tillsammans?”
(s. 276, forfattarens jversittning).

De tv4 talen fyra och tre spelar olika begreppsliga roller. Antalet barn opererar
pd antalet kakor, som varje barn har. Multiplikanden, antalet kakor, multiplice-
ras med multiplikatorn, antalet barn. Begreppsligt sett finns dirfor i en multipli-
kation ett asymmetriskt férhillande mellan faktorerna.

P4 grund av detta forhéllande kan tvé typer av division urskiljas. Antalet barn
kan betraktas som ekvivalent med antalet grupper av kakor. D4 totala antalet
kakor divideras med antalet grupper for att komma 4t antalet kakor i varje
grupp s representeras detta av en fordelningsdivision. Om diremot det totala
antalet kakor divideras med antalet kakor i varje grupp sa representerar detta
innehillsdivision, vilken ocksa ir férknippad med principen fér mitning. For att
till exempel mita en lingd av en stricka underscks hur minga ganger mitenhe-
ten gér i strickan.

I figur 7 illustreras “/ika grupper” situationen. Fér att enkodas med multipli-
kation kan problemet formuleras: ”4 barn har 3 dpplen var. Hur ménga dpplen
har de tillsammans?” Fyra har rollen som multiplikator medan tre har rollen
som multiplikand.
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Figur 7 Multiplikations- och divisionssituation, "lika grupper” (efter Greer 1992)

DINWITI

Férdelningsdivision som modell av problemsituationen kan erhéllas frin exem-
plet: "Det finns 12 dpplen som 4 barn skall dela lika. Hur ménga fir var och
en?” Detta motsvarar en division med multiplikatorn.

Innehéllsdivision & andra sidan fis om totala antalet dpplen divideras med
multiplikanden: "Det finns 12 dpplen. Hur manga barn kan fi 3 dpplen var?”

Foréindringssituationer kan representeras med multiplikation och division
beroende pa vad som ir kint. Fsljande problemformulering kan illustrera detta:
”Ett gummiband, som frén borjan dr 3 dm, kan strickas 4 ginger sin ursprung-
liga lingd. Hur lingt kan det da bli?” Problemet beskrivs schematiskt i figur 8.
Fyra idr i detta fall multiplikatorn och tre multiplikanden.

For att enkodas med en fordelningsdivision kan problemet formuleras: ”Ett
gummiband kan strickas 4 ginger sin ursprungliga lingd till 12 dm. Hur langt
var det ursprungligen?” Den utstrickta lingden divideras med multiplikatorn,
fyra. Om diremot totala lingden 12 dm divideras med multiplikanden, 3 dm,
s representerar en sidan modell innehéllsdivision.

Figur 8 Multiplikations- och divisionssituation, "forandring” (efter Greer 1992)

3dm

En forindring kan beskrivas som addition, subtraktion, multiplikation och
division beroende pa hur problemet ir formulerat. Féljande problem kan re-
presenteras av bdde en subtraktion och en innehéllsdivision: "Den utstrickta
lingden av ett gummiband 4r 12 dm. Det var ursprungligen 3 dm. Hur stor var
forindringen?”

Jimforelsesituationer kan ocksd enkodas med multiplikationer och divisioner.
En jimf6relsesituation kan beskrivas: "Pia har 2 par skor och Siv har 3 ginger sa
mdnga. Hur manga har Siv?” Multiplikatorn ir tre och multiplikanden tvd. For
att leda till en férdelningsdivision kan problemet ha f6ljande lydelse: ” Siv har 3
ginger sd manga par skor som Pia. Siv har 6 par skor. Hur manga par skor har
Pia?” Totala antalet par divideras med multiplikatorn 3. Om enkodningen skall
resultera i en innehéllsdivision kan problemet vara: ”Siv har 6 par skor och Pia
2 par. Hur ménga ganger fler par skor har Siv?” I detta fall divideras det antalet
par skor som Siv har med det antal som Pia har, som ocksd ir multiplikand.

Berikningar av en rektangelarea leder till en multiplikativ modell som proble-
met i figur 9.
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Figur 9 Multiplikations- och divisionssituation, "rektangelns area” (efter Greer 1992)

2dm

4 dm

Berikna rektangelns area d& héjden 4dr 2 dm och basen 4 dm. I detta exempel
finns ingen begreppslig skillnad mellan 2 dm * 4 dm och 4 dm * 2 dm, vilket
far il foljd att ndgon distinktion mellan fordelnings- och innehallsdivision i
detta fall inte 4r méjlig. Ligg sirskilt mirke till att denna berikning av arean
inte 4r det samma som att mita arean. Vid mitning av arean undersoks hur
ménga areaenheter som gir it for att ticka rektangelns area. Detta representerar
begreppsligt en innehallsdivision.

Fischbein, Deri, Nello och Marino (1985) undersokte elevers misstag vid
enkodning av benimnda problem. Uppgiften for eleverna bestod i att vilja
vilken operation, som modellerar en benimnd uppgift och som bara kriver en
operation, alltsd inga sammansatta operationer. Resultatet fick Fischbein et al.
att foresla foljande teori:

Varje grundliggande aritmetisk operation forblir kopplad till en implicit,

omedveten och primitiv intuitiv modell. ldentifikationen av operationen,

som behovdes for att losa ett problem infattande tvid numeriska uppgifter,

genomfordes inte direkt utan medierades av modellen. Modellen sverforde
sina egna begriinsningar pd undersokningsprocessen (s. 4).

F6r multiplikation sd kan en sidan modell vara upprepad addition och fungera
s linge multiplikatorn ir ett heltal. Om den vore ett decimaltal, s3 skulle denna
primitiva modell inte fungera. Uppgiften skulle helt enkelt inte kunna losas kor-
reke.

Nir det giller fordelnings- och innehéllsdivision som modeller av problem-
situationer, hivdar Fischbein et al., att fordelningsdivision ir den ursprungliga
primitiva modellen f6r division. Innehillsdivision diremot tillignar sig eleverna
langt senare genom undervisning. Flera studier som belyser detta férhillande
finns. Elever har uppmanats att utforma ett benimnt problem, som leder till
divisionen, 12/3. En stor majoritet av eleverna beskriver di benimnda problem
som leder till fordelningsdivision och inte till innehéllsdivision (Af Ekenstam
& Greger, 1983; Bell, Fischbein & Greer, 1984; Kaput, 1985; Mangan, 1986).
Lirarstuderande med inrikening mot de tidiga dren i grundskolan uppvisade
liknande beteenden (Graeber & Tirosh, 1988). En slutsats méjlig att dra mot
denna bakgrund ir, att elever tillignar sig innehllsdivision relativt sent under
sin skoltid.

4.1.5 Bearbetning av elevers uppfattningar

av addition av tal i brakform
Davis undersokte ett antal lektioner med speciellt fokus pé interaktionen mellan
lirare och elever i de tidiga aren i motsvarande grundskolan. Han har di doku-
menterat att elever som inte undervisats om addition av tal i brékform spontant
adderar bide tiljare och nimnare.
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Till exempel blir

+ istillet for det korrekea —+
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D34 ldrare bearbetade elevens uppfattning om detta férhéllande paverkades
eleven och efter lektionssviten verkade det som eleverna att tillignat sig detta

(Davis, 1997).

4.1.6 Proportionalitet

Beskrivningen av proportionalitetsbegreppet och uppfattningar om det byg-
ger pa Bentleys studie (2008a). Proportionalitet bestdr forst och frimst av en
multiplikativ férindring eller av en multiplikativ jimforelse. Ett proportionali-
tetsproblem bestér egentligen av tvd situationer, en i vilken den multiplikativa
forindringen presenteras, och en i vilken denna f6rindring appliceras pa en ny
situation. Tvd huvuduppfattningar av begreppet kan urskiljas. Den ena bestdr
av en relation mellan delen och helheten medan den andra bestar av en relation
mellan tva delar. Exempelvis kan den f6rsta relationen uttryckas som 2 delar

av 8 delar, vilket innebir att de 2 delarna ingdr i de 8 delarna, dvs. i helheten.
Den andra relationen kan uttryckas som 2 delar till 6 delar. Tillsammans kan
de delarna bilda helheten 8 delar. Men det kan ocksa vara friga om att relatera
tvd olika storheter till varandra. Relationen mellan del och helhet betecknas som
andel eller proportion, medan relationen mellan delar eller storheter betecknas
som forhillande eller motsvarigher. 1 figur 10 visas lirares uppfattningar om be-
greppet proportionalitet.

Figur 10 Kategorier av larares exponerade begreppsliga forstaelse av proportionalitet

Andel Motsvarighet
Andel - Transformation - Motsvarighet — Transformation —
Transformation Andel Transformation Motsvarighet

I det foljande beskrivs kategorierna andel och motsvarighet mer ingdende. For
en mer fyllig redogérelse se Bentley (2008a).

Beskrivningen bygger pi det sé kallade "saftproblemet” kiint frin interna-
tionell forskning. Det lyder: "Du skall blanda saft. P4 flaskan stir det 2 delar
saft till 6 delar vatten. Du har 9 liter vatten i en hink. Hur mycket saft skall Du
hilla i?” Andelsuppfattningen manifesteras av att lirarna urskiljer att 2 delar
och 6 delar tillsammans bildar en helhet, 8 delar. De olika andelarna av saft och
vatten uttrycks som 2 dttondedelar och 6 dttondedelar. Problemet representeras
schematiske i figur 11.

Figur 11 Begreppslig forstaelse av andel

Forsta situationen 6
Andra situationen 9 ?
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Relationen mellan 6 och 8 i den forsta situationen kan beskrivas med den mul-
tiplikativa forindringsfaktorn 4/3. Denna tillimpas pd den andra situationen,
vilket ger 4/3 * 9 = 12. Totala mingden blandad saft blir alltsd 12 liter och dir-
med blir mingden koncentrerad saft 3 liter.

Uppfattningen férhillande eller motsvarighet utgér frin en relation mellan
tva delar av samma helhet. Med utgingspunkt i saftproblemet s3 ir det de 2
delarna saft, som motsvaras av 6 delar vatten. Tillsammans bildar de helheten 8
delar. I figur 12 nedan visas problemet schematiskt.

Figur 12 Begreppslig forstaelse av motsvarighet

Forsta situationen 2 6
Andra situationen ? 9

Motsvarigheten ir fullt bestimd i den férsta situationen:
2* k=06, vilket innebir att k= 3.

Genom denna berikning 4r motsvarigheten kiind i sina huvudaspekter. For

en viss mingd saft skall man alltsd ta tre ginger s mycket vatten. I den andra
situationen ir mingden vatten kiind, 9 liter. Den efterfrigade mingden koncen-
trerad saft skall dérfér multipliceras med 3 for att bli 9. Mingden saft blir d 3
liter.

4.1.7 En vanligt forekommande begreppsmodell

Hart (1981) har beskrivit en modell, som man férsékt introducera i Storbri-
tannien dock med mindre lyckat resultat. Modellen har ocks3 flitigt anvints i
Sverige.

. a_c
Den skrivs: =4
Den utlises: "z forhéller sig till & som ¢ férhéller sig till 4. Nagon begreppslig
forklaring till divisionen i modellen ges vanligtvis inte utan tillimpas oftast pro-
cedurellt. Modellen kan appliceras pd bide ett andelsproblem och ett motsva-
righetsproblem men gor ingen atskillnad mellan dem. Detta kan innebira své-
righeter for eleverna att urskilja vilka tal variablerna 4, 4, c och 4 representerar.
Formeln skall snarare uppfattas som en berikningsanvisning.
Proportionalitetsproblem brukar vara forenade med laga 16sningsfrekvenser.

De tva begreppen som ir av central betydelse f6r behirskandet av algebran ir
variabelbegreppet och likhetstecknet. De behandlas i de tvd fljande avsnitten.

4.2.1 Variabelbegreppet

Variabelbegreppets betydelse bestims av den kontext, som innehéller bokstavs-
beteckningen. De fyra vanligaste sitten att missforstd variabelbegreppet ir som
icke-symbolisk representation, sifferrepresentation, konkret objektsrepresenta-
tion samt som ett specifikt okint tal (Kiichemann, 1981; Wagner, 1983; Booth,
1984; Philipp, 1992; MacGregor & Stacey, 1997; Bentley, 2008a).
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Uppfattningen icke-symbolisk representation innebir, att bokstavsbeteckningen
inte tilldelas ndgon betydelse och dirfér ignoreras i ett uttryck. Om till exempel
uttrycket 34 + 2a skall forenklas, s3 tas endast koefficienterna framfor variabeln i
beaktande och uttrycket blir efter en sddan férenkling lika med fem.

Om en elev uppfattar variabeln som en sifferrepresentation, s betyder till
exempel 26, om b = 8, inte 2 ginger 8 utan talet 28. Uppfattningen dyker upp
framfor allt i beteckningar med utelimnade multiplikationstecken.

Uppfattningen konkret objektsrepresentation har sina réteer i en begreppsmo-
dell, som anvinds i algebraundervisningen. Denna modell, som har ett relativt
snivt tillimpningsomrade, brukar anviindas for att férenkla addition av variab-
ler av olika slag i ett uttryck. I exemplet 32 + 24 + 4a stdr bokstaven a for apelsi-
ner och 4 fér bananer. De olika frukterna adderas var f6r sig. Modellen fungerar
inte pd multiplikativa uttryck som exempelvis 22 * 34. Multiplikation av en
apelsin med en annan apelsin saknar begreppslig betydelse och hjilper dirmed
inte eleverna till nigon forstéelse eller ger ndgon operativ vigledning.

Dessa tre missuppfattningar, som de utifrin en normativ utgingspunkt kan
benimnas, ir mer heller mindre oberoende av kontexten. Uppfattningen ezz
specifikt okint tal ir inte heller kontextberoende men borde utifrin en normativ
utgdngspunke vara det. I en ekvationskontext kan det vara korreke, att variabeln
star for et specifikt okint tal. Emellertid dyker uppfattningen ’ett specifike
okint tal’ dven upp i helt andra kontexter, dir variabeln borde ha en helt annan
betydelse, som i funktioner, grafer och ekvationer med tv& obekanta.

Det forefaller vara relativt ovanligt, att variabeln i ovannimnda kontexter
uppfattas std for ett generaliserat tal. 1 dessa kontexter betecknar variabeln sam-
tidigt manga tal eller oindligt manga tal. Man brukar siga, att variabeln star for
varje tal. En sidan korrekt uppfattning har visat sig underlitta elevers forstaelse
av funktioner och grafer.

En annan begreppsmodell, som ocksa anvinds i undervisningen, benimns
forkortad storhet. Den brukar introduceras, di formler presenteras. Till exempel
di formeln for area av en rektangel introduceras kan det sigas:

“arean = basen * hojden, som med férkortningar kan skrivas, A= 6* 4.

Den forstdelse, som foljer av denna introduktion, innebir att b uppfattas be-
teckna en forkortning av ett ord och ingen egentlig variabel. Formeln for arean
kan dirfor inte behandlas inom den strukturella algebran. Till exempel kan inte
b 16sas ut, d& b stir for en forkortning av ett ord.

4.2.2 Likhetstecknet

Aven elevers uppfattning av likhetstecknet ir av central betydelse for deras
mojligheter att [6sa ekvationer inom algebran. Ménga elever uppfattar likhets-
tecknet som en signal att géra ndgot, det vill siga som en operator. Detta brukar
benimnas den dynamiska uppfattningen. Minga yngre elever har erfarit, att

vid berikningar av till exempel en addition, 3 + 5, sa skrivs svaret till hoger om
likhetstecknet, 3 + 5 = 8. Tecknet utlises da ofta ”det blir”. Denna hantering av
likhetstecknet 4r vanlig i grundskolans tidiga ar. Trots omfattande f6rsék i un-
dervisningen har det visat det sig, att den dynamiska uppfattningen lever kvar
hégt upp i dldrarna och orsakar svarigheter speciellt vid ekvationslosning. For
att 16sa en ekvation med obekanta i bada led krivs den sztiska uppfattningen
eller ekvivalensuppfattningen av likhetstecknet. Exempelvis kan inte ekvationen,
3x+ 2 = 4x— 3, 16sas om likhetstecknet uppfattas som ”det blir”, eftersom ut-
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trycket, 3x + 2, aldrig kan forenklas till att bli uttrycket, 4x — 3. Diremot kan
for ett visst virde pd x, de bida uttrycken ha samma virde,3*5+2=4*5-3
(Ginsburg, 1977; Behr, Erlwanger & Nichols, 1980; Kieran, 1981; Falkner,
Levi & Carpenter, 1999; Carpenter, Franke & Levi, 2003).

I det forsta avsnittet tas begreppen omkrets och area upp med fokus pd hur de
kan komma till uttryck i undervisningen. Det som kommer att behandlas i det
andra avsnittet 4r vinkelbegreppet med dess tre olika begreppsmodeller. Inter-
nationellt har ett antal studier gjorts om hur spatial frméga trinas med datora-
nimering och vilka effekter detta fir pé elevernas forstielse av tvédimensionella
representationer av tredimensionella objekt.

4.3.1 Begreppen area och omkrets

Australiensiska lirares formdga att forklara begreppen area och omkrets under-
s6ktes av Chick & Baker (2005). Lirarna stilldes infor fiktiva elevuppfattningar,
och uppmanades beskriva hur de skulle hantera elevens misstag. Se exempel
nedan. Areabegreppets additiva karakeir belyses av uppgiften. Lirarna redo-
gjorde forst skriftligt f6r hur de skulle beméta denna fiktiva elev. Senare blev de
ocksd intervjuade. En av de nio undersokta lirarna forstod inte sjilv problemet.

A student cuts the following shape in half to make a

new shape. saying that the two shapes have the same

= [ |

What would you say to this student?

area and perimeter:

De flesta av ldrarna gav en sammansatt procedurell och begreppslig forklaring.
Nigra kunde inte ge ndgon forklaring, medan en lirare gav en procedurell
forklaring. Detta visar, att samtliga av de undersokta ldrarna inte pd ett tillfred-
stillande sitt kan undervisa om de bdda begreppen area och omkrets. Eftersom
endast nio lirare undersékts kan sjilvfallet inga generella slutsatser dras.

En intressant aspekt med studien kan vara, att den anvinda uppgiften har sin
forebild i en av TIMSS-projektets testuppgifter, M05_06 (Se avsnitt 8.2.2).

Barn i aldern 4 till 5 kan anvinda lingden av en sida for att jimféra storleken
av figurer. Cuneo (1980) visade, att barn i denna alder ibland anvinder summan
av lingden och bredden som ett storleksmatt. Barn mellan 6 och 8 r utnyttjar
ofta en linjir utstrickning som madtt pa en rektangels area, medan de flesta ildre
barn byter till en multiplikativ strukeur (Clements & Stephan, 2003).

Elevers svarigheter att forstd areabegreppet fullt ut tycks bero p4, att aktivite-
ter saknas i undervisningen, som belyser areabegreppets konservation. Man ma-
nipulerar inte olika areor genom att flytta eller sitta samman dem pé nya sitt.
Aven den prematura anvindningen av formler for areor av olika figurer orsakar
att alltfor manga barn fir svarigheter inom detta omride (Kordaki & Potari,

1997; Piaget, Inhelder & Sheminska, 1981).
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En alltfor snabb 6verging i undervisningen frin begreppsligt studium av
areor till ett mera numeriskt inriktat leder Lite cill, act elever endast utvecklar
numeriska svar utan att ha nigon begreppslig forstaelse (Hiebert, 1981; Douady
& Perrin, 1986). Denna procedurella ansats, som 4r vanlig i skolmatematiken
har tidigt kritiserats (Patronis & Thomaidis, 2008).

Frin TIMSS-videostudie finns inspelningar som illustrerar ovan nimnda be-
skrivning. Speciellt intressant 4r tvd inspelningar av lektioner om tringelns area,
vilka hélls av en japansk och en amerikansk lirare (Stigler & Hiebert, 1999).

Den japanska lektionen var uppbyggd kring ett problem som presenterades
initialt. Lararen frigade eleverna om vilka trianglar de hittills lirt sig. Eleverna
nimnde likbenta, liksidiga och ritvinkliga trianglar. Liraren satte d& upp pap-
perstrianglar pd skrivtavlan. Eleverna, som fick i uppgift att bestimma arean av
en tilldelad papperstriangel, erholl utklippta trianglar, saxar och klister. Sedan
arbetade eleverna sjilvstindigt. Vil klara skickade liraren fram elever till tavlan
for att presentera sin 16sning. Tillsammans med liraren vixte formeln fér triang-
elns area fram. Direfter 6vade eleverna sjilvstindigt att bestimma olika triang-
lars areor (Stigler & Hiebert, 1999).

Den amerikanska lektionen startades med att liraren gav en kort dversikt av
begreppet omkrets. Direfter gjordes en bestimning av en rektangels area genom
att kvadratenheter riknades. Liraren visade formeln for arean av en rektangel
och arbetade igenom négra exempel med formelns hjilp. Sedan visade liraren
en utskuren kvadratenhet och férklarade, att i trianglar dr det svért ate rikna
antalet kvadratenheter. Genom att férst kombinera tvé ritvinkliga trianglar
fick man en rektangel. Sedan kombinerades tva likadana godtyckliga trianglar
skurna i limpliga bitar till en rektangel. Detta ledde till formeln f6r triangelns
area, som sedan dvades under elevernas sjilvstindiga arbete (Stigler & Hiebert,
1999).

Det intressanta med den japanska lektionen var, att eleverna aktivt deltog i
framtagandet av formeln f6r triangelns area genom att mitandets idé tillimpa-
des, vilket bidrog till den begreppsliga férankringen.

I den amerikanska klassen var eleverna inte lika aktivt engagerade i framta-
gandet av formeln for triangelns area utan deras engagemang bestod snarare i
tillimpningen av den. Detta var en typisk procedurell ansats.

4.3.2 Vinkelbegreppet
Vinkelbegreppets tre olika begreppsmodeller finns redovisade i internationell
forskning (Mitchelmore & White, 2000). Samtliga modeller inbegriper strilar
och deras gemensamma dndpunkt. En strile har en indpunkt och stricker sig
rakt, oindligt lingt bort. Linjer d4remot saknar indpunkter, medan tvd punkter
pa en linje avgrinsar en stricka. Dirmed kan en stricka ha egenskapen, lingd.

I den forsta lite dldre modellen av vinkelbegreppet avgrinsar de tva strilarna
tvd ppna omrédden (Figur 13).

Figur 13
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Denna modell anvindes tidigare i Sverige och finns beskriven i "Matematikter-
minologi i skolan” frin dévarande skoléverstyrelsen (s. 36, 1966). En av model-
lens nackdelar var dess svaga operationella forklaringsvirde. Den gav ingen eller
endast liten vigledning for hur en vinkel skulle mitas.

I den andra modellen, som inte skiljer sig nimnvirt frin den f6rra, ir vinkeln
inte omrédet utan strilarna och deras gemensamma dndpunkt. P4 sa sitt und-
viker denna modell problemet med ett 6ppet odndligt stort omride. Men inte
heller denna modell ger nigon direkt operationell forklaring till hur man miter
en vinkel.

I den tredje modellen, som ir mer dynamisk, finns diremot en operationell
forklaring till hur en vinkel mits. Aven i denna modell finns de tvi strilarna
samt deras gemensamma 4ndpunkt. Vinkeln utgors av en vridning av den ena
strilen, si att den sammanfaller med den andra. P4 sa sitt representeras vinkeln
av vridningen och vridningens storlek avgor dirmed vinkelns storlek. Model-
len utnyttjar begreppet vridning, som i sin tur, d& det definieras, miste anvinda
vinkelbegreppet, alltsd till viss del en cirkeldefinition. Trots detta har modellen
operationella fortjinster.

Lirobocker i flera linder anvinder sig av dessa tre modeller f6r vinkelbegrep-
pet i skolmatematiken (Close, 1982; Freudenthal, 1973; Strehl, 1983; Roels,
1985; Schweiger, 1986; Krainer, 1989; Mitchelmore, 1989; Lo, Gaddis & Hen-
derson, 1996).

Forstdelsen och behirskandet av vinkelbegreppet har visat sig vara besvirligt
for elever i minga linder. Mitchelmore och White (1998) forklarade: "It is clear
from the research literature that school students have great difficulty in coor-
dinating the various facets of the angle concept. For example, students do not
readily incorporate turning into their angle concepts.” Vridningen tycks alltsa
vara speciellt svér att forstd. Aven Foxman och Ruddock (1983) rapporterade att
bara 4 % av de 15-&ringar, som undersdktes, spontant nimnde vridning, dé& de
skulle beskriva vinkelbegreppet.

En slutsats méjlig att dra av forskningen pd omradet ir, att vinkelbegreppet
borde ha fitt stor uppmirksamhet bade i grundskolans undervisning och i fort-
bildningsprogram for lirare.

4.3.3 Spatial visualiseringsformaga

Att forestilla sig hur vridningen av ett tredimensionellt objekt avbildas i tva di-
mensioner ir en viktig komponent i den spatiala visualiseringsférméagan enligt
McGee (1979). Denna férméga trinas i manga linder med speciella datorpro-
gram, som gor det littare for eleverna att forstd tvidimensionella representatio-
ner av tredimensionella objekt. Ryu, Chong och Song (2007) fann emellertid,
att dven begdvade elever ofta hade svarigheter att forestilla sig ett tredimensio-
nellt objekt rumsligt utifrdn dess tvidimensionella representation.

Ben-Chaim, Lappan och Houang (1988) studerade hur undervisning med
datoranimering péverkade cirka 1000 elevers spatiala visualiseringsformaga.
Fére undervisningens genomforande foreldg signifikanta skillnader med avse-
ende pd alder, kon och socioekonomisk status. Elever i klasserna fem till dtta
deltog i studien. Undervisningen resulterade i en avsevirt forbittrad spatial
visualiseringsférméga. Skillnaderna mellan pojkar och flickor utjimnades ocks3.
Dessutom kvarstod samtliga forbittringar efter ett ar.
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Foérst kommer olika huvudrikningsprocedurer, som forekommer i undervisning
och lirobécker, att beskrivas. Sedan refereras huvuddragen av resultatet av forsk-
ningsprojektet i Lilla Edet. Det utgér en betydelsefull logisk link for resultat-
analysen, som kommer i kapitel 8.

I forsta avsnittet gors en terminologisk genomgang av betydelsefull internatio-
nell forskning. Elevers tillimpningar av olika berikningsprocedurer leder inte
alltid till korrekta svar. En i detta avseende betydelsefull studie refereras i avsnitt
tvd.

5.1.1 Terminologi

En algoritm ir en stegvis procedur, som vi tillimpar pd en uppgift vi 6nskar
slutfora (Usiskin, 1998, p. 7). Denna definition ir vanlig i den internationella
forskningslitteraturen. Det vi i Sverige ibland kallar ”skriftlig huvudrikning” ir
sdledes en form av algoritmer. S4 i fortsittningen kommer inte enbart termen
huvudrikningsprocedurer att anvindas i beskrivningarna utan dven huvudrik-
ningsalgoritmer.

Inom forskningen existerar nigot olika terminologier f6r huvudriknings-
procedurer, men likheterna mellan dem ir sliende. En harmonisering av be-
nimningarna ir dirfor inte svér att gora. Den tar sin utgdngspunkt i en rapport
fran forskningsprojektet i Lilla Edets Kommun, "Pupils’ Arithmetic Knowledge
and the Procedural Models in Their Teaching — A Field-Study in two Schools”
(Bentley, 2008b).

I huvudrikningsproceduren, stegvis berikning (The Jumping strategy), sker
stegen eller hoppen entalsvis och tiotalsvis.

3 13
Exempel: 37 + 16 = [37 = 40; 40 — 53] = 53

Avsikten 4r att genom att hoppa till nirmsta tiotal, sd kan berikningarna un-
derldttas, vilken 4r den grundliggande principen for samtliga algoritmer. Stegvis
berikning anvinds ocksa pa subtraktioner, men inte direkt, utan de omvandlas
forst till motsvarande additioner.

4 10 7
Exempel: 37 - 16 = [16 > 20; 20 —> 30; 30 > 37; 4 + 10 +7] = 21

Fuson et al. (1997) anvinder en beteckning som anger syftet med algoritmen
"Easier Number strategy” medan Yackel (2001) féredrar the ”Counting-Based
strategy”, vilken uttrycker ndgot om hur algoritmen fungerar.

I den andra huvudrikningsproceduren, kompensationsberikning (The Com-
pensating strategy), ir den grundliggande idén att forindra det forsta talet s3 att
det jimnas av till nirmsta tiotal.

Exempel: 37 + 16 = [37 + 3=40; 40 + 16 = 56; 56 — 3] = 53
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Sedan kompenseras for tilljgmningen genom att talet tre subtraheras frin
resultatet (Carpenter et al., 1997). Ocksd ” the Complementary Addition or
Subtraction strategy” anvinds for att ni det nirmsta tiotalet (Klein & Beishui-
zen, 1998). Detsamma giller dven “the Flexible Counting strategy” (Heuvel &
Panhuizen, 2001).

I algoritmen sransformationsberikning (The Transformation strategy) transfor-
meras ocksd uppgiften till en berikning, som littare kan utforas. Denna strategi
liknar mycket kompensationsberikningar och hinfors dirfér ofta till dessa som
en undergrupp. Algoritmen finns i tva versioner, en for addition och en fér sub-
traktion. I additionsversionen, adderas ett tal till den forsta termen och samma
tal subtraheras frin den andra termen (Seyler, Kirk & Ashcraft, 2002).

Exempel addition:
37+16=[37+3+16—-3=40 + 13] =53

I versionen avsedd for subtraktioner adderas eller subtraheras samma tal till
bada termerna.

Exempel subtraktion:

64-27=[64—4-27—-4=60-20-23-20=40-3] =37

Bada versionerna ses alltsd som en undergrupp till kompensationsberikningar.
I talsorssvis beriikning (The Splitting strategy) s& delas berikningarna upp i
tiotal for sig och ental for sig. Direfter kombineras delresultaten. Algoritmen
finns i tvi versioner, dels en avsedd for addition och fér subtraktion utan vix-
ling, dels en for subtraktion, som kriver vixling (Thompson, 1999; Heuvel &
Panhuizen, 2001; Klein & Beishuizen, 1998).
Exempel: 37 + 16 = [30 + 10 =40; 7 + 6 = 13; 40 + 13] = 53
T
I den forsta versionen adderas de partiella resultaten som pilen visar. Diremot
som i exemplet nedan si subtraheras i den andra versionen de partiella resulta-
ten. Detta beror pd det negativa resultatet frin subtraktionen av entalen.
Exempel: 64 — 27 = [60 — 20 = 40; 4 — 7 = —3; 40 — 3] = 37
T
Yackel (2001) benimner dessa versioner “the Collection-based solution”, Fu-
son et al. (1997) “the Decompose-tens-and-ones strategy” och Carpenter et al.
(1997) “the Combining of units separately”. Sa flera forskare har identifierat
samma algoritm men tilldelat den olika namn.
Mixad beriikning (Mixed strategy) dr en kombination av talsortvis berikning
och kompensationsberikning (Fuson et al., 1997).

Exempel: 64 — 27 = [60 — 20 = 40; 40 — 7 = 33; 33 + 4] = 37

Denna berikning l6ser elegant problemet med vixling vid subtraktion med
hjilp av en och samma version.

Sdledes finns det tre huvudalgoritmer, stegvis berikning, kompensationsbe-
rikning samt talsortsvis berikning. Kompensationsberikning omfattar férutom
den vanliga kompensationsberikningsproceduren ocksa transformationsbe-
rikning samt mixad berikning. Stegvis berikning bestdr forutom av de tva
redovisade versionerna dven av dubbelrikning frin bérjan och frin delen samt
nedrikning.
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5.1.2 Losningsfrekvens

Foxman och Beiszhusern (2002) analyserade APU-materialet (APU = Assess-
ment of Performance Unit), som bestar av elevlosningar frin 1987, bland annat
for att studera de olika algoritmernas 16sningsfrekvenser (accuracy). I materialet
ingick ocksa testuppgifter avseende begreppslig forstielse. Med hjilp av dessa
uppgifter delades eleverna in i tre grupper, en med hog begreppslig forstéelse, en
med medelgod och en med mindre god. Grupperna analyserades sedan med av-
seende pd anvindning av huvudrikningsprocedurer. Det visade sig d att elever,
som hade en hdg begreppsforstelse, i storre utstrickning anvinde sig av kom-
pensationsberikning, medan de med mindre god forstdelse, anvinde sig mer av
talsortsvis berikning. Medellsningsfrekvensen for de olika algoritmerna visade
sig vara 79 % for kompensationsberiikning, 75 % for standardalgoritm samt

33 % for talsortsvis berikning.

En god forstelse av talbegreppet och av platsvirde kan troligen underlitta
anvindandet av algoritmen fér kompensationsberikning. Huruvida det finns
ett kausalt samband mellan val av berikningsstrategier och begreppsforstielse
framgir inte av studien. Diremot tyder modellen av arbetsminnets funktion pd
ett sidant samband.

I detta avsnitt kommer forskningsprojektet i Lilla Edet att beskrivas (Bentley,
2008b). Bakgrunden till studien kommer forst att ges. Sedan kommer elevernas
exponerade huvudrikningsprocedurer att beskrivas. Direfter rapporteras om
den komparativa liroboksanalysen, i vilken elevernas exponerade strategier jim-
fors med en av lirobdckernas presentationer av motsvarande berikningsproce-
durer. Sist analyseras relationen mellan elevernas utveckling av talfakta och deras
mojligheter att tillgodogéra sig undervisningen i matematik.

5.2.1 Bakgrund

Anledningen till att den omfattande studien i Lilla Edets kommun startades, var
ett fortbildningsprojeke for lirare i matematik pa tva av skolorna. Utgingspunk-
ten for projektet var, att innehéllet skulle vara en bearbetning av de problem,
som ldrarna stills infor i vardagen. Dirfér maste hindren i elevernas matematik-
utveckling kartliggas. Djupintervjuer bedomdes vara ett effektivt sitt act med
precision avgora vilka problem som fanns. Nistan 300 elever i drskurserna 1, 2,
3, 4 och 7 intervjuades. Intervjuerna, som i medeltal tog en halvtimma, trans-
kriberades f6r att underlitta den efterfoljande vetenskapliga analysen.
Avgérande for den vidare analysen av elevlésningarna i TIMSS-projektet var,
att kartldgga hur eleverna i Lilla Edet resonerade vid olika hogfrekventa typer
av l6sningar. Genom att koppla ihop resultat frin projekeet i Lilla Edet med
resultatet i TIMSS-projektet, kunde slutsatser dras om elevernas misstag pa en

betydligt mer specifik niva.

5.2.2 Elevers huvudrakningsprocedurer

Utrymmet hir medger ingen lingre genomgang av resultatet frin Lilla Edet
utan fokus liggs pd eleverna i drskurs 4 och deras berikningsalgoritmer. For en
fylligare redovisning se Bentley (2008b). De problem, som identifierats uppkom
i drskurs 3 och hade dnnu i arskurs 7 inte arbetats bort. I tabell 1 presenteras en
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Tabell1  Elevers exponerade berakningsalgoritmer, Klass 4, n = 16 (17)

Talfakta Rakna Talsortsvis Kompensations- Standard
upp fran berakning berakning Algoritm
[
2
=
S < =
g 8 E s
P -’
- o = = g 2 o0 '% = ) &
e == 3 g s B = 2 g = 3
= =@ © —_— -] = [ > [
i© 3 = [ ] S = S S s = < ]
Elev? n o < a = < £ = > = = > =
Dan X X X X2 X
Dave X X X X
Ed X X X X x2
Felicia X x?2 X
Fia X X
Ivar X X x2 X x3
Inge X X X X2 X
Meg X X X
Mia X x2 X
Ofelia X X X
Qintus X X X X
Rune X X2 X
Tim X x2
Yngve X X X
Uno X X X X x2 x?
Urban X X X2
Totalt 8 9 6 2 10 8 8 5 1 3

! Fingerade namn har anvands

sammanstillning av elevernas berikningsalgoritmer i en fjirde klass, sdsom ett
typexempel.

Ingen av eleverna hade utvecklat nigon sikerhet vad betriffar zalfakta (Se
kapitel 3, s. 8). Manga anvinde sig av upprikning frin delen med fingerrikning.
D3 Dave blev tillfrigad om 51 — 48, svarade han:

Vet du hur jag gor detta? Jag tar det [48] och riiknar upp till det [51].

Det iir det samma som minus. [Vad blir det di?] Tre. [Kan du gora det pa
ndgot annat siitt?] Du kan ocksd riikna bakdt, som, 50, 49, 48. Det har vi
lirt av var lirare.

Overgang till addition och upprikning ir typiskt for den steguisa berikningspro-
ceduren.

Ett mindre antal elever dubbelriknade ned till delen ocksd med hjilp av fing-
rarna.

Talsortvis berikning utfordes korrekt av tvé elever. Huvuddelen av eleverna
ddremot tillimpade konsekvent den berikningsversion, som ir avpassad for
subtraktion utan vixling pa subtraktion, som kriver vixling. Som illustration
till denna berikningsprocedur fir Inges resonemang tjana: ”[Hur utforde du be-
rikningen av 3 * 21?] 63. Jag tog 2 + 2 + 2, som 4r 6 och sedan 1 + 1 + 1, som
ir 3.” Eftersom ingen vixling behovdes, s& var det ritt version som anvindes.
Andra lyckades mindre bra, eftersom de anviinde fel version. Fia hivdade d&
hon [ste subtraktionen 51 — 48: ”[tystnad] 17. Jag tinkte att 5—4 och 1 — 8.”
Detta betyder, att eleven delade upp talen i tiotal och ental och beriknade dem
separat. Delresultaten blev 1 och 7. Efter kombination blev resultatet 17, vilket
visar, att fel version av algoritmen talsortvis berikning tillimpades. Flera elever
forsokte modifiera proceduren for talsortsvis berdkning for att passa subtraktion

Kommentar
2Vaxling

2inkorrekt
2inkorrekt

20cksa vaxling  3inkorrekt

2inkorrekt

2inkorrekt

2Qcksa vaxling

2inkorrekt

2inkorrekt
20cksa vaxling, inkorrekt
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med vixling. Négra elever lyckades, vilket Urbans resonemang ir exempel pa:
[20 — 10 = 105 7 — 11 = 4] fyra. Berikningen av tiotal och ental var for sig ir
typisk for algoritmen talsortsvis berikning. Eleven urskiljde inte ordningen av
termerna i den sista subtraktionen och skrev 7 — 11 istillet f6r 11 — 7 = 4. Emel-
lertid visade det sig, att eleven fick skillnaden till 4 4nd&.

Hilften av eleverna anvinde kompensationsberifkning och fick oftast korrekt
resultat. Uno forklarade: [nio plus fem?] Jag tinker att ett plus nio ir tio och d&
har jag fyra kvar, si det blir fjorton”. Att addera upp till tiotal och sedan fort-
sitta berikningen, karaketiriserar det sitt att resonera, som ir typiske for algorit-
men kompensationsberikning.

Tva av eleverna anvinde korrekta versioner av zransformationsberikning, med-
an nagra elever blandade ihop versionerna. Dan genomférde en korrekt berik-
ning med hjilp av transformationsberikningsalgoritmen. Han ombads berikna
82 — 47, han sade: "Det ir fyrtio ... Ndja, 45 om jag tar 2 — 7 d4 har jag fem
kvar och sedan tar jag 45 — 80 och det 4r 35.” Eleven subtraherade tvd frin varje
term och kastade om subtraktionen. Istillet for att komma fram till 80 — 45 s3
fick han 45 — 80. Trots den omkastade subtraktionen, illustrerar resonemanget
en principiellt korreke tillimpning av algoritmen fér transformationsberikning.

Nir Ivar ombads att berikna 51 — 49, forvixlade han de tv versionerna:
”Vad var det? D4 tar jag ett frin 51 och fir 50 — 50 och det ir noll.” Denna elev
exponerade alltsd ett av de vanliga misstagen, som ir férknippat med transfor-
mationsberikningsalgoritmen. Istillet for att subtrahera bida termerna med
samma tal, s subtraherade han ett frin 51 och adderade ett till 49. Han tillim-
pade den version, som ir anpassad for addition, pa en subtraktion.

Eleven Ed exponerade mixade beriikningar. ”[Hur gjorde du nir du berik-
nade 23 — 17?2]. Forst beriknade jag 20 — 10 och sedan minus sju och minus
tre [20 — 10 = 10; 10 — 7 = 3; 3 — 3] = 0.” Forst behandlas tiotalen och sedan
entalen. Modifikationen innebir, att entalen sju och tre subtraheras frén tiotalet
istillet for att beridknas separat. Om treorna hade adderats istillet for subtrahe-
rats i sista ledet, sd hade berikningen varit korrekt.

Som framgir av tabellen, si hade varje elev flera berikningsalgoritmer, nigra
utférdes korrekt, andra inte. En sammanfattning av situationen i denna klass
ir, att eleverna gav ett forvirrat intryck. De andra klasserna uppvisade liknande
resultat.

5.2.3 En komparativ analys av laromedel

och elevers berakningsprocedurer
Elevernas exponerade berikningsprocedurer jimfordes med hur procedurerna
presenterades i deras lirobocker. Huvudsakligen hade tvd olika lirobécker an-
vints, en i treorna och en i fyrorna. Det 4r viktigt att notera, att ingen av liro-
bockerna beskrev i vilket sammanhang de olika procedurerna skulle anvindas.
[ stillet angavs endast exempel. I den lirobok, som anvindes i drskurs tre, togs
den stegvisa berikningsproceduren (Jumping strategy) upp dven for subtrak-
tion, som d4 ersattes med motsvarande addition. Poingen med detta, som inte
beskrevs i boken, ir emellertid av avgdrande betydelse for elevernas korrekta
tillimpning av proceduren. Flera elever tillimpade den pa ett felaktigr sitt. Vid
berikning av till exempel, 17 — 7, fick ett antal elever detta till 7. De riknade
ned till 7 istillet for att rikna ner sju steg. Detta beteende var fast etablerat och
eleverna besvarade flera exempel pa samma sitt.
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Algoritmen for kompensationsberikning beskrevs i liroboken och flera elever
uppvisade, att de behirskade proceduren.

Det samma gillde i stort den av versionerna av transformationsberikning,
som var anpassad for subtraktion.

I liroboken beskrevs inte bida versionerna av den talsortsvisa beriknings-
strategin (Splitting strategy), utan bara den, som ir avsedd for subtraktion utan
vixling. Denna version anvinde emellertid ett flertal elever pd subtraktionsupp-
gifter, som krivde vixling och fick dirfor felaktiga resultat. Till exempel blev
51-49 =18.

Slutsatsen av liroboksanalysen for &rskurs fyra blev, att béckernas bristfilliga
beskrivningar speglades i elevernas misstag.

5.2.4 Utveckling av talfakta

I rskurs sju hade ungefir hilften av eleverna utvecklat talfakta. Denna firdighet
dr avgorande for elevers fortsatta inlidrning i matematik. Eleverna exponerade

i medeltal tre berikningsprocedurer forutom standardalgoritmen samt dub-
belrikning frin delen och ned till delen. De elever, som inte hade utvecklat
talfakta, exponerade minst en berikningsprocedur, som stundom gav felaktigt
resultat. Empirin visade séledes 4r det ett nédvindigt villkor for att talfakta

inte har utvecklats, att en tillimpning av berikningsprocedurerna inte alltid ger
korrekt resultat. Diremot exponerade de elever, som hade utvecklat talfakta, be-
rikningsprocedurer, vilka samtliga gav korrekta resultat. Om berikningsproce-
durerna alltid leder till korrekta resultat, si tycks detta vara et tillrickligt villkor
for att talfakea ska ha utvecklats (Bentley, 2008b).
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D4 tidigare deskriptiva analyser av TIMSS-resultaten redovisats, planerades vid
studien 2007 en kompletterande mer analytiskt inriktad redovisning. Ett pro-
blem med en sidan redovisning ir, att testuppgifterna maste beskrivas, for att
analysen skall kunna forstds. Eftersom ett antal uppgifter efter varje mittillfille
gors offentliga och de resterande uppgifterna f6rblir konfidentiella, s uppenba-
rades en mojlighet att analysera elevers lsningar av de offentliga uppgifterna.
En analys av detta slag kan ge en bild av elevernas kunskaper. Dessa kunskaper
kan forklara, varfor eleverna exponerar lyckade eller misslyckade losningar. I
fortsittningen kommer dirfér benimningen I6sningar att hinforas till bade sé-
dana, som leder till korrekta och sidana, som leder till inkorrekta resultat.

Analysen av orsakerna till TIMSS-resultatet bestdr av en specifik nivd och en
generell niva. P4 den specifika nivin beskrivs elevernas losningsstrategier samt
dessas frekvens. P4 den generella nivén ir kint frin tidigare forskning hur f6r-
stdelsen av begrepp och hur tillimpningen av procedurer kan péverka elevers
l6sningar. Genom att utnyttja kunskaper frin dessa bada nivéer kan slutsatser
dras om vilken f6rstdelse av begrepp och vilken tillimpning av procedurer, som
kan ligga bakom TIMSS-elevernas l6sningsstrategier. Denna kunskapsbild av-
slojar pa ett djupare plan orsakerna till TIMSS-resultatet och utgor dérfér en
solid grund f6r forbattringsatgirder.

Studien i Lilla Edet, dir ca 300 elever djupintervjuades, erbjod en grund,
som behovdes for att komplettera vissa delar i analysen av TIMSS-projektets
resultat.

Det kan ocksa konstateras att de begreppsmodeller, som anvinds i skolans
geometriundervisning, spelar en stor roll for elevernas 16sningsméjligheter,
ndgot som visar sig inte minst i den internationella forskningens resultat. Be-
greppsmodellernas operativa tillimpningsbarhet kan ocksd avgora hur svért det
ir for elever att 16sa en uppgift.

Inom algebra s& spelar variabelbegreppet en stor roll for elevernas forstdelse,
vilket inte bara ir beskrivet i internationella forskningsrapporter utan dven i
nationella. Aven andra uppfattningar om vissa centrala begrepp inom skolmate-
matiken kan péverka elevers framgdngar inom algebra omréidet.

Avsikten med denna studie dr dirfor att koppla elevernas sitt att 16sa testupp-
gifterna till hur de f6rstir centrala begrepp och tillimpar centrala procedurer i
skolmatematiken. Studien syftar dirfér till att genom analys av elevlosningar pa
de frislippta TIMSS-uppgifterna i drskurs fyra och 4tta belysa vilken forstaelse
av centrala matematiska begrepp och tillimpning av procedurer som eleverna
exponerat.

D4 det antal elever som genomf6rt TIMSS-testet ir forhéllandevis stort ér ge-
nerella slutsatser méjliga att dra utifrin trender som ir relativt frekventa. For att
med bred marginal vara pd den siikra sidan genomftrdes dessutom en motsva-
rande analys av elevlosningar av vissa uppgifter inom det nationella imnesprovet
for &rskurs 5 frin 2007.
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Syftet ir alltsd
* att beskriva elevers 16sningsstrategier av de inom TIMSS-projektet frislippta
uppgifterna i drskurserna 4 och 8 samt av de insamlade elevlsningarna av det

nationella amnesprovet i arskurs 5.

* att forsoka belysa vilken forstdelse av centrala matematiska begrepp och til-
limpning av berikningsprocedurer, som ligger bakom dessa elevers expone-
rade 16sningsstrategier.
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I TIMSS finns tre olika typer av uppgifter, som ir klassificerade efter hur los-
ningarna skall redovisas. Den f6rsta typen utgdrs av uppgifter med valbara svars-
alternativ, s kallade multiple-choice uppgifter. I den andra typen av uppgifter
skall eleverna endast redovisa ett svar och inte hur de kommit fram till detta,
medan i den tredje typen av uppgifter skall #ven 16sningsforfarandet redovisas.

Bedémningen av multiple-choice uppgifterna ir forhéllandevis enkel di en
elev har kryssat i en ruta for ett alternativ eller ¢j, vilket gor att statistisk behand-
ling av dessa alternativa val relativt enkelt resulterar i frekvensférdelningar for
uppgifterna. I flertalet uppgifter representerar inte distraktorerna vilka slump-
missiga fel som helst, utan misstag som har sina rétter i en specifik begrepps-
uppfattning eller en viss tillimpning av en procedur. Sddana alternativ har iden-
tifierats utifrin studien i Lilla Edet och tidigare forskning inom omradet, som
visar hur en viss begreppsuppfattning och procedurtillimpning manifesteras i
elevers 16sningar och svar.

Emellertid méste hinsyn tas till gissningar och dessas paverkan pa frekvens-
fordelningen. Om fyra svarsalternativ foreligger och dessa viljs slumpmassigt
s dr samtliga lika sannolika och 25 % av eleverna kommer att vilja varje alter-
nativ. Ett s kallat Chi*-test miter avvikelsen frin dessa forvintade frekvenser.
Om en tillrickligt stor avvikelse frin den forvintade fordelningen foreligger sd
beror den inte pd en gissning utan elevernas kunskaper anses ha gjort sig gil-
lande. Mot denna bakgrund har endast uppgifter med tydliga sddana avvikelser
anvints som underlag vid kartliggningen av elevernas kunskaper.

Beddémning av uppgifter, som endast kriver svar, har skett efter en mall som
anvinds internationellt inom TIMSS-projektet. I nagra fall har avvikande svar,
som har rétter i en specifik begreppsuppfattning eller en tillimpning av viss
procedur uppmirksammats i beddmningsmallen medan i andra har elevsvaren
analyserats pa nytt for att beskriva karaktiren pa de andra svar som har avgivits
samt for att avgora hur frekvent de férekommit.

Den tredje typen av uppgifter har erbjudit en rikare beskrivning av elevernas
l6sningsstrategier. Ett antal elevlosningar av dessa uppgifter har analyserat pa
nytt di bedomningsmallen inte alltid fokuserat pé olika typer av elevers 16s-
ningar utan mer pa deras svar. I dessa dokumenterade elevlsningar har det varit
mojligt att framfor alle se olika tillimpningar av berikningsprocedurer men dven
hur olika uppfattningar av begrepp kommit till utryck.

I bide &rskurs 4 och 8 bestir TIMSS-testet av fjorton olika uppgiftsblock.

I varje hifte ingdr tvd 14 uppgiftsblock pa ett sadant, sitt att en 6verlappning
mellan hiftena féreligger. Sex uppgiftsblock i vardera drskurs 4 och 8 ir frislipp-
ta. Varje sidant uppgiftsblock gors av ca 450 elever i rskurs 4 och av ca 550
elever i rskurs 8. Foljaktligen grundar sig denna resultatredovisning p4 totalt ca
6 000 elevers losningar.

Analysmaterialet i det nationella imnesprovet omfattade drygt 500 elevers
16sningar. Den totala populationen i en drskurs 4r ungefir 100 000 elever.

Del D av det nationella imnesprovet var sd konstruerat att vissa benimnda
uppgifter ledde till samma subtraktion, som nigon sida senare testades ickebe-
nimnt. Dessutom var de subtraktioner utan problemtext férsedda med korta
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beskrivningsalternativ om hur eleverna hade utfort berikningarna. Detta gjorde
det mojligt att jimfora elevers [6sningsstrategier i de bida kontexterna.

Vid redovisningen av resultatet frin Lilla Edet har fingerade namn anviinds
pd eleverna i den klass som redovisas. Eftersom skolledningen offentliggjort
projektet samt delar av resultatet i press, radio och TV har inte de vanliga etiska
reglerna i 6vrigt tillimpats vid redovisningen.

Férst har olika 18sningsstrategier for respektive testuppgift beskrivits. Direfter
har f6r varje omride konstaterats om det finns relevant forskning, som visar en
tinkbar orsak bakom de olika I6sningsstrategierna. Utifrin sidana forsknings-
resultat har det varit méjligt att skapa en bild av elevers kunskaper, olika sitt att
forsta eller missforstd begrepp samt hur tillimpningar av berikningsprocedurer
har skett. P4 detta sitt dr flera tinkbara orsaker till fsrekomsten av vissa elevsvar
och l6sningar kiinda. Dessa orsaker utgor tillrickliga villkor for denna férekomst
av elevlgsningar. Det kan emellertid inte omedelbart uteslutas att elever kan ge
motsvarande svar eller 16sningar av andra anledningar. Mot denna bakgrund ir
det viktigt att endast relativt frekventa val av svarsalternativ och 13sningsstra-
tegier behandlas. I ett sddant fall minskar sannolikheten att ett slumpmissigt
misstag skulle ha samma karaktir, som exempelvis ett misstag som beror pd
olika sitt att forstd eller missforstd ett begrepp eller tillimpning av beriknings-
procedur i fel kontext. Detta ir alltsd anledningen till att endast orsaken bakom
hogfrekventa svarsalternativ och 1sningsstrategier har analyserats.

I de frekvenser, som olika svarsalternativ har i TIMSS internationella under-
lag, har ocksa de elever, som inte forsoke losa en uppgift medtagits i frekvensfor-
delningen. Det ir viktigt att notera att man inte riktigt kan veta anledningen till
att eleven inte forsokt. Detta behover inte nédvindigtvis betyda att eleven inte
kan l6sa uppgiften, en annan orsak kan tillexempel vara tidsbrist eller ovilja att
delta i undervisningen. Vid den férnyade genomgingen av testuppgifter med
redovisade l6sningar, visade det sig att manga av de elever, som limnat blankt
pa den analyserade uppgiften, hade f6rsokt 16sa uppgifterna, som var placerade
bide fére och efter den. Detta tyder troligtvis inte pa tidsbrist utan mer pa att
eleven faktiske inte klarat att l6sa uppgiften. I ndgra fall var samtliga uppgifter
efter den analyserade blanka. Detta har emellertid tolkats, som att eleven upp-
levde tidsbrist. I det forra fallet har dirfor for dessa uppgifter ocksé redovisats
frekvensen for de elever som inte forsoke 16sa testuppgiften. Speciellt i de fall da
relativt ménga elever avstdtt frin att forsoka losa en uppgift har detta redovisats
sirskilt.
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MO04_01

For eleverna i drskurs 4 ligger TIMSS-resultatet inom delomrédena aritmetik
och geometri under EU/OECD-genomsnittet. Det 4r mot denna bakgrund som
utfallet p& dessa omridens testuppgifter analyseras och beskrivs.

Testuppgifterna avseende elevers aritmetiska forméga omfattar huvudsakligen
forstdelse av talbegreppet samt forstdelse och tillimpning av inblandade opera-
tioner. I det f6ljande kommer dirfér, férutom enkodningsprocessen, operatio-
nerna addition, subtraktion, multiplikation och division att beréras. Aven enkla
berikningar med tal i brikform samt proportionalitet kommer att tas upp.

8.1.1 Talbegreppet

Testningen av talbegreppet omfattar fyra uppgifter. Den forsta uppgiften
(M04_01) forutsitter forstaelse av begreppet platsvirde.

Vilket tal motsvarar 3 ental + 2 tiotal + 4 hundratal?

® 432
423
© 324
©

234

I de fyra alternativen ir siffrorna permuterade. Det mest frekventa alternativet
ir ocksd det korrekta, 423, och ir valt av fyra femtedelar av eleverna (79,5 %).
Det niist frekventa alternativet, 324, har ungefir en sjundedel av eleverna valt
(14,7 %). Detta alternativ representerar det reverserade talet till 423. Denna

reversering ir kind som ett vanligt misstag bland yngre elever (Johansson, 2005;
Bentley, 2008b).

I den andra uppgiften (M07_03) skall eleverna vilja vilket av fyra tal som ir
nirmast tio.
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MO07_03
Vilket av dessa tal ligger narmast 10 i storlek?

® 010
9,99
© 10,10
©® 1090

Det korrekta alternativet, 9,99, valdes av tre fjirdedelar av eleverna (75,0 %).
Tillsammans fastnade ungefir 10 % av eleverna f6r de bida distraktorerna 0,10
och 10,10. Trots den relativt hdga 16sningsfrekvensen (75,0 %) dr den @nda inte
tillfredstillande, da en fjirdedel av eleverna inte lyckades lsa uppgiften.

I den tredje uppgiften (M02_01) skall eleverna storleksordna fyra tvasiffriga tal.

i M02_01
1 vilket alternativ ar talen ordnade fran det STORSTA till det MINSTA? -

® 36,43, 66,87
66, 43, 36, 87
© 87,66,36,43
)

87, 66, 43, 36

Négot mer 4n tre fjirdedelar av eleverna (77,4 %) valde det korrekta alternativet
d). Den mest frekventa distraktorn (12,3 %) var a), som i stillet representerar
en storleksordning frin det minsta till det storsta. Det kan ju forefalla mer na-
turligt for eleverna att storleksordna frin det minsta till det storsta, d& tallinjen
har den uppstillningen och talraden vanligtvis behandlas pd det sittet. Det dr
anmirkningsvirt, att det finns elever (10,3 %), som inte har fitt lira sig att
storleksordna talen upp till 100. Denna aspekt av talbegreppet, benimnd talens
mdnghet (numerosity) ir enligt Marton & Booth (2000) en férsummad aspekt.
Denna minghet missas litt, dd undervisningen har en procedurell inriktning,
det vill siga nir de fyra elementira operationerna behandlas mekaniskt.

Den fjirde uppgiften (M07_07) handlar om en skala och en visare. Skalstrecken
mellan 300 och 400 ir indelade i fem skaldelar av lika storlek. P4 detta sitt re-
presenterar varje del 20 enheter. Visaren pekar pé det andra skalstrecket riknat
fran 300. Fyra multiple-choice alternativ presenteras.
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MO7_07

M01_06

Vilket tal pekar visaren pa i skalan?

® 302
310
© 320
©)

340

Det mest frekventa alternativet, som valdes av en majoritet av eleverna

(57,1 %), idr ocksé det korrekrta, 340. Utifran en logisk utgdngspunke bér 320
vara den mest frekventa distraktorn. Nistan en tredjedel av eleverna (30,0 %)
valde detta alternativ. Distraktorns relativt héga frekvens beror troligen pd, att
elever har begrinsad erfarenhet av detta sitt att dela in intervall med skalstreck.

8.1.2 Addition
Addition testas med endast en uppgift (M01_06). Den huvudsakliga svarighe-

ten tycks inte vara operationen som sidan utan snarare enkodningen av pro-
blemsituationen, vilken representerar en jimforelse. Aven forstielsen av tidsbe-

greppet och beteckningar forknippad med det kan ha véllat problem.

David, Robert och Linnea gér hem fran skolan tillsammans. Det tar dem 25
minuter att komma hem till Linnea. Sedan tar det David och Robert 10 minuter
att komma hem till Robert. Dirifran tar det David 5 minuter att ga hem.

Vilken tid maste de ga frén skolan for att David ska komma hem till kl. 15.50?

Svar:

For att 16sa problemet maste 25, 10 och 5 adderas. Resultatet skall sedan subtra-
heras fran 15.50. Hilften av eleverna l6ste problemet (49,7 %), den andra hilf-
ten gjorde det inte (50,3 %). Den huvudsakliga svarigheten tycks vara enkod-
ningen av problemsituationen. Enligt tidigare forskning (Fuson, 1992) ir just
jimforelsesituationer svira att enkoda, om de inte tidigare behandlats ordentligt
i undervisningen.
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8.1.3 Subtraktion
Eftersom det i testningen av subtraktion i flera uppgifter ingick problemtext, si
var den huvudsakliga svarigheten oftast inte berikningen utan enkodningen av
problemen.

Den férsta testuppgiften (M01_02) handlade om en olislig siffra i standard-
algoritmen for subtraktion.

M01_02
942
k7
415

Magnus gjorde subtraktionen i ldxa, men spillde lite av sin saft pa den. En siffra
kunde inte ldsas. Hans svar, 415, var ritt. Vilken &r siffran som saknas?

Svar:

Det korrekta svaret ir siffran 72", eftersom differensen mellan 942 och 527 ir
415. I tabell 2 presenteras kategorierna avseende elevernas olika sitt att resonera.

Tabell 2  Kategorier som representerar elevernas olika satt att resonera
vid berakningen av 942 - 5 7, arskurs 4, n = 461

Relativ
Kategorier Frekvens* frekvens (%) Typiska svar
Korrekt i princip 94 20,4 527
Talsortsvis berakning utan vaxling 250 54,2 537
Additiva berakningar 29 6,3 557
Andra typer av inkorrekta berakningar 60 13,0 -
Ingen berakning utford 28 6,1 -
Totalt 461 100,0

* Ej viktade frekvenser

En mindre grupp elever (20,4 %) lyckades 1sa uppgiften korrekt. Majoriteten
av eleverna (54,2 %) anvinde talsortsvis berikning utan vixling och fick dir-
med det inkorrekta svaret 3. I den procedurella modellen, talsortsvis berikning,
opererar eleverna pa hundratal, tiotal och ental var for sig. Den korrekta ver-
sionen av talsortsvis berikning var uppenbarligen inte kiind av eleverna, sa de
anvinde den version, som inte var avsedd for vixling. Detta betyder att vixling
fran fyra, for att utfora berikningen 2 — 7, inte beaktas och att ett tiotal inte
vixlades fran fyran.

Andra typer av misstag forekom av vilken en reverserad subtraktion av tio-
talen, som resulterade i svaret fem, var frekvent. Att déma av resultatet frin det
nationella amnesprovet, sd hade endast ungefir en tredjedel av eleverna lirt sig
standardalgoritmen f6r subtraktion i undervisningen. Detta kan till stor del for-
klara den extremt liga 16sningsfrekvensen.

Den andra testuppgiften (M01_03) handlade om en jimfdrelse av olika antal
flickor under tv3 skolir.
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M01_03

MO02_05

Forra dret var det 92 pojkar och 83 flickor i Mariaskolan. I ar ar det 210 elever,
och 97 ér pojkar. Hur ménga fler flickor 4r det i &r dn det var forra aret? Visa din
utrakning.

Svar:

Enkodningsprocessen av jimforelsesituationen kunde leda till tvd pa varandra
foljande subtraktioner, 210 — 97 = 113 och 113 — 83 = 30. §4, det var alltsa 30
flickor fler detta ar 4n forra aret. Eleverna uppvisade dven andra sitt att 16sa upp-
giften. Kategoriseringen av enkodningen och berikningarna presenteras i tabell 3.

Tabell 3  Kategorier av elevernas enkodning och berélfning av "Problemet
om jamforelse av antalet flickor”, MO1_03, Arskurs 4, n = 457

Relativ
Kategorier Frekvens* frekvens (%) Typiska svar
Korrekt enkodning och korrekt berékning 111 24,3 30
Korrekt enkodning men inkorrekt berakning 42 9,2 20
Inkorrekt enkodning men korrekt berakning 121 26,5 113
Inkorrekt enkodning och inkorrekt berakning 62 13,6 103
Icke kategoriserad 39 8,5
Ingen ansats att I6sa uppgiften 82 17,9
Totalt 457 100,0

*Ej viktade frekvenser

Négot mindre 4n en fjirdedel av eleverna (24,3 %) lyckades med att enkoda upp-
giften och utféra berikningen korreke. Enligt tidigare forskning (Fuson, 1992) ir
just jimforelsesituationer svéra att enkoda, om de inte tidigare frekvent behand-

lats i undervisningen.

Den tredje testuppgiften (M02_05) behandlade subtraktion av decimaltal:

Subtrahera
53-3,8

Svar:

Enligt den bedémning som gjorts inom ramen f6r TCMA' (Test of Curriculum
Matching Analysis) faller denna testuppgift inte inom uppniendemélen for &rs-
kurs 5 i kursplanen for matematik. Misstagen som eleverna gor 4r 4nd4 intres-
santa, eftersom de foljer samma manster som de, som matchar kursplanens mal.
Elevernas principiellt olika sitt att resonera presenteras i tabell 4.

! Se appendix C i TIMSS 2007, internationella matematikrapport
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Ungefir en tredjedel av eleverna uppvisade en huvudsakligen begreppsligt kor-
rekt forstdelse av platsvirde och subtraktion. En andra tredjedel utférde ingen
berikning, medan ungefir en fjirdedel exponerade den talsortsvisa berikningen
avsedd for subtraktion utan vixling, som i detta fall var en inkorreke tillimpning.

Den principiellt korrekta 13sningen omfattade tre olika sitt att 16sa uppgif-
ten. En relativt stor grupp av dessa elever behirskade helt platsvirdesbegreppet
och subtraktionen, en mindre grupp missade decimaltecknet och fick 15 istillet
for 1,5. En 4nnu mindre grupp gjorde mindre fel i berikningarna.

Tabell 4  Kategorier av elevers principiella satt att I6sa subtraktionen,
5,3 - 3,8, arskurs 4, n = 461

Relativ
Kategorier Frekvens* frekvens (%) Typiska svar
Principiellt korrekt 161 34,9 1,5
Talsortsvis berakning utan vaxling 118 25,6 2,5
Andra typer av inkorrekt berakning 41 8,9 -
Ingen berakning utford 141 30,6 -
Totalt 461 100,0

*Ej viktade frekvenser

En av de mest frekventa l6sningarna var resultatet av en tillimpning av den
felaktiga versionen av strategin for talsortsvis berikning. Det som ir typiskt for
denna inkorrekta version ir, att subtraktionen genomfors utan vixling fastin
den egentligen kriver detta. I en sidan felaktig tillimpning dras alltid det min-
dre talet frin det stérre. Manga elever uppvisade hur de anvinde fel version av
strategin for talsortsvis berikning, en mindre grupp missade dessutom decimal-
tecknet medan en annan grupp gjorde nigra mindre riknefel.

En l6sningsstrategi bestod av en addition av talen istillet for av en subtrak-
tion. En annan bestod av att utférandet av subtraktionen startade frin vinster i
kombination med felaktig vixling. Dessutom férekom nigra mindre fel i berik-

ningarna.

Den fjirde testuppgiften (M01_07) innehdll, fsrutom en subtraktion, ett en-
hetsbyte fran liter till milliliter.

MO01_07
En flaska innehaller 1 liter vatten. Tony hiller ur 250 milliliter i ett glas. Hur

mycket vatten finns det kvar i flaskan?

Svar: milliliter

Knappt hilften av eleverna (46,3 %) l5ste problemet, medan ungefir en tred-
jedel (31,9 %) inte gjorde det och en drygt femtedel (21,8 %) inte forsokee.
Det huvudsakliga problemet i denna uppgift ir troligen inte subtraktionen i sig
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MO01_08

utan omvandlingen av enheter frn liter till milliliter. Enkodningen av denna
”forandring-ta-bort-situation” som leder till en subtraktion, kan inte ha orsakat

eleverna alltf6r stora problem.

Den femte testuppgiften (M01_08) var det sa kallade “katt problemet”.

Alj ville ta reda pa hur mycket hans katt vigde. Han vigde sig sjilv och sdg att
vagen visade 57 kg. Sedan steg han upp pa vagen medan han holl i katten och sag
att vagen visade 62 kg.

Vad var kattens vikt i kilogram?

Svar:_ kilogram

Problemet kunde lésas med operationen 62 — 57. Ocksa vid analysen av denna
uppgift gors en dtskillnad mellan enkodningsprocessen och berikningen av den
matematiska modellen. Som visas i tabell 5 s& hade minga elever 16st problemet

korrekt.

Tabell 5 Kategorier av elevernas enkodning och berakning av
"Kattproblemet: 62 — 57”7, M01_08, arskurs 4, n = 457

Relativ

Kategorier Frekvens* frekvens (%) Typiska svar
Korrekt enkodning och korrekt berékning 329 72,0 5 kg
Korrekt enkodning men inkorrekt berakning 27 5,9 15 kg
Inkorrekt enkodning men korrekt berakning 0 0 -
Inkorrekt enkodning och inkorrekt berakning 48 10,5

Ingen ansats till 16sning 53 11,6

Totalt 457 100,0

*Ej viktade frekvenser

Nigra elever (5,9 %) kom fram till den matematiska modellen 62 — 57, men
16ste den inte korrekt utan fick 15 kg. Detta visade sig motsvara en inkorrekt
anvindning av den version av talsortsvis berikning, som ir avsedd f6r subtrak-
tion utan vixling. Denna berikning krivde vixling.

En nagot storre grupp elever (10,5 %) lyckades inte enkoda problemet kor-
rekt. En grupp av ungefir samma storlek (11,6 %) forsokte inte 16sa uppgiften.
Detta kan bero pd, att det ir en jimforelsesituation, som skall enkodas. Man
jimfor vikten av Ali med vikten av Ali och hans katt. Aven enhetsbeteckning-
arna kilogram och férkortningen kg kan ha forvillat eleverna.

Den sjitte testuppgiften (M02_06) handlade om att képa olika saker.
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Bo har 10 zed. Till lunch képer han en flaska fruktjuice for 2,50 zed och en Mo2_06

smorgas for 3,85 zed. Hur mycket pengar har Bo kvar nar han betalat sin lunch?

@  3,65zed
4,75 zed
© 635zed
© 1635zed

Av de fyra multiple-choice” alternativen representerade tre av dem olika siitt
att enkoda problemet. Det forsta var korrekt, 3,65 zed. Det erhélls genom att
subtrahera kostnaden for bade juicen och smorgdsen, 10 — 2,50 — 3,85. Nigot
mer 4n en femtedel av eleverna (22,1 %) valde detta alternativ. Det andra alter-
nativet, 4,75 zed, var ett tinkbart svar men omgjligt att erhélla genom enkla
berikningar. Lite mer dn en fjirdedel (27,4 %) valde detta alternativ. Det tredje
alternativet, 6,35 zed, kunde fis genom att addera 2,50 och 3,85. En majoritet
av eleverna (42,2 %) hade valt detta alternativ. Det sista alternativet, 16,35 zed,
kunde erhéllas genom att addera alla tillgingliga tal, 10 + 2,50 + 3,85. En min-
dre grupp av elever (1,7 %) valde detta. Det faktum att ménga elever inte valde
detta alternativ torde bero pd insikten, att om Bo hade 10 zed, s& kan han inte
fd mer pengar, nir han képer nigot.

Det huvudsakliga hindret f6r att lsa problemet tycks vara enkodningen av
problemtexten, trots att den representerar en forindring-ta-bort-situation.

Den sjunde testuppgiften (M07_02) var en berikning av en subtraktion av tvd
decimaltal.

MO7_02
12,36 - 9,7 =

Svar:

Denna uppgift bedéms inte ingd i uppndendenivan f6r drskurs 5 i kursplanen i
matematik. Sdsom syns i tabell 6, s har bara fyra elever lyckats 16sa uppgiften
korrekt. Nistan hilften av elevsamplet (48,1 %) anvinde sig av den felaktiga
versionen av strategin for talsortsvis berikning, dvs. den som 4r avsedd fér sub-
traktion utan vixling. En mindre grupp (6,5 %) adderade talen istillet for att
subtrahera dem. En knapp fjirdedel (24,5 %) exponerade en losningsstrategi,
som inte var mdjlig att identifiera. Nistan en femtedel av eleverna (19,0 %) vi-
sade ingen ansats till 16sning.
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Det ir troligt, att om eleverna hade forstitt begreppet platsvirde och varit
fortrogna med den version av den talsortsvisa berikningsstrategin avsedd for
subtraktion, som kriver vixling, sa hade betydligt fler kommit fram till ett kor-
rekt resultat.

Tabell 6 Kategorier av elevers principiella satt att utféra subtraktionen,
12,36 - 9,7, arskurs 4, n = 216

Relativ

Kategorier Frekvens* frekvens (%) Typiska svar
Principiellt korrekt 4 1,9 2,66
Talsortsvis berakning utan vaxling 104 48,1 3,29
Additiva berakningar 14 6,5 21,43
Andra typer av inkorrekta berakningar 53 24,5 -
Ingen berakning utford 41 19,0

Totalt 216 100,0

*Ej viktade frekvenser

Den sista testuppgiften (M07_08) inom omradet subtraktion handlade om nir
John skulle baka kakor.

John ska baka kakor. Han behéver virma ugnen i 10 minuter och sedan gradda
kakorna i 12 minuter. John vill vara klar med sitt kakbak kl. 11.00. Nir bor han
senast sitta pa ugnen?

® 10.38
10.48
© 10.50
© 1122

For att [6sa problemet behover 10 minuter och 12 minuter adderas och sedan
subtraheras frin 11.00. Adderandet innebar troligen ingen svarighet. Subtrak-
tionen diremot forutsitter att en timma kan vixlas till 60 minuter frin vilket 22
minuter sedan skall subtraheras. Problemet kan uppfattas som en "utjimnings-
situation”, dir starttidpunkten skall med hjilp av tiden f6r uppvirmning och
kakbak skall "utjaimnas” att bli 11.00.

Av de fyra givna alternativen var det korrekta, 10.38, ocksa det mest frekvent
valda (56,0 %). Den av flest elever (25,8 %) valda distraktorn var 10.48. Den
representerar subtraktionen av 12 minuter frin 11.00. De andra tvi distrakto-
rerna var lagfrekventa.

Den huvudsakliga svarigheten tycks vara enkodningen och subtraktionen
fran tidpunkten 11.00 med atf6ljande vixling.

8.1.4 Multiplikation
Multiplikation testas med sex uppgifter. Enkodningsprocessen har en central
roll i fem av dessa uppgifter.

Den férsta testuppgiften (M02_03) handlar om multiplikation av tv4 hela tal.
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MO02_03
Multiplicera 53 « 26

Svar:

Uppgiften bedoms inte ingd i grundskolans uppniendemal fér drskurs 5 i mate-
matik. Elevers sitt att 16sa uppgiften reflekterar indd deras kunskaper, vilket gor
att deras losningar 4r intressanta att analysera. I tabell 7 presenteras elevernas
l6sningsstrategier. Den talsortsvisa berikningen har en framtridande plats bland
l6sningsstrategierna. I kategorin, korrekt i princip, exponerade eleverna att de
bade behirskade platsvirdesbegreppet och operationen multiplikation.

Tabell 7  Kategorier representerande elevers Iésningsstrategier vid
berakning av 53 * 26, arskurs 4, n = 461

Relativ
Kategorier Frekvens* frekvens (%) Typiskt svar
Korrekt i princip 20 4,3 1378
Talsortsvisberakning 246 53,4 118
Andra l6sningsstrategier 79 17,1 -
Ingen ansats till 16sning 116 2,2 -
Totalt 461 100,0

*Ej viktade frekvenser

I nigra f3 fall var emellertid multiplikationen korrekt utférd medan additionen
av de partiella produkterna inte var det. Tal i fel positioner adderades, ndgot
som illustreras i tabell 8.

Tabell 8 Korrekt multiplikation av de partiella produkterna, addition av
de partiella produkterna och forskjutningen av deras positioner

Forskjutningen av tiotalens Entalen multi- Den resulte- Relativ
position multiplicerade med 53  plicerade med 53  rande summan Frekvens frekvens (%)
106 318 424 3
1060 318 1378 20 4,3
10 600 318 10918 1
106 000 318 106 318 1

Den talsortsvisa berikningen tillimpades av en majoritet av eleverna (53.4 %)
som syns i tabell 7. Talen i entals- och tiotalspositionerna multiplicerades sepa-
rat, tiotal multiplicerades med tiotal och ental med ental. Nir de partiella pro-
dukterna skulle adderas kunde de ocksé forskjutas till inkorrekta positioner,.

Bakom ett sddant sitt att utféra multiplikationen ligger troligen en out-
vecklad forstdelse av platsvirdesbegreppet. Kategorin, andra 18sningsstrategier,
i tabell 7, omfattade mest additiva och subtraktiva tillimpningar istillet for

multiplikativa.

Atta barn skall dela p3 ett antal godisbitar i nista testuppgift (M03_01).
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M03_01

MO03_03

En grupp om 8 barn dter sammanlagt 74 godisbitar. Hur ménga fler godisbitar
behovs for att barnen ska fa lika méanga var?

Svar:

Kategorierna av elevernas enkodning av problemet och berikning presenteras
i tabell 9. Ungefir hilften av eleverna (44,6 %) bade enkodade problemet och
utfrde berikningen korrekt. En sjittedel (16,4 %) enkodade problemet inkor-
rekt men utforde en korrekt berikning medan en dryg fjirdedel (25,7 %) inte

visade ndgon ansats att 16sa problemet.

Tabell 9  Kategorier av elevernas enkodning och berakning av
“Godisproblemet”, M03_01, arskurs 4, n = 451

Kategorier Relativ
Frekvens* frekvens (%) Typiska svar

Korrekt enkodning och korrekt berakning 201 44,6 6 fler
Korrekt enkodning men inkorrekt berakning 6 1,3

Inkorrekt enkodning men korrekt berakning 74 16,4 9 fler
Inkorrekt enkodning och inkorrekt berakning 1 0,2 -
Icke kategoriserad 50 11,1

Ingen ansats till 16shing 116 25,7

Totalt 451 100,0

* Ej viktade frekvenser

Det storsta hindret for att losa problemet tycktes vara enkodningen och inte be-
rikningen. Problemsituationen benimns "lika grupper”. Men enligt Fischbein
et al. (1985) anvinder elever ofta enkla intuitiva modeller f6r enkodningen,
exempelvis anvinds upprepad addition som modell f6r multiplikation. Denna
modell kan, om den appliceras pd denna uppgift, snarare ka svarighetsgraden

4n minska den.

I den tredje testuppgiften (M03_03) miitte Karl lingden p4 svarta tavlan.

Karl mitte skrivtavlans lingd med en 30-centimeterslinjal. Skrivtavlan var 6 cm
kortare dn 9 ganger linjalens lingd. Hur lang ér skrivtavlan?

® 264cm

270 cm
© 276cm
©

279 cm
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Fyra multiple-choice alternativ gavs av vilka det korrekta, 264 cm, var det mest
frekvent valda (38,6 %). Négra av distraktorerna var emellertid ocksd hogfrek-
venta. Den férsta distraktorn representerar 9 ginger lingden av linjalen, 270 cm
(27,8 %), den andra, 276 cm, representerar 9 ginger lingden av linjalen plus 6
cm, istillet f6r minus 6 cm (16,0 %). Den sista distraktorn, 279 cm, som ocks3
var lagfrekvent vald (4,3 %), representerar inte nigon tydlig berikningsmajlig-
het. En liten grupp elever (13,3 %) hade inte forsokt losa uppgiften.

Aven i detta fall tycks det av frekvensfordelningen att déma, som om enkod-
ningen har vallat stérst problem och inte berikningarna i sig. Problemet repre-
senterar en subtraktiv jimf6relsesituation, som troligen behandlats otillrickligt i
undervisningen (Fuson, 1992).

I denna, den fjirde uppgiften (M05_01), ges fyra alternativ, som representerar
de fyra operationerna addition, subtraktion, multiplikation och division.

MO05_01
Det finns 9 rader med stolar. Varje rad har 15 stolar. Vilken av dessa berikningar h

ger det totala antalet stolar?

® 15/9
15-9
© 15-9
©)

15+9

En stor majoritet av eleverna (82,6 %) valde det korrekta alternativet 15 * 9.
Den matematiska modellen av problemet representerar en typisk lika-grupper-
situation, vilket ocksé kan férklara den hoga l6sningsfrekvensen. Begreppsligt
sett borde multiplikationen ha skrivits 9 * 15. Aven en enkel intuitiv modell av
multiplikation, som upprepad addition, skulle duga for att 16sa uppgiften. En
multiplikation, som 15 * 9, tillhér uppniendemadlen i matematikkursplanen for

denna aldersgrupp.

I den femte uppgiften (M05_05) férekommer en jimforelsesituation.
MO05_05

En man tog sina 3 barn till en nojespark. Biljetter for vuxna kostar dubbelt s&
mycket som for barn. Pappan betalade sammanlagt 50 zed for de 4 biljetterna.

Hur manga zed kostade varje barns biljett? Visa din utrikning.

Svar:

Biljetterna f6r vuxna kostar dubbelt s& mycket som for barn. Om kostnaden
for barnen ir utgingspunkten, s kostar en vuxenbiljett lika mycket som tvd
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barnbiljetter. Den sammanlagda kostnaden for 5 barnbiljetter 4r 50 zed. S en
barnbiljett kostar 10 zed.

Niégot mindre 4n en tredjedel av eleverna (32,3 %) loste uppgiften fullstin-
digt, vilket var bittre in EU/OECD lindernas genomsnitt (15,5 %). Minga
elever (22,2 %) hade dock svarigheter antingen med att beskriva hur de loste
uppgiften eller med sjilva berikningen efter en korrekt enkodning. Den trots
allt 1aga losningsfrekvensen forklaras av att jimforelsesituationer ér forhallande-
vis svira att enkoda (Fuson, 1992).

Enkodningen av det sista testproblemet (M05_07) resulterade i en modell, som
bestod av tvé olika multiplikationer och en efterféljande addition.

Maria har 6 roda askar. Varje rod ask innehéller 4 blyertspennor. Hon har ocksa 3
blaa askar. Varje bla ask innehaller 2 blyertspennor. Hur manga blyertspennor har
Maria sammanlagt?

® 6
® 15
© 24
© 30

Det forsta alternativet, 6, representerar additionen av 2 och 4. Det var lagfrek-
vent valt (9,7 %). Det andra alternativet, 15, som representerade additionen av
alla talen i uppgiften, 2 + 3 + 6 + 4, valdes ocksa lagfrekvent (6,3 %). Det tredje
alternativet, 24, som erhélls genom att multiplicera 6 och 4, hade en frekvens,
som inte avvek frin de andra alternativens frekvenser. Det fjirde alternativet,
30, som var det korrekta, uppniddes genom att f6rst utféra multiplikationerna
6 * 4 och 2 * 3 och sedan genom att addera de partiella produkterna 24 och 6.
Nigot mindre 4n tre fjirdedelar av eleverna (72,5 %) valde detta alternativ.

Trots att problemsituationen representerade lika grupper” och en additiv be-
greppslig kombination, var l6sningsfrekvensen férhéllandevis lag.

8.1.5 Division

Fore analysen av testuppgifterna avseende division kan den begreppsliga skill-
naden mellan innehélls- och fordelningsdivision 4terigen behova belysas. I det
diskreta fallet representerar innehallsdivision ett antal objekt, som i sin tur inne-
haller ett annat antal objekt, vilka bida ir innehdllna i det totala antalet objekt.
Férdelningsdivision diremot innebir en férdelning av ett antal objekt pi ett
begrinsat antal objekt, exempelvis personer (Se avsnitt 4.1.4). I den f6ljande
analysen kommer begreppen innehélls- och fordelningsdivision att anvindas.

Den forsta uppgiften (M01_01) handlar om en konstellation av bilar pa en
parkeringsplats.
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MO01_01
P4 en parkeringsplats stod 762 bilar parkerade i 6 rader med lika manga i varje

rad. Hur ménga bilar stod det i varje rad?

Svar:

Losningsfrekvensen pd uppgiften var lag (10,1 %). Uppgiften kan 16sas med
en kort divisionsuppstillning och svaret blir dd 127 bilar i varje rad. Forkla-
ringen till den laga 16sningsfrekvensen star inte primirt att finna i problemets
begreppsliga uppbyggnad, eftersom det representerar en fordelningsdivision.
Begreppet fordelningsdivision forstds ganska tidigt under skoltiden (Fischbein,
et al. 1985). Det stora talet, som representerar antalet bilar, kan f6r denna &l
derskategori leda till en alltfor komplex division. Kunskapen, som i 6vrigt dr
nédvindig for att 16sa uppgiften, ryms inom uppndendemdélen for drskurs 5 i
matematikkursplanen.

Det andra problemet (M02_02) fokuserade frigan om hur manga bord som be-
hévdes for att 28 personer skulle fa plats.

M02_02

Det finns plats for 4 personer vid ett bord.
Hur kan du rakna ut hur manga bord som behovs for att 28 personer ska fa plats?

(A Multiplicera 28 med 4.
Dividera 28 med 4.

(© Subtrahera 4 frin 28.
(© Addera 4 till 28.

Svarsalternativen omfattade de fyra elementira operationerna multiplikation,
division, subtraktion och addition. Distraktorn, som representerade multipli-
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MO03_06

MO04_05

kationen attraherade flest elever (45,8 %) medan det korrekta alternativet, att

dividera 28 med 4, valdes av en mindre grupp elever (31,9 %). De tv sista al-
ternativen, subtraktion och addition, hade bida ganska ldga frekvenser (4,0 %,
12,1 %).

Innehéllsdivision var i denna uppgift den begreppsliga utgdngspunkten och sva-
rar pd frigan hur manga grupper av fyra, som ir innehéllna i 28. Eftersom inne-
hillsdivision vanligtvis behandlas otillrickligt i undervisningen, s3 ir detta troligen
den avgorande orsaken till den relativt 1iga 16sningsfrekvensen (Greer, 1992).

Den tredje testuppgiften (M03_06) innehéller endast en berikningsuppstill-

ning.

64/ =01

I denna uppstéllning stdr [] for ett och samma tal. Vilket tal star [ ] for?

® 4
® 8
© 16
© 32

Uppfattningen av likhetstecknet kan ha spelat en avgérande roll vid lésningen
av uppgiften. Med en dynamisk uppfattning ir uppgiften mer eller mindre
omdjlig att [6sa. Den statiska uppfattningen krivs (Ginsburg, 1977; Behr, Erl-
wanger & Nichols, 1980; Kieran, 1981; Falkner, Levi & Carpenter, 1999; Car-
penter, Franke & Levi, 2003).

Alternativen bestdr av multipler av talet fyra. Det korrekta alternativet 8
valdes ungefir lika frekvent (26,6 %) som den sista distraktorn 32 (24,8 %). I
EU/OECD - gruppen lyckades mer 4n dubbelt sd manga elever (57,0 %) losa
uppgiften. Den forsta distraktorn 4 var lgfrekvent vald och den tredje distrak-
torn 16 mer frekvent vald (15,3 %). Till exempel har subtraktionen 64 — 0 =0
l6sningen 32. Storleken pa de i uppgiften ingdende talen dr ndgot storre dn de i
nista uppgift, vilken har en nagot hogre 16sningsfrekvens. Knappt en fjirdedel
av eleverna (24,7 %) forsokte inte 16sa uppgiften.

Lars lade pennor i askar (M04_05).

Lars hade 32 pennor och 4 askar fér pennorna.
Han lade lika ménga pennor i varje ask.
Vilken av uppstillningarna beskriver hur manga pennor han lagger i varje ask?

® 32+4=0
32-4=0
© 32:4=0
© 32/4=0
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De fyra givna alternativen representerar pd samma sitt som i tidigare uppgift de
fyra elementira operationerna, addition, subtraktion, multiplikation och divi-
sion. Tva tredjedelar av eleverna (62,2 %) plockade ut det korrekta alternativet,
32/4 = . Sammantaget var de olika distraktorerna ligfrekventa (29,7 %).

Losningsfrekvensen jimfort med en liknande uppgift (M02_02) ir hogre.
Detta har sin forklaring i, att det ir friga om en férdelningsdivision, ett be-
grepp som eleverna normalt internaliserar tidigt under skoltiden (Fischbein, et
al.,1985). Dessutom tillhér de ingdende talen ett intervall, som méjligen dr mer
avpassat for denna &ldersgrupp.

Aven testuppgiften (M05_02) vilken handlar om delning av ett rep hade en re-
lative hog losningsfrekvens (62,0 %).

MO05_02
Ett rep som &r 204 cm léangt klipps i 4 lika langa delar. Hur lang ér varje del?

Svar: cm

En tredjedel (29,7 %) av eleverna loste dock inte problemet. Talen i uppgiften var
sirskilt avpassade for att underlitta berikningen med en kort divisionsuppstill-
ning. Begreppsligt dr detta en fordelningsdivision, vilket tillsammans med de an-
passade talen indé kan ha bidragit till den ndgot forbittrade 16sningsfrekvensen.

Det sista testproblemet (M07_05) uppvisade inte en lika hog 16sningsfrekvens
(31,8 %), som de bada foregiende problemen. Stina skulle placera lidor pd en

hylla.

MO7_05
En hylla dr 240 cm lang. Stina haller pa att stalla lador pé hyllan. Varje lada tar B

upp 20 cm. Vilken av dessa berdkningar visar hur ménga lddor Stina far plats
med pa hyllan? Antalet lidor visas som A.

® 240-20=A

240/20=A

© 240+20=A

© 240-20=A

Anyo representerar de fyra svarsalternativen de elementira operationerna sub-
traktion, division, addition och multiplikation. Den mest attraktiva distraktorn,
240 — 20 = A, valdes av en knapp tredjedel av eleverna (29,4 %) och de andra
tva distraktorerna tillsammans av drygt en fjirdedel (26,4 %). En mindre grupp
elever (12,4 %) hade ¢j svarat.
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D4 ingen berikning krivdes i denna uppgift, var det inte berikningen, som
hindrade eleverna att [6sa uppgiften. Ett férhillande, som kan forklara den liga
losningsfrekvensen, dr dock att problemsituationen representerar en innehélls-
division: hur ménga ginger innehélls 20 cm i 240 cm.

8.1.6 Tal i brakform
Enkla berikningar med tal i brékform omfattas av uppniendemaélen i matema-
tikkursplanen fér denna éldersgrupp. Med termen “enkla brdk” avses elementira
operationer av brik med samma nimnare.

Den forsta uppgiften (M04_03) handlar om ekvivalenta brak. Fyra brik gavs
som “multiple-choice” alternativ.

M04_03

Vilket av braken ar lika med % ?

®

Al Ol W

©
©)

Det mest populira alternativet (64,4 %) var 3/2, vilket representerade det in-
versa talet till det efterfrigade briket. Det korrekta alternativt, 4/6, attraherade
bara ett fital elever (10,3 %), ndgot som de tvd andra alternativen ocksi gjorde.
Ekvivalenta brik ir en del av uppniendemailen for drskurs 5 men tycks trots
detta inte alltid ha berérts i undervisningen av resultatet pd uppgiften att doma.
Aven for elever i EU/OECD linderna var den genomsnittliga 16sningsfrekven-
sen inte sirskilt hog (20,6 %).

I den andra av dessa uppgifter (M04_04) skulle enkodningen resultera i en
addition av tvi liknimniga brik.

M04_04

3 5
Jonas anvinde T av sina pengar pa en penna och T av dem pa en bok.

Hur stor andel av pengarna anvinde han?

Svar:

Losningsfrekvensen (18,8 %) var lag. Trots det faktum att enkla brék 4r en del av
uppndendemalen i kursplanen, sd har troligen en majoritet av lirarna inte tagit
upp dem i undervisningen. I enkodningen spelar begreppet andel en central roll.

66 TIMSS 2007 e SVENSKA ELEVERS MATEMATIKKUNSKAPER



Andelsbegreppet ir relativt okint. Om undervisningen har haft en procedurell
inriktning, sd har detta begrepp nog inte heller behandlats. I de jimforbara EU/
OECD linderna var den genomsnittliga losningsfrekvensen nigot hogre (38,5 %).

Den tredje testuppgiften (M05_03) berérde ocksé ekvivalenta brik.

12/3=01/2

Vilket tal ska std i rutan [J ?

® 2
4
© 6
© 8

Det korrekta alternativet 8, fastnade nigot mindre 4n en femtedel av eleverna
for (18,8 %) och den mest attraktiva distraktorn 4 knappt hilften for (45,3 %).
Orsaken till det hégfrekventa valet av distraktorn kan sparas till hur likhetsteck-
net forstds. Den dynamiska uppfattningen av likhetstecknet betyder, att resul-
tatet av berikningen pa vinster sida skall skrivas pa den hogra sidan. Resultatet
av berikningen 12/3 = 4, det vill siga 12/3 ses som en division och inte som

ett brik. Den statiska uppfattningen av likhetstecknet & andra sidan betyder

att bida sidor skall representera samma totala virde. Eftersom berikningen av
vinster led resulterat i fyra, sd skall ocksé berikningen av hoger led resultera i
fyra. Av detta framgdr att det ir dtta som skall divideras med tva for att virdena
pa bada sidor skall vara lika stora. Bdda sidor skulle emellertid ocksa kunna ses
som ekvivalenta brik 12/3 = 8/2. Det ir viktigt att notera, att begreppslig sett 4r
det tv4 helt olika foreteelser, dven om division och brdk har samma beteckning i
Sverige. I Ovriga EU/OECD linder var den genomsnittliga lsningsfrekvensen
ungefir lika hog (21,4 %).

Den sista uppgiften (M07_01) ir en subtraktion av tva liknimniga brik.

[N
[T

® ® ® ©®
o S]e o
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MO02_04

Bland de givna alternativen finns forst det korrekea 3/5, vilket valts av mer dn
en tredjedel av elevgruppen (37,1 %) och sedan det mindre frekventa alterna-
tivet 3, vilket attraherade nirmre en fjirdedel av eleverna (23,7 %). De andra
tva alternativen var lagfrekventa (18,4 %) och stod tillsammans for ungefir en
femtedel. Ungefir lika ménga (20,8 %) hade inte svarat.

Ett vanligt misstag vid addition och subtraktion av brak ir, att dven nim-
narna adderas eller subtraheras. I detta fall subtraheras 5 — 5, vilket blir noll eller
som eleverna kan uppfatta det, ingenting. Dirfor dr den mest frekventa distrak-
torn, 3, troligen ett resultat av

S == =3
5-5 0 ingenting

4-1 3 3

Detta representerar en missforstielse av berikningen. Ett annat skil till miss-
taget kan vara, att subtraktion av brék inte har berdrts pa ett tillrickligt omfat-
tande sitt i undervisningen. I andra EU/OECD-linder var den genomsnittliga
l6sningsfrekvensen hogre (51,2 %).

8.1.7 Proportionalitet

De tvé principiellt olika betydelser, som proportionalitetsbegreppet kan ha,
nimligen som andel och som motsvarighet, blandas litt ihop av eleverna. I den
forsta uppgiften (M02_04) fokuseras andelsbegreppet. Men ett av de valbara
svarsalternativen representerar en 3sning, dir motsvarighetsbegreppet 4r ut-
gingspunkten.

Hur stor del av rektangeln &r skuggad?

©@ 0 @ o
ol Wi e

[SSR )

Bland de givna alternativen finns det korrekta 1/3, vilket valdes av nigot mindre
4n tvd tredjedelar av eleverna (61,2 %). Den mest frekventa distraktorn 6/12
valdes av knappt en tredjedel (30,0 %). Detta alternativ kan tyckas forridiske,
da det uttrycker ett férhallande eller en motsvarighet mellan de 6 och de 12
rutorna, vilka bddadera ir markerade i figuren. Hirigenom far denna distraktor
en begreppslig innebord. De tvd andra distraktorerna har ingen uppenbar be-
greppslig innebérd och angavs lagfrekvent (3,0 %, 5,8 %) som svarsalternativ.
Andelsbegreppet diremot handlar om en del i relation till helheten. I uppgif-
ten bestar delen av de 6 skuggade kvadraterna och helheten av samtliga kvadra-
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ter, totalt 18. Om man bortser frin den vertikala indelningen och betraktar den
horisontala, si utgors delen av en rektangel och helheten av 3 rektanglar. Detta
ger resultatet, 1/3.

Sviarigheten med uppgiften tycks ha varit, att begreppen andel och motsvarig-
het har blandats ihop.

Den andra testuppgiften (M04_02) liknar den, som analyserats ovan. I stillet
for kvadrater ir det tolv kakor, som skall ir utgdngspunkten.

MO04_02
o1
Det finns 12 kakor. Ringa in J kakorna.

Kakorna ir forridiskt grupperade i fyra kolumner och i tre rader. Eleverna upp-
manas att ringa in 1/3 av kakorna. Ndgot mindre in hilften av eleverna (46,5
%) lyckades losa uppgiften och ringade in fyra kakor. Det mest frekventa miss-
taget (29,3 %) var, att tre kakor ringades in. Detta representerar forhillandet
eller motsvarigheten mellan antalet kakor i en kolumn och det sammanlagda
antalet kakor i de tre andra kolumnerna.

I de bada testuppgifterna tycks det mest frekventa misstaget vara en hop-
blandning av begreppen andel och motsvarighet (Bentley, 2008a).

Uppgiften (M01_05) involverar en proportionell temperaturskning.

MO01_05
Temperaturen en morgon kl. 07.00 var 12 grader. Den 6kade med 2 grader varje -

timme tills den blev 20 grader k1. 11.00. Vad var temperaturen kl. 09.00?

@ 14 grader
15 grader
© 16 grader
© 17 grader

Det mest frekvent (69,7 %) valda alternativet 16 grader kunde fis genom att
konstatera, att det 4r tvd timmar frén kl. 07.00 till kl. 09.00. Om temperaturen
stiger tvd grader varje timma, si har den stigit fyra grader till kl. 09.00. D4 12
grader var utgingspunkten, skall 12 grader adderas med 4 grader. Temperaturen
dr alltsd 16 grader kl. 09.00.
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Det forsta alternativet 14 grader valdes av en liten grupp elever (14,8 %) och
tycks representera en additiv 6kning. Detta innebir, att tva grader (per timma)
adderas till ursprungstemperaturen 12 grader, vilket ger 14 grader.

Kommande uppgift (M03_02) handlar om tvé pojkar, som var ute och sprang.

Tva pojkar var ute och sprang. For varje stracka pa 2 km som Fredrik sprang,
sprang Allan en stricka pa 3 km. Fredrik sprang 6 km. Hur langt sprang Allan?

Svar: km

I tabell 10 visas kategorierna av elevernas lsningsstrategier. Mer 4n hilften av
eleverna (55,3 %) utférde en korrekt enkodning av problemet.

Tabell 10 Kategorier av elevernas lésningsstrategier, MO3_02, klass 4, n = 452

Relativ
Kategorier Frekvens frekvens (%) Typiskt svar
Korrekt enkodning och korrekt berakning 205 55,3 9
Korrekt enkodning men inkorrekt berakning 16 35 6
Inkorrekt enkodning men korrekt berakning 105 23,2 7
inkluderande additiv ansats
Inkorrekt enkodning och inkorrekt berakning 59 13,1
Ingen lésningsansats 67 14,8
Totalt 452 100,0

* Ej viktade frekvenser

En korrekt enkodning innebir forst och frimst att den begreppsliga situationen
identifieras. I uppgiftens andra mening uttrycks en motsvarighet: "For varje
stricka p& 2 km, som Fredrik sprang, sprang Allan en stricka pd 3 km”. Detta
representerar en multiplikativ jimforelse och kan uttryckas s, att Allan sprang
1,5 ginger si langt som Fredrik eftersom 2 * 1,5 = 3. Om Fredrik totalt sprang
6 km, sa sprang alltsd Allan 1,5 * 6 km = 9 km.

Det mest frekventa misstaget (12.4 %) var, att motsvarigheten uppfattades
som en additiv jimférelse istillet for en multiplikativ. Eftersom Fredrik forst
sprang 2 km och sedan 4 km s ir den additiva 6kningen 4 km. Detta adderas
till strickan som Allan sprang, 3 km, vilket ger det typiska svaret 7 km.

Nigra fa elever (8.2 %) kopierade texten och svarade, att Allan sprang 3 km.
Trots att problemsituationen innehller en multiplikativ jimférelse och en mot-
svarighet dr det férvinande, att si minga elever lost uppgiften.

8.1.8 Sammanfattning och slutsatser
Sélunda, lssningsfrekvensen vid testningen av elevernas uppfattningar av tal-
begreppet visade att en fjirdedel av eleverna borde utveckla sin taluppfattning
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ytterligare. Reversering av siffrorna i ett tal exponerades av eleverna, ett forhél-
lande tidigare kint frdn forskningen.

Den huvudsakliga svarigheten rérande addition tycks inte vara operationen
som sddan utan enkodningen av problemsituationen som representerade en
jimforelse.

I subtraktionsproblemen var svirigheterna enkodningen da problemsituatio-
nen ocksa representerade en jimférelse. Hanterandet av vixlingen i berikning-
arna, som krivdes i nistan hilften av uppgifterna, var en annan svirighet. Stra-
tegin for talsortsvis beridkning avpassade for subtraktioner utan vixling anvindes
frekvent felaktigt vid berdkningar av subtraktioner som krivde vixling.

Vid testningen av multiplikation visade det sig att en av de storsta svérighe-
terna var enkodningen av problemen trots att nigra av situationerna represente-
rade en lika-grupper situation.

Aven operationen som sidan visades sig vara en svérighet. I algoritmen do-
minerade den sammanlinkade strukturen, som resulterade i att tiotal och ental
multiplicerades var for sig. Misstagen vid berikningarna var vanliga, vilket im-
plicerar att talfakrta (retrieved number facts) avseende multiplikation inte frek-
vent hade uppnétts bland eleverna.

De tva begreppsligt skilda typerna av division, férdelnings- och innehalls-
division tycks ha orsakat en stor svirighet for eleverna. I testuppgifter, vilka
maste enkodas med innehéllsdivision, var 18sningsfrekvensen ldg, medan om
enkodningen resulterade i fordelningsdivision, var frekvensen hogre. Aven de
talomriden som testades paverkade l6sningsfrekvenserna, vilka emellertid inte
nadde over 70 %.

Utifran resultatet att doma s har tal i brékform, som ingdr som en del i
uppndendemalen for arskurs 5 i kursplanen, trots detta dnnu inte tagits upp i
undervisningen i tillrickligt manga klasser. En mindre grupp elever loste upp-
gifterna.

Vid testningen av begreppet proportionalitet blandade eleverna ihop de bada
subbegreppen andel och motsvarighet. Andelen utgér del av det hela medan vid
motsvarighet relateras tvd delar till varandra. Ibland forvixlades dven en multi-
plikativ 6kning med en additiv.

Férutom de speciella svarigheter, som var férknippade med var och en av
berikningarna, si tycktes enkodningen av problemen spela en avgérande roll.
Dessutom tycks det finnas en grupp elever, som aldrig lyckas losa ndgon uppgift.

Begreppen omkrets och area forvixlas ofta av elever. Detta forhallande kommer
att belysas i det forsta avsnittet, som behandlar en testuppgift, som ror begrep-
pet omkrets. I det andra avsnittet analyseras elevsvar och lsningar pd nigra pro-
blem, som ror areabegreppet. Geometriska former har stor betydelse for barns
klassificering av begreppsegenskaper och dirfor behandlas flera uppgifter, som
ror trianglar och rektanglar i de tv f6ljande avsnitten. Utvecklingen av elevers
spatiala forméga 4r avgérande for forstielsen av tvidimensionella representatio-
ner av tredimensionella objekt, vilket beskrivs i det femte avsnittet. Grundlig-
gande avbildningar, som vridning och forflyttning samt symmetribegreppet, gis
igenom i motsvarande avsnitt. I det niist sista avsnittet, fére sammanfattning
och slutsatser, studeras 13sningarna av en mitningsuppgift, som handlar om
uppskattning.
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M02_07

M04_08

8.2.1 Begreppet omkrets

I denna testuppgift (M02_07) skall omkretsen av rektangeln beriknas. Kon-
texten dr procedurellt inriktad, d mattsittningen medger en mer eller mindre
direke tillimpning av principen for att berikna omkretsen. Svarsalternativen
innehiller dels det korrekta svaret 20 cm och dels mitetalet for arean 21 men
med inkorrekt enhet.

—7m—

Vilken omkrets har rektangeln?

® 7cm
10 cm
© 20cm
® 21cm

Tre fjirdedelar av eleverna (73,5 %) valde det korrekta alternative 20 cm, medan
distraktorn, som representerade areans mitetal, var lagfrekvent vald (3,3 %).
Den vanligaste distraktorn, som representerar en addition av lingden och bred-
den, var 10 cm (14,2 %). Detta alternativ har Clements och Stephan (2003)
tidigare beskrivit som ett prematurt sitt att beskriva en figurs storlek med hjilp
av ett linjart mart.

8.2.2 Areabegreppet
I detta testproblem (M04_08) skall Patrik mila ett plank.

|

3m

|

Patrik mélar en sida av ett plank. Planket 4r 4 meter langt och 3 meter hogt. Hur
stor area maste Patrik méla?

(A 4 kvadratmeter
7 kvadratmeter
(© 12 kvadratmeter
(® 14 kvadratmeter

I alternativen finns dels mitetalet for omkretsen, 14, dels det korrekta svaret
for arean, 12 kvadratmeter, medan det mest frekventa (43,3 %) alternativet, 7,
representerar mitetalet for halva omkretsen, det vill siga summan av de bada

angivna sidorna. Som tidigare nimnts kan yngre elever anvinda linjira macc pd
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storleken av en rektangel, som till exempel summan av lingden och bredden
(Clements & Stephan, 2003). Detta alternativs hoga frekvens kan vara en speg-
ling av undervisningens brist pa tillricklig problematisering av linjira matt pa
tvidimensionella egenskaper.

Det korrekta alternativet valdes av lite drygt en femtedel av eleverna (20,6 %)
och ungefir lika stor andel valde mitetalet f6r omkretsen (18,6 %). Den férsta
distraktorn 4 kvadratmeter var lagfrekvent (8,5 %).

Testuppgiften nedan (M05_006) belyser areabegreppets additiva egenskaper och
konservering. Jill delade upp en rektangel mitt itu lings de bada lingre sidorna.

Jill hade ett rektanguldrt papper.

Hon klippte pappret lings den streckade linjen och gjorde en L-form, sa har.

Vilket av dessa pastaenden ar sant?

(® L-formens area ir storre 4n rektangelns yta.
L-formens area ar lika stor som rektangelns yta.
(© L-formens area dr mindre 4n rektangelns yta.

Det gér inte att rdkna ut vilken area som &r storst utan att mita.

Alternativen bestar, som framgar av uppgiften, av pastienden om den nya sam-
mansatta figurens area. Ndgot mindre 4n tvifemtedelar av eleverna (39,7 %)
valde det korrekta alternativet, att L-formens area ir lika stor som rektangelns
area. Den mest frekventa distraktorn (24,0 %) var pastdendet, att L-formens
area ir storre dn rektangelns area. Aven den sista distraktorn valdes frekvent av
eleverna (20,9 %).

Av resultatet att doma har en majoritet av eleverna inte sidana erfarenheter
av areabegreppet frin undervisningen, att de kan avgéra om arean forindras,
da figuren delas upp och siitts ihop pé ett annat sitt. Detta férhéllande 4r kint
som areabegreppets konservation (Kordaki & Potari, 1997; Piaget, Inhelder &
Sheminska, 1981).
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I foljande uppgift (MO7_006) testas ocksd areabegreppets konservation. Utgéngs-
punkten i detta fall 4r ddremot att tre dzskilda figurer sitts samman pa tre olika
satt.

MO7_06

Rosa Nina Lisa

Rosa, Nina och Lisa turas om med att ordna 3 brickor. Var och en ordnar dem i
olika former, s& som visas. Vilket av foljande pastdenden om formernas areor ar
sant?

(® Rosas form har storre area an de andras.
Ninas form har stérre area dn de andras.

(© Lisas form har storre area dn de andras.

Alla formerna har samma area.

De fyra alternativen bestér av pistdenden, om de tre olika formernas areor, vilka
fis genom olika sammansittningar av de tre brickorna. Uppgiften 16stes av né-
got mindre 4n tre fjirdedelar av eleverna (71,5 %), som anség att alla formerna
har samma area. Den vanligast valda distraktorn (13,3 %) var, att Ninas form
har storre area dn de andras. D4 utgdngspunkten var tre dtskilda figurer, som
skulle sittas ihop pa olika sitt, kunde alltsd en majoritet av eleverna avgora hu-
ruvida de olika sammansatta figurernas areor ir lika stora.

Areabegreppets egenskaper kommer ocks3 till uttryck i nista testproblem

(M07_09).
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MO7_09

Krister har ménga brickor som
ser ut sa har:

Julius har ménga brickor som
ser ut sa har:

Peter har méanga brickor som D
ser ut sa har:

Bjorn har méanga brickor som
ser ut sa har:

Vem skulle behéva det minsta antalet brickor for att tdcka golvet i ett klassrum
med sina brickor?

® Krister
Julius
© Peter
©

Bjorn

I den hir uppgiften testas den grundliggande principen om hur area miits ge-
nom Jvertickning. Det korrekta alternativet, Julius brickor, valdes av nigot
mindre in fyra femtedelar av eleverna (78,5 %). Den vanligaste distraktorn

(9,7 %) var Peters bricka, som hade minst area och dirmed behévdes flest av for
att ticka golvet. Enkodningen av problemet kan hir ha spelat en avgérande roll.

8.2.3 Begreppet triangel
Begreppet triangel tas upp i de fem nistkommande uppgifterna. I den forsta
(M01_09) efterfrigas de trianglar, som har samma form och storlek.

MO01_09
Kvadraten ar klippt i 7 bitar. Sétt ett X i de 2 trianglar som har samma storlek och

form.

En av de tvi trianglar, som har samma form och storlek, utgér en fjirdedel av
hela kvadratens area. De ir dessutom ritvinkliga. En mycket stor majoritet av
eleverna (86,3 %) hade lost uppgiften. S& klassificeringar av figurers egenskaper
efter form och storlek tycks i princip inte villa nigra problem.
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Den kommande uppgiften (M02_08) bestér av de fyra deluppgifterna A, B, C
och D. Uppgifterna har en kreativ karaktir och nigra begreppsliga benimningar
behover inte anvindas for att 16sa uppgiften.

MO02
02_08 Geometriska brickor

Anvisningar:

For denna uppgift har du fatt en pappskiva med 6 brickor som dem som visas
hir nedanfor. Ta pappskivan och tryck ut de 6 brickorna.

Réck upp handen om du inte har pappskivan.

4 triangelbrickor A ; ; A ; ;
2 parallelltrapetsbrickor / \\ /

Brickorna kan anvindas for att
gora nya figurer. Ett problem ér
redan 16st 4t dig.

ANVAND: 3 triangelbrickor
GOR: En parallelltrapets
VISA: Rita in den i natet.

Prova nu f6ljande problem.

A.

ANVAND: 1 triangelbricka och

1 parallelltrapetsbricka
GOR: En 4-sidig figur
VISA: Rita in den i natet.

Uppgift A: Av benimningen “en 4-sidig figur” framgér &tminstone att figuren
har 4 sidor. Losningsfrekvensen ir relativt hog, ndgot mindre 4n tre femtedelar
av eleverna (59,6 %) kunde konstruera en 4-sidig figur med hjilp av brickorna.

Uppgift B: Aven i denna deluppgift krivs endast, att den figur man skall kon-

struera skall ha 6 sidor. Nagot mindre in tre femtedelar av eleverna (59,3 %)
l6ste uppgiften korrekt.
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B.
ANVAND: 2 parallelltrapetsbrickor
GOR: En 6-sidig figur
VISA: Rita in den i nétet.
C.
ANVAND: 2 parallelltrapetsbrickor
GOR: En 6-sidig figur som inte
har samma form, som den
du gjorde i B.
VISA: Ritain den i nétet.
D.

ANVAND: 2 triangelbrickor och

1 parallelltrapetsbricka
GOR: En 7-sidig figur
VISA: Rita in den i natet.

Uppgift C: Hir uppmanas eleverna att konstruera en 6-sidig figur, som inte har
samma form som den i deluppgift B. Detta var nigot svirare och nigot mer 4n
tvd femtedelar av eleverna (43,9 %) lyckades med detta.

Uppgift D: Att konstruera en 7-sidig figur visade sig ocksa svért. Ndgot mindre
in hilften (48,2 %) av eleverna klarade detta.

Dessa uppgifter testar framfor allt den kreativa formdga, som krivs for att sitta
ihop olika geometriska figurer till nya konstellationer. En forutsittning ir emel-
lertid att eleverna vet vad en 4-sidig, en 6-sidig och en 7-sidig figur 4r. Upp-
gifterna 4r dven limpade f6r att trina ytors sammansatta karaktir och dirmed
areabegreppets additiva karaktir, ndgot som kan underlitta 16sningsprocessen i
exempelvis nista uppgift.
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Ocksa denna uppgift (M03_07) belyser, forutom trianglar, areabegreppets

A

Hur ménga trekantiga brickor som den hér ovanfér behovs for att ticka figurens

yta?

additiva karaktir och mitandets princip.

MO03_07

Svar:

Nigot mer 4n tvd femtedelar av eleverna (43,7 %) léste problemet och kom
fram till act det behovdes 5 trekantiga brickor. Det avgorande for att komma
fram till l6sningen ir troligen att kunna dela in den nedersta figuren pé avsett
sitt. Forutom detta krivs, att eleverna behirskar mitandets princip, vilken byg-
ger pd innehdllsdivision. En forutsittning for ett lyckat resultat pa uppgiften

ir troligen analytiska erfarenheter frin liknande situationer som beskrevs i den

japanska lektionen fran TIMSS videostudie (Stigler & Hiebert, 1999).

I denna uppgift (M04_09) aterkommer klassificeringar av figurers egenskaper.
M04_09 Tva figurer visas hir nedanfor. Beskriv ndgot som ar gemensamt och nigot som
skiljer dem 4&t.

Figur P FigurQ

A. Gemensamt

B. Skiljer
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A. Gemensamt: En ganska stor grupp elever (65,8 %) kunde formulera en
egenskap, som ir gemensam for de bdda trianglarna som till exempel, att bdda
figurerna har tre horn eller tre sidor.

B. Skiljer: En mindre andel elever (43,2 %) kunde beskriva ndgon egenskap,
som skiljer figurerna at. Till exempel skrev ndgra elever, att den vinstra triangeln
har en rit vinkel, vilket den andra inte har. Klassificeringar av egenskaper och
jimforelser kan forbittras, om eleverna har fitt detta problematiserat tillsam-
mans med liraren. Sjilvstindigt elevarbete 4r dérfor inte den bista formen for
att utveckla denna formaga (se avsnitt 12.4).

Trianglars egenskaper ir ocksd aktuella i uppgiften (M05_08) nedan.
MO05_08

8cm

Figuren ar gjord av en rektangel och en triangel. Triangeln har tre lika linga
sidor. Hur lang 4r sidan AB ?

(A 8 centimeter
9 centimeter
(© 10 centimeter

(© 11 centimeter

Det korrekta alternativet, 8 cm, kunde ungefir tva tredjedelar av eleverna

(63,5 %) lista ut. Genom att konstatera att rektangelns v parallella sidor ir
lika langa, kan slutsatsen dras, att om den ena sidan #r 8 cm, s dr den andra
ocksd 8 cm. Dirmed 4r triangelns bas ocksa 8 cm, eftersom triangeln star pd
rektangelns langsida. D4 triangelns tre sidor 4r lika langa, ir sidan AB ocks3 8
cm. Att kortsidan pé rektangeln 4r 3 cm 4r en f6r losningen onddig uppgift. En
av distraktorerna, 11 cm, kan fs genom en addition av 3 cm och 8 cm (10,3
%). Den mest frekventa distraktorn (12,8 %) var emellertid 9 cm, vilken ir
omdjlig att fa fram genom en enkel aritmetisk operation.

I ndsta uppgift (M07_10) skall eleverna bestimma vilka figurer, som ir trianglar.
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v

Skriv bokstéverna for de former som dr trianglar.

Svar:

De flesta elever (86,1 %) klarade denna uppgift och fick fram det korrekta sva-
ret P, S och U. Eftersom trianglar alltid har tre horn, sé 4r de ldtta att skilja frin
andra figurer, speciellt om alla de andra har fyra hrn. Sa den héga losningsfrek-
vensen ir knappast férvinande.

8.2.4 Begreppet rektangel
Begreppet rektangel har ju delvis testats tidigare. I nedanstdende uppgift
(M04_07) testas detta speciellt.

M04_07
- Har ar tva sidor i en rektangel. Rita dit de andra tva sidorna.
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Tva vinkelrita sidor i en rektangel 4r givna. Eleverna skall konstruera de tvd
andra sidorna. Till hjilp finns ett rutnit. Ungefir tva tredjedelar av eleverna
(66,2 %) loste problemet. Det vanligaste felet var en slarvig konstruktion.

8.2.5 Tvadimensionella representationer av tredimensionella objekt
Att kunna tolka en tvidimensionell representation av ett tredimensionellt objekt
kriver en utvecklad spatial forméga. Detta testas i uppgiften (M07_11) nedan.

A

Vilken av dessa skulle kunna vikas ihop till en form som 3-D figuren hir
ovanfor?

Det korrekta alternativet d) valdes av knappt hilften av eleverna (49,0 %). Al-
ternativ a) var den vanligaste distraktorn (22,3 %), medan de 6vriga tva inte var
lika vanliga.

Spatial fsrmiga méste trinas speciellt for att utvecklas. Internationellt finns
forsok med datoranimering, vilken lett till lyckade resultat (Ben-Chaim, Lappan
& Houang, 1988). Trots trining av spatial fsSrmdga visade det sig, att dven begi-
vade elever kunde ha svart att forestilla sig tvddimensionella representationer av
tredimensionella objekt (Ryu, Chong & Song, 2007).

8.2.6 Vridningar, speglingar och symmetri

De avbildningar som avses hir ir vridning samt spegling i linje. Vridning be-
handlas i den forsta uppgiften (M02_09).
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M02_09

Om figuren hir ovanfor vrids 90° medurs, vilket av alternativen blir d&
resultatet?

L
=

5
.

M041173

Vridningar 4r mer centrala i kursplanen in speglingar, eftersom vridningar ingar
i den vanligaste modellen for vinkelbegreppet. Trots detta loste endast ndgot
mer 4n en fjirdedel av eleverna (27,4 %) uppgiften korreke, alternativ c). Unge-
fir en femtedel (21,9 %) fastnade f6r den mest frekventa distraktorn d), vilken
utgdr en vridning av figuren 180° medurs. Den andra distraktorn, som var
frekvent (20,1 %), var alternativ b), vilken kan fis via en spegling av figuren i en
lodrit linje. Ungefir en fjirdedel av eleverna (24, 8 %) gjorde ingen ansats till
att 16sa uppgiften.

I vinkelbegreppets vanligaste modell ingér vridning. Eftersom vinkelbegrep-
pet enligt internationell forskning kan vara svirt att forstd, skjuts det ofta fram
till senare arskurser (Foxman & Ruddock, 1983; Mitchelmore & White, 1998).
Detta ir ett férhillande som kan forklara den laga 16sningsfrekvensen.

I den kommande uppgiften (M03_09) testas elevernas kunskaper om spegling i
linje.
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MO03_09
Spegla figuren i den streckade linjen i rutnitet. Rita in speglingen.

Inte fullt tre femtedelar av eleverna (57,5 %) 16ste uppgiften korrekt. Detta kan
bero pd, att manga lirare later eleverna vika papper med blick pd ena halvan av
en sida och fir pd sd sitt en spegelbild pd andra sidan. Sddana erfarenheter kan
ha underlittat elevernas méjligheter att komma fram till ritt 16sning.

Ovningar, som forbittrat 16sningsmojligheterna i frra uppgiften, kan ha haft
samma funktion i denna uppgift (M04_00).

M04_06
I vilken av de hir teckningarna ér den streckade linjen en symmetrilinje?

Nigot under hilften av eleverna (49,5 %) valde a), fjirilen, som ritt alternativ.
De 6vriga alternativen fick grovt riknat var och en samma lsningsfrekvens (ca
10 %). Alternativ ¢) kan vara lite forridiske, dd den tvddimensionella projektio-
nen av djuret avses i uppgiften och inte djurets tredimensionella representation,
i vilken den streckade linjen skulle kunna uppfattas som om den visar djurets
bilateralsymmetri.
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MO04_10

8.2.7 Matningar

Avsnittet mitningar representeras av en uppskattning av ett trids héjd
(M04_10).

o

Mannen pa bilden ar 2 meter lang. Uppskatta hur hogt tradet ar.

® 4 meter
6 meter
© 8 meter
© 10 meter

Endast nigot mindre in tvd femtedelar av eleverna (38,6 %) valde det korrekta
alternativet 8 meter. Den vanligaste distraktorn (34,7 %) var 6 meter. Man-
nen var tvd meter och uppskattningen av tridets hjd kunde goras genom att
bestimma, hur manga ginger lingre tridet var in mannen. Problemsituationen
representerar alltsd en multiplikativ jimférelsesituation, i vilken mitandets idé
och innehillsdivision i4r centrala. Detta gor uppgiften mer komplicerad. Tridet
ir fyra gdnger lingre 4n mannen. Och fyra ginger tvd blir &tta. Den relativt
svira enkodningen av den multiplikativa problemsituationen kan alltsd forklara
den l3ga 6sningsfrekvensen (Fischbein et al. 1985; Greer, 1992).

8.2.8 Sammanfattning och slutsatser

En stor grupp elever visade sig behirska den procedurellt inriktade berikningen
av omkretsen av en rektangel, som togs upp i den forsta uppgiften.

Areabegreppet var mojligt att pé olika sitt forvixla med omkretsbegreppet. I
en uppgift utnyttjade en stor grupp elever halva omkretsen som ett storleksmatt
pa ytan. I en annan uppgift valde en andel elever den korrekta berikningen for
arean och en lika stor andel mitetalet f6r omkretsen som métt pd arean.

Den additiva karaktiren av areabegreppet samt dess konservering testades i
flera uppgifter. Om en figur delades upp och sattes ihop igen men pa ett annat
sitt, sd insdg endast en mindre grupp elever, att arean forblev oférindrad. Skulle
utgdngspunkten diremot vara tre atskilda figurer, som skulle sittas ihop till en
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figur pa ndgra olika sitt, s insdg en storre grupp elever, att de sammansatta fi-
gurernas areor var lika stora.

I en uppgift i vilken mitandets princip var central, var ocksé areabegreppets
additiva egenskap involverad. Den 6vervigande delen av eleverna bemistrade
svirigheten i denna uppgift. En triangel anvinds ocksé for att ticka dver en
figur, som skulle indelas i ett antal trianglar. Aven detta var en tillimpning av
mitandets princip. Mindre 4n hilften av eleverna loste uppgiften, nigot som
troligen berodde pa svérigheten med indelningen av figuren.

Egenskaper hos trianglar manifesteras pi olika sitt i nigra av uppgifterna.
Kongruens, det vill siga samma storlek och form, verkar de flesta elever ha for-
stitt, medan endast en mindre grupp elever f6rstod icke-kongruens. Att kiinna
igen trianglar klarade de flesta elever, medan trianglar med speciella egenskaper
var mer obekanta. Flera uppgifter av kreativ karakeir, som att konstruera geo-
metriska figurer, 16ste de flesta eleverna. Men d& mer komplexa figurer skulle
konstrueras, minskade l6sningsfrekvensen.

Uppgiften att rita en rektangel, dd tva sidor var givna, 16ste ungefir tva tred-
jedelar av eleverna. Svérigheter med konstruktionen visade sig vara den storsta
felkillan.

Elevernas spatiala formdga testades med hjilp av tvidimensionella representa-
tioner av tredimensionella objekt. Uppgiften bestod i att vika olika pappersark
till ett tredimensionellt objekt. Det ir ett kiint faktum att spatial formaga ut-
vecklas relativt sent i skoldldern, ndgot som ocksa bekriftades av 18sningsfrek-
vensen.

Vridningar och speglingar ir avbildningar som ingar i geometriundervisning-
en. Trots att vridningar ir en central del av den vanligaste modellen av vinkel-
begreppet, klarade endast nigot mer 4n en fjirdedel av eleverna denna uppgift.
Spegling i linje lyckades ungefir tre femtedelar med. Diremot verkade mindre
dn hilften av eleverna bekanta med begreppet symmetrilinje.

Uppskattning av ett trids héjd, som representerar en multiplikativ jimforel-
sesituation, i vilken mitandets idé och innehillsdivision 4r centrala, var ocksi en
utmaning for eleverna. Nigot mindre in tvi femtedelar 1ste uppgiften.
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M04_06

Resultatet, som redovisas for irskurs 8, omfattar de omriden inom vilket elev-
ernas prestationer lig under EU/OECD-genomsnittet. Forst behandlas algebra
och sedan geometri. Den procedurella undervisningen i vistlinderna problema-
tiseras ocksa.

Testningen av omradet algebra omfattar ekvationer, uttryck, funktioner och
ekvationer av tvd obekanta, formler, koordinatsystem samt olikheter. Avsnittet
avslutas med en sammanfattning och slutsatser. Som kommer att framg3 av de
efterfoljande avsnitten, har ndgra uppgifter inte bedémts ingd i uppnéende-
mélen for drskurs 9.

9.1.1 Ekvationer

De tvé forsta uppgifterna rér ekvationer. I en av uppgifterna (M04_06) gavs
den totala fraktkostnaden for ett objekt av en formel som ledde till en ekvation.

I Zedland anges den totala fraktkostnaden for ett foremal med formeln
y =4x + 30, ddr x 4r vikten i gram och y dr kostnaden i zed. Om man har 150
zed, hur manga gram kan man lata frakta?

@ 630
150
© 120
© 30

Det sista alternativet 30, som var det korrekta, valde ndgot mindre 4n en fjir-
dedel av eleverna (23,2 %). Enkodningen resulterade i en elementir ekvation,
150 = 4x + 30. Att en s liten andel av eleverna 16ste ekvationen kan bero p4,
att de 4r vana vid mindre tal, vilka gor det méjligt att hitta 16sningen genom att
gissa. Detta kan tyda p4, att eleverna inte nétt den strukturella algebrans niva,
inom vilken I&sningsstrategier for storre tal ingdr. En annan bidragande orsak
kan vara, att likhetstecknet endast f6rstds dynamiskt. Denna uppfattning, som
ir kiind for att negativt pdverka ekvationers 18sningsfrekvens, implicerar att
nagot skall beriknas i det vinstra ledet och att resultatet skall skrivas till hoger.
Féljande exempel kan illustrera detta: 4 + 3 = 7, fyra och tre b/ir sju. Ekvationen
ir nidstan omajlig att [6sa med en sddan forstdelse av likhetstecknet, eftersom
150 inte kan beriknas sa att det blir 4x + 30. For att losa uppgiften krivs i stil-
let den statiska uppfattningen, vilken innebir, att det pa bada sidor av likhets-
tecknet skall vara samma virde for ett visst virde pé x. Detta gor det majligt att
forstd ekvationen begreppsligt, vilket i sin tur kan leda till att den kan 16sas. For
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ett visst virde pd x;, s skall det alltsd finnas lika minga zed pd bada sidor av lik-
hetstecknet (Ginsburg, 1977; Behr, Erlwanger & Nichols, 1980; Kieran, 1981;
Falkner, Levi & Carpenter, 1999; Carpenter, Franke & Levi, 2003).

Alternativ a) 630, representerar en forvixling av x och y. Istillet for att substi-
tuera y med 150 sd har x ersatts med 150, vilket leder till ekvationen y =4 * 150
+ 30. D4 blir y = 630. Detta alternativ var ungefir lika frekvent (20,6 %), som
det korrekta. Samtliga alternativ var ungefir lika frekventa, vilket kan innebira
att gissningar har dominerat grunden for val av alternativ. Detta gor underlaget
for slutsatserna svagt.

I uppgiften (M02_08) representerar problemsituationen primirt en additiv
jimforelsesituation.

Jonas vet att en bldckpenna kostar 1 zed mer dn en blyertspenna.
Hans vén kopte 2 blackpennor och 3 blyertspennor for 17 zed.
Hur ménga zed beh6ver Jonas for att képa 1 blackpenna och 2 blyertspennor?

Visa din utrdkning.

Eleverna forvintas 16sa uppgiften med en ekvation eller motsvarande. Ungefir en
tredjedel (33,8 %) av eleverna lyckades losa uppgiften jimfért med EU/OECD
linderna, vars genomsnittliga 16sningsfrekvens var ligre (27,8 %). Om en blyerts-
penna kostar xzed s kostar en blickpenna x + 1 zed. Den fortsatta enkodningen
av uppgiften leder dirfor till den matematiska modellen 2(x + 1) + 3x = 17. Detta
gor att x = 3. D4 en blyertspenna kostar 3 zed, s& kostar en blickpenna 4 zed.
Alltsa behéver Jonas 10 zed for att kopa 1 blickpenna och 2 blyertspennor.

Den huvudsakliga svérigheten tycks vara att via enkodningen av problemet
komma fram till den avgérande ekvationen. En grupp elever har emellertid 15st
uppgiften korrekt utan att anvinda sig av en ekvation.

Den tredje uppgiften (M07_05) kriver emellertid ocksd kunskaper i den struk-
turella algebran.

32x—1) +2x=21

Vilket virde har x?
® -3

0 -4

© !

© 3
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M02_06

M04_07

I detta fall ges fyra alternativ att vilja mellan. Det korrekta 3 valdes av drygt half-
ten av eleverna (50,6 %). Den mest frekventa distraktorn 11/4 kunde erhillas,
om den distributiva lagen tillimpades inkorrekt (22,1 %), 3 * 2x— 1 + 2x = 21.
Eleverna tycks inte helt ha internaliserat den distributiva lagen, vars tillimpning
ligger inom den strukturella algebran.

9.1.2 Uttryck

De fyra foljande uppgifterna handlar om uttryck. I den f6rsta uppgiften
(M02_06) ombads eleverna att vilja mellan fyra alternativ.

Vilket alternativ motsvarar 4x - x + 7y - 2y?

® 9

9xy
© 4+5y
© 3x+5y

Det korrekta resultatet, 3x + 5y, valdes av nigot mindre 4n tvé tredjedelar av
eleverna (61,0 %). Troligen berodde detta pa att det var méjligt att direkt appli-
cera en begreppsmodell, objektmodellen, pa uppgiften. Ett antal elever férenkla-
de 4x— x = 4 och valde dirfor alternativ 4 + 5y, vilket kan bero p4, att variabeln
uppfattas ha en icke-symbolisk representation (18,5 %). Aven valet av distrak-
torn 9 (4,5 %) kan ha sin grund i uppfattningen, icke-symbolisk representation,
vilken leder till, att bara koefficienter adderas, 4 + 7 —2 = 9.

Nista uppgift (M04_07) ir den andra férenklingen av ett uttryck.

Vilket av alternativen ar lika med 2(x + y) — (2x — y)?

® 3
y
© 4x+3y
© 4x+2

Svarsalternativet 3y, som ir det korrekta, valdes lagfrekvent (18,9 %). Distrak-
torn y representerade ett resultat som erhéllits genom att inte byta tecken i den
andra negativa parentesen (27,8 %). Distraktorn, 4x + 2y, var trots sin inkor-
rekthet mest frekvent (32,5 %) och erhélls genom att multiplicera den forsta
parentesen inkorreke, 2(x + y) = 2x + y. Det iir viktigt att ligga mirke till, att

y inte multiplicerats med 2, vilket skulle ha gjorts. Vidare si forindrades de
tvd negativa tecknen i uttrycket till att bli positiva bide framfér och inom den
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andra parentesen. Distraktorn 4x + 3y har fitts genom att den forsta parentesen
korrekt multiplicerats med 2 i kombination med en felaktig indring av de tv&
negativa tecknen till positiva (13,5 %).

Den ganska ldga 16sningsfrekvensen (18,9 %) beror pd det faktum, att flerta-
let elever inte behirskade hur parenteser hanteras, en kunskap, som tillhér den
strukturella algebran.

En forenkling av ett annat slags uttryck testas i nedanstdende uppgift

(MO05_02).
M05_02

2a%« 3a=

® 54

5a°

© 6a®

© 6a’
Det mest frekvent valda alternativet (46,4 %) var det inkorrekta, 647 I det givna
uttrycket 24* * 34 har exponenten for 34 avsiktligt utelimnats. Detta kan ha for-
svarat elevernas operationella tinkande och lett till att 24* * 32 = 6*a**° = 6a4°.
Hade det diremot statt 22* * 34" hade exponentlagarna direkt kunnat tillim-
pas. Det hade di blivit 6 * 22! = 64°, det korrekta alternativet, vilket hade en
relativt lig losningsfrekvens (18,0 %). Ett annat vanligt misstag var, att eleverna
adderade de tv& koefficienterna, 2 och 3, som i svarsalternativen 542 och 543
(tillsammans 30,7 %). Troligen har manga elever forlitat sig pa objektsmodellen,
vilken emellertid endast 4r avpassad for additiva férenklingar och inte fér mul-
tiplikativa. Alternativen 54* och 54° kan ddrfor misstinkas ha sina rétter i den
additiva objektsmodellen.
I den hir uppgiften (M04_03) skall virdet av ett uttryck beriknas.

a=3ochb=-1. Mo4_03

Vad ir virdet av 2a + 3(2 - b)?

® 15

14

© 13

© 9

Det korrekta alternativet 15 valdes av en mindre grupp elever (10,9 %). Majo-
riteten (59,3 %) valde distraktorn 9, vilken kunde erhllas genom att felaktigt
ersitta —b = —1. Dessa elever insig inte att —b = +1, om &= —1. En av de andra
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distraktorerna, 13, berodde p& oférmagan att applicera den distributiva lagen
korrekt pd parentesen (14,7 %).

Att berikna virden av uttryck kan begreppsligt ifragasittas. Istillet 4r det
funktioners virden som borde beriknas. I detta fall skulle emellertid funktio-
nen ha haft tvd oberoende variabler, nigot som inte ingdr i uppniendemalen i
grundskolans matematik. Trots en for eleverna delvis okind kontext sé kan det
inda konstateras att kunskapen, som krivs for att 16sa uppgiften, ligger pd en
relativt elementir nivé och dirfér medforde att ett antal elever inda 16ste upp-
giften.

9.1.3 Funktioner och ekvationer med tva obekanta

I uppgifterna dterfinns inte begreppet funktion explicit. De funktionella sam-
band, som testas, ir istillet utformade som ekvationer av tvi obekanta eller som
grafer i koordinatsystem eller diagram. Den f6rsta uppgiften handlar om ett
samband mellan x och y.

Tabellen nedan visar ett samband mellan x och y.

Vilken av foljande ekvationer uttrycker detta samband?

® y=x+4
y=x+1
© y=2x-1
© y=3x-2

Det mest frekvent (32,1 %) valda alternativet, y = 2x— 1, var det korrekta. En
dryg fjirdedel av eleverna attraherades dock av distraktorn, y= x + 1 (26,9 %). Ett
typiskt misstag var, att eleverna inte tycks ha kontrollerat att alla talpar satisfierade
sambandet utan endast ett. Till exempel beskriver distraktorn, y = x + 1, samban-
det mellan 2 och 3 men inte mellan de 6vriga. Den minst frekventa (8,9 %)
distraktorn, y = 3x— 2, beskriver endast sambandet mellan paret 1 och 1. Detta
tyder pa, att de flesta elever inte tycks vara medvetna om, att samtliga talpar i
tabellen behéver kontrolleras. Denna brist pd medvetenhet kan ha sin grund i
en forstdelse av variabelbegreppet som ir typisk for kategorin specifikt okint tal.
Om variabeln ses som ett specifikt okint tal, s dr det omajligt for eleverna att
forstd, att variabeln skulle kunna anta fler 4n ett virde. Detta kan vara orsaken
till att endast ett talpar per ekvation kontrolleras. Noteras bor att en femtedel av
eleverna (20,0 %) inte forsokte lsa uppgiften.
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Nista uppgift (M07_04) handlar ocksd om ett samband.

2,5,11, 23, ...

Om man startar med 2, vilken av foljande regler skulle ge vart och ett av
talen i talfoljden ovan?

(A Addera 1 till foregiende tal och multiplicera sedan med 2.
Multiplicera foregaende tal med 2 och addera sedan 1.

(© Multiplicera foregdende tal med 3 och subtrahera sedan 1.
®

Subtrahera 1 fran foregaende tal och multiplicera sedan med 3.

Svarsalternativ b), som ir det korrekta, valdes av ndgot mindre 4n tva tredjedelar
av eleverna (62,3 %). Den mest frekventa distraktorn (15,9 %) var c), som re-
presenterar en multiplikation av foregdende tal med 3 och sedan en subtraktion
med 1. Tal nummer tvi i foljden, dvs. 5, kan fis pé detta sitt men inte de dter-
stdende tvd.

En forklaring till att elever inte kontrollerar om mer 4n ett par av tal uppfyl-
ler sambandet kan ha sina rétter i en 6vergeneralisering frin de fyra elementira
operationerna. Om ett samband mellan till exempel talen 2 och 5 skall resultera
i7, sd kan endast en av de elementira operationerna beskriva detta, nimligen
addition. Flera sammansatta operationer diremot kan beskriva sambandet mel-
lan 2 och 5 med resultatet 7. Exempelvis beskriver de bada linjira uttrycken
6x— yoch 9x—2y— 1 tvd olika samband mellan talen 2 och 5, som ger resulta-
ten 14 respektive 18.
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Tva grafer i ett koordinatsystem ir utgdngspunkten for nista uppgift (M07_13).

MO7_13
Hilsoklubben "Hall formen” erbjuder tva olika betalningsplaner.

Plan A har en startavgift pa 400 zed och en veckoavgift pa 25 zed.
Plan B har ingen startavgift men en veckoavgift pa 50 zed.

Figuren nedan visar en jamforelse av kostnaderna fér Plan A och Plan B.

Betalningsplaner for halsoklubben
“Hall formen”

1400 Plan___

1200
Plan___

1000

800

600

Total kostnad i zed

400

200

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
Antal veckor

A. Markera vilken linje som representerar Plan A, och vilken linje som
representerar Plan B.

B. Vilken vecka har du betalat lika mycket med Plan A som med Plan B?

C. Hur stor ér skillnaden i total kostnad mellan de bdda planerna vid den 24:e
veckan?

Utifran informationen som gavs for varje plan, loste en majoritet av eleverna
(84,3 %) testuppgift A.

Aven deluppgift B, som bestod i att identifiera nir graferna representerade
lika stor kostnad, léstes av en majoritet av eleverna (89,5 %).

Deluppgift C handlade om férmégan att tolka en specifik punkt pa graferna.
Eleverna lyckades i stor utstrickning (75,8 %) ocksa 16sa denna deluppgift.

En forklaring till act s forhallandevis manga elever 18ste uppgiften kan vara
den relativt lga abstraktionsnivan. Inte heller nigra beteckningar med variabler
forekom, vilket kan ha forbittrat elevernas majligheter att 1sa uppgiften. Upp-
giftstypen ir dven vanlig i lirobocker (Hemmi, Kirsti, skriftlig kommunikation,
2008).
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I nista uppgift (M04_08) skall eleverna avgora vilken punkt, som ligger pd en
viss linje.

Vilken punkt aterfinns pa linjen y = x + 22

® (0;-2)
(2;-4)
© &o6)
© (6:4)

Knappt en fjirdedel av eleverna (23,3 %) kunde ange den korrekta punkten

(4; 6). Acskilliga elever (19,0 %) valde dock den inkorrekra distraktorn, (0; —2).
I detta fall tycktes x och y forvixlats, da talparet (-2; 0) satisfierar linjens ekva-
tion. Den andra distraktorn, (2; —4), valdes av flest elever (34,7 %). Elevernas
sdtt att resonera dr svérare att reda ut i detta fall. Troligen har de évergenerali-
serat en av reglerna, vilken 4r avsedd att 16sa ekvationer i den strukturella alge-
bran. Om man ldter —4 byta sida, s& byter det ocksa tecken och blir positivt. En
icke forsumbar andel elever (16,7 %) hade inte f6rsokt l6sa uppgiften.
Generellt sett sa visste troligen relativt f3 elever att punktens koordinater maste
satisfiera ekvationen, for att punkten skall ligga pa linjen. Detta ir ett forhal-
lande som skulle gora att gissningar férekom mer frekvent. Denna testuppgift
bedéms inte matcha uppniendemalen i kursplanen fér grundskolans matema-
tik, vilket ocksd kan forklara den relative 1dga l6sningsfrekvensen.

9.1.4 Formler

I de tre kommande testuppgifterna s fokuseras formelbegreppet. Eleverna upp-
manas i den forsta uppgiften att skapa en formel for att uttrycka lingden av ett
ror relativt lingden av ett annat ror (M04_04).

(e O( O

Det forsta roret dr x meter langt. Det andra roret dr y gdnger s& langt som det
forsta.
Hur langt 4r det andra roret?

®  xy meter

x+y meter

© = meter
Y

® 2 meter
P
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D4 problemsituationen #r en multiplikativ jimforelsesituation, kan enkodning-
en av problemtexten, i stillet for de tvd olika variablerna, vara den huvudsakliga
svdrigheten.

Det forsta alternativet, xy meter, vilket var det korrekta, valdes relativt frek-
vent (52,6 %). Ungefir en fjirdedel (24,2 %) av eleverna attraherades av dist-
raktorn, x + y meter, medan de 6vriga distraktorerna endast samlade ett relativt
fatal elever.

Uppgiften handlar om den grundliggande idén bakom mitning nimligen att
underséka hur minga ganger en enhet kan ticka en viss lingd. Men problem-
texten tycks ha tolkats annorlunda av vissa elever, som utgick ifrin att det andra
roret var y meter och det forsta x meter langt. I detta fall skulle alternativet, y/x,
representera, hur manga ginger lingre det andra roret ér i forhallande till det
forsta. Distraktorn, y + x meter diremot kan av eleverna ha uppfattats vara kor-
rekt, dd de forutsatt att det andra réret 4r y meter och utgdte frén att det férsta
ir x meter. D4 representerar nimligen x + y rérens totala lingd. Svarsalternativet

x/yhar dock ingen tydlig begreppslig betydelse.

I den andra uppgiften (M07_06) jimfordes det antal jackor Anna och Hasse
har.

Hasse har 3 jackor mer én Anna. Om 7 ir antalet jackor som Hasse har,
hur ménga jackor har d4 Anna uttryckt i n?

® n-3
n+3
© 3-n
© 3n

Det korrekta alternativet, 7 — 3, valdes av nigot mer in tre femtedelar av elev-
erna (60,9 %). Alternativet, z + 3, var den mest frekventa distraktorn (19,5 %).
De andra tva distraktorerna var ldgfrekventa (tillsammans 17,0 %).

I denna uppgift kan variabeln ses som ett specifikt okint tal, en situation som
de flesta elever dr bekanta med. Eftersom abstraktionsnivin pa detta sitt mins-
kar, innebir detta att problemet ir lttare att losa. Icke desto mindre finns det
en avgorande svirighet, nimligen huruvida 3 skall adderas eller subtraheras frin
n. Alternativet 7 + 3 skulle ju innebira det omvinda férhallandet nimligen att
Anna har tre jackor fler in Hasse.

D3 problemsituationen representerar en jaimforelsesituation, s kan enkod-
ningen ha varit det som har véllat eleverna mest bekymmer.

TIMSS 2007 e SVENSKA ELEVERS MATEMATIKKUNSKAPER



I den tredje uppgiften (M05_03) testas monstertinkande, som ofta ir en del i
pre-algebratriningen.

M05_03

I figuren har 13 tindstickor anvénts till att 1dgga 4 kvadrater i en rad.
Hur manga kvadrater i en rad kan man ligga pa detta sitt om man
anvinder 73 tdndstickor? Visa hur du kom fram till svaret.

Svar:

Endast en mindre grupp elever (16,0 %) 16ste uppgiften korrekt. Utgingspunk-
ten for monstret kan vara den vinstra kvadraten, som bestar av fyra tindstickor.
Fér varje ny kvadrat sd adderas tre tindstickor, sé att situationen representerar
flera pd varandra foljande additiva forindringar. Om man d4 liter antalet nya
kvadrater, som adderas, representeras av 7, sé blir formeln for ménstret 4 + 7 * 3.
Detta leder till ekvationen 4 + 37 = 73, dir 7 blir 23. Emellertid representerar 7
bara antalet nya kvadrater, bland vilka den forsta kvadraten inte ir medriknad,
s svaret blir alltsd 24 kvadrater. D3 de additiva f6rindringssituationerna inte
anses sirskilt svira att enkoda (Fuson, 1992), sd kan svdrigheten snarare std att
finna i ovana vid monstertinkande.
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9.1.5 Koordinatsystem

I koordinatsystemet har fyra punkter markerats och eleverna uppmanas avgéra,
vilken av punkterna som har koordinaterna (3; -2) (M02_11).

Y
]
s -4
* -+ "
—t N —t > x
- b "
R Q

Vilken av punkterna har koordinaterna (3; —2)?

®
®

@
“w o o v

©
®

Det dr nédvindigt att papeka, att axlarna inte var etiketterade med tal. Nigot
mindre in hilften av eleverna (45,9 %) gjorde det korrekta valet, vilket var
punkten Q. Den mest frekventa distraktorn R var punkten med koordinaterna
(-3; =2), som valdes av nistan en fjirdedel av eleverna (22,0 %). Den minst
frekventa (7,9 %) distraktorn S, var punkten (-3; 2) och punkten B, valdes av
ungefir en sjittedel av eleverna (15,1 %).

Eftersom punkterna placerats symmetriske i koordinatsystemet, s& var den
verkliga svérigheten att urskilja betydelsen av det negativa tecknet, nigot som
kunde vara besvirligt beroende pé avsaknaden av beteckningar pa koordinatax-
larna. Ett annat vanligt misstag brukar vara, att ordningen pa de ingdende talen
i koordinaterna inte diskrimineras. Detta var nigot, som inte testades i denna
uppgift, dd punkterna placerats symmetriskt och dirfor klargér bilden ordning-
en pd koordinaterna.

9.1.6 Olikheter

Den sista uppgiften (M01_04), som beskrivs i denna 6versikt av algebra, ir en
olikhet. Den har inte bedémts ingd i kursplanens uppnéendemal.
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x M0O1_04
3 > 8 dr detsamma som

x<5

x<24

® ®

x>

x>5

x>24

@ ©® O

Olikheten 18ses genom att multiplicera bida leden med det positiva heltalet tre.

I enlighet med den strukturella algebran, sd paverkas inte olikhetstecknet d&.
Av de fem befintliga alternativen valdes tre av vardera knappt en tredjedel

av eleverna. Alternativet, x < 24 (29,2 %) ir det korrektas motsats, x > 24

(25,9 %). Distraktorn x > 8/3 hade attraherat flest elever (29,9 %). TvA av dist-

raktorerna involverar talet fem. Anledningen till valet av dessa alternativ skulle

kunna vara en l6sningsansats baserad pé subtraktion, 8 —3 = 5 (7,4 %).

9.1.7 Forstaelse av variabelbegreppet

Aven i tvd av testuppgifterna, vilka inte ir fria for publicering, exponerades
elevernas forstdelse av variabelbegreppet tydligt. Sdsom beskrivits i kapitlet "teo-
retiska forutsittningar” si avgor en testuppgifts utformning, vilka sitt att forstd
ett begrepp, som dr méjliga for elever att exponera. Vissa testuppgifter kan till
och med underlitta exponering av vissa sitt att forsté ett begrepp medan andra
kan hindra en sddan exponering. Kontextens beskaffenhet ir ocksd avgorande
for variabelns faktiska betydelse.

I tabell 11 presenteras kategorierna av elevernas exponerade sitt att forstd
variabelbegreppet. (M06_06 eller M042220).

Tabell 11 Kategorier av elevers exponerade forstéelse av variabelbegreppet,
i den forsta uppgiften, som inte ar fri att publicera, n = 553

Relativ
Kategorier Frekvens* frekvens (%)
Specifikt obekant tal 106 19,2
(Specific Unknown Number)
Sifferrepresentation 102 18,4
(Digit Representation)
Icke-symbolisk representation 19 3,4
(Non-Symbolic Representation)
Additiv representation 90 16,3
Icke kategoriserad 62 11,2
Ingen ansats till 16sning 174 315
Totalt 553 100,0

* Ej viktade frekvenser
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Det korrekta sittet att forstd variabeln i denna specifika kontext tillhér katego-
rin speciellt okint tal, vilket bara ungefir en femtedel av eleverna exponerade
(19,2 %). Nistan lika frekvent (18,4 %) var den uppfattning, som ir typisk
for kategorin sifferrepresentation, i vilken variabeln representerar en siffra och
inte ett tal. Ect karakeiristiskt beteende hos de elever, vars forstdelse av varia-
belbegreppet tillhor kategorin icke-symbolisk representation, var att ignorera
bokstavsbeteckningen (3,4 %). Nir forstdelse av variablerna hamnar i kategorin
additiv representation, s& adderas de istillet fr att multipliceras (16,3 %).
Sasom tidigare beskrivits sd bestimmer karaktiren pé testuppgiften vilka
kategorier som kan exponeras. I tabell 12 visas en ndgot annorlunda fordelning
av forstdelse av variabelbegreppet. Losandet av testuppgiften (M06_08 eller
MO042086) underlittades, om variablerna uppfattades som generaliserade tal.
En relative hog andel elever exponerade en sddan forstdelse (40,1 %). Emellertid
kunde uppgiften ocksa ha 13sts, om variabeln hade uppfattats som ett specifike
okint tal, ndgot som ingen av eleverna uppvisade. Kategorin specifikt okint tal i
tabell 12 var kopplad till ett direkt misstag, som eleverna gjorde (7,4 %).

Tabell 12 Kategorier av elevers exponerade forstaelse av variabelbegreppet,
i den andra uppgiften som inte ar fri att publicera, n = 553

Relativ
Kategorier Frekvens* frekvens (%)
Generalisat tal 222 40,1
(Generalised Number)
Specifikt obekant tal 41 7,4
(Specific Unknown Number)
Sifferrepresentation 2 0,3
(Digit Representation)
Icke-symbolisk representation 113 20,4
(Non-Symbolic Representation)
Icke kategoriserad 52 9,5
Ingen ansats till 16sning 123 22,3
Totalt 553 100,0

* Ej viktade frekvenser

Ungefiir en femtedel av eleverna exponerade en forstielse som tillhérde katego-
rin icke-symbolisk representation (20,4 %). Den relativt lgfrekventa (0,3 %)
exponeringen av en forstdelse typisk for kategorin sifferrepresentation berodde
pa testuppgiftens speciella utformning.

Det har alltsd visat sig, att en stor andel elever inte har forstitt den kontex-
tuella betydelsen av variabelbegreppet. Istillet har flera missuppfattningar expo-

nerats.

9.1.8 Sammanfattning och slutsatser

Det 4r nédvindigt att konstatera, att uppgifterna testar en stor bredd av ma-
tematiska kunskaper. Dirfor ger analysen kanske en ganska disparat bild. Icke
desto mindre 4r ndgra gemensamma drag méjliga att urskilja.

De flesta elever i drskurs 8 verkar fortfarande ha den dynamiska och inte den
statiska uppfattningen av likhetstecknet. Detta gér ekvationers 16sningsproce-
durer onédigt problematiska for eleverna. Ocks tillimpningen av distributiva
lagen pé negativa parenteser orsakar en del problem, inte bara vid ekvationslos-
ningar utan ocksé vid férenklingar av uttryck.
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Nir objektsmodellen direkt tillimpades i en uppgift, som gillde férenklingar
av additiva uttryck, s resulterade det i en relativt hog 16sningsfrekvens. I upp-
gifter dir objektsmodellen inte var tillimplig men dir eleverna indd kan ha
anvint den, var l6sningsfrekvensen mycket ligre. Det kan vara viktigt att notera,
att objektsmodellen endast 4r méjlig att tillimpa pa additiva forenklingar och
inte p& multiplikativa.

En annan situation, som var knepig for eleverna, var substitution av negativa
tal, ndgot som frekvent tycktes ge inkorrekta svar. En majoritet av eleverna hade
uppfattningen att om & = —1, s& 4r ocksd —b = 1.

En situation, som inte underlittade testuppgifternas l3sande utan skapade
onddiga svérigheter var, att terminologin rérande funktioner och ekvationer
av tv obekanta inte holls isir. Den storsta svarigheten var emellertid elevernas
forstdelse av variabelbegreppet. Ménga testuppgifter blev extra svdra att [osa be-
roende pd att eleverna inte uppfattade de inblandade variablernas betydelse pa
adekvat sitt. Ndgra vanliga sitt att missforstd variabelbegreppet, som eleverna
exponerade, var icke-symbolisk representation, sifferrepresentation och additiv
representation. Dessutom hade eleverna svarigheter att med hjilp av kontexten
identifiera de tva sitten att forstd variabeln, som tillhér kategorierna specifike
okint tal och generaliserat tal. Vanligtvis uppfattade eleverna variabeln som ett
specifik okint tal och inte som ett generaliserat tal.

Som har beskrivits i forskningsoversikten s& kan en enskild elev ha ett antal
olika ibland kontextuellt betingade sitt att forstd ett begrepp. Detta giller givet-
vis ocksd variabelbegreppet. Det som beskrivits ovan ir de sitt att frstd, som
eleverna har exponerat i sina l6sningar av uppgifterna. Det behéver inte nd-
vindigtvis betyda att en enskild elev inte skulle kunna ha en korreke forstdelse
parallellt med sin inkorrekta. Medvetenheten om nir en viss forstdelse ska till-
limpas, tycks emellertid inte vara fullt utvecklad.

Avslutningsvis bér betonas att ett antal testuppgifter inom omrédet algebra
inte bedémts ingd i kursplanens uppniendemal i &rskurs 9.

Forstaelsen av flera begrepp har testats inom omrédet geometri. Begreppen om-
krets och area ir tv4, som ofta blandas ihop. De kommer att behandlas bide en-
skilt och tillsammans. Ett av de mest testade begreppen ir vinkelbegreppet, vil-
ket kommer att beskrivas i det tredje avsnittet. Begreppen triangel och rektangel
ir tvd-dimensionella objekt, som testas i ett par uppgifter. Tvi-dimensionella
representationer av tre-dimensionella objekt behandlas i fyra uppgifter. Slutligen
analyseras en konform avbildning av en geometrisk form.

9.2.1 Begreppet omkrets

Den férsta uppgiften (M01_05) omfattar forstielse av de tva begreppen omkrets
och area.
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MO 1_05 MO01_05
Vilken omkrets har en kvadrat med arean 100 kvadratmeter?

Svar:

Karaktiristiske for en kvadrat ir att sidorna ir lika langa, vilket 4r en nodvindig
kunskap for att losa uppgiften. Nagot mer 4n en tredjedel av eleverna (39,8 %)
l6ste uppgiften korrekt, 40 meter. Olika slags klassificerade misstag uppgick till
nigot mindre 4n hilften (46,9 %). Ett vanligt misstag var, att begreppen om-
krets och area blandades ihop, ett misstag, som ocksa beskrivits i internationell
forskning (Clements & Stephan, 2003).

9.2.2 Areabegreppet
I det hir avsnittet analyseras fyra uppgifter, vilka behandlar areabegreppet.
Den forsta uppgiften (M01_12) omfattar berikning av arean av en triangel

inskriven i en kvadrat.

MO01_12
Figuren visar en skuggad triangel i en kvadrat.

I 4cm | 2cm —>

6cm

Vilken area har den skuggade triangeln?

Svar:

Betydligt mindre in hilften av eleverna loste uppgiften korrekt (42,7 %). Ett
innu mindre antal elever (37,5 %) lyckades inte 16sa den, medan en mindre
grupp (19,6 %) inte uppvisade nagot forsok till 16sning.
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Eleverna exponerade, att de inte fullt ut forstod areabegreppet tillimpat pa en
triangel. Som bland andra Stigler och Hiebert (1999) visade, kan man misstin-
ka, att en berikning av en triangels area har undervisats om p4 ett procedurellt
sitt och dirmed ldrts in silunda. Formeln for arean av en triangel ir ju inte moj-
lig att direket applicera i uppgiften, utan en viss begreppslig anpassning krivs.
Detta kan forklara de svérigheter, som en relativt stor elevgrupp tycks ha haft.

I den andra uppgiften (M04_11), forvintades eleverna rita en triangel med
hjilp av nagra givna punkter. Triangelns area skall vara tvd gdnger arean av en
given rektangel.

Anvind de markerade punkterna for att rita en triangel vars area ar TVA
GANGER s stor som rektangeln ABCD:s area.

V4 Y X

{ ] ] ]
D C

¢ - — - - = R

1 |

1 |

1 |

| |

1 |

1 |

| 1

| A | B w

¢ - — - — - ® L]

Nigot over hilften av eleverna (50,2 %) l6ste uppgiften korrekt, medan resten
inte lyckades losa den eller inte forsokte. En avgorande skillnad mellan forega-
ende uppgift och denna ir det givna rutnitet. Detta gor, att uppgiften ocksd
kan l6sas begreppsligt genom att rikna rutnitskvadraterna. En betydande del av
elevgruppen tycks emellertid inte ha uppticke detta utan har forsoke 18sa upp-
giften utan ett sddant stdd av rutnitet. Detta gor uppgiften visentligt svarare.

En geometrisk form kan karakeiriseras sdsom en oregelbunden hexagon, som
ar mojlig att dela in i tvi rektanglar (M07_08). Eleverna forvintades berikna
arean av denna hexagon. Detta kan goras genom att utnyttja areabegreppets ad-
ditiva karakeir.
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MO7_08

8cm

12ecm

Hur stor area, i kvadratcentimeter, har figuren ovan?

@ 66
® 69
© 81
©)

96

Nigot over hilften av eleverna (51,2 %) valde det korrekta alternativet, 69.
Den mest frekventa (21,2 %) distraktorn 96, kunde fis genom att multiplicera
endast tvd av de fyra sidorna av olika lingd, 8 * 12. De tvé andra distraktorerna,
66 och 81, som var mer eller mindre oméiliga att fi fram genom enkla berik-
ningar, attraherade tillsammans nistan en fjirdedel av eleverna (23,8 %).

En slutsats som utifrin den internationella forskningens resultat kan dras 4r
att eleverna inte verkade vara tillrickligt bekanta med areabegreppets additiva

karaktir (Chick & Baker, 2005).

Denna uppgift (M07_07) handlar om antalet grodor i en damm.

MO7_07
En cirkuldr damm har radien 10 meter. Det finns i genomsnitt 2 grodor

per kvadratmeter i dammen. Ungefir hur manga grodor finns det i dammen?

7 dr ungefir 3,14

® 120
300
© 600
© 2400

De tv4 forsta alternativen omfattar de ungefirliga mitetalen for cirkelns omkrets
120 och dess area 300. Dessa alternativ hade vart och ett valts av nigot mindre 4n
en tredjedel av eleverna (32,1 %, 28,7 %). Det korrekta alternativet, som repre-
senterade antalet grodor i dammen 600, valdes ocksd det av ndgot mindre 4n en
tredjedel av eleverna (31,4 %). Det sista svarsalternativet 2 400 var lagfrekvent.

Det tycks som om ocksd en grupp av de svenska eleverna, dels har en begrin-
sad forstdelse av en cirkels area och, dels har svart att skilja en cirkels omkrets
fran dess area (Clements & Stephan, 2003). Dessutom kan konstateras att pro-
portionalitetsbegreppet har en central roll i uppgiften, genom att antalet grodor
angetts per kvadratmeter.
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9.2.3 Vinkelbegreppet

Vinkelbegreppet testas frekvent i tta testuppgifter. I den férsta (M02_10) ir tvd
parallella linjer sammanbundna med en triangel.

M02_10
D
l -
m

I denna figur dr linjen [ parallell med linjen m. Vinkeln DAC ar 55°.

Vad ér virdet av x + y?

® 55

110

© 125

©® 135
Det mest frekventa alternativet (42,3 %) var ocksi det korrekta 125°. Ett annat
frekvent alternativ (34,4 %) var tva génger vinkeln, 55°, det vill siga 110°. Av
illustrationen kan man f3 intrycket, att detta alternativ kan vara korreke.

Den kunskap som behovs for att [6sa uppgiften ir begreppet alternatvinkel
och en triangels vinkelsumma, 180°.
En rit linje 4r utgdngspunkten for nista uppgift (M03_06). P4 linjen finns en
punke R frén vilken en strile 4r dragen.
M03_06
I figuren &r PQ en rit linje.
S
2XN\/%
p R Q

Hur stor dr vinkeln PRS?

@ 10°
20°
© 40
® 70
® 140°
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Det idr nédvindigt for eleverna att kinna till, att summan av en innervinkel

och dess yttervinkel 4r 180°. Detta leder till den elementira ekvationen

2x + 7x=180° som har l6sningen x = 20°, vilket inte ir svaret, dd 2x efterfra-
gas. Det finns fem alternativ presenterade, av vilka ett 4r 20°, valt av en sjittedel
av elevsamplet (13,7 %). En ganska stor majoritet av eleverna (59,7 %) hade
valt ut alternativet, 40°, som ir det korrekta. Ett annat frekvent alternativ, 70°,
fastnade mer #n en sjittedel av eleverna f6r (16,7 %). De 6vriga distraktorerna
valdes lagfrekvent.

Problemet med uppgiften tycks inte vara vare sig enkodningen av problem-
texten eller sjilva berikningen utan snarare formuleringen av svaret, som inte ir
virdet av x utan av 2x. Dock kan beteckningarna 2x och 7x som uttrycker ett
proportionellt forhéllande mellan vinklarnas storlek innebira en 6kad svarig-
hetsgrad.

I en ritvinklig triangel var férutom den rita vinkeln ytterligare en vinkel given,
35° (M03_14). Eleverna skulle bestimma den tredje vinkeln.

MO03_14 B

—

A C

Hur stor dr vinkeln C i triangeln ovan?

@® 45°
55°
© 65
© 145°

Den nodvindiga kunskapen for att [6sa uppgiften 4r triangelns vinkelsumma,
180°. Det korrekta alternativet, 55°, var frekvent (58,3 %). Den mest attraktiva
distraktorn, 45°, valdes av ndgot under en femtedel av eleverna (18,7 %). Dist-
raktorn, 65°, var inte sirskilt frekvent vald (15,3 %) den heller. Av figuren, som
illustrerar uppgiften, var det méjligt att f3 intrycket, att 65° kunde vara korreke.
Elever, som inte valde det korrekta alternativet, kiinde troligen inte till, att vin-
kelsumman i en triangel 4r 180°.

En stricka var given i denna uppgift (M03_15) och eleverna uppmanades rita
en trubbig och en spetsig vinkel.
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MO03_15
Anvind strickan AO nedan. Rita en rit linje BC genom O s att vinkeln

AOB ir spetsig och vinkeln AOC iar trubbig. Markera vilken punkt som
ar B och vilken som dr C.

A

Knappt en tredjedel av elevgruppen (30,6 %) lyckades l6sa uppgiften korrekt.
Fér eleverna i EU/OECD-linderna diremot svarade genomsnittet mot att
knappt hilften av gruppen (46,4 %) loste uppgiften. Den mest troliga orsaken
till laga l6sningsfrekvensen i Sverige ir, att eleverna inte kiinner till terminologin
om trubbig respektive spetsig vinkel.

I figuren, som skall illustrera uppgiften (M04_10) nedan, ir de tvd vinklarna
ACB och DCE vertikalvinklar. Vertikalvinklar 4r alltid av samma storlek.

MO04_10

I den hér figuren 4r CD = CE.
Vilket vdrde har x?

@ 40
® 50
© 60
®

70

Vinkeln ACB kan beriknas genom vinkelsumman i den vinstra triangeln.
Vinkeln blir 180° — 90° — 50° = 40°. Eftersom vertikalvinklar ir lika stora, blir
toppvinkeln i den hégra liksidiga triangeln ocksd 40°. D4 basvinklarna ir av
samma storlek i en liksidig triangel och en av dessa utgor den efterfrigade vin-
keln, si kan genom att anviinda vinkelsumman i en triangel en ekvation tecknas
2x + 40 = 180. Losningen blir x = 70°. Detta 4r det korrekta alternativet som
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valdes av nigot mindre in en tredjedel av eleverna (31,0 %). En nistan lika stor
elevgrupp (30,6 %) attraherades av distraktorn 60°. Distraktorn 50° innebir,
att den efterfrigade vinkeln har samma storlek som motsvarande vinkel i den
vinstra triangeln (19,3 %).

Svérigheten med denna uppgift tycks vara begreppet vertikalvinklar samt att
de tva basvinklarna i en likbent triangel 4r lika stora.

I denna uppgift (M07_09) skall ocksa en vinkel beriknas.
MO7_09

A 0] B

I figuren ovan ligger punkterna A, O, och B pa en linje. OM delar vinkeln BOC i
tva lika stora delar och ON delar vinkeln AOC i tv4 lika stora delar. Vilket virde
har x?

Svar:

Eftersom strdlen OM delar vinkeln BOC'i tv4 lika stora delar 4r vinkeln MOC
ocksd 40°. Strdlen ON delar AOC i tv4 lika stora delar och d& ir vinkeln AON
ocksi lika med x°. Eftersom vinkeln AOB ir 180°, s3 fis ekvationen x + x + 40
+ 40 = 180. Viirdet pa x blir dd 50. Detta ir ocksd mojligt att komma fram il
genom att prova olika virden med hjilp av figuren.

Négot mindre 4n en tredjedel av eleverna (28,0 %) l6ste uppgiften korrekt.
For att 1sa uppgiften forutsitts det att eleverna behirskar modellen for vinkel-
begreppet, som anvinds i svenska skolor. Enligt internationell forskning har
endast en liten del av eleverna internaliserat denna begreppsmodell (Foxman &

Ruddock, 1983; Mitchelmore & White, 1998).
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De fsljande tva uppgifterna handlar om polygoner. Den forsta (M02_07) ror
sambandet mellan innervinklar och antalet sidor.

Innervinklar M02_07
Jack undersokte egenskaper hos polygoner. Jack gjorde tabellen nedan for att se

om han kunde hitta ett samband mellan sidor och vinklar.

A. Gor firdigt tabellen genom att fylla i de tal som saknas.

Polygon Antal sidor {\ntal . Sumr‘nan v
trianglar innervinklarna

3 1 1+ 180°

— — _+180°

— — __+180°

— — _+180°

B. Skriv det tal som ska sta i rutan.
Summan av innervinklarna i en polygon med 10 sidor = * 180°

Uppgift A: P4 denna konkreta niva 16ste nistan tvé tredjedelar av eleverna
(57,9 %) problemet korrekt. Uppgiften foljdes upp med en andra, i vilken elev-

erna skulle bestimma motsvarande samband, dé polygonen hade tio sidor.
Uppgift B: Losningsfrekvensen minskade till mindre 4n en tredjedel (32,4 %).

Det korrekta uttrycket dr 8 * 180°. Sedan hajdes abstraktionsnivan ytterligare
till att bestimma ett uttryck f6r summan av vinklarna i en #-sidig polygon.
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MO02_07
- C. Jack kunde se ett samband mellan sidor och vinklar och skrev ett uttryck med

n som géller for alla polygoner. Gor fardigt det han skrev.

Summan av innervinklarna i en polygon med # sidor = * 180°

Uppgift C: Vid den ytterligare férhojda abstraktionsnivin minskade l6snings-
frekvensen till en liten bit under en tiondel av eleverna (8,1 %). Det korrekta
uttrycket dr (72— 2) * 180°.

S4 slutsatsen som kan dras ir, att abstraktionsnivén har ett avgorande infly-
tande pa l6sningsfrekvensen. Ett mycket begrinsat antal elever behirskade detta
slag av abstrakt tinkande med hjilp av variabler. Uppgiften klassificeras egentli-
gen till algebraomridet.

I det andra problemet (M05_09) ir utgdngspunkten vinklarna i en hexagon.

MO05_09
p Q

T S

PQRSTU ér en regelbunden sexhorning. Hur stor dr vinkeln QUS?

@ 30°
60°
© 90
© 120°

For att berikna vinkeln QUS 4r det nédvindigt att fokusera de likbenta triang-
larna QPU och UTS, som av symmetriska skil 4r kongruenta, d& tva sidor och
mellanliggande vinkel 4r lika. Eftersom en hexagon kan delas in i fyra trianglar,
sd d4r summan av alla innervinklar fyra ginger 180°, som #r 720°. D4 vinklarna
dr sex till antalet, s dr en vinkel 120°. Toppvinkeln i de kongruenta trianglarna
dr da 120°. D4 summan av alla vinklarna i triangeln skall vara 180°, s blir de
bada basvinklarna 30° vardera. Vinkeln PUT, som 4r 120°, bestir di av de tva
30°-vinklarna samt den okinda vinkeln QUS, vilken d& blir 60°. Detta, det kor-
rekta alternativet, vilket nigot mer in hilften av eleverna valde (55,2 %), var
mdjligt att komma fram till genom att bara titta p& figuren. Den mest attraktiva
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distraktorn, 120°, valdes av en mindre grupp elever (13,9 %). Multiple-choice-
karakeiren pd uppgiften har troligen forbittrat elevernas méjligheter att 16sa
den, eftersom det var majligt att visuellt uppskatta storleken pé vinkeln. En an-
nan l8sningsstrategi kan ha varit att eleverna dragit diagonalen QS. Genom att
samtliga mindre likbenta trianglar ir kongruenta da mellanliggande vinkel och
tva sidor ir lika stora, s& blir sidorna i triangeln QUS lika stora, vilket gor QUS
liksidig. I en liksidig triangel 4r samtliga vinklar lika stora dvs. 60° Genom elev-
ernas val av 18sningsstrategi kan uppgiften ha fitt olika svérighetsgrader.

9.2.4 Begreppet triangel
De tva pa varandra f6ljande problemen handlar om trianglar. I det f6rsta

(M01_08) ir tvd kongruenta trianglar givna.

M01_08

81°
&

e 81°

49° 6

Trianglarna ovan dr kongruenta. Métten pé vissa sidor och vinklar dr givna.
Vilket virde har x?

49

50

60

70

81

QNONONONO)

Storlekarna pa nigra sidor och vinklar ir kinda och tycks vara valda, for att gora
det omgjligt att fundera ut det korrekta alternativet genom att bara titta pd tri-
anglarna. En extra svirighet 4r, att den hogra triangeln ir en spegelbild av den
vinstra, eftersom sidan med storleken 6 c¢m ligger pa olika sidor av vinkel pd
81° i trianglarna.

I det forsta svarsalternativet 49°, har det inte beaktats, att den ena triangeln
ir en spegelbild av den andra (37,9 %). Det andra svarsalternativet 50° var det
korrekta och valdes av mindre in tva femtedelar av eleverna (39,9 %). Dist-
raktorerna 60, 70 och 81 var lgfrekventa. Den avgérande svirigheten tycks ha
varit trianglarnas orientering. Eleverna behovde kunna urskilja, att den okiinda
vinkeln vette mot 6 cm-sidan.
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I det andra problemet (M07_10) méste eleverna kinna till begreppet likbent

triangel.
MO7_10

Y

6

5

4

3

2 .M .N

1

(6] 1 2 3 4 5 6 x

Tva punkter M och N visas i figuren ovan. Johan soker en punkt P sa att
MNP blir en likbent triangel. Vilken av punkterna nedan skulle kunna
vara punkt P?

® (35)
(3.2)
© 15
® G

Mindre 4n hilften av eleverna (48,0 %) bestimde sig for det korrekta alterna-
tivet (3, 5). Det andra svarsalternativets koordinater (3, 2) ir ju en punkt, som
ligger pa en linje genom punkterna M och N. Detta forhéllande gor, att en tri-
angel inte kan konstrueras. Andi valdes detta svarsalternativ av en grupp elever
(16,9 %). Det tredje svarsalternativet (1, 5) var lagfrekvent valt, medan det
fjirde (5, 1) valdes av ndgot mindre 4n en fjirdedel av eleverna (24,1 %). Ko-
ordinaterna for denna punkt (5, 1) representerar ju ett lige, som ger en triangel
dock inte likbent. Diremot skulle punkten (1, 6) ocksd duga fér konstruktion
av en likbent triangel.

Svérigheten i uppgiften tycks vara att bestimma punkternas lige med koordi-
nater samt att diskriminera ordningen mellan x- och y-koordinaterna.

9.2.5 Begreppet rektangel

Begreppet rektangel testas i kombination med begreppen férstoring och for-
minskning i f6ljande uppgift (M01_11). I deluppgift A uppmanas eleverna att
dndra lingdskalan pd tv4 olika sitt, ett som innebir en forminskning och ett
som innebir en forstoring. Dessa forindringar orsakade uppenbara svarigheter
for eleverna. Endast en dryg femtedel (22,0 %) 16ste uppgiften fullstindigt.
Ungefir lika stor andel (22,1 %) loste den delvis.

I deluppgift B skall eleverna berikna férhéllandet eller den multiplikativa
relationen mellan den ursprungliga och den nya rektangelns area. Detta villade
manga elever stora svarigheter och endast ngon procent (1,4 %) klarade del-
uppgiften fullstindigt.
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Sjdlva berikningarna av areorna kan inte ha villat nigra sirskilda problem, di
formeln f6r rektangelns area var direke tillimplig. Den uppenbara svarigheten
tycks istillet ha varit att forstd vad ett férhillande i4r och direfter ange vilken
area, som skall vara utgdngspunkten f6r multiplikativa jimforelsen. En del elev-
er relaterade inte 16 till 30 utan i stillet 30 till 16, vilket enligt rittningsmallen
inte ansags vara en fullgod I6sning. Enligt tidigare forskning kan forvintas, att
speciella svarigheter uppstar, dé elever ska gora multiplikativa jimforelser som
den i deluppgift B (Greer, 1992).

MO1_11

Bredd
2cm

Langd

8cm

A. Irutnitet nedan ska du rita en rektangel vars lingd ér tre fjairdedelar av
lingden pé rektangeln ovan och vars bredd &r tvé och en halv gdnger
bredden p4 rektangeln ovan. Markera laingden och bredden pé den nya
rektangeln i centimeter pa figuren. Varje ruta i rutnétet dr 1 cm x 1 cm.
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B. Bestim forhallandet mellan den ursprungliga rektangelns area och
den nya rektangelns area.

9.2.6 Tvadimensionella representationer av tredimensionella objekt
Sambandet mellan en tvd-dimensionell representation av tre-dimensionella
objekt behandlas i detta avsnitt. En tvi-dimensionell representation av ett tredi-
mensionellt objekt vrids i forsta uppgiften (M01_03).
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M01_03
Det hir féremalet ska vridas till en annan position.

Vilket av alternativen skulle kunna vara foremalet efter att det vridits?

® j §
© j © f’
Alternativ d) ir det mest frekvent valda (65,6 %) och ocksi det korrekta. Den
vanligaste valda (15,6 %) distraktorn b) var spegelbilden av objektet.
Elevernas férméga att 16sa problemet 4r uppenbarligen sammanlinkad med

deras spatiala utveckling. Erfarenheter av detta slag av representationer spelar
troligen en avgorande roll (Ryu, Chong & Song, 2007).

I den andra uppgiften (M02_09) frigades eleverna vilken av de tvi-dimensio-
nella figurerna kan vikas ihop till en kub.

M02_09
Vilken figur kan vikas ihop till en kub?
®
© )
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Tv3 alternativ c) och d) var nistan lika frekventa (39,8 %, 40,2 %) av vilka det
minst frekventa ocksa var det korrekta. De tvi andra alternativen a) och b) var
lagfrekventa.

Spatiala erfarenheter ir troligen av avgorande betydelse for mojligheten att

16sa uppgiften (Ryu, Chong & Song, 2007).

Den tredje uppgiften (M04_09) skiljde sig frin den foregiende. En person stod
och betraktade en formation av fem kuber. Eleverna uppmanades att fundera ut,
vilken av de fyra tvi-dimensionella projektionerna som personen ség.

MO04_09

Den tredimensionella figuren bestér av 5 sma kuber.
Vilken form ser personen pa bilden?

® |

En klar majoritet av eleverna (75,9 %) 16ste uppgiften, vilken ocksa testade for-
mdgan att ta en annan persons perspektiv.
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I den fjirde uppgiften (M05_04) skulle ett papper vikas for att skapa en lada.

MO5_04
5cm
[T L}
2cm
2cm
— |
[T ]
3cm
1 [

5cm
2cm
1 [

Om mallen ovan viks ihop, sa bildas en rektangulér ldda.
Vilken volym har ladan?

Svar: cm

Nigot mer 4n en femtedel av eleverna (21,3 %) lyckades losa uppgiften, jim-
fort med eleverna i EU/OECD-linderna, som i genomsnitt lyckades bittre
(39,6 %). Resultatet pd uppgiften visar pi vikten av, att det i matematikunder-
visningen skapas tillfillen f6r eleverna att f2 spatiala erfarenheter (Ryu, Chong
& Song, 2007).

9.2.7 HKonforma avbildningar

Konforma avbildningar i form av vridning runt en punkt ingdr inte i kurspla-
nens uppndendemdl for drskurs 9 i grundskolan. Dock ir vridning en central
del i modellen f6r vinkelbegreppet, som anvinds i skolmatematiken. I testupp-
gift (M03_04) vrids en triangel ett halvt varv.
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MO03_04
Den skuggade triangeln vrids ett halvt varv i planet runt punkten P,

P

Vilket av foljande alternativ visar triangeln efter vridningen?

® E

Av de fyra givna alternativen var det korrekta d) det mest frekventa (54,2 %).
Distraktorn a) representerade spegelbilden av triangeln i en vertikal linje och
distraktorn b) i en horisontal (12,6 %, 17,8 %). Den lagfrekventa (5,0 %) dist-
raktorn c) representerade ingen vridning alls medan distraktorn e) var resultatet
av en vridning i kombination med en férflyttning (6,3 %).

Trots att vridning i4r en central del av vinkelbegreppets modell, s var 16s-
ningsfrekvensen férhéllandevis lag.

9.2.8 Sammanfattning och slutsatser

Som har beskrivits i internationell forskning, si brukar elever férvixla de tva

begreppen, omkrets och area. Detta verkar ocksa vara fallet med svenska elever.
Det kan ocksé misstinkas, att undervisningen i matematik 4r mer proce-

durellt 4n konceptuellt inriktad. Nir formeln for berikning av triangelns area

direkt kunde tillimpas, s var l6sningsfrekvensen relativt hog. D3 det emellertid
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krivdes en begreppslig anpassning, si minskade 16sningsfrekvensen markant.
Kinnedom om cirkelns areabegrepp bestar inte bara av, hur berikningsformeln
tillimpas utan ocksa av forstdelse av, hur areaenheter kan fis att ticka cirkelns
yta. Exempelvis bor eleverna kinna till hur minga ginger stdrre arean av en cir-
kel med radien 7ir jimfort med arean av en kvadrat med sidan 7.

Betriffande den additiva karaktiren pa det generella areabegreppet sd tycks
en majoritet av eleverna vara bekant med det. Dock kinner alltfor ménga elever
inte till denna egenskap hos areabegreppet.

De tre begreppsmodeller som finns f6r vinklar ir kiinda for att vara besvir-
liga att forstd. Samtliga modeller har visserligen nackdelar, men kan 4nda vara
virdefulla for elevernas forstdelse av vinkelbegreppet, da eleverna uppenbarligen
behover en begreppsbild att relatera sin uppfattning till.

Eleverna tycks kinna till att summan av innervinklarna i en triangel 4r 180°.
I de flesta av uppgifterna kunde detta samband tillimpas. Men det idr dessutom
nddvindigt att veta att ett halvt varv motsvarar 180°.

Vinklar klassificeras bdde med avseende pd lige och pa storlek. Alternatvink-
lar och vertikalvinklar, samt inner- och yttervinklar klassificeras utifrén sina
ligen. En annan egenskap som ir forknippad med ldge ir, att vinkeln kan vetta
mot en viss sida. I en likbent triangel finns det en toppvinkel och tva basvinklar.
Basvinklarna ir lika stora. Klassificering som giller storleken ir rita, trubbiga
och spetsiga vinklar. Terminologin om dessa begrepp maste undervisas dterkom-
mande, ty omedvetenhet om dessa dr den troliga orsaken till den relativt liga
16sningsfrekvensen.

Ocksi abstraktionsnivin hade ett avgorande inflytande pa 16sningsfrekven-
sen. D3 abstraktionsnivin okade, s minskade 18sningsfrekvensen.

Spatiala erfarenheter i matematikundervisningen verkar vara kritiska for for-
stdelsen och tolkningen av tvi-dimensionella representationer av tre-dimensio-
nella objekt.

Begreppet vridning, som ingdr i begreppsmodellen f6r vinklar, tycks eleverna
inte behirska, dd endast en mindre grupp léste testuppgiften.

Anmirkningsvirt nog s3 loste vissa elever ett antal uppgifter trots att dessa
bedémdes brista i matchningen mot kursplanen.
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Resultat

— elevers exponerade
berakningsprocedurer i
nationella amnesprovet



For att ytterligare stirka validiteten i slutsatserna fran TIMSS-resultaten genom-
fordes ocksa en analys av 507 elevlosningar av vissa uppgifter i det nationella
dmnesprovet for arskurs fem fran varen 2007. Subtraktionsuppgifter hade visat
sig utgora ett problem i TIMSS-projektet, speciellt for &rskurs 4. Dirfor analy-
serades 18sningar av subtraktioner med och utan vixling samt av subtraktioner i
benimnda problemsituationer. Designen pa uppgifterna i det nationella imnes-
provet var intressant. Om ett benimnt problem innehéll talen 15 och 6, sd kom
pa sidan efter, motsvarande subtraktion men utan problemtext, 15 — 6. Eleverna
tillfrigades sedan om hur de 16st uppgiften genom att besvara nigra fértrycka
alternativ. Att samma tal fanns i tva skilda uppgiftskontexter gjorde det mojlige
att jimfora berikningsstrategierna och 18sningarna.

Testuppgifterna representerar tre olika aspekter av berikningar, en rérande
taluppfattning och subtraktion, en rérande subtraktion utan vixling samt en
tredje rorande subtraktion med vixling.

Den férsta uppgiften, 1000 — 2, hade hég losningsfrekvens (92,0 %). De flesta
misstagen kunde hinféras till en sammanlinkad struktur (Fuson, 1992). Elev-

erna hade helt enkelt inte klart for sig vilka tal som kommer omedelbart fore
1000. Det vanligaste svaret var dd 9998. (Se tabell 13).

Tabell 13  Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 1000 - 2, arskurs 5, n = 501

Relativ
Kategorier Frekvens frekvens (%) Typiskt svar
Talfakta 461 92,0 998
Standardalgoritm 5 1,0 998
Stegvis berakning 7 1,4 998
Sammanlankad struktur 28 5,6 9998, 8
Totalt 501 100,0

Nista testuppgift, 15 — 6, borde eleverna kunnat 16sa med hjilp av talfakta. Det
visades sig, att en majoritet av eleverna kunde (82,7 %) detta, vilket visas i tabell
14. Relativt f3 elever misslyckades med berikningen. Den vanligaste beriknings-
strategin, férutom talfakta, var stegvis berikning, som ett antal elever (10,9 %)
anvinde. Bland dessa elever forekom fingerrikning, enligt deras egen uppgift.
Den relativt hoga 16sningsfrekvensen (96,4 %) kan vid férsta anblicken
verka tillfredsstillande. Vid nirmare eftertanke diremot s motsvarar 18 elever
i ett sampel pd 500 vid extrapolering till hela elevpopulationen om ca 100 000
elever, 3 600 elever. Detta betyder, att ungefir 180 klasser 4 20 elever inte klarar
en elementir subtraktion (15 — 6). Mot denna bakgrund méste dirfér kraven péd
16sningsfrekvenser vara mycket stora.
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Tabell 14 Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 15 — 6, arskurs 5, n = 504

Relativ

Frekvens frekvens (%) Typiskt svar
Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 417 6 82,7 1,2 9
Standardalgoritm 7 - 1,4 - 9
Kompensationsberakning 6 2 1,2 0,4 9
Talsortsvis berakning utan vaxling - 1,8 - 11
Talsortsvis berakning med vaxling 1 - 0,2 - 9
Stegvis berakning 55 1 10,9 0,2 9
Totalt 486 18 96,4 3,6

I tabell 15 visas elevernas berikningsstrategier, dd de 16ste uppgiften, 17 — 8. 1
kategorierna finns, férutom de vanliga strategierna, ocksa kategorin “olika re-
sultat”, som representerar l5sningsfrekvensen pa den icke benimnda uppgiften
i relation till 16sningsfrekvensen pa den motsvarande benimnda uppgiften. Om
en elevs losning klassificeras som korreke i tabellen, sd har den inte varit korreke
i den benimnda kontexten. Har den diremot klassificerats som inkorreke, sd
har den varit korrekt i den benimnda kontexten. Adderas dessa bada l6snings-
frekvenser, s fir vi fram det antal elever, som har exponerat inte bara korrekta
utan ocksd inkorrekta berikningsstrategier for en och samma uppgift. I tabell 15
finns en elev, som exponerat ett inkorrekt resultat pd den icke-benimnda upp-
giften men exponerat ett korreke resultat pa den benimnda uppgiften.

Tabell 15 Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 17 — 8, arskurs 5, n = 502

Relativ

Frekvens frekvens (%) Typiskt svar
Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 443 13 88,2 2,6 9
Standardalgoritm 6 - 1,2 - 9
Talsortsvis berakning utan vaxling - 3 - 0,6 - 11
Talsortsvis berakning med vaxling 2 - 0,4 - 9
Stegvis berakning 26 3 5,2 0,6 9
Transformationsberakning 4 1 0,8 0,2 9
Olika resultat - 1 0,2
Totalt 481 21 95,8 4,2

Huvuddelen av eleverna i samplet (88,2 %) lste uppgiften med hjilp av tal-
fakta. Bakom stegvis berikning déljer sig en grupp av elever, som fingerriknade.
Beaktat resonemanget ovan, s representerar dven denna férhallandevis laga
frekvens av elever (4,2 %), som inte 16st uppgiften, ett alltf6r stort antal elever,

ca 4 200.

En motsvarande TIMSS-uppgift, som mitte taluppfattning, (M04_01) hade
en losningsfrekvens pa jimforbar niva. Detta férhillande stirker urvalens repre-
sentativitet och studiernas validitet.
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I detta avsnitt behandlas tva subtraktionsuppgifter, vilka inte kriver vixling.
Den fé6rsta avser en tvasiffrig subtraktion och den andra en tresiffrig. Den forst-
nimnda har nigot hogre 16sningsfrekvens, vilket dr naturligt, eftersom de inga-
ende talens storlek kan péverka svarighetsgraden.

I tabell 16 visas elevernas exponerade berikningsstrategier, som de ter sig i
l6sningarna. Huvuddelen av eleverna (89,2 %) har lyckats 16sa uppgiften. Det
ar tydligt, att standardalgoritmer ingdr i undervisningen pa vissa skolor. Utan
berikningar med algoritmer hade bilden troligen sett mer negativ ut, eftersom
en fjirdedel av eleverna (24,1 %) ldste uppgiften just med hjilp av en algoritm.
Béde stegvis berikning (10,9 %) och talsortsvis berikning (4,7 %) har blivit
mer frekventa sitt att utfora berikningen pa jimfort med i tidigare testuppgif-
ter. Kategorin olika resultat” visar, att det finns tvé elever, som bada har en kor-
rekt version av en strategi och en inkorrekt version av en annan for berikning av
en och samma uppgift.

Tabell 16  Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 57 — 34, arskurs 5, n = 503

Relativ

Frekvens frekvens (%) Typiskt svar
Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 248 36 49,3 7,2 23 -
Standardalgoritm 121 1 24,1 0,2 23 -
Talsortsvis berakning utan vaxling 24 5 4,7 1,0 23 -
Talsortsvis berakning med vaxling - 6 - 1,2 - 17
Stegvis berakning 55 4 10,9 0,8 23 -
Mixad berakning 1 - 0,2 - - -
Olika resultat 1 1 0,2 0,2 - -
Totalt 450 53 89,2 10,8

Féljande uppgift, som innehéller tva tresiffriga tal, kriver inte heller den ndgon
vixling. I tabell 17 framgdr l6sningsfrekvenserna. Felfrekvenserna har okat, vil-
ket speciellt giller talfakea (6,3 %), stegvis berikning (2,8 %) samt talsortsvis
berikning med vixling (1,8 %). Den sistnimnda strategin har alltsa applicerats
pa en uppgift, som inte kriver vixling, vilket leder till det typiska svaret 126.

Tabell 17 Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 257 — 123, arskurs 5, n = 494

Relativ
Frekvens frekvens (%) Typiskt svar

Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 187 31 37,9 6,3 134 -
Standardalgoritm 175 7 35,4 1,4 134 -
Talsortsvis berakning utan vaxling 26 3 53 0,6 134 -
Talsortsvis berakning med vaxling - 9 - 1,8 - 126
Stegvis berakning 33 14 6,6 2,8 134 -
Transformationsberakning 1 7 0,2 1,4 134 140
Olika resultat - 1 - 0,2 - -
Totalt 422 72 85,5 14,5
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Motsvarande uppgifter i TIMSS-projektet krivde alla vixling, s& en jaimforelse
ir dirfor inte relevant (se avsnitt 8.1.3).

Den andel elever som anvint standardalgoritmen f6r subtraktion i denna
uppgift, tycks var nigot mer 4n en tredjedel (35,4 %). Utan denna grupp, som
anvinde standardalgoritmen, s& hade férmodligen losningsfrekvensen sjunkit
markant.

I det kommande tre testuppgifterna kriver subtraktionen vixlingsférfarande.
Losningsfrekvenserna har blivit betydligt ligre utom i den sista uppgiften, vilket
torde bero pd de ingdende talens 203 och 198 relativa nirhet, vilket gor uppgif-
ten visentligt littare. I tabell 18 visas 16sningsfrekvenserna for olika beriknings-
strategier pa subtraktionen 91 — 59. Speciellt visar det sig i uppgifter av denna
karakeir, att talsortsvis berikning utan vixling tillimpas felaktigt och ger det
typiska svaret 48, vilket var relativt hogfrekvent (11,4 %). Men dven den version
av transformationsberikning, som ir avsedd for addition, anvindes felaktigt p&
subtraktioner (4,5 %) och gav ofta ett resultat nigra enheter frin det korrekta

(32) i detta fall 30.

Tabell 18 Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 91 — 59, arskurs 5, n = 507

Relativ

Frekvens frekvens (%) Typiskt svar
Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 77 6 15,2 1,2 32
Standardalgoritm 160 12 31,6 2,4 32
Talsortsvis berakning utan vaxling - 58 - 11,4 - 48
Talsortsvis berakning med vaxling 31 2 6,1 0,4 32
Stegvis berakning 42 4 8,3 0,8 32
Mixad berakning 2 4 0,4 0,8 32
Transformationsberakning 2 23 0,4 4,5 32 30
Olika resultat 58 26 11,4 51
Totalt 372 135 73,4 26,6

Det mest intressanta med tabellen ir kategorin "olika resultat”, i vilken 58 elever
svarade ritt pd uppgiften utan kontext, men som svarade fel pd den i en benimnd
kontext. Intressant dr ocksd de 26 elever, som kommit fram till ett felaktigt svar
pa uppgiften utan kontext men svarat korrekt pé den i en benimnd kontext. Av
detta framgdr, att dessa 84 elever behirskar minst en berikningsstrategi, som ir
korrekt, och minst en, som ir inkorrekt. Enkodningsforfarande var relativt en-
kelt d4 problemsituationen var en forindring-ta-bort-situation. Detta gor att en
mindre paverkan i det benimnda fallet inte kan uteslutas. Denna paverkan kan
ocksa forklara det asymmetriska resultatet. Detta motsvarar i populationen nistan
17 000 elever. Vad vi emellertid inte vet dr, hur stor andel av de 6vriga eleverna,
som har parallella berikningsstrategier, korrekta och/eller inkorrekta.

Uppgiften 91 — 59 kan jimf6ras med en av testuppgifterna i TIMSS, kattpro-
blemet (M01_08 eller itemnr M031301), som kunde enkodas med subtraktio-
nen, 62 — 57. Bida subtraktionerna kriver vixling och utgérs av tvasiffriga tal.
Emellertid 4r subtraktionen 62 — 57 betydligt littare att utféra in 91 — 59 pa
grund av talens relativa nirhet. Dock kan enkodningen av kattproblemet véllat
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Tabell 19 Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 151 — 126, arskurs 5, n = 503

Relativ
Frekvens frekvens (%) Typiskt svar

Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 94 12 18,7 2,4 25 -
Standardalgoritm 167 20 33,2 4,0 25 -
Talsortsvis berakning utan vaxling - 46 - 9,1 - 35
Talsortsvis berakning med vaxling 28 - 5,6 - 25 -
Stegvis berakning 54 6 10,7 1,2 25 -
Mixad berakning 4 - 0,8 - 25 -
Transformationsberakning 3 8 0,6 1,6 25 -
Olika resultat 39 22 7,8 4,4 - -
Totalt 389 114 77,3 22,7

en del svéirigheter di det 4r en jimférelsesituation. Inte dessto mindre kan man
nog dra slutsatsen att studiernas representativitet stirks av att 16sningsfrekven-
serna ir s& pass snarlika 72,0 % och 73,4 %.

I tabell 19 redovisas [3sningsstrategierna vid subtraktionen av de tvé tresift-
riga talen 151 och 126.

Losningsfrekvensen (77,3 %) dr ungefir av samma storleksordning som i
foregiende uppgift (73,4 %). Aven den talsortsvisa berikningsstrategin, som ir
felakrigt tillimpad, ir relativt hogfrekvent (9,1 %). Ocksé i denna uppgift expo-
nerar enskilda elever, att de har bdde korrekta och inkorrekta berikningsstrate-
gier (12,2 %). S4 en elev kan i en viss kontext exponera en korrekt beriknings-
strategi och i en annan en inkorrekt.

Att doma av bade denna uppgift och foregdende uppgifter sd tycks ungefir en
tredjedel av eleverna vara bekanta med standardalgoritmen f6r subtraktion.
Detta kan kasta ljus 6ver den vildigt laga 16sningsfrekvensen (20,4 %) pa
TIMSS-testuppgiften, MO1_02 eller itemnr M0311006, vilken testar just stan-
dardalgoritmen for subtraktion. Ménga elever har kanske helt enkelt inte lirt sig
standardalgoritmen.

I tabell 20 ser bilden av l6sningsfrekvenserna av subtraktionen 203 — 198
ndgot annorlunda ut, di termerna i subtraktionen ligger relativt nira varandra,
ndgot som kan gora berikningen littare.

Tabell 20 Kategorier som representerar elevers olika strategier
vid berakningen av 203 — 198, arskurs 5, n = 501

Relativ
Frekvens frekvens (%) Typiskt svar

Kategorier Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt Korrekt Inkorrekt
Talfakta 261 9 52,1 1,8 5 -
Standardalgoritm 93 10 18,6 2,0 5 -
Talsortsvis berakning utan vaxling - 25 - 5,0 - 195
Talsortsvis berakning med vaxling 13 2 2,6 0,4 5 -
Stegvis berakning 44 2 8,8 0,4 5 -
Mixad berakning 2 - 0,4 - 5 -
Transformationsberakning - 4 - 0,8 - 6
Olika resultat 26 10 5,2 2,0 5 -
Totalt 439 62 87,6 124
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Den talsortsvisa berikningen utan vixling har felaktigt tillimpats pa denna
subtraktion 203 — 198, dir faktiskt vixling krivs. Resultatet blir d& vildigt av-
vikande, 195. En naturlig friga att stilla 4r, varfor inte eleverna reagerar och
uppfattar detta relativt stora tal som ett orimligt svar. Detta kan belysas av den
utvidgade variationsteorin, vilken innebir, att flera begreppsattribut maste upp-
fattas simultant for att full forstdelse av till exempel talbegreppet skall foreligga.
Samtidigt med berikningsstrategin skall talens minghet, alltsi placering i stor-
leksordning pé tallinjen, finnas tillginglig for eleven. Om de olika begreppsatt-
ributen erfares separat, sa sker troligen ingen reaktion pi ett sddant avvikande
resultat som 195.

Aven vid l6sandet av denna uppgift och motsvarande uppgift i benimnd
kontext exponerar eleverna (7,2 %), att de samtidigt har minst en korrekt och
minst en inkorrekt berdkningsstrategi.

Sammanfattningsvis kan siigas att losningsfrekvenserna i det nationella m-
nesprovet stdder representativiteten i TIMSS-studien. Att en enskild elev kan
ha bade inkorrekta och korrekta berikningsstrategier samtidigt framgar tydligt
av elevernas losningar. Jimforbara resultat framkom ocksa vid elevintervjuerna
i Lilla Edet-projektet. Slutsatsen av detta ir, att om en elev har lirt sig att til-
limpa en berikningsstrategi korrekt, sd kan man inte vara siiker p4, att eleven
fortsittningsvis uppvisar denna korrekta strategi. I stillet kan eleven anvinda en
inkorrekt berikningsstrategi.
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Diskussion



En sammanfattande slutsats om studiens huvudresultat kommer forst att beskri-
vas. Direfter relateras resultatet till tidigare forskning och f6ljs av ett avsnite dir
argumentation for att studiens syfte har uppnétts liggs fram. Olika aspekter pd
studiens begrinsningar analyseras och redovisas i det nist sista avsnittet. Utifrén
foreliggande resultat ges slutligen forslag pa fortsatt framtida forskning.

Resultatet i sin helhet visar, att elever i forhéllandevis liten utstrickning gor
slumpmissiga riknefel. Misstagen 4r betydligt mer genomtinkta och bygger

pa att forstdelsen av begrepp eller begreppsmodeller inte utvecklats tillrickligt.

I ménga fall har de begreppsmodeller, som anvinds i undervisningen, smala
tillimpningsomraden och bristfillig eller ingen funktion alls utanfor dessa.
Begreppsmodellerna kan ocksa ge svag operativ vigledning speciellt utanfor
deras respektive tillimpningsomrade. Ett exempel pa detta dr den sa kallade
objektsmodellen, som anvinds inom algebran for att underlitta férenklingar av
additiva uttryck som 24 + 36 + 3a. Bokstiverna 2 och & fir da representera apel-
siner och bananer. Poiingen ir att apelsiner och bananer adderas var for sig. Nir
modellen tillimpas utanf6r additiva uttryck, blir resultatet litt inkorrekt och
eleven fir d& ingen vigledning i, hur problemet ska 1sas. Detta visade sig i en
av uppgifterna, som bestod av ett multiplikativt uttryck, som skulle férenklas,
24** 3a. Multiplikation av apelsiner saknar ju begreppslig betydelse.

Misstagen, som eleverna gor, har ocksa visat sig bero pé, att berikningspro-
cedurer tillimpas i fel kontext. Det 4dr mer sillan, att proceduren som sddan har
missuppfattats. Ett exempel pd detta férhillande kan vara talsortsvisberikning,
en procedur, som bestdr av tvé versioner, den ena avsedd for subtraktioner utan
vixling och den andra fér subtraktioner med vixling. Eleverna anvinder fel
version hogfrekvent, mest den som ir avsedd f6r subtraktioner utan vixling pa
sidana som kriver vixling.

En elev kan ha flera parallella uppfattningar om ett och samma begrepp,
vilka ofta 4r kontextuellt beroende. Uppfattningarna kan vara motstridiga och
oforenliga och trots detta existera sida vid sida. Exempelvis kan en och samma
elev exponera uppfattningarna om variabelbegreppet som specifikt okint tal och
konkret symbolisk representation.

Det visade sig dven, att en enskild elev kunde tillimpa flera olika beriknings-
procedurer pa en och samma berikning. I flera fall tillimpades berikningsproce-
durer bade korrekt och inkorrekt pa samma berikning fast i tvé olika uppgifter,
en benimnd och en icke-benimnd. S en och samma elev uppvisade en korrekt
berikning av tvd tal i en uppgift i ett sammanhang och en inkorrekt berikning
av samma tal i ett annat.

En procedurell syn pd matematikinlirning innebir framfor allt, att elever
skall ldras att behirska berikningsprocedurer. Om elever inte kunde utfora pro-
cedurer korrekt, betraktades detta som om eleven inte behirskade dem. Detta
dikotomiska synsitt, korreke eller inkorrekt utférande, innebar att diagnoser
utformades med testuppgifter, vilka kunde 16sas eller inte kunde losas. Ett re-
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sultat pa en diagnos visade alltsd, om en elev behirskade ett moment eller inte.

I nigra fall byggde diagnoserna pa en hierarkisk forkunskapsstrukeur, vilken
innebar att férkunskapsbrist fokuserades som orsak till elevmisstagen. Huvud-
resultatet i denna studie visar emellertid, att ett fokus pd enbart forkunskaper
ger en otillricklig bild av hindren i elevens matematikutveckling. Om elever till
exempel tillimpar en berikningsprocedur korrekt men i fel kontext och anvin-
der en begreppsmodell utanfér dess applikationsomrade, s representerar inte
detta primirt en brist pd férkunskaper. Elevens kunskapsutveckling ir alltsd mer
komplex. Dirfér maste dven andra orsaker till elevers misstag beaktas.

I nedanstdende avsnitt kommer kunskapsbilden, som eleverna visat, att stillas i
relation till relevanta forskningsresultat. Forsta avsnittet rér omridet aritmetik
och taluppfattning for arskurs fyra och andra omridet geometri. I det tredje
avsnittet kommer omradet algebra i drskurs &tta att relateras och direfter geo-
metri. I det sista avsnittet analyseras subtraktion i det nationella Zmnesprovet i

arskurs fem.

11.2.1 Aritmetik och taluppfattning, arskurs 4

Begreppet platsvirde testades i en uppgift genom att ental, tiotal och hundratal
angetts. En grupp elever reverserade siffrorna i talet, vilket i4r ett fenomen kint
fran nationell forskning (Johansson, 2005; Bentley, 2008b).

I testningen av subtraktion exponerades flera olika misstag. Det forsta beror
enkodning av problemtexterna. For subtraktion finns f6ljande principiellt skilda
problemsituationer, forindring ta bort, utjimna samt jimfora. Fischbein et al.
(1985) menade, att det ir forindring-ta-bort-situationen, som elever fir lira sig
och anvinder. Problemsituationerna utjimna och jimfora tas mera sillan upp
i undervisningen. Enligt Fuson (1992) ir just jimférelsesituationer svira att
enkoda. Nigra av testuppgifterna, som skulle enkodas, utgjordes av jimforelse-
situationer. Dirfor hade dessa uppgifter liga l6sningsfrekvenser. En uppgift
hade, trots att den representerade en forindringssituation, relativt 1dg losnings-
frekvens. Forklaringen till detta stod inte att sdka i enkodningsprocessen utan i
de talomraden, som behandlades i uppgiften.

Det andra misstaget rorde en uppgift med den uppstillda standardalgoritmen
for subtraktion. Endast en femtedel av eleverna lyckades fullborda algoritmen.
Fran det nationella amnesprovet framgick, att endast ungefir en tredjedel av
eleverna behirskade standardalgoritmen, ndgot som kan kasta ljus 6ver den liga
losningsfrekvensen pd TIMSS-testet.

Ett annat frin tidigare internationell forskning kint misstag ir tillimpningen
av den talsortsvisa berikningsproceduren pd fel kontext. Detta misstag har visat
sig vara forknippat med en relativt hog felfrekvens. Resultatet pd TIMSS-testet
bekriftar detta. P4 vissa uppgifter gjorde mer i4n hilften av eleverna det kiinda
misstaget att tillimpa berikningsproceduren, som ir avsedd for subtraktioner
utan vixling, pa subtraktioner som kriver vixling.

D4 multiplikation testades, visade sig enkodningen ocksd vara den stora
stotestenen. Uppgifter med l3g losningsfrekvens bestod konsekvent av en typ av
problemsituationer, for vilken enkla intuitiva modeller av multiplikation inte
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fungerade, till exempel modellen med upprepad addition. D3 emellertid den
modellen kunde tillimpas, si kade l6sningsfrekvensen. Resultatet speglar tidi-
gare kiind forskning (Fischbein et al. 1985). I en av uppgifterna fanns férutom
en multiplikation, en subtraktiv jimférelsesituation, vilken knappt hilften av
eleverna klarade att enkoda. Som beskrivits vid enkodningen av subtraktion
uppfattas ett problem som svérare, d en jimférelsesituation ir involverad
(Fuson, 1992). Denna del av resultatet stir ocks3 i éverensstimmelse med
forskning inom omrédet.

Enkodningen av divisionsproblem var den avgérande svérigheten for eleverna,
da division testades. Nir problemsituationen representerades av en innehallsdi-
vision, sjonk losningsfrekvensen som forvintats. Elever tilldgnar sig innehallsdi-
vision relativt sent under skoltiden enligt Fischbein et al. (1985). I ett fall paver-
kades dessutom losningsfrekvensen negativt av, att det inte var méjligt att direke
tillimpa en kort divisionsuppstillning pd de i uppgiften ingdende talen. Svenska
elevers huvudsakliga svarigheter star, vad betriffar division, alltsd i 6verensstim-
melse med, vad som beskrivits i den internationella forskningen (Greer, 1992).

Vid testningen av tal i brékform, sa lyckades eleverna inte heller sirskilt bra.
Ett inom forskningen beskrivet misstag kint frin addition av tal i brakform ir,
att elever inte gér ndgon dtskillnad pd tiljare och nimnare utan adderar bida
var for sig. Detta har visat sig bero pa, att momenten inte belysts tillrickligt i
undervisningen (Davis, 1997).

Proportionalitet innebar svirigheter for ungefir hilften av eleverna. Flera
blandade ihop andel och motsvarighet men 4ven proportionell 6kning med
additiv 6kning. Tidigare forskning har visat pé svarigheter att sirskilja dessa del-
begrepp (Bentley, 2008a; Hart, 1981).

Utifrin ovanstiende redovisning kan konstateras, att resultatet av analysen av
elevlosningar frin det nationella imnesprovet och elevlgsningarna fran TIMSS-
uppgifterna, vad giller taluppfattning och aritmetiska problem, harmonierar
med forskningsresultat inom omradet.

11.2.2 Geometri, arskurs 4

Sammanblandning av begreppen area och omkrets verkar vara ett problem

for svenska elever i drskurs 4. Diremot anvinder de summan av lingden och
bredden som storleksmitt pd rektanglar, ndgot som syntes sirskilt tydligt i en
av testuppgifterna, i vilken ungefir hilften av eleverna exponerade ett sidant
beteende. Som tidigare nimnts kan yngre elever anvinda linjidra mitt pd arean
av en rektangel, som till exempel summan av lingden och bredden (Clements
& Stephan, 2003). Detta alternativs hoga frekvens 4r mer en spegling av, att
undervisningen troligen inte problematiserat anvindningen av linjira métt for
tvidimensionella egenskaper.

Aven areabegreppets konservation visade sig vara problematisk med liga 16s-
ningsfrekvenser som foljd. Som beskrivits i forskningsgenomgangen, s gynnas
inte eleverna av den procedurella inriktningen av undervisningen med numeriskt
fokus (Hiebert, 1981; Douady & Perrin, 1986; Stigler & Hiebert, 1999; Patro-
nis & Thomaidis, 2008). Beskrivningen av de tv4 lektionerna om areabegreppet
fran TIMSS-videostudie i Japan och USA illustrerar tydligt skillnaden mellan ett
begreppsligt och procedurellt fokus (Se avsnitt 4.3.2). Ett procedurellt fokus gor,
att elever klarar uppgifter, som innebir en direke tillimpning av inlirda berik-
ningsprocedurer, men misslyckas littare da en begreppslig anpassning krivs.
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Klassificeringar forknippade med trianglars egenskaper, det vill siiga begrepps-
attribut, lyckades eleverna bra med.

Mitandets princip, att se hur minga génger en triangels yta gér i en samman-
satt figurs yta, utgdrs av en innehllsdivision, som beskriver, hur mitetalet for
arean kommer fram. Losningsfrekvenser, som rorde dessa uppgifter, var relativt
laga, ndgot som harmonierar med forskning om innehallsdivision (Greer, 1992).

Spatial fé6rméiga testades med en tvidimensionell representation av ett tredi-
mensionellt objekt. Ungefir hilften av eleverna loste uppgiften. Frin internatio-
nell forskning ir kint, att denna férméga utvecklas férhallandevis sent, om inte
speciell trining med till exempel datorprogram forekommer. Ryu, Chong och
Song (2007) fann, att dven begivade barn hade svérigheter att utveckla denna
formaga.

Vridningar, som ir en central del i en av modellerna f6r vinkelbegreppet,
behirskade ungefir en tredjedel av eleverna, vilket éverensstimmer med kiinda
resultat om svarigheter att forstd vinkelbegreppet. Sjilva vridningen tycks vara
den verkliga sttestenen. Foxman och Ruddock (1983) rapporterade, att bara
4 % av de 15-4ringar, som undersdktes, spontant nimnde vridning, di de skulle
beskriva vinkelbegreppet. Speglingar och symmetri hade dubbelt si hog 16s-
ningsfrekvens. Inga speciella svirigheter kring dessa foreteelser finns beskrivna i
den internationella forskningen.

Huvuddelen av de misstag, som svenska elever gjorde pd avsnittet geometri,
har tidigare beskrivits i den internationella forskningen och dirfér far analysre-
sultatet anses std i Gverensstimmelse med denna.

11.2.3 Algebra, arskurs 8

I testuppgifterna avseende ekvationslosning visade det sig, att elevernas forstdel-
se av likhetstecknet hade stor betydelse f6r deras méjligheter att 16sa ekvationer
med x-termer i bada led. Alltfor fa elever tycktes ha utvecklat den statiska upp-
fattningen, ett férhallande som stdr i dverensstimmelse med forskningen inom
omridet (Ginsburg, 1977; Behr, Erlwanger & Nichols, 1980; Kieran, 1981;
Falkner, Levi & Carpenter, 1999; Carpenter, Franke & Levi, 2003).

Eleverna lyckades férhallandevis bra med additiva forenklingar av uttryck,
d4 den s4 kallade objektsmodellen kunde tillimpas direke. D& multiplikativa
uttryck skulle forenklas emellertid, s kan inte denna enkla modell tillimpas,
nigot som ledde till liga 16sningsfrekvenser. Detta resultat harmonierar med
tidigare forskning (Kiichemann, 1981; Wagner, 1983; Booth, 1984; Philipp,
1992; MacGregor & Stacey, 1997; Bentley, 2008a).

D4 funktionsbegreppet, formler och ekvationer med tvd obekanta, testades
fick elevers uppfattningar av variabelbegreppet en avgorande betydelse. Efter-
som kontexten bestimmer begreppets betydelse, ir det sirskilt viktigt, att det
uppfattas pé avsett sitt. I en funktionskontext skall variabeln forstds som ett
generaliserat tal. I vissa uppgifter, vilka inte ir fria for publicering, visade det
sig, att flera sitt att missuppfatta variabelbegreppet var vanliga. Missuppfatt-
ningar av detta slag kan forklara den liga 16sningsfrekvensen pa uppgifter, vilka
testar funktionssamband. Detta ir ett forhéllande, som redovisats i forskningen
(Kiichemann, 1981; Wagner, 1983; Booth, 1984; Philipp, 1992; MacGregor &
Stacey, 1997; Bentley, 2008a).

I en uppgift, dir ingen variabelbeteckning férekom, var abstraktionsnivén
lag. Detta fick dill foljd, att [6sningsfrekvensen blev relativt hog.
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En av testuppgifterna bestod av en multiplikativ jimforelsesituation och en
av en subtraktiv jimforelsesituation. Bida uppgifterna hade laga 16sningsfrek-
venser. Enligt internationell forskning 4r det sannolikhet att dessa principiella
problemsituationer inte behandlats i undervisningen och dirfér kan det forklara
resultatet (Fischbein et al., 1985; Fuson, 1997).

De aterstiende testuppgifterna, varav en berér olikheter, bedoms inte ligga
inom ramen for uppniendemaélen i matematik f6r aldersgruppen.

11.2.4 Geometri, arskurs 8

Begreppen omkrets och area f6r kvadrat och cirkel blandade eleverna i arskurs 8
ihop. Detta stir i 6verensstimmelse med forskning inom omrédet (Clements &
Stephan, 2003).

Den procedurella inriktningen av undervisningen av areabegreppet i vist-
linderna (Stigler & Hiebert, 1999) leder Litt till, att formeln f6r area i princip
endast kan tillimpas om de tal, som skall anvindas i formeln, direkt finns «ill-
gingliga i problemtexten. Krivs en begreppslig anpassning for att £ fram dessa
tal, s forsvaras tillimpningen. En av testuppgifterna var av denna beskaffenhet,
da hojden i triangeln inte explicit var given. Det visade sig dirfor, att 16snings-
frekvensen blev forhéllandevis lag. I en andra uppgift var forutom en procedu-
rell tillimpning dven en begreppslig tillimpning majlig, vilket dock inte tycks
ha upptickes av alla elever. Den begreppsliga 16sningen bestod i, att ett rutnit
medgav, att arean kunde bestimmas genom att rutorna riknades. Da denna
mojlighet inte uppticktes, blev 16sningsfrekvensen lag.

Aven areabegreppets additiva karakeir behirskades av en alltfor liten grupp
elever. Endast hilften av eleverna kunde dela in en given figur i andra figurer,
vars areor var mojliga att berdkna. Erfarenheter av areabegreppets additiva egen-
skap ir central for elevernas mojligheter att forstd och tillimpa denna egenskap
operationellt (Chick & Baker, 2005).

Vinkelbegreppet var ett av de begrepp, som testades ovanligt frekvent.
Begreppsmodellen ir avgdrande for forstdelsen av vinkelbegreppet och spelar
dirfor en viktig roll for de olika uppgifternas 16sningar (Mitchelmore & White,
2000). Klassificering med avseende pd position och storlek av olika typer av
vinklar ingick i flera testuppgifter. Dock kan konstateras att en avgorande f6r-
utsittning for att uppfatta dessa klassificeringar ir, att modellen for vinkelbe-
greppet uppfattats pa korreke sitt. Vinkelsumman i en triangel, 180° var den
matematiska sats, som anvindes mest frekvent i uppgifterna. Den tycktes ocksd
eleverna behirska.

Elevers spatiala formaga testades med hjilp av tolkning av en tvidimensio-
nell representation av ett tredimensionellt objekt. Erfarenheter av sidana re-
presentationer spelar troligen en avgérande roll f6r elevers méjligheter att 16sa
motsvarande testuppgifter (Ryu, Chong & Song, 2007). De férhéllandevis liga
l6sningsfrekvenserna bekriftar resultaten frin forskningen inom omridet.

Trots att vridningar ir en central del i den modell av vinkelbegreppet, som
anvinds i skolmatematiken, sd 13ste en forhéllandevis liten grupp elever mot-
svarande testuppgift. Detta 4r ndgot som star i 6verensstimmelse med tidigare
forskning, som visar att begreppet tilldgnas relativt sent under skoltiden (Fox-
man & Ruddock, 1983; Mitchelmore & White, 1998).
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11.2.5 Subtraktion i det nationella amnesprovet, arskurs 5
Elevlésningarna frin nationella imnesprovet i drskurs fem avseende subtraktion
kunde indelas i tre olika omraden. I det forsta omradet testades taluppfattning
med hjilp av enkla subtraktionsuppgifter, vilka l3stes med relativt hoga frek-
venser. Motsvarande uppgifter i TIMSS-projektet hade ocksd 16sts med ungefir
lika hoga frekvenser, ett faktum som sikrade representativiteten. For talomrdden
med mindre tal hade eleverna utvecklat talfakta, vilket ocksi befanns vara fallet
med eleverna i Lilla Edet-projektet (Bentley, 2000b).

Det andra omridet rorde subtraktioner utan vixling. De tvd uppgifter, som
testades, 16ste eleverna hogfrekvent, vilket ocksd stir i 6verensstimmelse med
resultatet i Lilla Edet-projektet. I TIMSS-testet fanns inga subtraktionsuppgifter
utan vixling.

Det tredje omradet rorde subtraktioner, som krivde vixlingsférfarande. Los-
ningsfrekvenserna visade, att ungefir en fjirdedel av eleverna inte klarade att
16sa uppgifterna. Detta kan tyckas som en liten andel, men om den extrapoleras
till motsvarande elevpopulation, sa svarar en fjirdedel mot ca 25 000 elever. I
det nationella imnesprovet och i TIMSS-testet finns en principiellt likadan tvé-
siffrig subtraktionsuppgift, som kriver vixling. Eftersom de bada uppgifternas
losningsfrekvenser var mycket lika 72,0 % respektive 73,4 % stoder detta urva-
lens representativitet i bide det nationella imnesprovet och i TIMSS-testet.

I analysen av det nationella imnesprovet dterfanns misstaget, felaktig tillimp-
ning av talsortsvis berikning, som Foxman och Beiszhusern (2002) tidigare
hade redovisat.

Att en och samma elev exponerade bdde korrekta och inkorrekta beriknings-
procedurer pa en och samma uppgift fast i olika kontexter verkar endast tidigare
vara kint frdn studien i Lilla Edet (Bentley 2008b).

Den forsta delen av syftet var att beskriva elevers l6sningsstrategier av de inom
TIMSS-projektet frislippta uppgifterna i &rskurserna 4 och 8 samt av de in-
samlade elevlsningarna av det nationella imnesprovet i arskurs 5. Elevernas
l6sningsstrategier frin de bida projekten har redovisats i de olika resultatavsnit-
ten. Dessutom har de analyserats for att den andra delen av syftet skall kunna
uppnds, nimligen att belysa vilken férstdelse av centrala matematiska begrepp
och vilken tillimpning av berikningsprocedurer, som ligger bakom dessa elev-
ers exponerade losningsstrategier. Genom analysen och dess koppling till olika
relevanta forskningsresultat kom det alltsd fram vilken forstielse av matematiska
begrepp och tillimpning av procedurer, som ldg bakom elevernas 16snings-
strategier. Det finns alltsd en mangfacetterad beskrivning av elevers kunskaper i
matematik avseende bade arskurs 4 for omrédena aritmetik, taluppfattning och
geometri och drskurs 8 fér omridena algebra och geometri. Denna beskrivning
har, som redovisats i forsta avsnittet, visat sig vara delvis annorlunda jaimfért
med forskningsresultat pd omridet.
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Vad betriffar studiens reliabilitet, sd gors testuppgifterna speciellt inom TIMSS
under mycket kontrollerade former. Som tidigare redovisats férekommer tre
olika typer av testuppgifter, uppgifter med flervalsalternativ, uppgifter med krav
pa endast svar samt uppgifter med krav pa redovisning av fullstindiga l6sningar.

Uppgifter med flervalsalternativ innebir oftast inga svarigheter vid bedom-
ningen mer 4n undantagsvis, da fler 4n ett alternativ kan ha kryssats i. D4 skall
enligt bedémningsmallen positiv bedémning tillimpas. Detta innebir, att om
det korrekta alternativet 4r ikryssat tillsammans med ytterligare alternativ, sa
accepteras det korrekta endast, om det andra alternativet 4r av sidan beskaffen-
het, att det inte tydligt visar, att eleven exponerar en forstielse, vilken motsiger
den forstdelse, som krivs for att vilja det korrekta alternativet. Uppskattningsvis
ror detta tio elevldsningar.

Uppgifter med krav pd endast svar bedémdes huvudsakligen utifrén ritt eller
fel. I vissa uppgifter klassificerades dven olika feltyper dock endast utifran, vilket
svar som eleven angivit. Hir fanns mycket lite utrymme for subjektiv bedom-
ning.

For uppgifter med krav pa redovisning av fullstindiga l6sningar eller krav pa
endast svar tillimpades medbedémarprincipen. Likheten i bedémningarna ir
ett matt pd interbedomarreliabiliteten. Den var for &rskurs fyra, 98 % och for
arskurs nio, 97 %, vilka fir anses som mycket hoga.

Bedémningarna, som nimnts ovan, ligger till grund for den statistiska redo-
visningen. Férutom dessa bedomningar har ocksa ett antal elevlgsningar ana-
lyserats i sin helhet for att skapa en bild med hégre precision av beskaffenheten
av enskilda elevers kunskaper. Denna analys av elevlosningar, dels avseende
TIMSS-projektet och dels avseende det nationella amnesprovet paverkar inte
denna studies reliabilitet, eftersom data utgors av de insamlade elevldsningarna.
Analysen av elevdata ingdr istillet i validitetsbedomningen.

Konstruktionsvaliditet beskriver i vilken grad som elevlésningarna var méj-
liga att kategorisera, och som de skapade kategorierna ticker elevldsningarna.
Eftersom endast exponerad forstdelse av begrepp och tillimpning av beriknings-
procedurer studerats, har en bristfillig elevlsning setts som icke fullt exponerad
forstdelse eller tillimpning. Sidana bristfilliga elevlgsningar har redovisats som
icke-kategoriserade. Detta gor att innehdllsvaliditeten kan ses som hég d& expo-
nerade elevlosningar studerats.

Extern validitet beskriver i vilken grad resultatet dr generaliserbart till popula-
tionen som helhet. Eftersom antalet elever ur de bida TIMSS-samplen, arskurs
fyra och &tta, som studerats 4r ndgot dver 40 % av hela samplet, s dr detta pd
grinsen till, vad man skulle kunna acceptera for att generalisera resultatet till
hela elevpopulationen i arskurserna. Om didremot TIMSS-resultatet visar sig
harmoniera med annan forskning samt med resultatet frin det nationella im-
nesprovet, sd kan slutsatser for hela elevpopulationen dras med storre sikerhet.
Det forhaller sig ocksd s, att de delar av resultatet, som utgors av vildigt tydliga
trender, kan med stdrre sikerhet extrapoleras till populationen.

Givetvis hade det varit 6nskvirt med ett dnnu storre antal elevldsningar, som
hade kunnat analyseras. D4 hade sikerheten i slutsatserna okat. Ett sidant storre
antal elevldsningar skulle dock inte ha varit méjligt att analysera inom den givna
tidsramen.
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Eftersom det nationella imnesprovet genomférs varje lisar, skulle det genom att
forindra vissa uppgiftstyper vara mojligt att fi en mer detaljerad bild 6ver elev-
ers matematiska kunskaper. Det skulle d& vara limpligt att samla in en betydligt
storre andel elevlésningar 4n vad som gjorts hittills. Storleksordningen 5 000
elevlsningar skulle gora att slutsatser om populationen skulle blir relativt sikra.
Viss anvindning av uppgifter med flervalsalternativ skulle kunna férenkla be-
domningen. Flervalsalternativen skulle pd samma sitt, som gors inom TIMSS-
projektet, kunna spegla kiinda sitt att missforstd begrepp och tillimpningar av
berikningsprocedurer i fel kontexter. Men #ven fullstindiga elevldsningar ir
viktiga att analysera. Inte bara elevlésningar frin det nationella imnesprovet i
drskurs 5 utan ocksd i drskurs 9 skulle studeras. Inte minst 4r omradet algebra
intressant, dé svenska elever presterar sirskilt svagt dir.

Aven TIMSS-materialet frin nigra andra linder skulle kunna kasta extra ljus
over den svenska resultatbilden. Skiljer sig karaktiren pd elevers misstag &t pd
visentliga punkeer eller ir likheterna sliende. En intressant utgdngspunke for
analysen skulle kunna vara att jimfora procedurellt och konceptuellt inriktad
undervisning och se vilka skillnader gentemot denna studies bild av elevkunska-
pernas beskaffenhet, som kan komma fram.

Eftersom lirares anviindning av begreppsmodeller ir ett avgérande inslag i
denna studies resultat, s& borde denna anvindning studeras mer ingdende. I
nagra exempel har elever tillimpat en begreppsmodell utanfor dess applikations-
omride med misslyckat resultat som f6ljd. S3 ett fokus skulle kunna vara att
studera hur applikationsomridena behandlas i undervisningen och i liromedel.
Ett annat fokus skulle kunna vara att studera, om flera modeller anvinds sam-
tidigt och om eleverna da kan hélla isir dem eller vad konsekvenserna blir for
deras begreppsuppfattning.
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Implikationer for
undervisningen



I de olika avsnitten nedan redovisas en sammanfattning av de hinder, som har
visat sig finnas for elevers matematikutveckling. I forsta avsnittet behandlas
forutom elevers taluppfattning och enkodning av de principiella problem-
situationerna ocksa den procedurellt inriktade geometriundervisningen i arskurs
fyra. I avsnitten direfter tas med avseende pé &rskurs atta upp vikten av befista
kunskaper i aritmetik for forstdelse av algebran samt poingen med en mer be-
greppsligt inriktad geometriundervisning.

Elevers taluppfattning och berikningsprocedurer har inte utvecklats tillrick-
ligt. Speciellt problematiskt visade sig det vara med subtraktioner som kriver
vixlingsforfarande. Alla tre studierna visade p& samma resultat i detta avseende.
En enskild elev kan ha, visade det sig, flera parallella berikningsprocedurer,

av vilken ndgon kan vara inkorreke eller tillimpas inkorrekt. Men samma elev
kan ocksé ha korrekta strategier, som tillimpas korrekt. Om eleven skall kunna
utveckla talfakta, vilket innebir en optimerad anvindning av arbetsminnet, si
miste inkorrekta strategier rensas ut. Detta kan illustreras med ett exempel. Om
fem plus tre ibland blir sju, ibland 4tta och ibland kanske nio sa finns ingen
bestimd kombination att lagra i arbetsminnet. Eleverna maste dirfor fa tillfille
att tillsammans med liraren och kamraterna diskutera matematik, fa bekriftelse
pa, att han eller hon har forstdtc nigot korrekt. Om eleverna ir hinvisade enbart
till liromedlen, s3 visar analysen i Lilla Edet-projektet, att liromedlen inte alltid
beskriver berikningsstrategierna korrekt eller pé ett limpligt sitt.

Det som troligen hinder idag ir, att eleverna under de tidiga aren i grundsko-
lan 6var in felaktiga strategier och fortsitter att anvinda dessa strategier, vilka
didrmed befists alltmer under flera skoldr. De elever som klarar uppgifterna bist
tycks vara de, som ocksd behirskar standardalgoritmerna f6r de fyra riknesitten.

Enkodning av problemtext till matematiska modeller tycks vara ett relativt
stort problem. Det finns anledning att anta, att de principiellt olika problem-
situationer, som enkodas med addition, subtraktion, multiplikation och divi-
sion, inte har belysts systematiskt i undervisningen. Jimférelsesituationen, som
leder till subtraktion, ir sannolikt inte behandlad i undervisningen med tanke
pa den laga lsningsfrekvensen pd denna typ av uppgifter. De olika problem-
situationerna ir inte s manga, sex i addition och subtraktion tillsammans
samt fyra i multiplikation och division. Enkodningen av problemsituationerna
innefattar ocksd begreppen fordelningsdivision och innehéllsdivision. Dessa tvd
typer av division tycks ha varit den stora svérigheten for eleverna. I testuppgif-
ter, vilkas enkodning resulterade i innehallsdivision, var [6sningsfrekvensen lag,
medan i testuppgifter vilkas enkodning resulterade i fordelningsdivision, var
frekvensen hégre, dock inte 6ver 70 %.

Ett systematiskt studium av dessa olika typer av problemsituationer kan an-
tagligen dramatiskt forbittra elevresultaten.
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Av studiens resultat att ddma s& har tal i brakform, trots att de ingir som en
del i uppndendemélen i kursplanen i drskurs 5, inte tagits upp i undervisningen
fram till virterminen i arskurs 4 dd TIMSS genomférdes. Detta bekriftas av, att
inte ens hilften av eleverna l6ste denna typ av uppgifter.

Forst dr det viktigt att konstatera, att en elev kan ha flera parallella uppfatt-
ningar av samma begrepp. Bland dessa uppfattningar kan ocksa finnas rena
missuppfattningar, som i vissa situationer kan leda eleven fel. Diskussioner
gemensamma for klassen ledda av liraren kan ge elever méojligheter att forbattra
och utveckla sina uppfattningar och att f& de korrekta bekriftade. Om detta ge-
nomfors, s forsvinner missuppfattningarna efterhand och de korrekta uppfatt-
ningarna blir kvar. (Spitze, M., 1996)

Undervisningens procedurella inrikening i vistlinderna kan vara en bidragan-
de orsak till laga 16sningsfrekvenser, speciellt nir ssmmanhanget 4r nigot 4ndrat
i forhdllande till, vad eleverna ir vana vid. Eftersom begreppslig kunskap kan
generera procedurell kunskap och procedurell kunskap bara undantagsvis kan
generera begreppslig, sd finns mycket att vinna p4 att forsoka inrikta undervis-
ningen &t mer begreppslig inlirning (Rittle-Johnson & Wagner Alibali, 1999).
Lirare méste dirfor lira sig olika begreppsinlidrningsteorier, vilka ocksd har sin
grund i hjirnforskningen. De tvd avgorande huvudteorierna ir “theory revision”
och “redescription” (Bentley, 2008a).

Uppfattningen av areabegreppet ir central inom omradet geometri. Begrep-
pet forvixlas ofta med omkrets. Areabegreppets konservation och additiva
egenskaper behover eleverna fi talrika erfarenheter av. Den internationella
forskningen visar ocksa, att var procedurella inriktning av undervisningen, da
berikningsformler memoreras och 6vas, inte leder till ndgon sirskild matema-
tisk forstdelse av areabegreppets egenskaper. Ett positivt resultat tycks emellertid
vara, att eleverna bemistrar och har forstitt mitandets matematiska idé.

Elevernas spatiala formdga testades med hjilp av tvidimensionella represen-
tationer av tredimensionella objekt. Det 4r ett kint faktum att denna férméiga
utvecklas relativt sent i skoldldern, vilket ocksa bekriftades av 16sningsfrekven-
sen. I en del andra linder anvinds datoranimationer for att trina elevers spatiala
formaga, vilket enligt internationell forskning tycks ge goda resultat.

Trots att vridningar 4r en central del av de modeller av vinkelbegreppet, som
anvinds i grundskolan, klarade knappt hilften av eleverna uppgifter som rorde
vridningar. Frigan man kan stilla sig dr, om ldrare 4r bekanta med de tre olika
modeller, som finns fér vinkelbegreppet, samt om de kinner till de olika svaghe-
ter dessa modeller har.

De flesta elever har fortfarande i &rskurs 8 den dynamiska och inte den statiska
uppfattningen av likhetstecknet, vilket kan gora ekvationers 16sningsprocedurer
inte bara besvirliga utan ocksd direkt oméjliga. Den statiska uppfattningen,
som behovs for ekvationsldsning, kan litt trinas med luckdvningar av typen

5+3=1-4.
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Om elevers aritmetiska kunskaper ir bristfilliga, sd finns inga forutsittningar
att forstd den formella algebran. I stillet for att utgd frin aritmetiska strukturer
s tycks manga lirare anvinda objektsmodellen vid forenklingar av algebraiska
uttryck. Tyvirr dr modellens tillimpningsomrade snivt och giller bara additiva
forenklingar. Detta innebiir, att eleverna blir helt utslagna, di de fir en multipli-
kativ férenkling.

En annan knepig situation for eleverna ir substitution av negativa tal, vilket
frekvent tycktes ge inkorrekta svar. En majoritet av eleverna trodde till exempel
att dven om & = —1 sd dr ocksd —b = —1.

Det utan tvekan storsta problemet dr emellertid elevernas forstdelse av varia-
belbegreppet. Manga testuppgifter blev extra svira att losa beroende pé, att de
inblandade variablernas betydelse inte férstods korrekt. Eleverna exponerade
vanliga sitt att missforstd variabelbegreppet, sdsom icke-symbolisk representa-
tion, sifferrepresentation, additiv representation samt konkret objektsrepresen-
tation. Dessutom hade eleverna svarigheter att identifiera de tvd sitten att forstd
variabeln, som tillhor kategorierna speciellt okint tal och generaliserat tal, med
hjilp av kontexten. Vanligen uppfattade eleverna variabeln, som ett speciellt
okint tal och inte som ett generaliserat tal.

Som har beskrivits i forskningsoversikten (se avsnitt 2.2) sd kan elever ha ett
antal olika sitt att forstd ett begrepp, ibland kontextuellt betingade. Variabel-
begreppet ir inte ndgot undantag i detta avseende. Det som beskrivits hir 4r de
sitt att forstd, som eleverna indirekt har exponerat i sina losningar av uppgifter-
na. Det betyder inte nédvindigtvis, att eleverna saknar korreke forstaelse. Men
de tycks didremot omedvetna om, nir en viss uppfattning skall tillimpas.

Elevers olika uppfattningar om variabelbegreppet borde vara ett centralt fort-
bildningsinnehdll for lirare i grundskolans senare arskurser. Rittas inte proble-
men med variabelbegreppet till i grundskolan kan problemen bli 4n storre i gym-
nasieskolan, speciellt vad betriffar forstdelsen av begreppen funktioner och grafer.

Inte bara i arskurs fyra utan ocks i drskurs &tta brukade eleverna forvixla de tva
begreppen, omkrets och area, ett faktum kint frin internationell forskning.

Den additiva karaktiren av det allminna areabegreppet tycks en majoritet av
elever vara bekant med. Dock behirskar alltfor manga elever i &rskurs 4tta inte
detta.

Nir formeln for beridkning av triangelns area kunde appliceras direke, s var
l6sningsfrekvensen relativt hg, men nir det erfordrades en begreppslig anpass-
ning, si minskade 18sningsfrekvensen. Kinnedomen om cirkelns areabegrepp
bestir inte bara av formeln utan ocksi av forstielsen om, hur areaenheter kan
fas att ticka cirkelns yta. Till exempel méste en elev kiinna till hur ménga génger
storre arean av en cirkel med radien 7ir 4n en kvadrat med sidan 7. Den strikt
procedurella inriktningen skapar problem for eleverna.

De begreppsmodeller, som finns for vinklar, dr ocksa internationellt kiinda
for att vara besvirliga att forstd. De tre modellerna har alla sina nackdelar. Men
eleverna behover uppenbarligen nigon begreppslig bild att relatera sina uppfatt-
ningar till. Emellertid tycks eleverna kinna till, act summan av innervinklarna

i en triangel 4r 180°, men firre elever kiinner till att ett halvt varv motsvarar
180°.
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Vinklar klassificeras bdde med avseende pé lige och pa storlek. Vertikal-
vinklar, alternatvinklar, samt inner- och yttervinklar ir begrepp, som har med
vinkelns lige att géra. En annan egenskap, som ir forknippad med lige ir, att
vinkeln kan vetta mot en viss sida. I en likbent triangel finns det en toppvinkel
och tvi basvinklar. Basvinklarna ir lika stora. Klassificering, som giller vinkelns
storlek, ror rita, trubbiga och spetsiga vinklar. Terminologin om dessa begrepp
méste undervisas dterkommande, eftersom omedvetenhet om dessa ir den tro-
liga orsaken till den relativt moderata 13sningsfrekvensen.

Spatiala erfarenheter i matematikundervisningen verkar vara kritiska for for-
stdelsen och tolkningen av tvd-dimensionella representationer av tre-dimensio-
nella objekt. S&som pépekats i redovisningen av &rskurs fyras geometriavsnitt, s&
anvinds datoranimeringar med gott resultat i en del linder for att trina elevers
utveckling av spatial forméga.

Den huvudsakliga ssammantagna anledningen till elevresultaten ir, att elev-
erna i alltfor manga klasser 4r utelimnade till sig sjilva och till liroboken. Hiri-
genom fir de inte mojlighet att bearbeta sina kunskaper for att fi nodvindiga
bekriftelser. Om en och samma elev har bide korrekta och inkorrekta proce-
durer samt bide korrekta och inkorrekta uppfattningar av begrepp, si méste de
korrekta bekriftas s& att de inkorrekta sd smaningom kan forsvinna. Om inte
detta sker, befister eleven ocksé de inkorrekta procedurerna och uppfattning-
arna om begrepp.

Undervisningen skulle sikert ocksd vinna pa att inriktas mer pd begreppslig

kunskap.
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TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) undersoker elevers
kunskaper i matematik och naturvetenskap i arskurserna 4 och 8.

| rapporten analyseras elevernas losningar av enskilda TIMSS-uppgifter i matematik
inom de innehallsliga omraden dar de svenska elever klarar sig mindre bra. Det galler tal-
uppfattning och aritmetik samt geometri och matningar i arskurs 4, algebra och geomettri
i arskurs 8. Analysen syftar till att belysa hur val eleverna forstar centrala matematiska
begrepp och kan tillampa berakningsprocedurer inom dessa innehallsliga omraden.

Analysen ar genomford och rapporten ar skriven av Per-Olof Bentley, universitetslektor
och filosofie doktor vid Goteborgs universitet, inom ramen for hans uppdrag som amnes-
didaktisk expert i TIMSS-projektet.
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