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Problem

1

Funktioner av flera variabler

Maiangder i R". Funktioner

1.1

1.2
1.3

1.4
1.5

1.6
1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

Rita foljande méngder i R?, och beskriv deras inre punkter, yttre punkter och randpunkter:
(a) {(z,y) eR*: 2® +9y* <1,y >0} (b) {(x,y) eR*: 2? +2y° <2, 0 <z <y}

Beskriv de méngder i zy-planet som ges av = (a) |z| + |yl <1 (b) max(|z|,|y]) <1

Rita de mingder i R? som ges av = (a) 2° +y* — 2z —4y =11 (b) |z +2y| =2
Bestdm inre punkter och randpunkter.

Avgor vilka av méngderna i dvningarna 1.1, 1.2 och 1.3 som &r 6ppna, slutna, begriansade.

Rita mangden M och bestdm inre punkter och randpunkter for M da
Q) M={zcR:0<2<1} b M={zcR:2°>0} (c)M={zcR:2x>2>+1}
(d) M ={(z,y) eR*: 0<z <1} (e) M={(z,y) eR*:0<z<1,y=0}

Avgor vilka méngder i 6vning 1.5 som dr 6ppna, slutna, begridnsade.

Beskriv den miingd i R? som  (a) bestiims av olikheterna 2 < 2% +y? <4 och 2 <y < 2z
(b) dr begrinsad och avgrinsas av kurvorna 2 — y? = 2, 22 — y? =4, xy = 1 och zy = 2

Beskriv de ytor i R som ges av ekvationerna
@2+’ =1 B2’ +y=z ()2’ +y =2 @Da’+y’ =

Beskriv den méngd i R® som ges av

(a)z+y+2<1,2>0,y>00chz2>0 (b)a®+3*>+22=1,2>0,y>00chz>0
(c)a? +9y? <22 <1—2a® -y (d) 2* +9y*+ 22 <lochax+y+z=1.
Beskriv skdrningen mellan de tva mingderna i R? som definieras av 22 4+ y? — 6y +4 < 0

och z? +y? — 6z + 6y — 2 < 0.

Har nedanstaende bada mingder i R® nidgon gemensam punkt?
{(z,y,2): 2® + 9> +22 =20 —22 <0}, {(z,y,2): 2* +y* +2° =2y +42+4 <0}

Beskriv funktionsytorna med ekvation z = f(z,y) och tolka geometriskt om f(x,y) dr
@z+2y—2 () VETE () +y? () VI—E— g

Rita nivakurvorna med ekvation f(z,y) = C for C = -2, —1,0, 1, 2 om f(z,y) ges av

ZC2 2

(a)z+2y—2 b)2*+y*—22 (c)zy (d) —2—1—%—2, ddra>0,6>0
a
Forsok att beskriva funktionsytorna utgaende fran nivakurvorna.

Antag att z = f(x,y) kan skrivas med hjilp av en funktion av en variabel, d.v.s. att z = g(t)
dér ¢ i sin tur beror pa x och y. Bestdm f om

2
(a) g(t) =te™" +1ocht=x+y (b) g(t) =t>cost och t = zy

Kan z = f(z,y) skrivas med hjilp av en funktion g av en variabel enligt nedan? Ange ¢ i s&
fall, och motbevisa existens av g i annat fall!

(a) f(z,y) = e ™ —a?y® = g(ay)? (b) f(z,y) = e~ — 2’y = g(ay)?

(¢) flx,y) = (2 — 4oy + 4y*)e"e 2 + 1 = g(ax + by) for nagra konstanter a och b?

Skriv funktionen z = f(z,y) = 2* — y* som en funktion z = g(s,t) dér s = x — y och
t = x 4 y. Skissera nivakurvorna z = —1, 0 och 1 dels i zy-planet och dels i st-planet. Vad
innebér variabelbytet ovan?
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1.17 Kan z = f(x,y) skrivas med hjilp av tva funktioner g och h av en variabel enligt

f(@y) = gz +y)+h(z—y)
om (a) f(z,y) =2 (b) flz,y) =2y (c) f(z,y) =2*? Ange g och h i s fall!

1.18 Antag att funktionen z = f(z,y) = g(p) endast beror pa den plana radien p = /22 + y?

ochatt  (a) g(p) =vp* =1 (b) g(p) =Vp*+1.

Skissera graferna for g och f i de tva fallen. Hur far man grafen for f ur grafen for g7

1.19 Funktionen z = f(z,y) = kan skrivas som z = g (y), i alla fall da x # 0. Bestdm g
x

x2 + y2
och skissera grafen fér ¢ med angivande av lokala maxima och minima. Bestdm f:s virden
langs nagra olika linjer genom origo (y = 0, y = x, y = Tx, © = 0, y = —x) och relatera
detta till grafen for g.

Gransviarden och kontinuitet

1.20 (a) Visa att ( 1)1111( )(z2 +y) = 2 genom att hitta en funktion g definierad néra 0 sadan att
x,y)—(0,2

(2% +9) = 2| < g(p), diiv p= v/(w = 0) + (y = 2)? och lim g(p) = 0.

2
Visa pa motsvarande sétt att (b lim sin(zx—y)=0 (c lim T+ —) =2
(b) (z,y)—(0,0) ( ) (c) (ryy)%(lﬂ)( y)

1.21 Undersok  lim  f(z,y) da f(z,y) ar
(x,y)—(0,0)

3+ 3

ZCQ +y2

x2 — 2y2
2$2 + y2

23 — 23 z2 223 — xy? 223 — xy?

d
2$2+y2 ( ) (e) $2+y2_:1;y

(a) (b) (c) (f)

y — a2 x? +y? — 2xy

c02 2 c02 2 1
1.22 Berikna (a) lim SR YD) 0 g, St Ay o0 2yl
(z,y)—(0,0) x2+ 92 (z,y)—(0,0) 2 + Y2 + 22y (z,9)—(0,0) In(z2 + 2y?)
1.23 Undersok foljande griansviarden:
2,2
- - —1
(a lim 5 Y (b)  lim " (¢) lim Y
(2,y)—(1,0) 12 + 2y? — 22 + 1 (2,y)—(1,0) ¥2 + 2y? — 22 + 1 (zy)—(1,1) = —1

1.24 Undersok lim f(zyy,2) da f(z,y,2) &r
(@,y,2)—(0,0,0)

Y2z 322 T+ 2y — 2 In(1 + 22 + 4% + 2?)
(a) 2 2 2 (b) 2 2 2 (c) 2 2 2 () 2 2 2 ;
ity 4z x4+ 2y2 4 3z e+ y*+ 2 x4+ y* + 2% 4 3sinzyz
. . . . sin z2y? 2% 4+ 92 a2 g2
1.25 Beridkna zzlinI;*}OO f(l', ’y) da f(SC, y) ar (a) m (b) m (C) Ty e Y

4
———— for (=, 0,0). Visa att
y4+(yf:r2)2 ( y)#( )

(a) f(z,y) = 0da (z,y) — (0,0) lings varje rit linje genom (0, 0)
(b) f(z,y) dnda inte har nagot griansvirde da (x,y) — (0,0)

1+a2 — /1 —y?
1.27 Undersok (z,y%i—>rn(0,0) f(x,y) da f(x,y) dr: (a) Vit 22 +;/2 L

1.26 Antag att f(z,y) =

1.28 1 vilka punkter ar
z2+y? da (z,y) # (0,0),
flx,y) = D( )7( )
1 da (zay) - (070)5

kontinuerlig? Kan man &ndra virdet av f i eventuella diskontinuitetspunkter sa att f blir
kontinuerlig 6verallt?
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1.29 Kan man definiera f(0,0) sa att f blir kontinuerlig i origo ifall f(x,y) utanfér origo &r
sin(z? + y?) 2z + y)? 622 + 3y2 + 2%y?
(a) I ) (©

1
222 + y? (d) 2 exp( /22 +y2)

2 4 y? 2 4 3y? + 2xy
1.30 Kan man definiera f i undantagspunkten sa att f blir kontinuerlig dar ifall
2?4 yB gt
(a) f(z,y,2) = 227 147§ 32 for (z,y,2) # (0,0,0)
TYzZ + Yz

(b) f(z,y,Z) = for (z,y,z) # (717()’0)

224+y?4+224+22+1

2 Differentialkalkyl for reellvirda funktioner

Partiella derivator. Differentierbarhet. Differentialer

2.1 Rékna ut f, och f, da f(z,y) ges av

(a) z + 23y +2%y* +4°  (b) In(1 — 2% —2y*)  (c) e~ arcsin 2y (d) Ty
r—y
2.2 Bestédm de partiella forstaderivatorna av f om f(x,y, z) ir
1 = 2
(a) cos(zy — 2%) (b) ﬁarctan% (¢) ¥~ (som alltsa betyder z(¥7))
2.3 Beriikna fy,, fr,, [y och f,, for fiovning 2.1a.
23 4yt
— d
2.4 Berikna f, och f, i alla punkter i planet om f(z,y) = { 22 4 y? & (z,9) 7 (0,0),
0 da (z,y) = (0,0)
2.5 Antag att
(z+y)°
—= d
f(m,y): $2+y2 ( 7y)7é(070)a
1 da (z,y) = (0,0).
: of of . " e . o
Visa att 9z och B0 existerar 6verallt, men att f #inda inte &r kontinuerlig i (0, 0).
€z Y

2 € o
arctan — da 0,
2.6 Lat f(z,y) = Y Y v
da y = 0.
(a) Berdkna f, och f;, och visa sedan direkt att f € C'.
(b) Rékna ut £, (0,0) och f,,(0,0). Ar det sant att f € C*?

2.7 Los foljande system av partiella differentialekvationer i R?:
2 =2r 4y 2 = e"Y 2 = ye”
@ {72 m{F=% {7
z, = x+2y z, = € z, = 1+e"
2 4

2.8 Visa att det inte finns nagon funktion z € C? sadan att 2/, = ye® v och zy=xe” V.

2.9 Bestim alla funktioner v : R® — R sadana att

u, =y+32—3 u), = 1+ ysinxy u;:erzyQ
(a) ¢ uy, = o +22—2 (b) § u, = e* +xsinzy  (c) § uy, = z%y
u, = 2y+3z—1 u, = (1+y+z2)e u, = yz

2.10 Bestim alla C'-funktioner f(z) siddana att foljande system har minst en 16sning z € C?. Los
ocksa systemet, for dessa f.

(a) {Z; = (y° —y*)f(2) + xy’sinz (b) {2 =ufl@) {z

2x(yf(z) +1)
f(x) =2y

!
2 2 7
z, = 3y“sinx — 2zrycosx = 2y Y

!’
Y



2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

Problem
Bestim alla 15sningar 2 € CQ(RQ)QtiH foljande pagtiella differentialekvationer:
@ 5= E=0 (©55=0 @ =
(e) %:Z (1) %:yz () %:zz (h) giszreMzO

Bestdm ekvationer for tangentplanen till ytorna med féljande ekvationer och angivna tan-
geringspunkter:

1
(a) z=2+ay* 1 (1,2,5) (b) z=¢e**—1 1 (0,2,0) (c)y=arcsinzz i (1, %, 5)
v
T

Effektutvecklingen P i ett motstand med resistansen R ges som alla vet av

Bestam differentialen av  (a) 2¢ — 3y + 2z (b) sinay® (c)

U2
P=—
R )
dér U &ar spanningen over motstandet. Antag att U = 10 V och R = 2 ); vad ar P da?

Ungefiir hur mycket dndras P om U 6kas med 0,3 V och R 6kas med (a) 0,1 Q (b) 0,2 Q 7

Som bekant ger parallellkoppling av tva motstand med resistanserna R; och Ry en resulte-
rande resistans R dér

1 1 n 1

R R Ry

Antag att Ry = 200 £ 0,5 Q och Ry = 300 £ 1,0 . Berdkna R och ge en ungefirlig
uppskattning av felet i resultatet.

I en réit cirkulér cylinder 6kas radien med 3 % och minskas hojden med 1%. Med hur manga
procent dndras volymen (approximativt)?

Visa direkt fran definitionen av differentierbarhet att funktionen f, dir f(z,y) = =y, dr
differentierbar i (1, 2).

I kursboken visar man att
f e C! = f &r differentierbar = f #r kontinuerlig och partiellt deriverbar.

I 6vning 2.5 sag vi att en partiellt deriverbar funktion inte behdver vara kontinuerlig, och
sjalvklart behover en kontinuerlig funktion inte vara partiellt deriverbar.

Visa att implikationerna ovan inte &r ekvivalenser genom att visa féljande:
(a) fi06vning 2.4 dr kontinuerlig och partiellt deriverbar men inte differentierbar
x
y?arctan —, y # 0,

(b) f, dér f(z,y) = y*
0, y =0,

#r differentierbar men inte C!

Kedjeregeln. Variabelbyten i differentialekvationer

2.19

2.20

Betrakta differentialekvationen zj, + z;, = 0.

(a) Visa att z =sin(z —y) och z = 14 (z — y)e~"e¥ bada &r 16sningar till denna ekvation.

(b) Allmént, om z(z,y) = f(z —y) dér f &r en deriverbar funktion av en variabel, berikna
z,(z,y) och z,(x,y), och visa sedan att z &r en 16sning till differentialekvationen.

(¢) Funktionerna i (a) édr bada av typen i (b); vad dr f i dessa fall?

Lat f vara en C'-funktion av en variabel och séitt z(z,y) = f(x/y). Beriikna z}, och z}, och
2 _ 2

visa att xz;, + yz, = 0. Slutligen, kan z(z,y) = skrivas som f(x/y) fér nagot f?

Ty
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2.21 Antag att z € C'. Uttryck 2/, och 2, med hjilp av z;, och z, (och eventuellt = och y) om

w{tZir w{izs, et

Ty v = 22y v

g
|

2.22 (a) Transformera differentialekvationen i 6évning 2.19 till nya variabler { Z B i ; Zv och
finn sedan alla l6sningar till ekvationen.
(b) Om man dessutom vet att z(0,y) =y — cosy for alla y, hur ser 16sningen ut da?
- . u = 2z — 3y,
2.23 Betrakta det linjéira variabelbytet (x,y) <> (u,v) som ges av v — 1z
0 ox ou 0
(a) Berdkna 8_Z och a—i Ar det sant att 8_Z . a—i =17
0 0 0 0 0
(b) Lat f € C'. Uttryck 2 med hjilp av or och —f Hur kan o1 + of trots att x = v?
ox Ju v or ' Ov

2.24 Lat f € C'(R?). Visa att funktionen h av tre variabler, som ges av h(zx,y, z) = f(u,v) dir
u=x/y och v = y/z, satisfierar differentialekvationen

oh Oh ~ 0Oh
T—+Y5+ =

Ox Oy - 0

2.25 Temperaturen T'(p,t) hos vatten, som med viss hastighet strommar ur en kélla i origo och
sprider sig i alla riktningar i planet, uppfyller i varje punkt

or 0*T 10T
ot 0p2 pdp’
dér ¢ > 0 &r tiden och p > 0 &r avstandet fran punkten till origo. Dimensionsbetraktelser
leder till 16sningar av formen
2
p

déir f #r en C2-funktion av en variabel. Bestim alla sadana funktioner f, och dirmed 7.
2.26 Bestidm alla z som ér av klass C! i forsta kvadranten och som dér uppfyller

290%— %— +x

genom att inféra nya variabler u = 23® och v = . Bestiim sedan den 16sning som uppfyller
z(l,y) =e7Y for y > 0.

2.27 Hitta alla kontinuerligt deriverbara funktioner f i htgra halvplanet som dér 16ser differential-
ekvationen

genom att vilja nya variabler u = y/x och v sa enkel som mojligt.

2.28 Antag att f € C'(R?) och bilda féljande bada funktioner av en variabel:

Om ¢'(0) = a och h'(0) = b, vad &r da f,(0,0) och f,(0,0)?
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2.29 Vi skall hér titta pa hur man kan hirleda de variabelbyten som férekommer ovan. En allmén
linjar homogen partiell differentialekvation av férsta ordningen kan skrivas

() a(z,y)z,(x,y) + bz, y) 2, (2,y) = 0,
dir a och b #r C'-funktioner som vi antar inte &r noll samtidigt.

(a) Lat (x(t),y(t)) vara en C'-kurva sadan att tangentvektorn (2’(t),3’(t)) #r parallell med
(a(z(t),y(t)), b(x(t),y(t))) for varje t; en sidan kurva kallas for en karakteristisk kurva
(eller karakteristika) till differentialekvationen (). Visa att om z(z,y) dr en C'-16sning
till (), s& dr z(t) = z(x(t), y(t)) konstant pa kurvan.

(b) Antag att a(z,y) # 0, och betrakta den ordinéra differentialekvationen

dy _ b(z,y)
dr  a(x,y)

()

Lat f(x,y) = C vara lésningarna till denna ekvation skrivna i implicit form, och sétt
u = f(z,y) och v = z, t.ex. Transformera () till de nya variablerna (u,v), och 16s
sedan ekvationen. Vad blir skillnaden om vi i stéllet antar att b(z,y) # 07

(¢) Metoden i (b) fungerar #ven for inhomogena ekvationer
a(w,y)zy(x,y) + bz, y) 2y (2,y) = c(z, y).
Hur blir differentialekvationen (#x) och vad blir f(z,y) i uppgifterna 2.22 och 2.267

(Detta motiverar alltsa valet av u i dessa uppgifter.)

(d) Los differentialekvationen (1 — 2y)z, + (1 + 2z)z, = 0.

2.30 Bestim alla C2-funktioner y(x) som loser den ordinira differentialekvationen

d? d
sz—xg +3zd—z —3y =522 x>0,

genom att ga over till variabeln v = In x.
2

d
2.31 Om z € C? beror pa u och v, som i sin tur beror pa z, uttryck d_z och d_z med hjalp av u-
x x

. . =1
och v-derivator av z (och eventuellt variabeln z) om { Z _ xn2z,

2.32 Betrakta for z € C? differentialekvationen

" " "o
Zyg — 425y + 42y, = 6y.

xrx

Transformera och 16s ekvationen med hjilp av variabelbytet © = 2z + y, v = z.

b
(c

(d) Om man har randvillkoren z(0,y) = 0 och 2. (z, —8z) = 0, bestdm z.

(a
(b) Om man har randvillkoret z(0,y) = 6792, hur ser l6sningarna ut da?
Om man har randvillkoren z(0,y) = e ¥ och 21.(0,y) = 0, bestém z.

)
)
)
)

0%z

2.33 Transformera till de nya variablerna i 6vning 2.21a, om z € C2.

2.34 Bestim alla C2-funktioner z(z,y) som loser den partiella differentialekvationen

0%z 0%z 0z

g2 22 4 >0, y>0
¥ 0u2 y@x@er@x T2 Y20

genom att ga over till de nya variablerna i 6vning 2.21c.
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2.35

2.36

2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

Hitta alla funktioner f € C*(R?) sidana att
O P

922 oxdy oy

o o . u = x+ay,
med hjalp av nagot linjart variabelbyte { v =z +by
Transformera Laplaces ekvation

o%f  9°f 9
a2 T T

till nya koordinater (u,v) via

u\ [ cos¢ sing) [z
v)] \—sing cosp/) \y)/’

dér ¢ ar en konstant vinkel; uv-systemet dr alltsa vridet vinkeln ¢ i positiv led i forhallande
till zy-systemet.

Lat (p, ) vara polira koordinater i planet och u en C?-funktion i planet; u kan alltsa ses
som funktion av (z,y) eller av (p, ¢).

0 0 0 0
(a) Uttryck a—u och a—u som linjarkombinationer av 8—“ och 8_u (p och ¢ far forekomma).
P ¥ €T Y

0 0
(b) Invertera sambanden i (a) for att transformera L och 22 till polira koordinater.

Or oy
(¢) Transformera Laplaces ekvation
0’u  0%u
4+ — =0
oxr2  Oy?
till polédra koordinater.

(d) Bestidm alla vinkeloberoende u som uppfyller Laplaces ekvation. Observera att differen-

d
tialekvationen for u = u(p) blir ordiniir och av férsta ordningen i funktionen v = d_u

0
Transformera och 16s den partiella differentialekvationen
xzy, +yzy, =0
i forsta kvadranten genom att inféra de nya variablerna u = x, v = x/y. (2 € C?)

En storhet u beror pa storheterna z och y enligt u = zy*. Samtidigt ges en tredje storhet z
av z = 2z + y; u kan alltsa ses som funktion av (z,y) eller av (z, z). Beriikna

<8u> b <8u >

— oc — 1,

ox Y o/,

bada uttryckta i « och y. (Indexeringen anger vilken variabel som halls konstant.)

Inom termodynamiken betraktar man en gas, vars energi F beror pa de tre storheterna
volymen V| temperaturen T och trycket p. Dessutom bestdmmer tva av dessa den tredje, sa
man kan vilja att beskriva E som funktion av antingen (7T, p), (T, V) eller (p, V). Visa att

<_> <_> +<_V) <_>
or), \or ), \av),\or ),
72”

For C2-funktioner z giller som bekant att de blandade andraderivatorna ir lika: Zay o
Efter ett variabelbyte (z,y) <> (u,v) giller det ocksa: 2./, = 2. Diremot behover det inte
géilla om man blandar variabler fran olika system, vilket vi hér skall se. Visa att

(22 )u # (20)%
i det konkreta fallet att variabelbytet ges av u = zy, v = 2/y da > 0 och y > 0, och att
funktionen z ges av z = zy = u.

"



8 Problem

Gradient. Riktningsderivata

2.42 Berikna gradienten av f om  (a) f(2,y,2) =2 +2y+32z  (b) f(x,y) = xy’e” ™Y
2.43 Lat f(x,y) = 2 + 4y.
(a) Rita nivakurvorna f(z,y) = C for C = —16,0, 16,32 i en stor figur. Det réicker om du
tar med de delar av kurvorna som ligger i rektangeln —2 < z <10, —10 <y < 10.
(b) Rita skalenliga vektorer V f(a, b) med fotpunkter i (a, b) = (0, 8), (2,3), (4, —4), (6, —5),
(8, —8); notera att dessa punkter ligger pa nivakurvorna i (a).

(c¢) Hur ligger vektorerna V f(a,b) i (b) i forhallande till de nivakurvor f(x,y) = C som gar
genom (a,b)? At vilket hall pekar V f(a,b)? Kan man se en koppling mellan lingderna
av Vf(a,b) och hur tétt nivakurvorna ligger i nérheten av (a,b)?

2.44 Bestédm ekvationer for tangentlinjen och normallinjen i punkten (2, —1) till den kurva som
ges av ekvationen z° + zy 4+ 3° = 5.

2.45 Bestiam ekvationer for alla linjer som tangerar ellipsen 22 + zy + y? = 1 och som gar genom
punkten (a) (0,2) (b) (0,0) (c) (—1,0)

2.46 Bestim skiirningspunkterna mellan kurvorna x> — y? = 3 och 2y = 2 och bestim vinklarna
mellan kurvorna (d.v.s. vinklarna mellan deras tangentlinjer) i dessa punkter.

2.47 Bestdm vinkeln mellan kurvan 2 4+ 3® = y — x och y-axeln i deras gemensamma punkter.
2.48 1 vilka punkter pa kurvan zy? = 2 gar normallinjen till kurvan genom origo?

2.49 Bestdm en ekvation for tangentplanet till
(a) ytan 22 4 2y* +32% = 20 i punkten (3, -2, —1) (b) ytan z = 2%y i punkten (—2,1,4)

2.50 Bestim alla punkter pa ytan z + 2y + 322 4+ 22y + 2yz = 1 i vilka ytans tangentplan &r
parallellt med planet z — y 4+ 2z = 0.

2.51 Bestdm ekvationer for alla plan som tangerar ytan z2 + 2y + 322 = 6 och som innehaller
punkterna (6,0,0) och (0,3,0).

2.52 Bestidm konstanten C' sa att ytan x> 4+ 3y + 422 = C tangerar planet genom punkterna
(0,1,2), (1,3,0) och (5,—1,1).

2.53 Bestam C > 0 sa att ellipsen 222 + y? = C skiir hyperbeln 2% — 2% = 1 under riit vinkel.

2.54 Lat ytan S beskrivas av z = f(z,%), dir f € C'(R?). Ytan kan ocksa beskrivas av sambandet
F(z,y,z) =0, dir F(x,y,z) = f(z,y) — 2.
(a) Berédkna och ge en tolkning av V f(x,y).
(b) Berékna och ge en tolkning av VF(z,y, z) i de punkter dir F(x,y, z) = 0.

2.55 Rikna ut riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = In(2* 4 2y?) i punkten (2, 1) och i den
riktning som ges av vektorn  (a) (1/v/2,1/v2)  (b) (1,2)

2.56 Med vilken hastighet viixer eller avtar xy®2 i punkten (3,2,1) i riktning mot origo?

2.57 Ten given punkt pa jordytan sjunker temperaturen med hastigheten 3 °C/km rakt norrut och
stiger med hastigheten 2 °C/km rakt 6sterut. Med vilken hastighet férindras temperaturen
rakt at  (a) viister  (b) sydost  (c) ostnordost ?  (Temperaturen forutsitts vara C')

2.58 En Overhettad isbjorn befinner sig pa ett stort plant isflak utanfor Kvitgya i Svalbard.

Lufttemperaturen T [°C] beror pa x och y [km] enligt den nagot miérkliga formeln
6
T(ZC, y) = Sarctan($2 + y) — 10 — m

Bjornen befinner sig i punkten (1, —2) och lufsar med hastigheten 3 m/s. I vilken riktning
bor den lufsa f6r snabbast méjliga avkylning, och hur snabbt sjunker temperaturen i denna
punkt och i denna riktning? Svara dels i °C/km, dels i °C/min.
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2.59 Vi betraktar funktionen f(z,y) = x + 2y — (v — 1)® i niirheten av punkten P = (1, —1).
(a) I vilka riktningar v = (a,b), |v| = 1, &r f, (P) positiv, negativ respektive noll? Rita figur!
(b) I vilka riktningar v # 0 utgdende fran P &r funktionen f (initialt) vixande?

2.60 En kulle har formen A

T ltatty?

dér z dr hojden fran markplanet. Var dr kullen brantast, och hur brant &r den dér?

2.61 Antag att z = 4 — 22 — 2y? &r ekvationen for en kulle diir positiva z-axeln pekar uppat. En
person startar i punkten (1,1,1) pa kullen och gar nedfér, alltid i den riktning dér det lutar
brantast. Bestdm personens vig.

Lokala undersékningar

2.62 Avgor med hjilp av definitionen av lokalt extremviirde om foljande funktioner har lokalt
maximum eller lokalt minimum i origo:

(a) flz,y) =1—|z| -y (b) f(z,y) = |2 —cosy (c) f(=,y) =|x|+COSy L.
(d) flz,y,2) =2 —yz () flz,y,2) =coszyz  (f) f(z,y,2) = (L+a?)e ¥ 7
(g) flz,y) = (x+y)* +xy® (h) fiovning 2.18b (i) f(z,y) = (x—y)* +ay’

2.63 Lat f(z,y) = (y —2*)(y — 32%).

(a) Visa att f har stringt lokalt minimum i origo ldngs varje rit linje genom origo.
(b) Visa att f &dnda inte har lokalt minimum i origo som funktion av tva variabler.

2.64 Anviind kdnda Maclaurinutvecklingar fran envariabelanalysen for att bestamma Maclaurin-
utvecklingarna av ordning 2 med rest i ordoform till

(a) (% +y? —1)e? (b)sin(z +y)-In(1 + 2z +y) —xy (c) 2v/1+ 22 +y —cos(z — 2) —y
2.65 Taylorutveckla funktionen
f(a,y) = n(22® + 2y +y?)
till ordning 2 kring punkten (2, —1) med rest i ordoform.
2.66 Avgor pa foreslaget sdtt om angivna kvadratiska former &r positivt definita, positivt semi-
definita, indefinita, negativt semidefinita eller negativt definita.
a) Q(h,k) = h% — hk + k? genom att kvadratkomplettera m.a.p. h
(a) g p p
(b) Q(h,k) = h* + hk — k* genom att bestimma egenviirdena till den tillhérande symmet-

riska matrisen

(¢) Q(h,k) = hk pa valfritt sétt

(d) Q(h,k,1) = 6k* 1% — 6hk — 2Rl + 4kl genom att kvadratkomplettera m.a.p. [ och sedan
m.a.p. h

e k) = + — — — enom att bestdmma egenvirdena till den
Q(h,k,1 4hk + 4kl — 2h% — 3k* — 417 g b z d ill d.
tillhérande symmetriska matrisen

() Q(h,k,1) = h% + 2hk + 2k? pa valfritt siitt

(2) Q(h, k1) = (h—k)*>+ (k—1)*+ (I — h)? pa valfritt siitt
(h) Q(h,k,1) = h? + 2hk + 3k* — 4kl + 61% pa valfritt sitt
(i) Q(h,k,1) = h?® + 2hk + k* — 12kl pa valfritt sitt

2.67 Avgor karaktiren pa den kvadratiska formen (h,k) — h% + 2ahk 4 k? for alla viirden pa
parametern a.

2.68 Avgor med hjilp av Maclaurinutvecklingarna i 6vning 2.64 om funktionerna dér har lokalt
maximum eller lokalt minimum i origo.
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2.69 Avgor om foljande funktioner har lokalt maximum eller lokalt minimum i origo:
(a) f(z,y) = —1—2® + 22y — 2y + 2’y — 2* (b) fz,y) = 2® +2° — 20y +y°
() Flary) = 22 + 2t — 2y + o (@) oy 2) =2+ 22 + g + 22
(e) f(z,y,z) =2cos(x +y+ z)+ e +e¥* +e** (f) f(z,y,2) =cos(z +y + 2) + cosx

2.70 Avgor var foljande funktioner har lokala maxima och lokala minima. Ange ocksa funktioner-
nas ovriga stationéra punkter.

(a) f(x,y) =3 +4x — 4y —2® —2y* (b) flo,y,2) =a* +9° + 22—y + 22+

(¢) f(z,y) = ze~ 2=y’ (d) f(z,y)=z+y—3In2+2y),z>0,y>0
(e) flm,y) =(@* +y°) —w -2y (f) f(z,y,2) = 2" +y' + 2" —dayz

(&) f(z,y) = 2® +3xy® — 152 = 12y (h) f(z,y) = (z* +y* —4)e™ "V

(1) f(z,y) = 4a® +day® +y' +4°  (§) fle,y,2) =4 +y° e +42% )y + 8/2

2.71 Lat f(x,y) = 4a%e¥ — 22" —e?, (2,9) € R%

Visa att de bada punkterna (£1,0) &r funktionens enda stationéira punkter.
Visa att bada dessa punkter dr lokala maximipunkter.

Rita grafen till funktionen g(z) = f(z,0). Ange alla lokala maxima och minima.

)
)
)
(d) Rita grafen till funktionen h(y) = f(£1,y). Ange alla lokala maxima och minima.
) Hur aterspeglas det i graferna for g och h att f har lokalt maximum i (£1,0)?
)

g har alltsa ett lokalt minimum mellan sina lokala maxima. Varfér har inte ocksa f
det? Forklara skillnaden! Forsok ocksa skapa dig en bild av hur "berget” z = f(z,y)
ser ut lings vigen mellan de bada topparna (+1,0,1).

2.72 Bestdm alla stationdra punkter till isflakstemperaturen 7" i 6vning 2.58.

zt +yt
LY g5

2.73 Bestéim alla lokala maximi- och minimipunkter for f(z,y) = ¢ 22 + y? & (z,9) 7 (0,0),
0 da (z,y) = (0,0).

2.74 Om f € C? ar en funktion i R? och (a,b) #r en stationir punkt dir alla andraderivator &r
positiva, dr da (a,b) en lokal minimipunkt? Bevis eller motexempel!

3 Differentialkalkyl for vektorvirda funktioner

3.1 Beskriv foljande kurvor i R? givna i parameterform:
T =241 x =t r = t?
@ {23ty ter) 0 {IZ% ven @ {121 cem

Ange och markera i figur en tangentvektor i de punkter som svarar mot ¢ = 0 och t = 1.

3.2 Beskriv foljande kurvor i R? respektive R3, givna i parameterform:

() 4 £ 2958 (oot con) () r = e cost (teR) (c) xicionsf (teR)
¥ 1y = 3sint = T y = e'sint ¢ Z:i

Ange och markera i figur en tangentvektor i de punkter dér ¢t = 0 och t = 7/2.
3.3 En kurva i R® parametriseras av t via
T = sint,
y = cost,

z = arctant.

Bestdm tangentlinjen genom den punkt som svarar mot ¢ = 0, dels i parameterform, dels i
parameterfri form.
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3.4 En yta i R® parametriseras av (s, t) via

z = set —1,
y = sin st,
z = 2s+ arcsint.

Bestédm tangentplanet genom den punkt som svarar mot (s,t) = (1,0), dels i parameterform,
dels i parameterfri form.

3.5 En sluten plan kurva parametriseras av
xr = sint,
y = sin 2t.

(a) Skissa kurvan! Ange speciellt alla punkter dir kurvan skir koordinataxlarna, dir tan-
genten ar vagrit och dér tangenten ar lodrit.

(b) (0,0) &r en s.k. dubbelpunkt. Bestdm bada tangenterna dér!

(c) Bestdm storsta avstandet till origo. I vilka punkter antas det?

3.6 Lat
x = 3tcos,
y = 2tsin.
Bestam funktionalmatrisen O(z,y) och funktionaldeterminanten d(z,y).
o(t, 1) d(t, )

3.7 Vad ér funktionalmatrisen och -determinanten f6r den linjéra avbildning (x,y, z) — (u, v, w)
som ges av
u=x+y+2z,
v = 3x —2y+z,
w = bz—x—y.

Ar avbildningen inverterbar?

=" +y,

— ey, y > 0.

3.8 Betrakta avbildningen { Z

(a) Bestdm den inversa avbildningen (u,v) — (z,¥).

d d
(b) Berikna (u,0) och (=, y) Vilket samband mellan dessa géller?
d(z,y) — d(u,v)

g u = e’ +y,
3.9 Studera avbildningen { v = 2 4 eV,

(a) Visa att avbildningen i nagon omgivning till (x,y) = (1,0) har en C'-invers som #r
definierad i en motsvarande omgivning till (u,v) = (e, 3). Riikna ocksa ut x, y, z},, =},
y,, och y, i denna punkt.

(b) Rikna ut 2/, x,, ., och y., uttryckta i  och y, i en allmiin punkt (u,v) i omgivningen.

(¢) Visa att inversen till och med #r C? och beriikna z/, (u,v); ange speciellt 27/, (e, 3).

= 2% +2y,

3.10 Betrakta avbildningen { Y
v =x+y.

(a) Visa att avbildningen &r inverterbar i nagon omgivning till (x,y) = (

0,0)
(b) Beskriv bilden i uv-planet av en liten kvadrat i zy-planet med hérn (0, 0), (a,0), (a,a)
(

och (0,a), for sma a > 0, och speciellt dess rand orienterad i positiv led (moturs).

(¢) Hur syns funktionaldeterminantens tecken och absolutbelopp i figuren i (b)?
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_ .2 .2
3.11 Betrakta avbildningen (z,y) — (u,v) som ges av {Z B ;acy Yoo g2y y? > 0.
d
(a) Berikna funktionaldeterminanten (u, U).
d(z,y)

(b) Determinanten &r > 0 6verallt. Visa att avbildningen #nda inte dr (globalt) inverterbar.

(c) Visa att om man begrénsar definitionsomradet till 2 > 0, sa &r avbildningen (globalt)
d(z,y)
d(u,v)

inverterbar. Ange inversen (u,v) — (x,y) samt dess funktionaldeterminant

3.12 Visa att ekvationen
?+y’ ray=a+y

i nagon omgivning till  (a) (0,0) (b) (0,1) (c) (0,—1) definierar en C'-funktion y(z).
Rikna ocksa ut y'(z) uttryckt i  och y, och speciellt y(0) och y'(0).

3.13 Betrakta ekvationen
3 =1+ 3xy?.

(a) Visa att ekvationen i ndgon omgivning till (1,0) definierar en C'-funktion z(y), och
berékna 2’(y) uttryckt i y och z(y), samt 2(0) och z'(0).

(b) Hur kan man se att C'-funktionen x(y) faktiskt &r C2? Berdkna 2’ (y), uttryckt i y,
x(y) och 2’(y), och ange speciellt z’(0). Har z(y) lokalt extremviirde i y = 07

(¢) Bestdm alla punkter som uppfyller ekvationen men kring vilka ekvationen inte lokalt
definierar C'-funktioner 2(y). Definierar ekvationen lokalt C'-funktioner y(z) dér?

3.14 Visa att ekvationen
y* + (|z] = 1)y + sinz = 0

definierar funktioner y(z) lokalt kring (0,0) och (0,1), och att funktionen blir C* i det ena
fallet — vilket? — men inte i det andra. Ange ocksa y'(0).

3.15 Visa att ekvationen
ry — (x+y)2> +1 =tan2z

i nagon omgivning till (1, —1,7) definierar en C'-funktion z(z,%). Rikna ut 2/ (x,y) och
2, (x,y) och ange speciellt z(1,—1), 2;,(1,—1) och z (1, -1).

3.16 Studera ekvationen
VY ry=e"—z+09.

Visa att om z = 1 finns det precis ett y som loser ekvationen.
Visa att till varje givet virde pa x hor exakt ett virde pa y.

(a)
(b)
(c) Lat losningen y i (b) betecknas y = f(x). Visa att denna funktion &r C I lokalt.
(d)
)

Hur foljer nu att f € C'(R), alltsa inte bara lokalt?

(e) Bestidm definitions- och virdeméngd for f.

3.17 Lat e vara en konstant, 0 < e < 1, och betrakta ekvationen
t=v —esinv.

Visa att ekvationen definierar en stringt viixande C'-funktion v(t) med D, = V, = R.
(Ekvationen kallas Keplers ekvation och dr central vid berikning av planetpositioner; e ér
den elliptiska planetbanans excentricitet.)

3.18 Visa att ekvationen
(2 4+ 2Nz + 25 =1

definierar en C'-funktion x(y, z) i hela yz-planet. Rikna ocksa ut y,(y, 2) och ' (y, 2).
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3.19

3.20

3.21

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Visa att ekvationssystemet

r+y+z =6,
zyz = 6,

i en omgivning till punkten (1,2,3) definierar C*-funktioner z(y) och z(y). Bestim x(2) och
2(2). Rikna ocksa ut 2’ (y) och z'(y), och speciellt 2'(2) och 2’(2).

Visa att den del av skirningen mellan ytorna z? + 3* — 2% = 2 och x + y = 2¢* som ligger
i ett tillréickligt litet klot med mittpunkt i (1,1,0) &r en C'-kurva som kan parametriseras
med = som parameter. Bestdm ocksa en tangentvektor till kurvan i denna punkt.

Om f = (fi1, fa2, f3) 4r en vektorviird funktion fran R? till R3, definiera den s.k. divergensen

_Oh 0, 0

v f - axl 63@2 6953'

I kontinuumsmekaniken studerar man fluider med densitet p och hastighet v, och dessa
storheter beror bade pa ldget (x1,x2,23) och tiden t. Léget beror i sin tur pa tiden ¢, s&
p och v kan alltsa ses som funktioner av (z1,x2,xs3,t) eller bara av ¢. Visa att den s.k.
kontinuitetsekvationen

Idp

d
o + V- (pv) =0 ocksa kan skrivas d—? +pV-v=0.

Optimering

Avgor om varje reellvird kontinuerlig funktion pa miangden M sékert har ett storsta och ett
minsta virde pa méngden ifall M ar

(a) {(x,y) € R2: |a] < 1, |y| < 1} (b) {(z,9,2) €RP: a2 432 + 22 < 1}

() {(z,y) eER*: x>0,y >0,2+y <1} (d) {(z,y) e R*: ay > 1}

Ange en konkret kontinuerlig funktion f som inte antar bade stérsta och minsta véirde pa M
i de fall ddr sadana funktioner finns.

Bestém storsta och minsta virde (om de finns) av
(a) zy—x—y—4 dax>0,y>0ocha+y<6

(b) 2?2 4+5y2 —4x daaz®+y*<lochy>0

(c) 2® — 2xy +4y® — 2y  pa eller innanfor triangeln med horn i (0,0), (1,0) och (0, —1)
(d) z? +y* +y innanfér — men ej pa — enhetscirkeln

(e) (x + 2y)671277’2 pa eller innanfor enhetscirkeln

(f) (x4+ye ™™ dax>0,y>0o0chaz+y<2

(g) 2?4+ 2y* + |z| pa den slutna enhetsskivan

Bestdm storsta och minsta virde av

(a) 2?2 =24yt 422 -4z daa®+yP<z2<4

(b) 3r+ay+22 daz?4+92+22<9,2>0

(c) 1—2P+1—-yP+1-2)> daz>0,y>0,2>00chz+y+2z<1

(d) (x+y+2)e ™ da0<ax<1,0<y<loch0<z<1
)

—z2—2y2—3zz—4w2 °
(x 4+ 2y + 3z +4w)e da0<z<1,0<y<1,0<2<1,0<w<1

—
@

Bestém storsta och minsta virde (om de finns) av
(a) arctan(z? +2y?) pa hela R? (b) 22ye™ da0<x<2o0chy>0
2
ed 7" . ry .

(e) (x —y+ 2:)6‘””2_1/2_Z2 pa hela R® (f) (z + y)e_””Q_y2 ddz>0o0chy>0

Om 22 + y? < 9, var antar 22 4+ zy + y? — 3y sitt storsta respektive sitt minsta virde, och
vilka &r dessa virden?
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4.6
4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21
4.22
4.23

4.24

4.25

Problem

Bestim storsta och minsta avstand fran origo till en punkt (z,%) pa kurvan z* + 2y* = 6.
Bestim maximum och minimum av xy pa ellipsbagen 52% — 6xy + 5y% = 16, x +y > 2.

En burk med hojd h och diameter d har en given volym V{. Bestdm forhallandet mellan d
och h da den sammanlagda arean av cylinderns sidoytor &r sa liten som mdojligt. Motivera
varfor det finns en minsta area; vilken dr denna area?

2

Bestédm den punkt pa kurvan (z — y)° —x — y + 1 = 0 som ligger nérmast z-axeln.

En 60 cm bred platremsa skall vikas till en 6ppen rédnna sa att dess tvérsnitt blir ett pa-
rallelltrapets med de ickeparallella sidorna lika langa. Bestdm maximala tvirsnittsarean.

Visa att f(z,y) = 2°(1 + y)® + y? har exakt en stationiir punkt och att den #r en lokal
minimipunkt. Visa ocksa att f dnda inte har nagot minsta vérde.

Om (z,y, z) uppfyller 22 4+ y? + 2% = 1, bestém storsta och minsta virdet av zy + zz.

Bestim maximum och minimum av f(z,y,2) = 22° +y? — 2% — z pa
(a) klotet K : 2? +y* + 2% <1,

(b) cylindern C': z? +9% <1, 22 <1,

(¢) dubbelkonen D : 2% + 3% < 2% < 1.

(d) Hur kan man for godtycklig kontinuerlig f inse att

min f < min f < max f < max och min f <min f <max f <maxf ?
i f < min f < max f < max f i f < min f < max f < max f

Finns ett liknande allmént samband for K och D?

Bestéim storsta och minsta avstand fran origo till punkter pa ytan 3224y +32%4+2zy+yz = 3
(som #r en kompakt mingd i R?).

Bestdm en lada med given volym Vp dér sidoytornas sammanlagda area &r sa liten som
mojligt om ladan saknar lock. Motivera varfor det finns en minsta area.

Bestédm en lada med sa stor volym som mdjligt med given sammanlagd area A av sidoytorna
om ladan har lock.

Bestéim storsta majliga volym av en parallellepiped i R® med kanterna parallella med koor-

y2 Z2

dinataxlarna och hérnen pa ellipsoiden — + — + — = 1.
a b c

Ett tdlt utan botten har tva likbenta trianglar som gavlar och tva rektanglar som lutande
sidor. Bestédm téltets hojd, bredd och lingd da det innehaller en given volym Vj och den
sammanlagda arean av tdltduken &r sa liten som mojligt. Motivera, som alltid, varfér det
finns en minsta areal

Bestidm storsta virdet av sin asin Ssiny da «, 8 och « dr vinklarna i en triangel.

Bestédm storsta och minsta viirdet (om de existerar) av e~ W8 gy xyz > 6, z > 0,
y > 0och z>0.

Bestdm storsta och minsta virdet av x +y + z da %+ y2 < z<1.
Om x4y + 2z =1 och 22 + % + 22 < 1, hur stort och hur litet kan zyz vara?
Bestéim storsta och minsta virdet av 3z +2y +zda2? + 3>+ 22 =1lochz +y+ 2 > 1.

Bestdm storsta och minsta avstandet fran origo till punkterna pa skidrningskurvan mellan
ytorna z° + y® + 22> =4 och z +y + z = 1.

Bestéim storsta och minsta virdet av 2z — 2y + z da 2% + 3% + 22 < 2 och 22 + 3% < z.
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4.26 Vilka punkter ligger hogst respektive ldgst pa skdrningskurvan mellan planet z +y + 2z =1
och ellipsoiden z? + zz 4+ y* + 222 = 9, om positiva z-axeln pekar uppat?

4.27 Bestdm minsta mojliga volymen av en tetraeder som begrénsas av ett tangentplan till ytan
22 4+ 2y% + 322 = 1 samt de tre koordinatplanen.

4.28 (a) Lat f(x,y) och g(z,y) vara givna C'-funktioner och bilda funktionen
L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y).

Visa att under bivillkoret g(z,y) = 0 antar f(x,y) sitt stérsta och sitt minsta viirde
(om de finns) i punkter dir

L= 0 ell )
v <a "By’ 8)\) erer { Vg = 0.

(b) Lat f(x,vy,2), g1(x,y, 2) och ga(z,vy, z) vara givna C'-funktioner och bilda funktionen
L(ZL', Y, z, )\17 )\2) = f('rv Y, Z) + )\1 gl('rv Y, Z) + )\2 92(1'5 Y, Z)

Visa att under bivillkoren g;(x,y,z) = 0 och g2(z,y,2) = 0 antar f(z,y, z) sitt storsta
och sitt minsta vérde (om de finns) i punkter dér

9z’ By’ 02’ O\ O 92 =0,

=0
L 0L L OL oL g1 ="
VL:(6 OL oL 0 4 ):O eller
Vg1, Vg ar linjart beroende.

Anmirkning: Detta ar ett vanligt sitt att studera optimering med bivillkor. Funktionen L
kallas Lagrangefunktionen och talen A1, Ag, ... (Lagrange)multiplikatorer.

4.29 Maximera z* +y* + 2% pa skirningen mellan sfiren 22 43>+ 22 = 1 och planet z +y+ 2z = 0.

6 Integralkalkyl

Om inget annat ségs i uppgifterna avser de exakt berékning av angiven integral.

Dubbelintegraler

6.1 Vi vill fa en uppfattning om storleken pa integralen
dzd
I— / / _dady
p3+zt—y
dar D ar kvadraten 0 <z <2, 0 <y < 2.

4
(a) Visa med enkla under- och 6verskattningar att Z <I<A4

(b) Vilken uppskattning av I far man om man delar upp D i fyra lika stora kvadrater?

6.2 (a) / | @+ 9)? dody. die D= (@) € R? - fa] <11yl < 1)
Cdady s
i , dir D &r rektangeln med horn i (0,0), (1,0), (1,2) och (0,2)
x

6.3 Lat D vara triangeln i xy-planet som ges av olikheterna 0 < y < 2z < 4. Skriv integralen

/ / (zy +y?) dady
D
(w) d 5(y)
dels som / / (zy +y*) dy | dz, dels som / / (zy + %) dz | dy, och rikna se-
a(z) c v(y)

dan ut den pa valfritt sétt.
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) //D(z —y)e* ¥ dady, dir D ir triangeln med hérn i (0,0), (0,2) och (2,2)
) //D(2+:E+y)dzdy, dir D ={(z,y) eR*: 2 +y>-2,2<0,y <0}
c) // eIZdacdy, dir D begrinsas av strickorna mellan (0,0), (—1,0) och (—1,1)

// dacdy,daurD—{(acy)ER2 0<z<2y<1}

d d
) // 2z i , ddr D &r triangeln med hérnpunkterna (2,0), (2,2) och (4,0)
p T% 4+ 2z

2
() Tt LTy dzdy, dir D ges av olikheterna 0 <z <y <1
p 1+92

6.5 (a) // 3ydrdy, dir D = {(z,y) e R*: 2 <y <3, 2 >0}
D
b) // x cos \/y dxdy, dir D ges av dubbelolikheten /y <z <2
D

) / / zxy dzdy, ddr D ar den del av enhetscirkelskivan som ligger i fjirde kvadranten
D

6.6 Lat D vara kvadraten med sidlingd 1 och tva av hérnen i (0,0) och (1,1). Beriikna
// |z — y| dzdy / max(z?,y) dedy
D

6.7 Beridkna / / xydxdy, dir D #r den begrinsade mingd i R? som avgrinsas av parabeln
D

y? = 4ax och linjen y = 2z — 4a med en konstant a > 0.

s 0 [ (fits) e o [ ([ a2

6.9 (a) / / e dxdy, diar D #r cirkelskivan med centrum i origo och radie 2
x dxdy . 9 9 9
// T+ @117 3/2,darD:{(x,y)€R a4yt <2, 2 <0}
) // (z + 2y) dxdy, dir D bestims av olikheterna 2 + y? < 1 och 2 4+ 2y >0
D

d) // |z 4+ y| dedy, didr D &r enhetsskivan
D

6.10 (a) // (x 4+ 2y) cos(2x + y) dedy, ddr D gesav 0 <z +2y <loch -1 <2zx+y <1
D
b) // (x+2y) exp(xz—2y) dzdy, ddr D &r romben med hérn (0,0), (2,1), (4,0) och (2,—1)
y +1 , ;
dxdy, dar D bestdms av att 1 <z +y <2x—4y <3
) // x? dzdy, dér D #r parallellogrammen med hérn i (1,1), (3,2), (4,5) och (2,4)

dxd
// o 325 Y , dér D &r triangeln med hérn (0,0), (1,—1) och (3,1)
T
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6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

22 y2

a) // (2% + y?) dady, dar D &r elhpssklvan — 4+ 3 <
D

b) // 23 dzdy, dir D = {(z,y) e R*: 1< z2+9y2 <9,z >3y}
D

) // x dxdy, dar D bestims av 22 + 22y + 49> <1, 2 >0,y >0
D

Lat D vara den méngd i zy-planet som ges av 2> + y? < 2z. Beriikna

@ [[ @ rotrisay ) [[ Ve dudy
D D
Berédkna // y?siny? dady, dir D gesav 1 < zy < 2och 0 <z <y < 2.
D

Berikna // sin(z? 4 y?) dxdy, dir D(a) = {(z,y) €e R*: 22 +¢y* < a,z >0,y > 0}.
D(a)

Hur stor kan denna integral bli da a varierar?

A?
//x +9? dxdy>—

dér F idr en (eventuellt vriden) ellips med medelpunkt i origo och area A. Nir giller likhet?

Visa olikheten

Trippelintegraler

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

Lat D vara det axelparallella ritblocket med tva av hornen i (0,0, 0) och (1, 2,4) och betrakta
integralen

- //D(%+y+¢z)dzdydz.

Emil réknar ut den och far I = 50. Visa med en enkel uppskattning att hans svar maste
vara fel och rikna sedan ut I exakt.

/// (2 + y*)z dadydz, dir D #r en cylinder med hojd 2, radie 3 och med z-axeln som
D
symmetriaxel.

Lat D vara den méngd som begriinsas av paraboloiden z = 2% + y? och planet z = 1. Skriv

integralen
I= // flz,y, z) dedydz
D

B(z, y) 5
dels m.h.a. stavar: I = // (/ (x,y,2) dz) dxdy (ange D, A(x,y) och B(x,y)),

A(z,y)
dels m.h.a. skivor: I = / (/ f(z,y, 2) dxdy) dz (ange a, b och D),
a D,
och rikna sedan ut den pa valfritt sitt da f(x,y, 2) = z2/22 + y2.

Lat D vara den méngd som begriansas av planet  + y + z = 1 och koordinatplanen. Skriv

b B(x) B(w,y)
1= /// dxdydz som [ :/ / / —dz dy | dx
1+x+y+z) a a(z) A(z,y) (1+z+y+z)3

och berékna &ven integralens virde.

Beskriv méngden D = {(z,y,2) € R®: 0 < 2 <y < 2% < 1} genom att projicera den pa
(a) z-axeln och ange alla icke-tomma skivor (chips?) D, fér konstant x

(b) y-axeln och ange D, (¢) z-axeln och ange D,

(d) zy-planet och ange alla icke-tomma stavar (pommes?) Dg,, for konstant (z,y)

(e) zz-planet och ange D,, (f) yz-planet och ange D,,.
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6.21 /// i dxdydz, dar D ar méngden i 6vning 6.20.
pl+a?

6.22 /// (y* 4 2%) dedydz, dér D ér den cirkulira (enkel)konen med spetsen i origo, z-axeln som
D

symmetriaxel samt hjd 1 och radie 2. (Virdet ér konens troghetsmoment m.a.p. z-axeln)

6.23 /// ye* dudydz, dir D = {(2,y,2) e R’ : s —y < 2 <a+y, |z + ]yl <1}
D

6.24 / / / 2z dxdydz, dar D &r den begridnsade méngden i positiva oktanten mellan koordinat-
D

planen, planet y — z = 0 och ytan z = 4 — 2.

/// 3zdxdydz,
D

dar D &r den del av enhetsklotet som ligger i 6vre halvrummet z > 0 och far vardet 3.
Forklara for henne varfor varje svar som dr storre dn 27 maste vara fel, och rikna sedan ut
integralens exakta vérde.

6.25 Emilia rdknar ut integralen

6.26 (a) ///(z2 — 2% — y?) dadydz Gver enhetsklotet

(b) / / / S dxdydz 6ver den del av enhetsklotet som ligger i halvrummet = > 0

(c) /// rdrdydz, dir D = {(z,y,2) € R®: 2 +y* + 22 <3,0< 2 < y}
D

6.27 (a) /// (y — x — z) dedydz, dér D dr den parallellepiped som bestéims av de tre dubbel-
D
olikheterna 0 <z 4+y+2<1,0<z+2y+32<loch0<z+4y+9z<1.

(b) /// x dxdydz, dir D &r tetraedern med horn i (0,0,0), (1,1,0),(1,0,1) och (0,1, 1).
D

6.28 /~~~/(z1+...+xn)dz1~~~d:cn,déirD:{(:cl,...,zn)GR”: 0<zp,<1l,k=1,...,n}
D

Integraltillimpningar

6.29 Beriikna arean av  (a) D = {(x,y) € R*: |z + 2y| + [3z —y| < 1}
(b) den begrinsade méngden mellan kurvorna zy = 1, zy = 2, y = 222 och y = 42 i R?

2 2 2

x
—+ L +— < 1, dér a, b och ¢ ér positiva konstanter.
a? b2 2

(b) Vilken volym har méngden innanfér ytan 322 + 2% + 22 4 202 — 2yz = 17

6.30 (a) Rékna ut volymen av ellipsoiden

6.31 Berdkna volymen av den tetraeder som avgrénsas av planen 2x +y+2 =0, z 4+ 2y + 2 = 0,
r+y+2z=0o0chzx+y+z=4.

6.32 (a) Bestdm volymen av den del av elliptiska cylindern 922 4 4y* < 36 som ligger mellan
planen x +y + 2z = 10 och = + y — z = 10.

(b) Vilket rymdmaéatt har den begréinsade méngden mellan paraboloiden z = z? + 3% och
planet 2z + 2y + 2z = 17
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6.33

6.34

6.35

6.36

6.37

6.38

6.39

6.40

6.41

6.42

Lat D vara den mingd i positiva oktanten som avgrinsas av ytan = 4+ y> + z = 1 och
koordinatplanen. Lat V' beteckna volymen av D.

(a) Visa att D &r en del av enhetskuben 0 <z < 1,0 <y < 1,0 < z < 1. Mellan vilka
granser maste V dérmed ligga?

(b) Berikna V' exakt.

Beriikna volymen av D = {(z,y,2) € R*: 2> 4% y > 2% = > 2%}

Berikna volymen av skidrningsmingden av  (a) tva cylindrar  (b) tre cylindrar
som har samma radie a > 0 och ligger sa att deras axlar har en gemensam punkt dér de
skér varandra vinkelrétt.

Insidan av ett glas &r en paraboloid z = x? + 32, diir enheten #r cm. Berikna volymen av
en vitska i glaset da det fylls till hojden 5 cm fran insidans botten.

I ett klot med radie a borras tva cylindriska hal med radie a/2 sa att de tangerar varandra
lings en linje genom klotets medelpunkt. Berdkna volymen av det som &r kvar av klotet.

Genom en rit cirkuldr kon med hojd h och radie 2a borras ett cylindriskt hal vinkelréitt
mot konens basyta sa att skéirningen med denna dr en cirkel med en radie i basytan som
diameter, d.v.s. konens symmetriaxel 4r en linje som ligger i cylinderns mantelyta. Berdkna
volymen av det som &r kvar av konen.

Berikna massan av ett halvklot dér densiteten i en punkt (z,y,z) 4r (a) en konstant p
(b) en konstant k ganger avstandet fran (z,y, z) till motsvarande hela klots medelpunkt.

Berikna massan av innehallet i en 8 m hog cylindrisk silo med radie 3 m, om densiteten &r
(10 — h)*(4 — p) kg/m® i en punkt h m fran botten och p m fran silons lodrita axel.

Bestédm tyngdpunkten for ett halvklot dér densiteten  (a) #r konstant  (b) i en punkt dr
proportionell mot avstandet fran punkten till motsvarande hela klots medelpunkt.

Bestém z-koordinaten for tyngdpunkten for en tetraeder med hérn i (0,0, 0), (a, 0, 0), (0,b,0)
och (0,0, h), dir a > 0, b > 0 och h > 0, och densiteten &r konstant.

Generaliserade dubbel- och trippelintegraler

6.43

6.44 (

6.45

6.46

6.47

6.48

a) // e " Y dady, dir D, = {(z,y) ER*: 0<x<noch0<y<n}
)// e " Ydxdy, dir D,, = {(z,y) € R?*: 2 4+y <n, x>0 ochy >0}

c) / / e~ ¥ Ydady, dir D &r forsta kvadranten, genom att anviinda (a) eller (b)
D

dxd [2 02
/ / LY sver forsta kvadranten (b) / / r2e VY dady
1+ 22 4+ y2)3 R2

// —dmdy,darDCRQgesav ) 0<y<a<l (b0<z<y<l,y>0

// ,diir D= {(z,y) €R*: 24+y<1,2>0,y>0}

dxd
/ / _ a4y , dér D #r forsta kvadranten i R?
1+ (z+y)*

// e~ —oy=y’ dxdy
R2
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dxd
649// 1 . — for alla o, dér D ges av olikheterna z +y <1,z >0ochy >0
—r—y

2
6.50 /// exp(—va? t Y+ 2 ) dxdydz, dér D #r hela R? forutom origo
,7:2 + y2 + 22

dxdyd
6.51 /// $, dér D ges av olikheterna /22 + 92 <z < 1
D a? +y?+ 22

6.52 ( // xd:cdy // zdzdy
Re 22+ 92 +1 re (22 +12)2 +1

/ (x — 2y)e”** Y dady, dir D &r forsta kvadranten i R?
D

2 _ .2 9 1, p1
6.53 Lat f(z,y) = ﬁ Berdikna (a) o (x2 in) (b) /0 (/0 f(z,y) dy) dz

1, p1
c) / </ flz,y) dz> dy (d) // f(z,y)dxdy, dir D ér kvadraten 0 <z < 1,0 <y < 1
0 \Jo D

6.54 Lat D vara sektorn 0 < y < z. Berdkna

a) //D(l —z+y)e " Vdxdy (b) //D(l —x+y)e” 2 dady



Svar

Funktioner av flera variabler

1.1 (a) Den slutna 6évre halvan av enhetscirkelskivan.
(b) Tartbiten 7/4 < ¢ < 7/2 utskuren ur ellipsskivan 2% + 2y < 2.
Randpunkterna ar punkterna pa de kurvstycken som begransar méangderna.

1.2 (a) Kvadraten med horn i (£1,0) och (0,+1), exklusive kvadratens sidor
(b) Kvadraten med horn i (£1,£1) (fyra punkter), inklusive kvadratens sidor

1.3 (a) Cirkeln med medelpunkt (1,2) och radie 4.  (b) De tva linjerna x + 2y = 2.
Inre punkter saknas. Randpunkterna ar punkterna i respektive méngd.

1.4 Ovning 1.1 (a) Ej 6ppen; sluten; begrinsad  (b) Ej 6ppen; ej sluten; begrinsad
Ovning 1.2 (a) Oppen; ej sluten; begrinsad  (b) Ej 6ppen; sluten; begrinsad
Ovning 1.3 (a) Ej oppen; sluten; begridnsad (b) Ej 6ppen; sluten; ej begriansad

1.5 (a) M &r intervallet |0, 1] i R, inre punkter &r ]0, 1], randpunkter &r 0 och 1

) M é&r hela R, inre punkter dr hela R, randpunkter saknas

) M &r tom, inre punkter saknas, randpunkter saknas

d) M &r en lodréit strimma i R?Z. Inre punkter &r alla punkter i M. Randpunkter &r alla
punkter pa linjerna x = 0 och x = 1, som begriansar strimman

(e) M ér strickan mellan (0,0) och (1,0) i R? utom #ndpunkterna. Inre punkter saknas

och randpunkter dr alla punkter pa strickan inklusive dndpunkterna

(
(
(
(

1.6 Oppna: (b), (c), (d) Slutna: (b), (c) Begrinsade: (a), (c), (e)

1.7 (a) En del av en cirkelring i forsta kvadranten
(b) Tva begrinsade omraden i férsta och tredje kvadranterna som avgrénsas av fyra hy-
perbler.

1.8 (a) Cylinder lings z-axeln

b) Paraboloid runt positiva z-axeln

¢) Dubbelkon runt z-axeln

d) En cylinder med radie 1/2 som tangerar z-axeln

) Tetraedern med hérn i (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1)
) Den del av enhetssfiren som ligger i positiva oktanten

) En dubbel glass-strut

(
(
(
(
1.9 (
(
(
(d) En cirkelskiva vars randcirkel gar genom (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1), bl.a.

a
b
¢
d

1.10 Punkten (1,1)
1.11 Nej

1.12 Ett plan  (b) En (enkel)kon med z-axeln som symmetriaxel och spets (0,0, 0)

a)
¢) En paraboloid med z-axeln som symmetriaxel  (d) Ovre halvan av enhetssfiren
)

(

(

1.13 (a) Nivakurvorna &r parallella linjer med normal (1,2). Ytan &r ett plan med normal
(1,2, -1).

(b) Ingen nivakurva for ¢ = —2. C' = —1 ger punkten (1,0). C = 0, 1 och 2 ger cirklar
med medelpunkt (1,0) och radie 1, V2 och V/3, respektive. Ytan ar en paraboloid med
vertex i (1,0, —1).

(c) Nivakurvorna ér koordinataxlarna om C' = 0, annars hyperbler med koordinataxlarna
som asymptoter. Ytan ér en hyperbolisk paraboloid (sadelyta).

(d) Inga nivakurvor om C' = —2 eller —1. C' = 0 ger punkten (0,0). C = 1,2 ger ellipser.
Ytan &r en elliptisk paraboloid (kramad skal).

21
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1.14 (a) f(z,y) = (¢ +y)e @ 11 (b) f(z,y) = 2y coszy

1.15 (a) Ja, g(t) =e " —t> (b) Nej (c) Ja, t =2 — 2y och g(t) = t?e’ + 1, t.ex.

Svar

1.16 g(s,t) = st. Nivakurvorna ér hyperbler. Hyperblerna i det ena systemet fas genom att vrida
hyperblerna i det andra vinkeln 7/4. Variabelbytet dr en vridning vinkeln 7/4 f5ljd av en

strickning.

2 2

(b) g(t) = tz h(t) = -2 () Nej! (motivera noga)

1.17
4

a) g(t) = h(t) =

| o+

Alla lésningar i (a) ges av g(t) =t/2+ C och h(t) =t/2 — C (samma C); p.s.s. i (b))

(
(

1.18 (a) Grafen for f dr 6vre halvan av den enmantlade hyperboloiden z? + y?— 22 =1.
(b

) Grafen for f &r 6vre halvan av den tvamantlade hyperboloiden z? + y? — 2% = —1.

Grafen for f fas genom att rotera grafen for g kring z-axeln.

1.19 g(t) = . Variabeln ¢t = J dr lutningen for linjer genom origo.
x

1+ 2
1.21 (a) 0 (b) Existerarej (c) 0 (d) Existerarej (e) 0 (f) Existerar €j

1.22 (a) 1 (b) 1 (c) O (se efter vad ndmnaren och téljaren gar mot)

1.24 (a

)
)

1.23 (a) Existerar ¢j (b) 0 (c) Existerar ej
)0 (b)) 0 (c) Existerarej (d) 1
)

1.25 ()0 (b)1 (c)O

1.27 (a)

N | —

(b) 0 (c) Existerar ej

1.28 f ir kontinuerlig i alla punkter utom origo. Ja, f(0,0) = 0.

1.29 (a) £(0,0)=1 (b)Nej (c) £(0,0)=3 (d) £(0,0)=0

1.30 (a) Nej  (b) f(—1,0,0) =0

Differentialkalkyl for reellvirda funktioner

2.1 (a) fi = 1432y +2xy°, f, =2+ 3%y + 5y’
2x

by fl = — P
e e
o _ u? 26792
(c) fr =0, f = —2ye ¥ arcsin2y + —————
V1 —4y?
2y 2z
Qff =Y 2T
()fx (:C_y)Qv fy .Z'—y)Q
2.2 (a) fg/c = —ysin(zy — 22), 7; = —zsin(zy — ,22)7 f; = 2zsin(xy — 22)
Y / T , 1 y
b 4 = - = — = — t =
(0) J: (2% +y?)y/z’ Iy (22 4+ y2)y/2’ f: 2oz

(¢) fr =y "', fy=a"" 2" 'Inx, fl=a"y*(nx)(ny)
2.3 fI =6xy+2y°, foy = 322 + 6212, fow = 322 + 6zy2, foy = 622y + 20y3

2.4
1 i (0,0), 0 i (0,0),
=1 z* + 322y — 2zy* f; = ¢ 42293 4+ 2y° — 223y

(1,‘2 i y2)2 annars; (;CQ n y2)2 annars.
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3 2

Y o €T Ty o
——— day#0, 2yarctan — — ——— da y # 0,
2.6 (a) fo(z,y) = a? + 42 fyla,y) = y 2?4y

0 da y = 0; 0 da y=0.

(b)
2.7 (a) z=a*+ay+y* +C (b) Losning saknas (c) z = y(1 +e”) +C
29 (a) u=ay+3rz+2yz—3x—-2y—2+C Dd)u=z+ (y+2)e* —coszy+C (c) Saknas
2.10 (a) f(x) = cosz, som ger z = y>sinx — xy*cosxz + C  (b) Losning z saknas for alla f
(c) flz) = Ce™ , som ger z = Cye” + a2 — 2+ D
211 (a) 2 =g(y) () z=g(x) () z=gy)a+hly) (d)z=g(z)+h(y)
(e) z=g()e" (f) z=gy)e™ () z=g(y)e" (h) 2 = g(x) cos(ye”) + h(z) sin(ye”)
(Hér dr g och h godtyckliga C2 funktioner av en variabel)
T 2z 7 2
212 (a) z2=Tx+4y—10 (b)z=2z (c)y=—4+—4+-—-—
() y=10 () -+l 2
2 2 2 14 pV
2.13 (a) 2dx —3dy +dz (b) y“coszy”dx + 2zycoszy“dy (c) —dpqL Py - —dT

2.14 P=50 Woch (a) okar med ca 0,5 W  (b) minskar med ca 2 W
2.15 R=120+ca 0,34 Q

2.16 Volymen kar med ca 5%

2.19 (b) z,(z,y) = f'(x —y), zy(x,y) = —f'(x —y) (c) f(t) = sint respektive f(t) =1+ te"

2.20 z(z,y) = f'(=) =, z(z,y) = —f’(g)'

ZI — ZI + Z/ Z/
2.21 (a) { g ~ Fu YR ) Fe
Y

I
y = Zu T T2y z

= 2yz,,
= 2wzl — Z;/y2

22, + 2yz, 0 {*
2y 422z, \©
2.22 (a) 2z, =0 ger 2 = g(u) = g(x — y), g deriverbar  (b) 2 =y — x — cos(z — y)

o1 QQ + g Olika saker halls konstanta (y respektive u)
Ox ou O’

2.25 f(u) = Ae™/* 4+ B, u >0, ger T = Ae™" 1ty B

2.23 (a) 2 respektive 0 (b) =

2.26 2/ = —1—u/v? ger z = a2y —y + g(ay?), dir g € C'. 2z = Yy —y+e vV

v

2.27 f(z,y) = g(y/x)/z, g € C'

a+b a—2b

2.28 £(0,0) = 5= J(0,0) = =

2.29 (b) Om v = z far man az/, = 0 som ger z(z,y) = g(f(z,y)), dir g ir en C'-funktion

(

d
(¢) Uppgitt 2.22: &Y
( d:C

d) z = g(:c2 +x+y?— y), dér g &r en C*-funktion

d
=1och f(z,y) =x —y; uppgift 2.26: YW _ Y oeh fz,y) = xy?
dx 2z

d*y dy B
2.30 — + 2% _ 3y = 5e?", som ger y = x? + Az + —, dér A och B ir konstanter
du? du 3

2.31 %:1%4, :L'% &:i&+48—22+428_227i82+ %
dr 2z 0u o’ dx? 22 Ou? Oudv ov? 22 du Ov
2.32 (a) 2/, = 6u — 120 som ger z = 42> + 32%y + 2 g(2x +y) + h(2z +y) dir g € C?, h € C?
b) 2z —4ac +32%y +xg(2r +y) +e (2z+y)* darg€C2

c) z = 4a® +3:E y+4:c(2:r +y) —(Qety)* 4 o= (20+y)°

d) z = 1623 + 152y + 3xy* + Cx(2x + »)® (om vi antar att z € C?)
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0%z 0z 0%z 0z
2.33 — — — + =
ou? + “oudw + Yov? + ov
52 2 2 ~
2.34 2au—§v = % som ger z = % +9Q2ay) + h(1/y) = % + 9(zy) + h(y)
2.35 a = E ochb:fl ger f(x,y) = o (z+g) (xfg) +g<x+g) Jrh(zfg)
2 3 ’ 25 2 3 2 3
o%f  O*f . o 1 . .
2.36 902 T 902 = 0 (ekvationen ser alltsa likadan ut i det nya koordinatsystemet)
u
2.37 (a) Oou cos ou b Ju  Ou i ou 4 peos ou
. — = — +sinp—, — = —psinp— —
dp Y or sDﬁy’ Op PP TP ‘pay
(b) ou cos Ju  siny Ou ou i ou n cos p Ou
- o 2 2 ginp—— e
Ox s0(9p p Op’ Oy s0(9p p Op
o P o 10
9p*>  pOp  p?Op?
d? 1d
(d) d_;’: +;d—1p‘ =0 ger u=2Clp+D=Cln(2®+y?)+D
2.38 Efter forenkling far man uz,,, — 2, = 0 med 16sning z = g(x) + z h(z/y)
239 (24) =2 (24) 2 any
ox ), oz ),
2.41 (z),, = () = (Vu/v), =1/(2Vuw) = 1/(2z), medan (z,), = (1), =0
2.42 (a) (1,2,3) (b) ((v* — 2v®)e ", 22y — 2%y*)e™"Y)
2.44 Tangenten 11z 4 5y = 17, normalen 5z — 11y = 21
2.45 (a) 20 +y =2 och y — x = 2 (tva tangentlinjer) (b) Finns inga! (¢) 2z +y = —2
2.46 +(2,1), i bada fallen 7/2
2.47 7/41 (0,0) och arccos(1/v/5) i (0, 1)
2.48 (1,£v2)
2.49 (a) 3x —4y—32=20 (b) 4o —4y+ 2= -8
2.50 + ( o4 2 )
' V13T V137 V13
251 z+2y+32=6o0ochz+2y—32=6
2.52 C=11
2.53 Finns inga sadana C
2.54 (a) Vf(z,y) = (f1, f,;) € R? pekar i den riktning i zy-planct déir f viixer snabbast.
(b) VF(z,y,2) = (f2, f,,—1) € R? &ir en normalvektor till ytan 5.
2V2 2
2.55 (a) 2v2 (b) —=
3 V5
. 72 ,
2.56 Den avtar med hastigheten —— enheter per ldngdenhet
V14
)
2.57 (a) sjunker 2 °C/km (b) stiger 7 ~ 3,5 °C/km (c) stiger 2(‘,08% - 3sing ~ 0,7 °C/km
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2.58 Bjornen bor lufsa i en riktning som pekas ut av vektorn (—4,—1). Temperaturen sjunker
5V17/6 =~ 3,4 °C/km respektive 3v/17/20 = 0,62 °C/min i denna riktning i punkten (1, —2).

2.59 (a) f,(P) = a+ 2b dr positiv da a + 2b > 0, negativ da a + 2b < 0 och noll da a = —2b # 0

v

(b) a+2b> 0 eller a = —2b < 0 (dér v = (a, b))

3vV3
z = 3, och lutningen dir #r arctan T\/_ ~~ 69°

1
2.60 Kullen dr brantast pa cirkeln 22 + y? = 3’

2.61 (z,y,2) = (z,2%,4 —2* —22%), 2 > 1

c
) Ingetdera (e) Lokalt maximum (f) Ingetdera

(
2.62 (a) Lokalt maximum (b) Lokalt minimum (c) Ingetdera
(d e
(g) Ingetdera (h) Ingetdera (i) Lokalt minimum

1
264 (a) 1 —y+2°+5y" + O(p"), p=a>+y’
(b) 227 + 22y + y* + O(p°), p= Va2 +¢?
3 1 1
()14 =a? — 92+ =22 — 22+ 00?), r= a2 +y2+ 22

2 4 2
3, 1 1., . .
2.65 f(2+h,—1+k:)=ln7+h——h —i—?hk—i— ?k + O(p~), alternativt

flz,y) = ln7+(z72)f%(z72) ;(x—2)(y+1)+

dir p= V12 + k2 = /(& = 2)> + (y + 1)2

2.66 (a) Q(h,k) = (h — k/2)* 4+ 3k? /4, positivt definit

%(y +1)* 4+ 0(p°),

)
)
)
d) Q(h,k,1) = (I — h+2k)* — (h + k)* + 3k?, indefinit
(e) A1 =0, Ay = —3, A3 = —6, negativt semidefinit
(f) Positivt semidefinit

)

)

i)

Positivt semidefinit

2.67 |a| < 1: positivt definit, |a| = 1: positivt semidefinit, |a| > 1: indefinit

2.68 (a) Ingetdera  (b) Lokalt minimum  (c) Ingetdera
2.69 (a) Lokalt maximum (b) Ingetdera (c) Lokalt minimum
(d) Ingetdera (e) Lokalt maximum (f) Lokalt maximum
2.70 (a) Lok. max. i (2,—-1)
(b) Lok. min. i (—2/3,-1/3,—1)
(c¢) Lok. max. i (1/2,0), lok. min. i (—1/2,0)
(d) Lok. min. i (2,2); stat. dven i (1,1)
(e) Ingenstans stat. 1 (2/5,4/5)
(f) Lok. min. i (1,1,1), (1,—1,-1), (—1,1,—1) och (-1, —1,1); stat. &ven i (0,0, 0)
(g) Lok. max. i (—2, 1), lok. min. i (2,1); stat. dven i (1,2) och (—1,-2)
(h) Lok. min. i (-1, —1); stat. dven i (2,2)
(i) Lok. min. i (0,0)
(j) Lok. max. i (—=1/2,—1,—1), lok. min. i (1/2,1,1)

2.71 (c) g(z) = 42® — 22* — 1, max g(£1) = 1, lok min g(0) = —1, g(z) = —o0 d&  — +o0
(d) h(y) = 4e¥ — 2 — e max h(0) =1, h(y) - —2 da y — —o0, h(y) — —oo da y — oo
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(f) Pa végen fran x = —1 till z = 1 ldngs z = f(x,0) (alltsa ldngs végen mellan topparna)
gar vi forst nedfor fran x = —1 till z = 0 och sedan uppfor fran x = 0 till z = 1, men
hela tiden pa skra, eftersom f, (z,0) = 42 —4<0da 1<z <l

2.72 (0,—2+V/3)
2.73 Lokalt minimum i (0, 0)
2.74 Nej, den behover ej vara en lokal minimipunkt. Ett motexempel kan konstrueras m.h.a.

ovning 2.67.

Differentialkalkyl for vektorvirda funktioner

3.1 (a) En linje; (1,-2), (1,—2) (b) En parabel; (1,0), (1,2) (c) En parabel; (0,1), (2,1)
3.2 (a) En ellips; (0,3), (—2,0)
(b) En spiral kring (0, 0) dar (z, y) nérmar sig (0,0) da t — —oo; (1,1), (—e2,e?)
(c) En spiral pa cylindern 2 + y* = 1; (0,1,1), (1,0, 1)
3.3 (z,y,2) =(0,1,0) + s(1,0,1), s € R, respektive x = z, y = 1
3.4 (z,y,2) = (0,0,2) +u(1,0,2) +v(1,1,1), (u,v) € R? respektive 2z —y —2z+2=0

3.5 (a) Skérningar: (0,0), (£1,0); vagrita: (£1/v/2, £1) (fyra punkter); lodriita: (+1,0). Kur-
van ser ut ungefir som oo

(b) y = +2x

1 1
(c) Z i de fyra punkterna (:I:@, ig)

3cosy —3tsiny

3.6 Funktionalmatrisen = (2811“/) 2% cos 1)

), funktionaldeterminanten = 6t
1 1

2
3.7 Funktionalmatrisen = | 3 —2 1|, funktionaldeterminanten = —35; inverterbar
-1 15

. | x=In(u/(1+0v))
3.8 (a) Inversen #r { Y = ww/(1 +v)

d(u,v) _ d(z,y) 1 d(u,v) d(z,y)
b =1 v h = —: det gall tt . =1
®) Gy =TTV M G T T BT G ) A o)
1 1 2
3'9 (a)Dé(uvv):y(eag)ér:C:lay1:07 :L'; 6—2,2 v = 6—27y; e Qayiz*eeQ
e e*
b / e / e —— / e —— / —
(b) 2% etey — 2’ Yo etey — 2’ Yu etey — 2’ Yo e*ey — 2
e*e¥(ey —2) e

(C) zZu - mv zuv(e53) - 7(6— 2)3

3.10 (b) Kvadratens horn avbildas pa i tur och ordning (0,0), (a?,a), (a* + 2a,2a) och (2a,a),
och dess sidor pa (delar av) parabeln v = v?, linjen u = 2v + a® — 2a, parabeln
u = (v — a)? + 2a och linjen u = 2v.

(¢) Funktionaldeterminanten = —2 i origo. Negativ: randen i wv-planet genomlops med
motsatt orientering i férhallande till randen i zy-planet (medurs istéllet for moturs).
Belopp 2: arean i uv-planet / arean i xy-planet ~ 2 (mera precist: — 2 da a — 0).

3.11 (a) 4(z* +4?)
(b) T.ex. avbildas punkterna (z,y) = (0, £1) bada pa (u,v) = (—1,0)
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(€) w= u 4+ Vu2 +v? Y= v d(z,y) 1 B 1
2 7 u+ vz o7y wv) A+ 4V 4o
3x2 +y—1

3.12 ¢/ (z) = i samtliga deluppgifter

32 ta—1
(a) y(0) =0,4'(0) =—=1 (b)) y(0)=1,4(0)=0 (c) y(0)=—1,4'(0) =1

iy = 22y 1 o) =
3.13 (a) 2'(y) = TP (0)=1, 2/(0)=0
(b) 2" (y) = Qx/JE?(J?j)yQ—FQyJ;(y) a Qx(y)z(/ﬁ;c)(ny/y(g))Q_ Qy), z"(0) = 2, lokalt minimum

(c) <%i%> (tva punkter). Ja

3.14 (0,0): y(z) &r C* och ¢/(0) = 1; (0,1): 3/(0) existerar inte ens, ty y' (0) =0 # —2/3 = y/, (0)

315 (1) vz [0 Lz
. Z,.\T = zZ (x =
oY 2(1+ (x +y)z +tan?2z2)” 7Y Y 2(1 + (v +y)z + tan? 22)’
72 +1 |

2(1,-1)=m 2.(1,-1)=— 5 z;(l,—l):f 5
3.16 (e) Dy =R, Vy =[2,00]
3.18 7} (y,2) = — 22y T (y,z) = — Az
' v\ Szt + y? + 2% =Y St +y2? + 24

- - 1 3

o) = B2 ) = W g —, ) =3, S = -, )=
3.20 (1,-1,0)
Optimering

4.1 (a) Nej, f(z,y)=y (b)Ja (c)Ja (d) Nej, f(z,y) =y

4.2 (a) Storst —11 (3,3), minst —101 (6,0) och (0, 6)
L3
27 2
(¢) Storst 6 i (0, —1), minst 0 i (0,0)

1 1
(d) Storst saknas, minst ~1 i <0, §>

(b) Storst 6 i , minst —3 1 (1,0)

(e) Storst 5,(1 2) st 5.( 1 2)
e) Storst \/ —— i | —=, —= |, minst —\/ — i | ——=, ——=
2e v10 /10 2e V10 /10
; 1 ./11 . .
(f) Storst 7e i (5, 5), minst 01 (0,0)
1 V3

9
(g) Storst 1 i (i? i7> (fyra punkter), minst 0 i (0,0)
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4.3 (a) Storst 8 i (—2,0,4), minst —51 (1,0,2)
273 . 3v3 3

b) Storst 121 (2,1,2 t ——1 | —,=,0
(b) Stors i(2,1,2), mins 1 2,2,>

it &1 (L1
min; — 1 —-, =, =

Mo\ \333
(d) Storst 2 (1,1,0), (1,0,1) och (0, 1, 1), minst 0 i (0,0,0)
11 1

(e)Stérst\/> 755" 755" 735" 730

(c) Storst 31 (0,0,0

), minst 0 i (0,0,0,0)

4.4 (a) Storst saknas, minst 0 i (0, 0)
2 1

(b) Storst — i (2, 5), minst 0 i (2,0) och (0,y)
e

(c) Storst 11 (0,0), minst saknas

(d)

1
d) Storst - i(1,1), minst 0 i (x,0) och (0,y)

o somt 2 1 (% ;f),mmst v (%%

1 1
(f) Storst 7e i (2 2), minst 01 (0,0)

27 3 3V3
4.5 Storst 9+Tf <_§’_T\[>’ minst —3 i (—1,2)

4.6 Storst v/3 till (£v/2,41) (fyra punkter), minst 3%/4 till (0, £3'/4)
4.7 Maximum 4 i (2,2), minimum Z i ( + £ 1T £> (tva punkter)
4.8 d = h ger minimala arean A = 3(27V;2)/?

o (1)

4.10 300v/3 cm? d4 delarna ér 20 cm var och vinkeln mellan sidoviiggar och botten &r 27/3

4.11 Lokalt minimum i (0,0) men t.ex. f(x, —2) = —2% + 4 — —oc0 d& x — 400
1 1 11 1 1 11
4.12 Stérst71:|:<\/_ > 2>,minst71:|:< \/_ 2’ 2>
1 V35 25
4.13 (a) storst f | —=,0,£—— | = —, minst f(1,0,0) = —
6 6 12
1 V15 25
(b) storst f T iT, 11 ] = 5 (fyra punkter), minst f(1,0,0) = —
1 V1 2 1 1 1
(c) storst f fZ,iTE),:tl = % (fyra punkter), minst f <§,0,:|:§> =-1

(d) K och D &r bada delméingder av C. Nej

4.14 Storst\/_tﬂli(\/_ \‘; \/_),minst \/Etﬂli(j_ \1[ })

4.15 Minsta area dr 3(2V5)%? vid kvadratisk botten (2V)'/3 x (2V5)'/? och héjd (2V5)/3/2

4.16 Storsta volym r (Ag/6)%/? da ladan &r en kub med sidan (Ag/6)'/2
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4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

29
8abc a b c
Storsta volym dr ——= da de atta hornen ari | +—,+—, +—
Y 3V3 < V3 V3 V3 )

Minsta arean ér 3(2V5)%? da hojden &r h = (Vo/v/2)'/3, bredden b = 2h (i trianglarna) och
lingden ¢ = hv/2 (i rektanglarna)

3V3

Storst e i (v/6,v/3,v/2), minsta virde saknas
1 1 1 1 11
Stérst 1+\/§1 (E,E,l), minst *5 1 (5,5,5)
. 1 ./111 i 4 . 122 2 12 22 1
Storst —i (-, 5,z |, minst ——=i|l—z,-,z ), |5,—5,5)och |5, -, —%
27 333 27 3’3’3 37 33 3’3" 3

Stérstx/ﬁi( 3 2 1 >,minst62\/§i<1\/§ll+\/§>

wlx

V14 /147 /14 3 3 '3 3

Storsta avstand &dr 2 till , ,
2 2 2 2
(1L

ar =, s
5 959

147 17 0) . <1ﬁ 1+ V7

, 0) , minsta avstand

1 1
Storst 1+ 2v/2 i < >,minst12\/§i (—,—,1)

11
V2T V2 2

[\

18 1 34
S S ktive (2,1, —2
( TAET 15) respektive (2,1, —2)
Minst 1 a ! for t tplan i de att kt <:|:1 :I:1 :I:l)
insta volymen &r or tangentplan i de atta punkterna —,t—, 4t
Y 2\/5 sentp P \/§ \/6 3

1
4.29 Maximum = 3
Integralkalkyl
25 7
6.1 (b)) =<I<-
(b) 280 73
6.2 (a) g (b)61n2—3ln3zlng—i
2/ 2 4 2
2 2 2 56
6.3 (xy + y°) dedy = (xy+y°)dy | dx = (xy+y°)de | dy = —.
D o \Jo 0o \Jy/2 3
1, 4 9 4 e—1 4. 33 32 T In2
6.4 (a) —2(6 —4e*—1) (b) 3 (c) 5 (d) 511132 (e) ln27 (fH)1- 5~ 3
9 ) 1
6.5 (a) 1 (b) 12sin2 — 2cos2 —10  (c) ~3
1 3
6.6 - b) —
(@) 3 () ¢
4
6.7 45a
2
In(1 2 1 2
6.8 (a) In(1 +v?2) (b) arcsin — — ™2
4 V3 8
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6.9 (a) m(e* — 1)

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

(a)

(a)

(a)

sin 1
3
897
2

3
2

oy 20D
02 -1) () 250 -2
o V2 (L
OF=

3sin2 —sin4 — 2sin1l

4

2v/5 4/2
= @5
(@ 20 () 2

Svar

%(1 —cosa) da a > 0 och 0 da a < 0. Storsta virdet g fora=m+2mn,n=0,1,2,...

Likhet giiller da E &r en cirkel.

74
3

81m(a + 1), ddr a &r bottenskivans z-niva

D ir cirkelskivan 22 + y? < 1, A(z,y) = 22 + 3 och B(z,y) = 1;

a=0,b=1och D, ir cirkelskivan 2 + y* < z (for fixt z);

47

I=—

AV Ve

(a)
(b)

()

()
(e)
(f)

i

5

SESITR

21

)

In2

5

do = — — =2

2

16

D, dr triangeln med horn (z,0,0), (z, 2%, 0) och (z,z?, 2?); projektionen ar —1 < x < 1.

D, bestar av tva rektanglar: den enas hérn ér (1/y,y,0), (1,v,0), (1,y,y) och (\/y,y,y),

den andras horn fas genom att byta tecken pa alla z-koordinater i den forstas; projek-
tionen &r 0 <y < 1.

D, bestar av tva delar: den ena avgrinsas av striickan mellan (v/z, z, z) och (1, 2, 2),

striickan mellan (1, z,2) och (1,1,z) och parabelbiten y = z® mellan (v/z, 2, z) och
(1,1, 2), den andra delen fas genom att byta tecken pa alla az-koordinater i den forsta
delen; projektionen &dr 0 < z < 1.

(1,y, z); projektionen &r 0 < z <y < 1.

13

15

™

4

)

8
—, oavsett om konen pekar uppat eller nedat

D, #r strickan mellan (z,y,0) och (z,y,y); projektionen &r 0 < y < 2% < 1.

D, #r striickan mellan (z, 2, 2) och (x, 22, 2); projektionen &ir 0 < z < 22 < 1.

D, &r strickan mellan (—1,y,2) och (—/y,y,2) och strickan mellan (y/y,y,2) och
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6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

6.33

6.34

6.35

6.36

6.37

6.38

6.39

6.40

6.41

6.42

6.43

6.44

6.45

6.46
6.47

6.48

6.49

6.50

6.51

1 1
(a) =7 (b) 5
n
2
2 In2
2 (p) ==
CERNES
4mabe 47
() T )
512
(a) 120 (b) 9;
4
a)0<V<1l (B)V=—
15
1
7
1
() 5= (b) 82— VD)
2
1643
9
(T 4 18
ah (3 9 )
2mpR3 nkR*
() LT ) T
59527 kg ~ 19 ton

(R &r halvklotets radie)

31

3R 2R
(a) (0, 0, —) (b) (0, 0, ?> i ett koordinatsystem dér halvklotet har den plana ytan

8

i xy-planet och den hogsta punkten pa positiva z-axeln (radien dr R)

_
(1-a)(2—a)
47

(V2 1)

om « < 1, divergent annars
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6.52 (a) Divergent (b)0 (c) —
6.53 (a) f(z,y) (b) % (c) 7% (d) Divergent

6.54 (a) Divergent (b)



