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Implicita funktionssatsen
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Implicita funktionssatsen

= satsen om implicit definierade funktioner (“implicita funktioner”)

Explicit \\“Y\\\

= uttrycklig, sagd rakt ut, “svart pa vitt”

Implicit

= innefattad i ndgot annat, underforstadd, “mdste ldsas mellan raderna”
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Exempel 1.

Grafen y = f(x), dar funktionen f
definieras explicit av formeln

f(x) = 3x° - cos(3x).




Exempel 2.
| Grafeny-=f(x),dar...
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Exempel 2.

3F

Grafen y = f(x), dédr funktionen f

of | definieras implicit av formeln
1 . y°+y =3x-5x%+2.
v of
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Exempel 2.

Grafen y = f(x), dédr funktionen f
definieras implicit av formeln

¥ +y = 3x° —5x? + 2.

(Ekvationen y° +y = k har exakt en reell
16sning y for varje k € R, eftersom y° +y
ar en strangt vaxande funktion av y, som
gar mot oo dd y — +00.)



Exempel 3.

3F Losningsmédngden till ekvationen
2t 3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.
I
ool
.
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Exempel 3.

3F Losningsmédngden till ekvationen
2t 3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.
I
ool
.
-3f,




Exe

mpel 3.

Losningsméangden till ekvationen

3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.

=F(xy)

Detta dr alltsd en viss nivdméangd
(eller "nivakurva”) till tvavariabel-
funktionen F, ndmligen den niva-
méangd som hor till vardet 0.



Exempel 3.

3_

Losningsméngden till ekvationen

3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.

"

=F(xy)

Det typiska sittet for ett program
(hdr Mathematica) att approximativt
rita denna 16sningsméangd dr att be-
rakna F(x,y) i manga tatt liggande
N | “Z = i punkter och lokalisera var vdrdena
G oo v 22 vixlar tecken.




Exempel 3.

30

Losningsméangden till ekvationen

3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.

"

=F(xy)

Flera y-varden for samma x-vérde,
sd denna ekvation definierar inte y
som funktion av x, globalt sett.




Exe

mpel 3.

Losningsméangden till ekvationen

3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.

=F(xy)

Men lokalt definierar ekvationen
y som funktion av x, kring vissa
punkter (a,b) dar F(a,b) = 0.

(Det finns ett intervall U kring a och ett
intervall V kring b sddana att skdrningen
mellan 16sningsméngden och rektangeln
U x V dr en funktionsgraf y = f(x).)
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Exe

mpel 3.

Losningsméangden till ekvationen

3x% - y* +4sin(2xy?) = 0.

=F(xy)

Men for vissa andra punkter (a,b) i
16sningsméngden giller inte detta.
(Oavsett hur sma man gor intervallen U
och V kring a resp. b kommer skdrningen

mellan 16sningsmédngden och rektangeln
U x V inte att se ut som y = f(x).)
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Exempel 4.

Betrakta ekvationen

|x=2|+|x+2|-|y-2|- |y +2| = 0.

"

:F(xl]/)
Hur ser l6sningsméangden ut?

Bestimmer ekvationen implicit en funktion y = f(x)?
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Exempel 4.

AN

Mathematica ger foljande: Yo %V:mJ

 —

:}—{I
¢

-4

> <l
4 =

ContourPlot[Abs[x - 2] + Abs[x + 2] - Abs[y - 2] - Abs[y + 2]
{x, -4, 4}, {y, -4, 4}, PlotPoints -> 50]

0 2
X

?1?

13



Exempel 4.

Séhar ser grafen z = F(x,y) ut:

F ar styckvis affin, och konstant (noll) i kvadraten [-2,2] x [-2,
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Exempel 4.

Korrekt nivaméangd F = 0, alltsa:

y L
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Lat M vara en godtycklig delmidngd av R? och satt

0, (x,y)eM,
1, (x,y)¢M.

Da dr M en nivaméangd till F, eller hur?

F(x/y) :{

Nivaméngder kan alltsa i princip se ut hur som helst!
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Om funktionen F dr kontinuerlig mdste dess nivdiméangder vara slutna,
men forutom detta finns inga restriktioner pa hur nivdméangderna kan
se ut.

(Om M é&r en godtycklig icketom sluten delmingd av R? s§ ar

F(x1,x2) = F(x) = dist(x, M) = 1;2}\51|x—z|

en kontinuerlig funktion som &r noll precis pa M.)

17



Men om F 4r kontinuerligt deriverbar (alltsd av klass C!) maste niva-
méngderna lokalt vara kurvor, férutom mdjligen kring punkter déar
VF =(0,0).
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Men om F 4r kontinuerligt deriverbar (alltsd av klass C!) maste niva-

méngderna lokalt vara kurvor, férutom mdjligen kring punkter déar
VF =(0,0).

Om VF(a,b) # (0,0), och om M betecknar den niviméangd som punkten (g, b) tillhor,
sa finns det en Oppen rektangel U x V kring (a,b) sddan att snittmdngden M n (U x V)
ar en kontinuerligt deriverbar kurva

(x,y) = (a(t),B(t)),  to<t<h

som inte skar sig sjdlv, och som har nollskild tangentvektor 6verallt:

(dx/dt, dy/dt) = («'(t), B'(£)) £ (0,0),  to<t<t.
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Men om F 4r kontinuerligt deriverbar (alltsd av klass C!) maste niva-
méngderna lokalt vara kurvor, férutom mdjligen kring punkter déar
VF =(0,0).

Om VF(a,b) # (0,0), och om M betecknar den niviméangd som punkten (g, b) tillhor,

sa finns det en Oppen rektangel U x V kring (a,b) sddan att snittmdngden M n (U x V)
ar en kontinuerligt deriverbar kurva

(x,y) = (a(t),B(t)),  to<t<h

som inte skar sig sjdlv, och som har nollskild tangentvektor 6verallt:
(dx/dt,dy/dt) = (a(t), B'(t)) # (0,0), to <t <f.
Som vi ska se dr detta en f6ljd av implicita funktionssatsen.
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Med beteckningar som pa forra sidan galler att
F(a(t),B(t)) = konstant, to <t < ty,

sa derivering med avseende pa t med kedjeregeln ger

Fi(a(t), B(£)) &/(E) + Ey(a(t), B()) B/(£) =0,  to<t<ty.
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Med beteckningar som pa forra sidan galler att
F(a(t),B(t)) = konstant, to <t < ty,
sa derivering med avseende pa t med kedjeregeln ger
Fy(a(t), (1)) a'(t) + F(a(t), B(t)) B'(t) =0, to <t <ti.

Med andra ord: Skaldrprodukten mellan funktionens gradientvektor
(Fi, F)) och nivdkurvans tangentvektor (a/, ) dr lika med noll, i varje
punkt pa kurvan.
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Med beteckningar som pa forra sidan galler att
F(a(t),B(t)) = konstant, to <t < ty,

sa derivering med avseende pa t med kedjeregeln ger

Fi(a(t), B(£)) &/(E) + Ey(a(t), B()) B/(£) =0,  to<t<ty.

Med andra ord: Skaldrprodukten mellan funktionens gradientvektor
(Fi, F)) och nivdkurvans tangentvektor (a/, ) dr lika med noll, i varje
punkt pa kurvan.

Slutsats: [ en punkt dar VF # (0,0) kommer VF att vara vinkelrdat mot

den nivakurva till F som gdr genom just den punkten.
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Implicita funktionssatsen, enklaste varianten

Lat M vara losningsmangden till ekvationen F(x,y) = C, dér F ar en
kontinuerligt deriverbar tvavariabelfunktion och C &r en konstant.
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Implicita funktionssatsen, enklaste varianten

Lat M vara losningsmangden till ekvationen F(x,y) = C, dér F ar en
kontinuerligt deriverbar tvavariabelfunktion och C &r en konstant.

Antag att (a,b) € M, dvs. att F(a,b) = C, och att dessutom villkoret

Fy(a,b) #0

ar uppfyllt.
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Implicita funktionssatsen, enklaste varianten

Lat M vara losningsmangden till ekvationen F(x,y) = C, dér F ar en
kontinuerligt deriverbar tvavariabelfunktion och C &r en konstant.

Antag att (a,b) € M, dvs. att F(a,b) = C, och att dessutom villkoret
Fy(a,b) #0

ar uppfyllt. Da finns det 6ppna intervall U och V kring a resp. b, sddana
att mangden M n (U x V) utgor grafen y = f(x) till en kontinuerligt
deriverbar envariabelfunktion f med definitionsméangd U och derivata

R,

f&) =5 fx)”
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Bevisskiss
Enligt forutsédttning dr Fj(a, b) + 0. Sdg F/(a,b) > 0.
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Bevisskiss
Enligt forutsédttning dr Fj(a, b) + 0. Sdg F/(a,b) > 0.

Och enligt férutséttning &r F) en kontinuerlig funktion, sé F/(x,y) > 0
for alla (x,y) i ndgon omgivning till (a,b) (sdg en cirkelskiva).
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Bevisskiss
Enligt forutsédttning dr Fj(a, b) + 0. Sdg F/(a,b) > 0.

Och enligt férutséttning &r F) en kontinuerlig funktion, sé F/(x,y) > 0
for alla (x,y) i ndgon omgivning till (a,b) (sdg en cirkelskiva).

I denna cirkelskiva &r alltsa F(xo,y) en strangt viaxande funktion av y,
for varje fixt x.
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Fy > 0i omgivning till (a,b)

e F=Char

22



Fy > 0i omgivning till (a,b)

F > C har

e F=Char

F < C har
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Fy > 0i omgivning till (a,b)

F > C har

e F=Char

F < C har

]

T

a

F &r kontinuerlig enl. féruts. (ty F e C! = F € C?)
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Fy > 0i omgivning till (a,b)

F > C har

e F =Char

F < C har
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Fy > 0i omgivning till (a,b)
F > Chir
V —
F = Chir ¢
bt * F = C har
F < Chiér
xb é u X

Satsen om mellanliggande vérde ger unikt y = f(xo) for varje xg € U.
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Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
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Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).

Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.

26



Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.
Yy

.(x+h,y+k)

. (x,y)

F(x+h,y+k)-F(x,y)="?
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Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.
Yy

(x,y)

F(x+h,y+k)-F(x,y)="?
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Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.

Yy
(x+th,y+tk), teR

(x+h,y+k)
g(t) = F(x+th,y + tk)

(x,y)

F(x+hy+k)-F(xy) = g(1)-g(0)



Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.

y

ol (x+th,y+tk), teR

(x+h,y+k)

?./ g(t) = F(x+th,y + tk)
(%, y)

F(x+h,y+k)-F(xy) =8(1) -8(0) = ¢'(6)



Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.

Yy
(x+th,y+tk), teR

(x+h,y+k)
g(t) = F(x+th,y + tk)

(x,y) §'(t) = Fx(x+thy+tk) h+ Fy(x +th,y + tk) k

F(x+h,y+k)-F(xy) =8(1) -8(0) = ¢'(6)



Ekvationen F(x,y) = C definierar alltsd implicit en funktion y = f(x).
Att visa att f ar kontinuerligt deriverbar ar lite svarare.
Yy

ol (x+th,y+tk), teR
(x+h,y+k)
?./ g(t) = F(x+th,y +tk)
(x,y) §'(t) = Fx(x+thy+tk) h+ Fy(x +th,y +tk) k
X

F(x+hy+k)-F(xy) =8(1) -8(0) = ¢'(6)
= Fy(x +6h,y +0k) h + F(x +6h,y + 0k) k
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Tillampa sambandet
F(x+hy+k)-F(x,y) = Fy(x+6h,y +0k) h+ Fy(x + 0h,y + 0k) k

pa punkterna (x,v) = (x, f(x)) och (x +h,y +k) = (x +h, f(x+h)), ddr x e U &r givet, och h ar
litet nog sa att x + h € U ocksa.
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Tillampa sambandet
F(x+hy+k)-F(x,y) = Fy(x+6h,y +0k) h+ Fy(x + 0h,y + 0k) k

pa punkterna (x,v) = (x, f(x)) och (x +h,y +k) = (x +h, f(x+h)), ddr x e U &r givet, och h ar
litet nog sa att x + h € U ocksd. Detta ger

0=C~C=F(x+6h,y+0k)h+F)(x+06hy+0k)k,

dary = f(x) och k =k(h) = f(x+h) - f(x), for nagot 0 € ]0, 1[ som beror pa h.
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Tillampa sambandet
F(x+hy+k)-F(x,y) = Fy(x+6h,y +0k) h+ Fy(x + 0h,y + 0k) k

pa punkterna (x,v) = (x, f(x)) och (x +h,y +k) = (x +h, f(x+h)), ddr x e U &r givet, och h ar
litet nog sa att x + h € U ocksd. Detta ger

0=C~C=F(x+6h,y+0k)h+F)(x+06hy+0k)k,
dary = f(x) ochk =k(h) = f(x+h) - f(x), for ndgot 0 € |0, 1[ som beror pa h. Alltsa:

_Fi(x+6h, f(x) +0k(h))

KO = P ) = PO = = B, £ x) + 0k())
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Tillampa sambandet
F(x+hy+k)-F(x,y) = Fy(x+6h,y +0k) h+ Fy(x + 0h,y + 0k) k

pa punkterna (x,v) = (x, f(x)) och (x +h,y +k) = (x +h, f(x+h)), ddr x e U &r givet, och h ar
litet nog sa att x + h € U ocksd. Detta ger

0=C~C=F(x+6h,y+0k)h+F)(x+06hy+0k)k,
dary = f(x) ochk =k(h) = f(x+h) - f(x), for ndgot 0 € |0, 1[ som beror pa h. Alltsa:

_Fi(x+6h, f(x) +0k(h))

KO = P ) = PO = = B, £ x) + 0k())

Funktionen —F;(x,y)/F/(x,y) &r kontinuerlig pa U x V, alltsa begrdnsad dar.
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Tillampa sambandet
F(x+hy+k)-F(x,y) = Fy(x+6h,y +0k) h+ Fy(x + 0h,y + 0k) k

pa punkterna (x,v) = (x, f(x)) och (x +h,y +k) = (x +h, f(x+h)), ddr x e U &r givet, och h ar
litet nog sa att x + h € U ocksd. Detta ger

0=C~C=F(x+6h,y+0k)h+F)(x+06hy+0k)k,
dary = f(x) ochk =k(h) = f(x+h) - f(x), for ndgot 0 € |0, 1[ som beror pa h. Alltsa:

_Fi(x+6h, f(x) +0k(h))

K =) = £ = =0, () + 0K (R))

Funktionen —F;(x,y)/F/(x,y) &r kontinuerlig pa U x V, alltsa begrdnsad dar.
Lat i — 0 for att visa att k(h) — 0, dvs. f(x+h) - f(x), dvs. f dr kontinuerlig i punkten x € U.
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Tillampa sambandet
F(x+hy+k)-F(x,y) = Fy(x+6h,y +0k) h+ Fy(x + 0h,y + 0k) k

pa punkterna (x,v) = (x, f(x)) och (x +h,y +k) = (x +h, f(x+h)), ddr x e U &r givet, och h ar
litet nog sa att x + h € U ocksd. Detta ger

0=C~C=F(x+6h,y+0k)h+F)(x+06hy+0k)k,
dary = f(x) ochk =k(h) = f(x+h) - f(x), for ndgot 0 € |0, 1[ som beror pa h. Alltsa:

_Fi(x+6h, f(x) +0k(h))

K =) = £ = =0, () + 0K (R))

Funktionen —F;(x,y)/F/(x,y) &r kontinuerlig pa U x V, alltsa begrdnsad dar.
Lat i — 0 for att visa att k(h) — 0, dvs. f(x+h) - f(x), dvs. f dr kontinuerlig i punkten x € U.

Dela sedan med & och 1at i — 0 for att visa f'(x) = EE(} f(“h})l_f(x) = —g‘;gﬁg; (kont.!). .



Ndagra anmarkningar

Om vi tar for givet att den implicit definierade funktionen f &r deriver-
bar, sa fas uttrycket for derivatan f’ ur kedjeregeln:

F(x,f(x))=C forallaxel

— O:%(F(x,f(x)))
= Fy(x, f(x)) + Fy(x, f(x)) f'(x) forallaxel

_E(x f(x))
Fy(x, f(x))

for alla x e U.

— fi(v)=
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Varning for vanliga notationsfel:

%(Hx,f(x))) = E(x f(0) + By (x, f()) f'(%)

ar inte samma sak som
1 (x, f(x)) (meningslost uttryck)
eller

& (x, f(x)) (forsta termen i hogerledet, ju!).

29



Nu kan vi visa det som pastods forut: implicita funktionssatsen ger
att nivaméangder F(x,y) = C typiskt sett verkligen &r kurvor.
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Nu kan vi visa det som pastods forut: implicita funktionssatsen ger
att nivaméangder F(x,y) = C typiskt sett verkligen &r kurvor.

Antag att F e C! ochatt VF(a,b) # (0,0).
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Nu kan vi visa det som pastods forut: implicita funktionssatsen ger
att nivaméangder F(x,y) = C typiskt sett verkligen &r kurvor.

Antag att F e C! ochatt VF(a,b) # (0,0).

Om Fj(a,b) # 0 sdger implicita funktionssatsen att niviméngden genom
(a,b) lokalt ser ut som en kurva y = f(x) med f av klass C.
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Nu kan vi visa det som pastods forut: implicita funktionssatsen ger
att nivaméangder F(x,y) = C typiskt sett verkligen &r kurvor.

Antag att F e C! ochatt VF(a,b) # (0,0).
Om Fj(a,b) # 0 sdger implicita funktionssatsen att niviméngden genom
(a,b) lokalt ser ut som en kurva y = f(x) med f av klass C.

Om F/(a,b) = 0 sd &r Fy(a,b) # 0, och da kan vi anvénda implicita
funktionssatsen med variablerna i ombytta roller, och dra slutsatsen
att nivdméangden genom (4, b) lokalt ser ut som x = g(v) istéllet, alltsd
fortfarande en kurva.
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Nu kan vi visa det som pastods forut: implicita funktionssatsen ger
att nivaméangder F(x,y) = C typiskt sett verkligen &r kurvor.

Antag att F e C! ochatt VF(a,b) # (0,0).
Om Fj(a,b) # 0 sdger implicita funktionssatsen att niviméngden genom
(a,b) lokalt ser ut som en kurva y = f(x) med f av klass C.

Om F/(a,b) = 0 sd &r Fy(a,b) # 0, och da kan vi anvénda implicita
funktionssatsen med variablerna i ombytta roller, och dra slutsatsen
att nivdméangden genom (4, b) lokalt ser ut som x = g(v) istéllet, alltsd
fortfarande en kurva.

Om man vill skriva kurvan pa parameterform kan det goras som
(x,y) = (t, f(t)) i forsta fallet och som (x,v) = (g(t),t) i andra fallet.
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Formeln for f’ stammer bra med att VF &r vinkelrdat mot nivakurvan:

Yy

Yo 4

VE(P) = (FL(P), Fj(P))

X0

+0
i Ay = -F;(P)
‘ - Ay ~Fi(P
lutning f'(xo) = A_Z _ F’x((P))
Y
X

F(x,y) =C < y = f(x) (lokalt)
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Specialfall: linjdr ekvation Ax + By = C

Fi(x,y) = A = konstant

F =Ax+B
(v y)=Ax+By = {Fé(x,y):B:konstantio

C—Ax__é“g
B B B

—_—

=f(x)

F(x,y)=Ax+By=C << y=

!/
f'(x) = —% = konstant = &

Ey
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Om F(x,y) ar av klass C* (med k > 1) s& kommer den implicit definerade
funktionen f(x) ocksa att vara av klass Ck.
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Om F(x,y) ar av klass C* (med k > 1) s& kommer den implicit definerade

funktionen f(x) ocksa att vara av klass Ck.

Man kan ndmligen fortsédtta att derivera uttrycket

Ex f(x)
(x)=-%

R TEN )

med kvotregeln och kedjeregeln for att fa fram ett uttryck for £ = %

i termer av f och partiella derivator av F av ordning hogst k.
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Om F(x,y) ar av klass C* (med k > 1) s& kommer den implicit definerade
funktionen f(x) ocksa att vara av klass Ck.

Man kan ndmligen fortsédtta att derivera uttrycket

_E(x f(x)

PO =56 70)

med kvotregeln och kedjeregeln for att fa fram ett uttryck for £ = %

i termer av f och partiella derivator av F av ordning hogst k.

Om F dr av klass C*, dvs. om F € Ck for alla k, giller foljaktligen f € C*
for alla k, dvs. dd ar f ocksa av klass C*.
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Exempel 5. Visa att ekvationen y + x3 = xy3 + 7 definierar en C*-funktion
y = f(x)ien omgivning till (x,y) = (2,1). Berdkna f(2), f'(2) och f"(2).
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Exempel 5. Visa att ekvationen y + x3 = xy3 + 7 definierar en C*-funktion
y = f(x)ien omgivning till (x,y) = (2,1). Berdkna f(2), f'(2) och f"(2).

Losning. Skriv ekvationen som F(x,y) =7, dir F(x,y) =y +x° - x°.

Det dr uppenbart att F dr av klass C* (pa hela R?).
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Exempel 5. Visa att ekvationen y + x3 = xy3 + 7 definierar en C*-funktion
y = f(x)ien omgivning till (x,y) = (2,1). Berdkna f(2), f'(2) och f"(2).
Losning. Skriv ekvationen som F(x,y) =7, dir F(x,y) =y +x° - x°.

Det dr uppenbart att F dr av klass C* (pa hela R?).
Den givna punkten uppfyller ekvationen: F(2,1) =1+23-2-13=7.
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Exempel 5. Visa att ekvationen y + x3 = xy3 + 7 definierar en C*-funktion
y = f(x)ien omgivning till (x,y) = (2,1). Berdkna f(2), f'(2) och f"(2).
Losning. Skriv ekvationen som F(x,y) =7, dir F(x,y) =y +x° - x°.
Det dr uppenbart att F dr av klass C* (pa hela R?).

Den givna punkten uppfyller ekvationen: F(2,1) =1+23-2-13=7.

(Sdg inte “punkten ligger pa nivakurvan”, for vi har ju inte visat dn att det 4r en kurva!)
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Exempel 5. Visa att ekvationen y + x3 = xy3 + 7 definierar en C*-funktion
y = f(x)ien omgivning till (x,y) = (2,1). Berdkna f(2), f'(2) och f"(2).
Losning. Skriv ekvationen som F(x,y) =7, dir F(x,y) =y +x° - x°.

Det dr uppenbart att F dr av klass C* (pa hela R?).
Den givna punkten uppfyller ekvationen: F(2,1) =1+23-2-13=7.
3x2 -3 11

Villkoret F(2,1) # 0 &r alltsé uppfyllt.
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Exempel 5. Visa att ekvationen y + x3 = xy3 + 7 definierar en C*-funktion
y = f(x)ien omgivning till (x,y) = (2,1). Berdkna f(2), f'(2) och f"(2).

Losning. Skriv ekvationen som F(x,y) =7, dir F(x,y) =y +x° - x°.
Det dr uppenbart att F dr av klass C* (pa hela R?).

Den givna punkten uppfyller ekvationen: F(2,1) =1+23-2-13=7.

3x2 -8 11
VF(x,y)=(1_3xzz) — VF(Z,l):(_S)

Villkoret F(2,1) # 0 &r alltsé uppfyllt.

Enligt implicita funktionssatsen definierar ekvationen ddarmed en C*-
funktion y = f(x) i en omgivning till (2,1), vilket skulle visas.
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Sambandet f(2) =1 géller definitionsmassigt. (Eller hur?)
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Sambandet f(2) =1 géller definitionsmassigt. (Eller hur?)

Derivatan kan tas fram med den kidnda formeln:

oL B fE) | 3C-f
FO =G 700) ~ T=3f(x) f)

Fj(2,1) 11 11

"F(21) 5 5
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Sambandet f(2) =1 géller definitionsmassigt. (Eller hur?)
Derivatan kan tas fram med den kidnda formeln:

o B f() 32— f(x)] oy @D 11_1
f(x)__Fy’(x,f(x))__1—3xf(x)2 — f(z)__F];(Z,l)_ 55

Eller genom att derivera sdhar:
F(x, f(x)) = f(x) + P =xf(x)} =7
— 0= %(f(x) + 23 —xf(x)3)

= f'(x) +32% = (1- f(x)° + x-3f (x)*f'(x))
=3x% - f(x)° + (1-3xf(x)?) f'(x)

/ _ 3x2—f(x)3
— =15 R

OSV.
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Ibland skrivs utrdkningen sahdr (implicit derivering, ddr y underfor-
statt beror pa x):

y+x>-xy’=7
3 xyP)
=y +3x% - (1-9° +x-3y%y)
=322 -y + (1-3xy?) '

— 0:%(y+x

3x2 -3
1-3xy?

f—— y,:
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Lat oss berdkna andraderivatan f”(2) med detta skrivsatt:
0=3x"-y>+(1-3xy?) v/
= 0= %(3x2 —y° +(1-3x1?) y’)
= 6x - 3y*y’ + (0 - 3y* - 6xyy )y’ + (1 - 3xy?)y"
= 6x - 6y”y' —6xy(y')* + (1 -3xy*)y".
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Lat oss berdkna andraderivatan f”(2) med detta skrivsatt:
0=3x"-y>+(1-3xy?) v/
—  0=£4(32-y2+ (1-3) v/

= 6x = 3y2y’ + (0-3y> - 6xyy )y’ + (1 -3xy2)y"
= 6x - 62y - 6xy(y")2 + (1 - 3xy2)y".

Séttin x =2 thopmed y = f(2) =1 och i/’ = f'(2) = ¥ och y" = f"(2):
0=6-2-6-1>-2-6-2-1-(2)*+(1-3-2-1%) - f"(2) =-1532 -5 f"(2).
Alltsa f"(2) = ~1482/125.

37



Datorritad bild av kurvan
Flx,y)=y+x°-xy>=7

och dven forsta och andra ordningens Taylor-
polynom till den implicita funktionen y = f(x)
i punkten (x,y) = (2,1):

y=£(2)+ f(2) (x-2)
= 1+15—1(x—2)
resp.

y=f2)+ f1(2) (x-2)+ 5 f(2) (x~2)°

=1+ 8 (x-2)- Al (x-2)°
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Exempel 2, fortsdttning.

Vi sag forut ”for hand” att ekvationen y° +y = 3x3 — 5x2 + 2 globalt
definierar en implicit funktion y = f(x), x € R.
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Exempel 2, fortsdttning.

Vi sag forut ”for hand” att ekvationen y° +y = 3x3 — 5x2 + 2 globalt
definierar en implicit funktion y = f(x), x € R.

Implicita funktionssatsen kan anvandas for att visa att f dr av klass C*.
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Exempel 2, fortsdttning.

Vi sag forut ”for hand” att ekvationen y° +y = 3x3 — 5x2 + 2 globalt
definierar en implicit funktion y = f(x), x € R.

Implicita funktionssatsen kan anvandas for att visa att f dr av klass C*.

Sahdar: Lat xo € R vara godtyckligt. F(x,y) = y°+y - (3x3 -5x? +2) &r av
klass C* och uppfyller Fj(x,y) = 5y* + 1 # 0 dverallt, speciellt i punkten
(xo0, f(x0)), s& enligt implicita funktionssatsen finns det en omgivning
U till xy och en implicit definierad C*-funktion y = g¢(x) pa U som loser
ekvationen F(x,y) = 0.
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Exempel 2, fortsdttning.

Vi sag forut ”for hand” att ekvationen y° +y = 3x3 — 5x2 + 2 globalt
definierar en implicit funktion y = f(x), x € R.

Implicita funktionssatsen kan anvandas for att visa att f dr av klass C*.

Sahdar: Lat xo € R vara godtyckligt. F(x,y) = y°+y - (3x3 -5x? +2) &r av
klass C* och uppfyller Fj(x,y) = 5y* + 1 # 0 dverallt, speciellt i punkten
(xo0, f(x0)), s& enligt implicita funktionssatsen finns det en omgivning
U till xy och en implicit definierad C*-funktion y = g¢(x) pa U som loser
ekvationen F(x,y) = 0.

Funktionen g dverensstimmer naturligtvis med var tidigare implicita

funktion f!Sa f € C~(U), och darmed f € C>(R), da xo var godtyckligt.
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Ekvationer med fler an tva variabler

Med ett valdigt likartat bevis kan man visa att en ekvation av formen
F(x1,%2, ..., X1, Xy ) =C
implicit definierar en C!-funktion
Xn = f(X1,., Xn-1)

(lokalt, kring en given punkt som loser ekvationen) ifall F &r av klass
C! och

F. #0
i punkten ifrdga. Se nésta sida for precis formulering i fallet n = 3.
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Implicita funktionssatsen, nist enklaste varianten

Lat M vara losningsmangden till ekvationen F(x,y,z) = C, dér F ar en kontinuerligt
deriverbar trevariabelfunktion och C &r en konstant.

Antag att (a,b,c) € M, dvs. att F(a,b,c) = C, och att dessutom villkoret
Fl(a,b,c) 0

ar uppfyllt. Da finns det en omgivning U till (a,b) i R? och ett intervall V kring ¢
i R, sddana att méangden M n (U x V') utgor grafen z = f(x,y) till en kontinuerligt
deriverbar tvavariabelfunktion f med definitionsmadngd U och gradient

fx(x )\ _ -1 Fi(x,y, f(x,y)) )
(fy’(xry))_Fz’(x,y,f(x,y))(Py’(x,y,f(x,y)))' (x,y) eU.
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Formeln for f; hirleds genom att derivera sahar:

F(x,y, f(x,y))=C foralla(x,y)elU

g %(F(x,y,f(x/y)))

=F.(x,y, f(x,y) + E(x,y, f(x,y)) fx(x,y) foralla (x,y) eU

F(xy f(x,y))
E(xy, f(x,y))

Och formeln f6r f; fds pd samma sétt, med d/dy istéllet for d/dx.

= filxy)=- for alla (x,y) € U.
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Satsen visar att nivaméangderna till en trevariabelfunktion F av klass C!

madste vara ytor, dtminstone lokalt kring punkter ddr gradienten VF
inte dr nollvektorn.

Minst ett av foljande tre fall mdste ju intréffa i en sddan punkt P:

* Om F/(P) # 0 sa ser nivamadngden genom P lokalt ut som z = f(x,y).
e Om Fj(P) # 0 sa ser nivdméngden genom P lokalt ut som y = ¢(x, z).

* Om F/(P) # 0 sa ser nivdméangden genom P lokalt ut som x = h(y, z).
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F(x,y,z) = (- y°)*+ (y*-2%)° =0
(a,b,c) = (2,0,-4173)
4x(x? - y3) )

VE(x,y,z) = | -6y2(x? - y3) + 6y(y> - 22)?
—6z(y2 - 22)2

32
VF(a,b,c) = 0
48.21/3

Fl(a,b,c) +0
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F(x,y,z) = (- y°)*+ (y*-2%)° =0
(a,b,c) = (2,0,-43)
4x(x? - y3) )

VE(x,y,z) = | -6y2(x? - y3) + 6y(y> - 22)?
—6z(y2 - 22)2

32
VF(a,b,c) = 0
48.21/3

Fl(a,b,c) +0

43



Underbestimda ekvationssystem

Den allménna implicita funktionssatsen handlar om ekvationssystem med “for fa
ekvationer”, alltsa farre ekvationer an obekanta.
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Underbestimda ekvationssystem

Den allménna implicita funktionssatsen handlar om ekvationssystem med “for fa
ekvationer”, alltsa farre ekvationer an obekanta.

F(x,y)=C 1 ekvation, 2 obekanta.
Implicit funktion y = f(x).
1-parameterlosning (x,v) = (t, f(t)).
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Underbestimda ekvationssystem

Den allménna implicita funktionssatsen handlar om ekvationssystem med “for fa
ekvationer”, alltsa farre ekvationer an obekanta.

F(x,y)=C 1 ekvation, 2 obekanta.
Implicit funktion y = f(x).
1-parameterlosning (x,v) = (t, f(t)).
F(x,y,z)=C 1 ekvation, 3 obekanta.
Implicit funktion z = f(x,y).
2-parameterlosning (x,y,z) = (s, t, f(s,t)).
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Underbestimda ekvationssystem

Den allménna implicita funktionssatsen handlar om ekvationssystem med “for fa
ekvationer”, alltsa farre ekvationer an obekanta.

F(x,y)=C 1 ekvation, 2 obekanta.
Implicit funktion y = f(x).
1-parameterlosning (x,v) = (t, f(t)).
F(x,y,z)=C 1 ekvation, 3 obekanta.
Implicit funktion z = f(x,y).
2-parameterlosning (x,y,z) = (s, t, f(s,t)).

Implicita funktioner y = f(x), z = g(x).

{F( x,y,z) =C 2 ekvationer, 3 obekanta.
1-parameterlosning (x,y,z) = (t, f(t), g(t)).

G(x,y,z)=D
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Underbestimda ekvationssystem
Den allménna implicita funktionssatsen handlar om ekvationssystem med “for fa
ekvationer”, alltsa farre ekvationer an obekanta.

F(x,y)=C 1 ekvation, 2 obekanta.
Implicit funktion y = f(x).
1-parameterlosning (x,v) = (t, f(t)).
F(x,y,z)=C 1 ekvation, 3 obekanta.
Implicit funktion z = f(x,y).
2-parameterlosning (x,y,z) = (s, t, f(s,t)).

Implicita funktioner y = f(x), z = g(x).

{F( x,y,z) =C 2 ekvationer, 3 obekanta.
1-parameterlosning (x,y,z) = (t, f(t), g(t)).

G(x,y,z)=D

Och sa vidare. ..
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Implicita funktionssatsen, 2 ekvationer & 3 obekanta
Lat M vara losningsmangden till ekvationssystemet F(x,y,z) = C, G(x,y,z) = D, dar
F och G é&r kontinuerligt deriverbara trevariabelfunktioner och C och D &r konstanter.
Antag att (a,b,c) € M, dvs. att F(a,b,c) = C och G(a,b,c) = D, och att dessutom
villkoret
d(F,G) _
4y, z)
ar uppfyllt i punkten (a,b, c). Da finns det ett intervall U kring a i R och en omgivning

V till (b, c) i R?, sddana att mdngden M n (U x V') utgor en kurva parametriserad av
kontinuerligt deriverbara funktioner y = f(x), z = g(x) med definitionsméngd U och

derivator
/ / ! -1 /
(é,g%) =— (é?/ éZ) (é’)ﬁc), dir xelU, y=f(x), z=g(x).

E, E
¢ @

- FJGL-GE,+0
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Bevisidé

F(x,y,z)=C
ety
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Bevisidé

F(x,y,z)=C
ety

= |

F(x,y,z)=C
z=h(x,y) (atm.lokalt)
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Bevisidé

{

F(x,y,z)=C 2 {F(x,y,z):C

G(x,y,z) =D

F(x,y,h(x,y)) =C
z=h(x,y)

z=h(x,y) (atm.lokalt)
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Bevisidé

{

F(x,y,z)=C 2 {F(x,y,z):C

G(x,y,z) =D

F(x,y,h(x,y)) =C
z=h(x,y)

z=h(x,y) (atm.lokalt)

dop om H(x,y) =C
— z=h(x,y)
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Bevisidé

{

F(x,y,z)=C 2 {F(x,y,z):C

G(x,y,z) =D
F(x,y,h(x,y)) =C
z=h(x,y)

? y=f(x) (atm.lokalt)
- {Z =h(x,y)

z=h(x,y) (atm.lokalt)

dop om H(x,y) =C
— z=h(x,y)
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Bevisidé

{F(x,y,z):C 2 {F(x,y,z):C

G(x,y,z) =D z=h(x,y) (atm.lokalt)
F(x,y,h(x,y))=C dop om {H(x,y) =C
z=h(x,y) z =h(x,y)

? y=f(x) (atm.lokalt) — {y = f(x)
= { = h(x,y) 2= h(x, f(x))
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Bevisidé

{F(x,y,z):C 2 {F(x,y,z):C

G(x,y,z) =D z=h(x,y) (atm.lokalt)
F(x,y,h(x,y))=C dop om {H(x,y) =C
{ z=h(xy) z=h(xy)
? y=f(x) (atm.lokalt) — {y = f(x)
— { = h(x,y) 2= h(x, f(x))

dop om {y = f(x)
z=g(x)

52



Bevisidé

{F(x,y,z):C 2 {F(x,y,z):C

G(x,y,z) =D z=h(x,y) (atm.lokalt)
{F(x,y,h(x,y)) =C dop om {H(x,y) =C
z=h(x,y) z =h(x,y)
N {y = f(x) (&tm. lokalt) — {y = f(x)
z =h(x,y) z = h(x, f(x))

dspom [y = f(x) Vi vill visa att detta (el. dyl.) i princip
= z = g(x) dr genomforbart ifall F};Gg - FZ’GQ + 0.
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Bevis

Eftersom F,G; - G, F; # 01 punkten (a,b,c) (enligt férutsdttning) kan inte F;G; och
Gy F; bdda vara noll dér. Ség att F;G; # 0 (det andra fallet behandlas pa liknande sitt).
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Bevis

Eftersom F,G; - G, F; # 01 punkten (a,b,c) (enligt férutsdttning) kan inte F;G; och
Gy F; bdda vara noll dér. Ség att F;G; # 0 (det andra fallet behandlas pa liknande sitt).

D4 ar G.(a,b,c) 0, s& implicita funktionssatsen tillimpad pa G(x,y,z) = D sédger att
det finns en C!-funktion z = h(x, y), definierad i ndgon omgivning till (a,b), sddan att
Gy(a,b,c)

GLoy () =D, hab)=c,  Iiab)=-grnrs.
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Bevis
Eftersom F,G; - G, F; # 01 punkten (a,b,c) (enligt férutsdttning) kan inte F;G; och
Gy F; bdda vara noll dér. Ség att F;G; # 0 (det andra fallet behandlas pa liknande sitt).

D4 ar G.(a,b,c) 0, s& implicita funktionssatsen tillimpad pa G(x,y,z) = D sédger att
det finns en C!-funktion z = h(x, y), definierad i ndgon omgivning till (a,b), sddan att

Gy(a,b,c)

GLoy () =D, hab)=c,  Iiab)=-grnrs.

Lat H(x,y) = F(x,y,h(x,y)). Da ar H(a,b) = F(a,b,c) = C, och dessutom

Hy(x,y) = Fy(x,y,h(x,y)) + E.(x,y,h(x,y)) hy(x, y)
~Gy(a,b,c) FjG.-FG,

= # 0.
Gz (El, b, C) G; (a,b,c)

= Hy(a,b) =F(a,b,c)+F(ab,c)
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Implicita funktionssatsen tillimpad pa ekvationen H(x,y) = C sdger att det finns en
Cl-funktion y = f(x), definierad i ett intervall kring a, sddan att f(a) = b och

C = H(x, f(x)) = F(x, (), h((x, £(x))) = F(x, £(x), 8(x)).
=g(x)
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Implicita funktionssatsen tillimpad pa ekvationen H(x,y) = C sdger att det finns en
Cl-funktion y = f(x), definierad i ett intervall kring a, sddan att f(a) = b och

C = H(x, f(x)) = F(x, (), h((x, £(x))) = F(x, £(x), 8(x)).
=g(x)

Och inséttning av y = f(x) i G(x,y,h(x,y)) = D ger

D = G(x, f(x), h((x, £(x))) = G(x, f(x),8(x)).
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Implicita funktionssatsen tillimpad pa ekvationen H(x,y) = C sdger att det finns en
Cl-funktion y = f(x), definierad i ett intervall kring a, sddan att f(a) = b och

= H(x, f(2)) = F(x, (), h((x, £(x))) = F(x, £(2), 8(x)).
=g(x)

Och inséttning av y = f(x) i G(x,y,h(x,y)) = D ger
D = G(x, f(x), h((x, £(x))) = G(x, f(x),8(x)).
Derivatorna f’(x) och g’(x) 16ses ut ur foljande linjdra 2 x 2-system:
0= £ (F(x f(x),8(x))) =Fi+F, f' +E g (p}; )(f/) (p);)
— G,

0= £(G(x f(x).5())) - Gi+ G, [l + G B G} ¢] = \c
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Annat bevis (med inversa funktionssatsen)

Definiera en Cl-avbildning frén (x,y,z) € R3 till (1, v, w) € R3:

u=E(xy,z)=x,
v=F(x,y,2z2),
w=G(x,Y,z2).

Punkten (x,y,z) = (a,b,c) avbildas pa (u,v,w) = (a,C, D).
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Annat bevis (med inversa funktionssatsen)
Definiera en Cl-avbildning frén (x,y,z) € R3 till (1, v, w) € R3:
u=E(xy,z)=x,
v=F(x,y,2z2),
w=G(x,Y,z2).
Punkten (x,y,z) = (a,b,c) avbildas pa (u,v,w) = (a,C, D).
Avbildningens funktionaldeterminant ar
1 0 O

F. F, F
e ) ©

d(u,v,w)
d(x,y,z)

F, E
c e

7

vilket enligt forutsdttning dr # 0 i punkten (a, b, c).



Alltsd &r avbilningen lokalt Cl-inverterbar, enligt inversa funktionssatsen:

x=w(u,v,w)=u,
v =Blu,0,w),
z=vy(u,v,w).
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Alltsd &r avbilningen lokalt Cl-inverterbar, enligt inversa funktionssatsen:

x=w(u,v,w)=u,
v =Blu,0,w),
z=vy(u,v,w).

Inversen avbildar punkten (u,v,w) = (t,C,D) pa (x,y,z) = (¢, (x,C,D),y(x,C,D))
for alla t ndra a, sd den ursprungliga avbildningen gor tvartom:

u=E(t B(t,C,D),y(t,C,D)) = t,
v=FE(t B(t,C,D), v(t,C,D)) = C,
w= G (t B(t,C,D), v(t,C,D) )= D .
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Alltsd &r avbilningen lokalt Cl-inverterbar, enligt inversa funktionssatsen:

x=w(u,v,w)=u,
y = Bu,0,w),
z=vy(u,v,w).

Inversen avbildar punkten (u,v,w) = (t,C,D) pa (x,y,z) = (¢, (x,C,D),y(x,C,D))
for alla t ndra a, sd den ursprungliga avbildningen gor tvartom:

u=E(t B(t,C,D),y(t,C,D)) = t,
v=FE(t B(t,C,D), v(t,C,D)) = C,
w= G (t B(t,C,D), v(t,C,D) )= D .

Sa (x,y,z) = (t f(t),8(t)) loser vart ekvationssystem, ddr f(t)=p(t,C,D) och
g(t)=(tC,D) .
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Geometrisk tolkning
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Geometrisk tolkning
VF(P) ar normalvektor till nivaytan F = C.
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Geometrisk tolkning
VF(P) ar normalvektor till nivaytan F = C.
VG(P) ar normalvektor till nivaytan G = D.
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Geometrisk tolkning
VF(P) ar normalvektor till nivaytan F = C.
VG(P) ar normalvektor till nivaytan G = D.

VF(P) x VG(P) ar vinkelrat mot bada dessa
normalvektorer, alltsd tangentiell till bada
ytorna, alltsa dven till skdrningskurvan.
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Geometrisk tolkning
VF(P) ar normalvektor till nivaytan F = C.
VG(P) ar normalvektor till nivaytan G = D.

VF(P) x VG(P) ar vinkelrat mot bada dessa
normalvektorer, alltsa tangentiell till bdda
ytorna, alltsa dven till skdrningskurvan.

Om x-komponenten i denna tangentvektor
ar nollskild kan x anvdndas som parameter
for kurvan ndra P: (x,y,z) = (£, f(t),g(t)).

F; Gh F,G; - FGy
VExVG=|F|x|Gy|=|FEG:-FG,
24 Gl EGy - F,Gx
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Implicita funktionssatsen, allmanna fallet

(med n ekvationer och n + k obekanta)
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Implicita funktionssatsen, allmanna fallet

(med n ekvationer och n + k obekanta)

Lat M vara losningsméngden till ekvationssystemet
Fi(x1, .., Xk, Y1, o, Yn) = €1

Ey(%1, -, Xk, Y1, -1 Yn) = Cn

dar F, ..., F, 4r C!-funktioner av n + k variabler och cj,

..., Cy ar konstanter.
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Implicita funktionssatsen, allmanna fallet

(med n ekvationer och n + k obekanta)

Lat M vara losningsméngden till ekvationssystemet
Fi(x1, .., Xk, Y1, o, Yn) = €1

Ey(%1, -, Xk, Y1, -1 Yn) = Cn

dar Fy, ..., F, 4r C!-funktioner av n + k variabler och ¢y, ..

Kortare skrivsédtt:  F(x,y)=c¢  med

F:R"* 5> R", xeRF,  yeR",

., ¢, ar konstanter.

ceR".
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Antag att (a,b) € M, dvs. att F(a, b) = ¢, och att dessutom villkoret

d(Pl,...,Fn) (aF)
— 7 2 —det|=—]#0
d(y1, .-, Yn) ay

ar uppfyllt i punkten (a,b).
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Antag att (a,b) € M, dvs. att F(a, b) = ¢, och att dessutom villkoret

d(Pl,...,Fn) (aF)
— 7 2 —det|=—]#0
d(y1, .-, Yn) ay

ar uppfyllt i punkten (a,b).

D4 finns det en omgivning U till a i R¥ och en omgivning V till b i R”, sddana att
méngden M n (U x V) utgodr grafen till en Cl-avbildning y = f(x) frén U till V, med
funktionalmatrisen

-1
oF
a—x(x,f(x)), x e U.

0 --(F i)
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Specialfall: underbestamt linjdrt ekvationssystem
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Specialfall: underbestamt linjdrt ekvationssystem

X —
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Specialfall: underbestamt linjdrt ekvationssystem

X | k —

Ax+By=c
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9 (x,y) = A = konstant n x k-matris

F(x,y) = Ax+By —
3—‘;(x,y) = B = konstant n x n-matris (inv.bar)

F(x,y) = Ax+By=c <= y=B!(c-Ax)=-B'Ax+Bc
=£(x)

k-parameterldsning (x,y) = (t, f(t)), dar t € R

of .. (OF\ oF
L A_—( ) 5

dy
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Till sist, notera att implicita funktionssatsen ger tillrackliga villkor for
att ett ekvationssystem ska definiera vissa variabler som funktioner av
de 6vriga, men dessa villkor dr inte nédvandiga.
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Till sist, notera att implicita funktionssatsen ger tillrackliga villkor for
att ett ekvationssystem ska definiera vissa variabler som funktioner av
de 6vriga, men dessa villkor dr inte nédvandiga.

Exempel. F(x,y) =y - |x| &r ¢j av klass C!, men ekvationen F(x,y) =0
definierar &ndé en funktion y = f(x) = |x| (dock ej av klass C1).
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Till sist, notera att implicita funktionssatsen ger tillrackliga villkor for
att ett ekvationssystem ska definiera vissa variabler som funktioner av
de 6vriga, men dessa villkor dr inte nédvandiga.

Exempel. F(x,y) =y - |x| &r ¢j av klass C!, men ekvationen F(x,y) =0
definierar &ndé en funktion y = f(x) = |x| (dock ej av klass C1).

Exempel. F(x,y) = —— med F(0,0) = 0 ir inte ens kontinuerlig i origo,
P Y) = g &y

men ekvationen F(x,y) = 0 definierar 4andd en funktion y = f(x) =0 (av
klass C*).
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Till sist, notera att implicita funktionssatsen ger tillrackliga villkor for
att ett ekvationssystem ska definiera vissa variabler som funktioner av
de 6vriga, men dessa villkor dr inte nédvandiga.

Exempel. F(x,y) =y - |x| &r ¢j av klass C!, men ekvationen F(x,y) =0
definierar &ndé en funktion y = f(x) = |x| (dock ej av klass C1).
Exempel. F(x,y) = \/x%TyZ med F(0,0) = 0 ar inte ens kontinuerlig i origo,
men ekvationen F(x,y) = 0 definierar 4andd en funktion y = f(x) =0 (av
klass C*).

Exempel. F(x,y) = (y—x?)? har VF = (0,0) i alla punkter dir F = 0, men
ekvationen F(x,y) = 0 definierar 4ndd en funktion y = f(x) = x2 (av
klass C*).
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