TATAG69 Flervariabelanalys

Kvadratiska former (mest repetition)

Hans Lundmark, MAI, LiU



Ordet “form” har flera betydelser, bade vardagliga och matematiska.

Matematisk specialbetydelse i detta sammanhang:

form | =| homogent polynom

* Ett homogent polynom &r ett polynom dar alla termer har samma grad.

* Oftast polynom i flera variabler; envariabelfallet dr inte sd intressant.



Linjara former har grad ett. Alltsd sahdr, i fallet med tre variabler:
L(x,y,z) = Ax + By + Cz.
Kvadratiska former har grad tva:
Q(x,y,z) = Ax? + By? + Cz* + Dxy + Exz + Fyz.
Kubiska former har grad tre:
K(x,y,z) = Ax® + By® + Cz% + Dx?y + Ex?z + Fxy? + Gy*z + Hxz? + Iyz* + Jxyz.

Och sa vidare.



Linjdra former kan skrivas med hjilp av matrisprodukt:

X
L(x,y,z)=Ax+By+Cz=(A B C) (y)
z

Likasa kvadratiska former:

Q(x,y,z) = Ax* + By? + Cz> + Dxy + Exz + Fyz

A DJ2 EJ2\(x
=(x y z) (D/Z B F/2) (y)
E/2 F2 C J\z

symmetrisk matris



L4t oss verifiera detta:

A DJ2 EJ2 (x)

(x vy z)(D/Z B F/)2
E2 F2 C
Ax+Dy+ 5z
=(x y z)| Bx+By+Lz
%x+§y+CZ
=x(Ax+ By +L5z)+y(Bx+ By + 5z) +z(5x + Sy + Cz)
= (Ax? + Bxy + Exz) + (Dxy + By? + Syz) + (5xz + Syz + C2?)
= AX®+By? +C22 + (B + D)y + (5 + 5)xz+ (5 + §)yz
= Ax? + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz

OK, det stimmer!



Exempel (i tva variabler)
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Qx,y) =2+ = (x v) (é (1)) (;)

Nivaméngder: {(x,y) e R2: x2+y2 = C}

e Om C > 0: cirkel med radie \/C.
* Om C = 0: punkten (0,0) enbart.

* Om C < 0: tomma méngden.

Denna kvadratiska form ar positivt definit.
(Antar bara positiva vdrden, forutom Q(0,0) = 0.)



Grafen z = Q(x,y) = x2 + y? &r en rotationsparaboloid:
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Q=1,2,..,10

Qx,y) =42 +y* = (x y) (3 (1)) (;)

Nivaméingder: {(x,y) e R?:4x2+y2 =C}

e Om C > 0: ellips med halvaxlar 3v/C i x-led och
VCiy-led.

* Om C = 0: origo enbart.

* Om C < 0: tomma méngden.

Ocksé positivt definit.



Grafen z = Q(x,y) = 4x? + y? dr en elliptisk paraboloid:
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Qlx,y)=x*-y*=(x y) ((1) _01) (;)

Nivaméingder: {(x,y) eR?*:x2-12=C}
* Om C = 0: unionen av linjerna y = x och y = —x.

* Om C # 0: hyperbel med linjerna y = +x som
asymptoter.

Denna kvadratiska form ar indefinit.
(Antar bade positiva och negativa véirden.)
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Grafen z = Q(x,y) = x2 - y? &r en hyperbolisk paraboloid (sadelyta):
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Q(x,y) =2xy = (x ) ((1> (1)) (x)

Yy

Y1 9-12..10
~16-8 08 16 24 32 Nivaméingder: {(x,y) e R?: 2xy = C}
~12-6 0612 18 24
8774/ 0|\ 812 16 * Om C = 0: unionen av x- och y-axlarna.
422/ 0\ N8
0000000 X c

* Om C # 0: hyperbel y = — med axlarna som

4.2\0 -2 -4 6 -8 2x
8.4\\|0 ~4 ~8-12-16 asymptoter.

Ocksa indefinit.



Grafen z = Q(x,y) = 2xy &dr ocksa en sadelyta:
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Dessa tva exempel dr faktiskt “samma”, skillnaden &r bara 45 graders vridning av
koordinatsystemet:
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Q1(x,y) =2xy
€ej+en
72

2. U=0 U+

— Qi(x,y) =2xy = " :uz—vzzQz(u,v)

—€1+ey

xej+yey=uf;+ovfy=u 12 = (;):%(Z;Z)

+0
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Qx,y)=x*=(x y) ((1J 8) (;)

Nivaméingder: {(x,y) e R*: x> =C}

e Om C > 0: unionen av linjerna x = +\/C.
* Om C = 0: linjen x = 0 (dvs. y-axeln).
* Om C < 0: tomma méngden.

Q dr positivt semidefinit.
(Q > 0 overallt, men Q = 0 inte bara i origo.)
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Grafen z = Q(x,y) = x? &r en parabelformad “rénna”:

T
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Q(x,y) = Bx-y)? =92 ~6xy +y* = (x y)(_93 _13) (x)
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16 49 100169
25 64 121196

N e = N

X

Nivaméngder: {(x,y) e R?: (3x-y)?=C}

e Om C > 0: unionen av linjerna y = 3x + /C.
* Om C = 0: linjen y = 3x.
* Om C < 0: tomma méangden.

Ocksé positivt semidefinit.
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Q(x,y) =232 +4xy +5y% = (x ) (g é) (x)
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Q verkar vara positivt definit.
Men hur kan man veta det sikert?
Och hur ser nivdmangderna ut egentligen?
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Teckenkaraktdren kan avgoras med kvadratkomplettering:

Q(x,y) = 2x% + 4xy + 512
= 2(x? +2xy) + 51>
=2((x+y)?-y?) +5y°
=2(x+y)%+ 3y?

————— ——
>0 >0

Detta visar att Q(x,y) >0 for alla (x,y). Och man ser dven att Q = 0 bara i origo:

2(x+y)?=0 — {x+y:0 — {x:O

,y)=0
Q(xy) <:>{ 3y2:0 y=0 y=0

Overallt annars &r alltsd Q > 0, dvs. det stimmer att Q dr positivt definit.



Nivamangdernas utseende da?

Anvand linjar algebra for att hitta ett lampligt vridet koordinatsystem:

Q(x,y) =2x* +4xy +5y* = (x y) (; ;) (;)

—_—
=S

Kalla den symmetriska matrisen for S. Den karaktéaristiska ekvationen

2-A 2

O:det(S—AI):‘ > 5.1

‘:(2—A)(5—A)—22:/\2—7/\+6:(A—l)(A—6)

ger att egenvdrdena for Sar A =1 och A =6.

) )

Tillhérande normerade egenvektorer: f; =
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Variabelbytet

(o351 (35 20

basbytesmatris T med
f, & f; som kolonner

ger ett nytt ON-koordinatsystem (u,v) med axlar i egenvektorernas riktningar:

y

)

f;
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Fran (x) =
Y

L2 1)(u),, . _2u
SB\-1 2)lo) 1T

5 YT

Insattning av detta i uttrycket for Q(x,y) ger

Qx,y) =

2x? + dxy + 5y°

) ) ) o)

2(4u? + duv + %) + 3(-2u?

+3uv + 202) + %(u2 —4uv +402)

8—§+5 uZ + 8+1§—20 U +

1u?+ Quv+ 602

1u? +60% (= Aqu? + Ay0?)

2+85+20 Z)Z

«— uttryck for Q i de nya koordinaterna
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Det dr ingen slump att det blev sa!

Nir man byter variabler pa detta satt fas alltid Q = Aqu® + A,0? i nya koordinater.

Bevis. Lat X = (;) och U = (Z), samt D = diag(A1,A2) = (/})1 /{)2)

Variabelbytet ar X = TU, dar T'T = I eftersom bada koordinatsystemen ar ON-system.
Och ST =TD , eftersom Sf; = A1f; och Sfy = Aof,. (T:s kolonner f; & f; ar ju egenvektorer till S.)

Alltsa:
Q = X'SX = (TU)'s(TuU) = U'T'STU = U'T'TDU = U'IDU = U'DU,

vilket skulle visas. O

Detta bevis med matrisrakning fungerar i godtycklig dimension, inte bara i tvdvariabelfallet.
Eftersom S dr symmetrisk, finns det en ON-bas av egenvektorer, och byte till denna ger alltsd

alltid Q = U'DU = Auf + Ayu3 + -+ A,u med enbart rena kvadrater, inga blandtermer.
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Vi har nu alltsé

= 2x2 + 4xy + 52 = u? + 602
Yy +oy

Glom nu (x,y)-koordinaterna for ett dgonblick. Fran uttrycket Q = u? + 6v? ar det litt
att rita Q:s nivakurvor i (u,v)-koordinatsystemet:
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For att svara pa den ursprungliga frdgan om nivakurvorna i xy-planet dr det nu bara
att lata ellipserna ligga, sudda ut u- och v-axlarna och rita dit (x, y)-koordinatsystemet
igen:

Q=2x2+4xy+5y% = 6/<\\
DY
Q=2x2+4xy+5y% = \>
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Sahar ser det ut tillsammans med vardetabellen:

Q(x,y) =2x* +4xy + 5y = (x y) (; é) (x)

Yy

y

56 66 80 98 120146176
29 35 45 59 77 99 125
12 14 20 30 44 62 84
5 -3 5 1 21 35 53
8§ 2-0—-2 8 1832
21 11 5 3511 21
44 30 20 14 12 14 20

Notera att viardena Q = Au? + A»0? = 1u? + 602
vixer som ldangsammast i u-riktningen (niva-
kurvorna kommer glest) och som snabbast i
v-riktningen (nivdkurvorna kommer tatt).
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Fokusera nu pa de vérden i vardetabellen som ligger pa enhetscirkeln. Dessa viarden
bestammer alla Q:s varden, eftersom Q(cx, cy) = c2Q(x,y).

98120146176
59 77 99125
12 14 20 30 44 62 84
121 35 53

3 51121
14 12 14 20

Enhetscirkeln beskrivs sdklart av ekvationen x2 + y2 =1 i (x,y)-systemet, men dven

av u?+0v% =1 i (u,v)-systemet, eftersom det ocksa ar ett ON-system.
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Det minsta virdet som den kvadratiska formen Q antar pa enhetscirkeln u? + 0% = 1
ar det minsta egenvirdet A = 1. Detta vdrde antas i punkterna (u,v) = +(1,0), dvs.

(x,y) = £(2/v/5,-1/V5).

Och Q:s storsta virde pa enhetscirkeln édr det storsta egenvirdet A, = 6. Detta vdarde
antas i punkterna (u,v) = +(0,1), dvs. (x,y) = +(1//5,2/\/5).

Q= Aluz + )\zvz = 112 + 607

Pa enhetscirkeln giller

1% + 10? < 1u? + 607 < 612 + 60°
—_—  —
=1 =Q =6

%

Q = Ay = 6 (storsta vardet pa enhetscirkeln)

Q=2

X

= A1 = 1 (minsta vardet pa enhetscirkeln)
u
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Nivakurvorna Q = A; = 1 och Q = A, = 6 tangerar enhetscirkeln just i de punkter dar f:s
min/max pa cirkeln intraffar.

Ovriga punkter p4 cirkeln tillhér mellanliggande nivakurvor Q = C med 1 < C <6.
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Kvadratiska former i tre variabler

Q= Ax? + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz

A D2 E/2\(x
=(x y z)(D/Z B P/Z)(y).

E2 F2 C )\z

symmetrisk matris S

Basbyte (g) = ufy + vfy + wfs till ON-bas av egenvektorer for S ger

Q = Au? + Ayv? + Azw?
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Som vanligt for trevariabelfunktioner kan vi ej rita ndgon graf, men vi kan visualisera
vérdetabell och nivdméngder i R3, samt avgora Q:s teckenkaraktér.

Egenviardenas tecken

Q:s teckenkaraktar

Nivdméngd {Q = C}

+,+,+ pos. def. Ellipsoid fér C > 0, origo for C = 0.

+,+,0 pos. semidef. Elliptisk cylinder for C > 0, linje for C = 0.

+,0,0 pos. semidef. Tva parallella plan f6r C > 0, ett plan for C = 0.

- == neg. def.

=,=,0 neg. semidef. Vice versa (C < 0 istdllet for C > 0).

-,0,0 neg. semidef.

0,0,0 pos. och neg. semidef.! R f6r C = 0, annars @.

+,+,— indef. Kon for C = 0, enmantlad hyperboloid for C > 0,
tvamantlad hyperboloid fér C < 0.

+,—, = indef. Vice versa.

+,0,— indef. Tva korsande plan for C = 0,

annars hyperbolisk cylinder.

Q:s storsta och minsta virde pa enhetssfiren x2 + y2 + z2 = 1 (eller u? + v2 + w? = 1) &r
lika med det storsta resp. minsta egenvirdet.
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Att berdkna egenvirdena krdver att man loser en tredjegradsekvation (karaktaristiska
polynomet har ju grad 3).

Vi behover dock inte egenvirdena for att avgora teckenkaraktaren, utan kan istallet
anvianda kvadratkomplettering, som i de foljande exemplen.

(Jag kallar dér variablerna for (h,k,I), eftersom det ar sa de oftast kommer att heta
ndr vi letar lokala extrempunkter i denna kurs.)
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Q(h,k,1) = h? + 8k* + 71% — 4hk + 4hl + 4kl

= (W? - 4hk + 4hl) + 8k? + 4k1 + 71> Samla (t.ex.) alla h forst.

= W2 + h(-4k + 41) + 8k* + 4kl + 71

= (h+ (<2k+21))" = (~2k+21)%+8K2 + 4kl + 7> Kv.kompl.

= (h =2k +21)? — (4k? + 41% — 8kI) + 8k + 4k] + 712

= (h -2k +21)? + 4k + 31% + 12kl

= (h =2k +21)? + 4(k? + 3kl) + 312 Samla (t.ex.) alla k.
— (h—2k+21)2+4((k+%l)z—%lz) +3]2 Kv.kompl.

= (h-2k+21)? +4(k + 31)* - 617
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Resultat av kvadratkompletteringen pa forra sidan:
Q(h,k,1) = h* + 8k? + 712 — 4hk + 4hl + 4kl
= (h-2k+21)2 +4(k+31)2 - 612

Fran detta ser vi att Q dr indefinit, dvs. att Q antar saval positiva som negativa viarden.
Motivering: exempelvis dr

Q(1,0,0)=12+4-0°-6-02=1+0-0=1>0

och
Q(-5,-3,1)=0*+4-0°-6-12=0+0-6= -6 <0.

(Dubbelkoll i det ursprungliga uttrycket for Q:

Q(-5,-3,1) = (-5)*+8- (-2)*+7-1 -4 (-5) - (-2) +4-(-5)-1+4-(-3)-1
=25+18+7-30-20-6=-6, OK!)
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Men om vi t.ex. hade haft 8/% mer fran bérjan s hade vi fatt 8/2 mer i slutet av samma
utrdkning, alltsd

Q(h,k,1) = K2 + 8K2 + 1512 — &k + 4h] + 4k]
= (h-2k+20)2 +4(k+31)* +21°

I detta fall drar vi slutsatsen att Q &r positivt definit, dvs. att Q(h,k,I) > 0 for alla
(h,k, 1)+ (0,0,0). Motivering: Q(h,k,I) > 0 for alla (h,k, 1), eftersom Q &r en summa
av tre icke-negativa termer, och enda sattet for en sidan summa att bli noll &r att alla
tre termerna blir noll samtidigt, vilket bara intréffar i origo:

(h-2k+21)%>=0 h-2k+21=0 h=0
Q=0 4k+31)*=0 <= k+31=0 < 4{k=0
212-0 [=0 I[=0
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Annu en variant av samma exempel, men nu med 2/ mindre:

Q(h,k,1) = h? + 8k? + 131 — 4hk + 4hl + 4kl
= (h-2k+21)% +4(k + 31)> + 012
= (h=2k +201)> + 4(k + %l)2
Har blir Q positivt semidefinit, dvs. Q(h,k, 1) > 0 for alla (%, k, 1), men det ar inte bara
i origo som Q r lika med noll. Motivering: liksom pa forra sidan &r Q(h,k,[) > 0 for

alla (h,k, 1), eftersom Q &dr en summa av tva icke-negativa termer, men i motsats till
forra sidan kan Q hér bli noll pa flera satt:

St ‘Fh—2k+202:0 {h—2k+21:0
= <

4(k+31)2 =0 k+31=0

dér t &r en godtycklig parameter; t.ex. ar Q(-5,-3,1) = 0.
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Kvadratkomplettering pa ovanstdende systematiska sdtt ger ett “trianguldrt” uttryck

Q(h,k,1) = Ay (h+Crk+Cy1)?
+A2 (k+C3l)2
+A312

(eller motsvarande med variablerna /4, k och I omkastade). Resonemang som ovan
visar att samma teckenregler galler for koefficienterna A; som for egenvardena A;:

* Om alla A; > 0sd ar Q positivt definit.
* Om alla A; > 0 och minst en A; = 0 sd ar Q positivt semidefinit.

* Om det forekommer bade positiva och negativa A; sa ar Q indefinit.
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Ett undantagsfall intrdffar om det saknas rena kvadrattermer i nagot steg, t.ex.
Q(h,k,1) = 9h? + 4k? + 251> — 12hk + 30hl — 16kI
= 9(h? - $hk + Lhl) + 4k> + 251> - 16kl
=9((n+ (-3k+3D)" - (-3k+ §)?) + k2 + 2512 - 16kI
=9(h - 3k +31)* - 9(5k* + R1? - 2kl) + 4k* + 251% - 16kI
=9(h- %k+ %l)2 +4kl
Hér saknas béde k? och [?, sa vi kan inte fortsédtta kvadratkompletteringen. Men t.ex.
Q(-1,1,1)=9:0*+4-1-1=4>0

och
Q(Z,1,-1)=9-02+4-1-(-1) = -4 <0
sa Q ar indefinit.
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Avslutningsvis, ett fall dar det dr onodigt jobb att kvadratkomplettera:
En kvadratisk form dar det finns rena kvadrattermer med olika tecken framfor, t.ex.

Q(h,k,1) = 4h*+3k*> 71> + Dhk + Ehl + Fhk,
maste vara indefinit, vilket omedelbart visas av superenkla exempel i stil med
Q(1,0,0)=4>0

och
Q(0,0,1)=-7<0.

(Men for att visa ndgot annat dn “indefinit” racker det sdklart inte med bara exempel, utan
da maste man komma med ett vattentdtt resonemang, forslagsvis baserat pd systematisk
kvadratkomplettering.)
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