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Kompletterande 6vningar for TATA69 ht 2022

Ledtradar, kommentarer och svar till de flesta uppgifterna finns i slutet av texten.

KO Tillbakablick

Agna ett 6gonblick &t att tdnka igenom vad du vet om funktioner av en
variabel:

e Nir man forst lar sig rita grafer y = f(x) brukar man néja sig med en

vardetabell. Sahdr, t.ex.:

x |-3 -2 -10123
f@W=x*] 9 4 101 49

Men naturligtvis rdcker det inte att enbart kdnna till virden i enstaka
punkter for att kunna rita en tillforlitlig graf, utan man maste dven
tdnka efter hur funktionen beter sig mellan dessa punkter.

Senare har du lart dig mer avancerade metoder f6r funktionsunder-
sokning, framfor allt med hjdlp av derivator. (Och dven gransvérden,
for att t.ex. undersoka om det finns asymptoter.)

Paminn dig sjdlv om begreppen kontinuitet och deriverbarhet och
hur de hdanger ihop. Méste en deriverbar funktion vara kontinuerlig?
Maste en kontinuerlig funktion vara deriverbar?

(Kommer du p& nédgon funktion som gér att derivera en gdng, men inte
tva ganger? Svéarare: Kan du ange en funktion f sddan att f’ existerar
overallt men f’ inte dr kontinuerlig?)

K1 Funktioner av tva variabler

Som vart forsta exempel pa en funktion av tva variabler tar vi f(x,y) =
2
X +4y.

(@

(b)

Gor en tabell 6ver f:s virden i nagra punkter, t.ex. heltalspunkter med
x,y=0,%+1,+2,£3. Ett bekvdmt satt att skota bokféringen &r att fora
in vdrdenai ett (x, y)-koordinatsystem: vid punkten (x, y) skriver du
det utrdknade vardet f(x, y).

Fundera 6ver funktionens virden i punkter som ligger mellan punkt-
erna i din tabell. (Hur dndras vérdet f(x, y) om man varierar x men
héller y konstant? Vaxer det eller avtar det? Och om man dndrar y
men héller x konstant? Etc.)

(Lank till facit.)

(Lank till facit.)



(c) Hur beter sig funktionen nir |x| och/eller |y| dr stort? (Kan man fa
f(x, y) att bli hur stort som helst, eller finns det ndgon 6vre eller undre
grians som vardet inte kan 6ver- resp. underskrida?)

(d) Finns det symmetrier? (Just denna funktion rdkar ha egenskapen att
f(=x,y) = f(x,y); hur syns detta i virdetabellen?)

(e) Hitta alla punkter dér f(x, y) = 0. (Du kanske direkt hittar nagra sdda-
na heltalspunkter i din vérdetabell, men glém inte att det kan finnas
andra mojliga punkter mellan heltalspunkterna.) Dessa punkter bil-
dar en nivdmdngd, som betecknas sdhir om man ska vara noggrann:!

{(x,y) €R®: f(x,y) =0}.

("Mingden av alla punkter (x, y) i R? som uppfyller villkoret f(x,y) =0.”)

Rita in denna nivdmingd i koordinatsystemet.> Gér samma sak for
nagra nivimangder till, t.ex. f(x,y) = -1, f(x,y) =1 och f(x,y) =2.
Kan du tédnka ut hur en godtycklig nivdimingd f(x, y) = C ser ut?

(f) Med hjélp av de ovanstédende stegen, gor dig en mental bild av funk-
tionens graf z = f(x,y) (dven kallad funktionsytan for f). Forsok
ocksd att rita den pa papper, och jamfér sedan med en datorritad
bild.?

(g) Nivaméngderna f(x,y) = C ritas i ett tvddimensionellt koordinat-
system (x, y), medan grafen z = f(x, y) ritas i ett tredimensionellt
koordinatsystem (x, y, z). Fundera 6ver sambanden mellan dessa tva
figurers utseende. (Forslag: tink pa héjdkurvor pé en topografisk karta
kontra terrdngens verkliga utseende.)

(h) Rékna ut f)é(x, y) och fy’(x, y) (de partiella derivatorna* med avseende
pé x resp. y) och fundera pd vad de sdger om hur funktionsvardena
vixer/avtar. I vilka punkter dr f;(x,y) = 02 Var dr fJﬁ(x, y) = 02 Finns
det ndgra punkter dir bada de partiella derivatorna dr noll samtidigt?

LEtt forkortat skrivsitt 4r {f(x, y) = 0} eller bara {f = 0}. Ofta 4r man dock dnnu latare och skriver
“nivaméngden f(x,y) = 0” eller "nivamangden f = 0” utan nadgra miangdklamrar. Egentligen &r
detta ett oprecist sprakbruk, eftersom f(x,y) = 0 ar en ekvation och inte en méngd, men det
brukar anses acceptabelt. (Liknande férenklingar #r att siga "funktionen f(x) = x2” istillet for
”den funktion f vars virde i punkten x ges av formeln f(x) = x>”, eller "grafen y = f(x)” istillet for
»grafen {(x,y) eR?: y = f(x)}")

20fta, som i det hir fallet, 4r niviméangden en nivdkurva, men mer allmént kan en niviméngd
se ut lite hur som helst; t.ex. kan den vara tom, eller besté av enstaka punkter.

3Det finns manga datorprogram, mobiltelefonappar och webbtjinster som kan hjilpa till med
att rita grafer och nivékurvor. T.ex. kan du skriva xA2 + 4y direkt i sokrutan hos Google, sa kommer
det upp en interaktiv 3d-modell av grafen z = x? + 4y, som man kan rotera och zooma i med
musen. (Kraver stod for WebGL, sa det funkar inte med alla webbldsare eller plattformar.) Ett annat
populart alternativ, som klarar mycket mer &n att bara rita grafer, &r www.wolframalpha.com.

4Den partiella derivatan £+ berdknas genom att derivera f med avseende p& x som om y vore
en konstant. Och den partiella derivatan fJ’, fas genom att istdllet behandla y som variabel och x

som konstant. Exempel: Om f(x, y) = x3 + x%y° s& ar fix,y = 3x2+2xy° och fJ’,(x, y) =0+5x2y%.


https://www.google.se
http://www.wolframalpha.com

K2 Definitionsmingd (Lank till facit.)

Latg(x,y) = In(x? +4 ). Vilket villkor maste x och y uppfylla f6r att vardet
g(x, y) ska vara definierat? Illustrera i (x, y)-planet den mangd som bestar
av alla punkter som uppfyller detta villkor; med andra ord, rita definitions-
méngden Dy for funktionen g. Hur ser niviméngderna och grafen for g ut?
(Du kan ha hjélp av uppgift K1 hir, eftersom g =1n f, dér f ar funktionen
frdn den uppgiften.)

K3 Gor om uppgift K1 for féljande funktioner: (Lank till facit.)

(@ f(x,y)=2x-5y

b) flx,y)=xy

(© f(x,y):xz+4y2

) flxy)=x*—4y*

(@ f(x,y)=x%+4xy+4y?
) f(x,y)=2x2+4xy+5y2
@ flx,y)=x3-3xy?

K4 Kontinuitet (smakprov) (Lénk till facit.)
Lat

22+ 2
y°, omx<y,

ﬂmw={

X, om x> y.
(Alltsa t.ex. f(2,3) = 22 +32 = 13 eftersom 2 < 3, men f(5,0) = 5 eftersom
5=0.)

Hur ser nivdiméangderna och grafen ut? (Du kan alltid borja med att géra en
vardetabell ifall du dr osdker p& hur du ska angripa problemet.)

Skulle du siga att f 4r en kontinuerlig® funktion?

Titta istéllet pa
x*+y?, omx<y,
g, =4,
2x°, omx=y.
Ar g en kontinuerlig funktion?
K5 Rotationssymmetri m.m. (Lank till facit.)

Rita grafen och ndgra nivdmangder fér nedanstdende funktioner. Fundera
sarskilt 6ver vilka olika typer av symmetri som férekommer.

@ f(x,y) =x*+y

b) fx,y)=vx>+y?

5Lost uttryckt: "sitter grafen ihop 6verallt?” Begreppet kontinuitet definieras ordentligt lite
senare i kursen.



(© f(x,y)=sin(x?+y?)
@ fx,p)=&+2y)?3
(e) f(x,y)=sin(x+2y)
® fx,y)=Ix-yl
(g f(x,y)=max(—|x],—|2yl])
(Beteckningen max(a, b) star for det stérsta av de tva talen a och b;
t.ex. ar max(3,7) = 7 och max(-2,-3) = -2.)
K6 Grinsvirde (smakprov)

Hur ser grafen och niviméangderna ut for féljande funktioner? Ta gdrna
hjélp av dator om du har svart att gora dig en bra bild "f6r hand”.

Xy

2, 2’
@ flx,y=4%*Y
odefinierat, om (x,y) = (0,0).

om (x,y) # (0,0),

(Ledning: vad &r f(x,y) om y = kx?)
S

() flx,y)=4 x"+y*
odefinierat, om (x,y) = (0,0).

om (x,y) # (0,0),

(Ledning: vad 4r f(x,y) om y = k x*?)

De hir funktionerna kommer att vara anvdndbara som exempel nér vi ska
prata om gransvdrden senare. Du kan redan nu fundera pa om du tycker
att man bor sdga att de har nagot gransvérde nér (x, y) — (0,0), och vad det
gransvardet dr i sa fall.

K7 Funktioner av tre variabler

Funktioner av tre variabler dr svarare att visualisera. For att rita en graf w =
f(x,y,2) skulle man ju behova ha tillgang till ett fyrdimensionellt rum med
Xx-, y-, 2- och w-axlar! Det man ddremot kan illustrera i tre dimensioner
dr nivdimédngderna f(x,y,z) = C, som ju dr mangder i R3. Ofta &r niva-
mingderna nivdytor, men de kan ocksd vara kurvor, tomma maingden,
besté av enstaka punkter, eller ha ndgot annat mer komplicerat utseende.

Gor dig en mental bild av hur féljande funktioners nivméangder f(x, y, z) =
Cserutfor C=-1,0, 1 och 2 (eller godtyckligt C), och rita dem pé papper
om du kan:

@ fx,y,20=x+2y+3z

(b) f(x,¥,2) =x*+y*+ 2

x2 J/2
(© flx,y,2) = s + ry

d fx,y,2)=xyz

(Lank till facit.)

(Lank till facit.)



K8 Vektorvirda funktioner (Lank till facit.)

K9

De funktioner som vi har tittat pa hittills har som indata haft en punkt (eller
en vektor om man s vill)

X=(x1,X2) € R eller x= (x1,%2,%x3) € R,
och som utdata ett vanligt tal
f& =f(x1,x2) €R resp. f(x) = f(x,x2,x3) €ER

Man brukar indikera detta med skrivsittet f: R> — Rresp. f: R® — R. Funk-
tioner av typen f: R" — R kallas reellvirda eller skaldrvirda, eftersom
deras vdrden f(x) ar reella tal (skaldirer).

Det finns dven funktioner f: R” — R’ vars utdata dr punkter/vektorer i R™
(med m = 2); sddana funktioner kallas vektorvirda. Nagra exempel:

@ f:R—R3, f()=(0+12-13+50)

b) f:R—R3 () =(1,1% 1)

(© f:RZ—R% f(x,7)=0@Bx+y,x-y)

(d f:R*—R?% f(x,y)=02x-2y,x—Y)

(e) f: R2—R?, f(x,y) = (x%-y?2xy)

) f: R —R3, f(s,1) = (s®cost,s’sint,s)
Fundera 6ver hur man skulle kunna visualisera och/eller tolka dessa funk-
tioner.

(Ett par av exemplen ovan bor se bekanta ut! Kommer du ihag linjdra
avbildningar och linjens ekvation pd parameterform frén kursen i linjar
algebra?)

Gradient (smakprov) (Lank till facit.)

Givet en reellvird funktion f: R” — R kan man bilda en vektorvard funk-
tion genom att rikna ut alla f:s partiella derivator och stilla upp demien
vektor. Denna funktion kallas gradienten for f, och betecknas V f (vilket
utldses "nabla f”):

Vi:R"=R", VfX=(f,®,f,®),..., fr,®).

Det lampligaste sittet att tinka pa gradienten dr som ett vektorfélt: i varje
punkt x sitter det en tillhérande vektor V f (x).

Ga tillbaka till uppgifterna K1 och K3, dér du har ritat nivadkurvor och raknat
ut de partiella derivatorna for ett antal funktioner f(x, y). Gor féljande for
ndgra av dessa funktioner: skriv upp uttrycket fér gradienten

Vi, = (frx ), f(x9),



rdkna ut dess vdrde i ndgra punkter, rita in dessa vektorer pa sina rétta
platser i (x, y)-planet, och rita i samma figur in de nivdkurvor f(x,y) =
C som gar genom dessa punkter. Ser du nagot intressant? (Och kan du
spekulera om ndgot motsvarande fenomen for funktioner av tre variabler?)

K10 Partiell derivata med lustigt beteende

(@)
(b)

()

(d)

(e)

6y

Paminn dig om hur grafen y = arctan x ser ut.

Overtyga dig om foljande: Grafen y = A arctan(x/B) (ddr A, B > 0) fas
fran grafen y = arctan x genom att skala om hela bilden med faktorn B
i x-led och faktorn Ai y-led.

Rita sedan grafen for f(x) = 2arctan(x/2) och for f(x) = % arctan(3x),
och notera sérskilt vad lutningen i punkten x = 0 &r (alltsd f'(0)).
Generalisera till f(x) = karctan(x/k) for godtyckligt k # 0 (inklusive
negativa k).

Nu tar vi alla dessa funktioner f(x) = karctan(x/k) for olika virden
pé parametern k, och fogar ihop dem till en enda tvévariabelfunktion
g(x,y) genom att helt enkelt dépa om k till y. Uttrycket karctan(x/k)
ar ju inte definierat nar k = 0, men det gar mot noll nér k — 0 (efter-
som arctan-faktorn dr begrdnsad), s vi sétter helt enkelt var funktion
g till noll for y = 0, s att den blir kontinuerlig:

g(x,y) = {yarctan(x/y), om y#0,

0, om y=0.

Med hjélp av det du gjorde i (b) bor det inte vara sérskilt svart att
forestilla sig hur grafen z = g(x, y) ser ut. Gor det! Och rita den pa
papper om du kan. (Eller 14t datorn rita; det riacker att helt enkelt ange
y*arctan(x/y) for att fa en bra bild bade pa Google och WolframAlpha.
Men tédnk efter sjalv forst!)

Rikna ut den partiella derivatan g} (x, y) (betrakta fallen y # 0 och
y = 0 var for sig). Titta nu pa denna derivatas virden ldngs y-axeln,
alltsé talen g/.(0,y) (for y # 0 och y = 0). Skulle du sdga att g} &r en
kontinuerlig funktion eller inte?

I vilka punkter existerar derivatan g;,(x, ¥)? (BOr vara ganska ldtt att se
i den datorritade grafen.)

Hur blir det om man tittar pa

y2 arctan(x/yz), om y#0,
h(x,y)=

0, om y=0,

istdllet?

(Lank till facit.)



(g) Aven fér funktioner av en variabel kan det hinda att derivatan exister-
ar 6verallt men inte dr kontinuerlig. Men da maste funktionen bete
sig pa ett "konstigare” (mer oscillerande) sitt dn de ovanstaende till
synes harmlosa tvavariabelfunktionerna. Hér dr ett exempel:

) omx=0.

Flx) = {xz sin(1/x), om x#0,

Berikna f’(x) = %(xz sin(l/x)) = ... for x #0 och

. h%sin(1/h) -0
= hm _— =

f(h) = £(0)
h h=0 h -

ro-pm

och visa med hjilp av detta att f” inte dr kontinuerlig i origo. Hur ser
grafen y = f(x) ut?

K11 Undersokning av eventuell lokal extrempunkt (Lank till facit.)

Scenario nedan: En TATA69-student har hittat en stationdr punkt P for
funktionen f, och har korrekt riknat ut den kvadratiska formen Qi f:s
Taylorutveckling kring punkten P. Med hjilp av detta férsdker hen avgora
om P &r en lokal extrempunkt for f.

I samtliga fall finns det ndgot som inte stimmer — fel slutsats, eller rétt
slutsats med felaktig eller ofullstindig motivering. Hitta felen! (Och go6r inte
de felen pé tentan sedan, dr du snéll...)

(a;) ”Vihar
Qh, k) = h?> +2hk +3k?> = (h+ k)*> + 2k? .
=
>0 >

Alltsa dr Q positivt definit, s& P dr en lokal minimipunkt.”

(az) "Vihar
Q(h, k) = h* + 2hk +3k* = (h+ k) + 2k°
———
>0 >0
for alla (h, k) # (0,0). Alltsa ar Q positivt definit, si P ar en lokal
minimipunkt.”
(as) "Vihar

Q(h, k) = h?> +2hk+3k?* = (h+ k)* + 2k? .
—_— =
=0 =0
Alltsa ar Q positivt definit, sa P dr en lokal minimipunkt.”
(b1) "Den kvadratiska formen Q(h, k) = h? + hk 4r indefinit, eftersom

Q(1,0) =1 >0 och Q(1,-2) = -1 < 0. Alltsa kan vi inte dra nagon
slutsats om P.”



(bs) "Den kvadratiska formen
QU k) = h?+ hk = (h+ 1k)* - 1k
ar indefinit, eftersom Q(1,0) =1 > 0 och Q(0,1) = —% < 0. Alltsg ar P

en sadelpunkt.”

(c) "Den kvadratiska formen
Q(h, k) = h? + 4hk +6k* = (h+4k)* — 10k?
ar indefinit, eftersom Q(1,0) =1 >0 och Q(4,—1) = —10 < 0. Alltsa ar

P en sadelpunkt.”
(d;) "Kvadratkomplettering ger

Q(h, k,1) =3h? —2hk +8hl + 2k + 4kl + 121°
= (h—k)* +4(h+D* - 20 + (k+21)* + 41°.
Teckenmonstret (+ + — + +) visar att Q dr indefinit, alltsa 4r P en sadel-
punkt.”
(d2) "Kvadratkompletteringen

Q(h, k, 1) =3h* —2hk +8hl + 2k + 4kl + 121°
= (h-Kk)?+2(h+2D)* + (k+21)>
visar att Q(h, k, ) > 0 for alla (h, k,I) # (0,0,0). Alltsa dr Q positivt
definit, sa P &dr en lokal minimipunkt.”

(d3) "Den kvadratiska formen
Q(h, k, 1) =3h? —2hk +8hl + 2k + 4kl + 121°

ar positivt semidefinit, eftersom vdrdena Q(1,0,0) =3, Q(0,1,0) =2
och Q(0,0,1) = 12 dr positiva, och dessutom Q(2,2,—1) = 0. Fran detta
kan vi inte avgora om P dr en lokal extrempunkt, sa vi gar vidare med
en annan undersokning istdllet: [...]”

(d4) "Kvadratkomplettering ger
Q(h, k, 1) =3h? —2hk +8hl +2k* + 4kl + 121°
=3(h—-k+ 40+ 3(k+21)°.

Teckenmonstret (++) visar att Q ar positivt definit, alltsé dr P en lokal
minimipunkt.”

(e) "Den kvadratiska formeln
Q(h, k) =2h? +4hk+ k> = h? + (h+ k)2+2hk

ar indefinit, eftersom Q(1,1) =7>0och Q(1,-2) = -2 <0, s P dr inte
en lokal extrempunkt, utan en sadelpunkt.”



K12 Planpolira koordinater (Lank till facit.)

(@
(b)

(©)

(d)
(e)

)

Om (p, ) = (10,27/3), bestam (x, ).

Om (x,y) = (3,—3), bestdm (p, @) med villkoret 0 < ¢ < 27. Hur blir
det om man istéllet krdver -7 < ¢ < n?

Skissa det omrade i xy-planet som i poldra koordinater beskrivs av
l=sp=2 -5nl6=@p=mn/2.

Beskriv andra kvadranten (dvs. x <0, y = 0) i poldra koordinater.

Skissa omradet x*> + y? <9, x +2y < 0 i xy-planet, och beskriv det i
poldra koordinater.

Samma sak for omradet x? + y? < 2x.

K13 Rymdpolédra koordinater (Lank till facit.)

(@)
(b)
()

(d)
(e)

)

Om (r,6,¢) = (10,7/6,371/4), bestdm (x, y, 2).
Om (x,,2) = (-1,—1,—v/2), bestdm (7,0, ¢) med villkoret 0 < ¢ < 27.

Skissa det omrade i x yz-rummet (eller beskriv i ord &tminstone) som
i rymdpolédra koordinatergesavl <r<2,7/2<0<3n/4,n/6<¢p<
/2.

Beskriv det undre halvrummet (dvs. z < 0) i rymdpoléra koordinater.

Beskriv den positiva oktanten (dvs. x =0, y = 0, z = 0) i rymdpolédra
koordinater.
Beskriv méngden x* + y? + 22 <5, 2% < 3 (x* + y%), x = 0 i rymdpoldra
koordinater.

K14 Omvindning till implicita funktionssatsen? (Lank till facit.)

Lat F(x,y) = x*—2x? v+ y2 (en funktion av klass C*°) och betrakta ekvatio-
nen F(x, y) =0, som bl.a. uppfylls av punkten (x, y) = (0,0).

(@

Berikna VF(0,0). Ar implicita funktionssatsen tillimpbar i punkten
(0,0)?

(b) Ar det sant eller falskt att ekvationen implicit definierar y som C-

()

funktion av x i en omgivning av (0,0)?

Samma fraga, men med x som funktion av y istéllet.

(d) Vad ar sensmoralen av detta?



Diverse ledtradar och svar

KO0 Deriverbarhet (i en punkt) medfér kontinuitet (i den punkten). Men om-  (Link tillbaka.)
vidndningen géller inte; t.ex. dr ju absolutbeloppsfunktionen f(x) = |x|
kontinuerlig i punkten x = 0 men inte deriverbar dér.

For att hitta en funktion som dr deriverbar en gdng men inte tv4, ta t.ex. en
primitiv funktion till absolutbeloppsfunktionen. (Somliga svarar pa denna
frdga med nagot férstagradspolynom f(x) = ax + b, men att sddana skulle
sakna andraderivata &r ett fundamentalt missforstand. Forstaderivatan ar
ju f'(x) = a, och andraderivatan dr f”(x) = 0, sd andraderivatan existerar i
hégsta grad — den dr lika med den konstanta funktionen som har virdet 0 i
alla punkter.)

Ett klassiskt exempel pa en funktion f som &r deriverbar, men dér derivatan
f’ inte dr en kontinuerlig funktion, dr

00 = {x2 sin(1/x), x#0,
0, x=0.

Hur ser grafen y = f(x) ut egentligen? Vad blir f'(x) for x # 0 och for x = 0?
Och varfor blir inte f’ kontinuerlig i punkten x = 02 Om du tycker dig ha
besvarat dessa fragor, diskutera dem gérna med ldraren for att sdkerstélla
att du tinkt ratt!

K1 En liten virdetabell och nigra nivakurvor for f(x,y) = x> +4y: (Lank tillbaka.)

y y
129 8 9 1217
8 545 813

410149 X f(x,y)=87
0 -3-4-30 5 f,y=4
—4-7-8-7-41 flx,y)=0

flx,y)=-4

N
4

Nivakurvorna for just denna funktion rékar vara parabler, vilket man ser
om man loser ut y:

fl,y)=x*+4y=C — y=-x?/4+C/4.

Nivakurvan f(x,y) =0 &r alltsd parabeln y = —x2%/4 (som ser ut som kur-
van y = x? fast uppochnervind och lite tillplattad). Ovriga nivakurvor fas
genom att forskjuta denna kurva i y-led (flytta kurvan C/4 steg for att fa
nivakurvan f(x, y) = C).

10



K2

Grafen z = f(x, y) ser ut lite som en "halfpipe” for snowboardékning:

Om man skir denna yta med planet y = b far man en parabel

y=>b,
z=x%+4b,
och skdrningen med planet x = a dr en rit linje
{x =a,
_ 2
z=a"+4y.

Det dr sddana parabler och rita linjer som syns i figuren ovan. Blanda inte
ihop dessa parabler med nivdkurvorna x? + 4y = C, som ju ocksé rakar vara
parabler i detta exempel — nivakurvorna ligger ju inte ens i R®, utan i R? (se
foregédende figur).

For g(x,y) = In(x? +4 y) bestar definitionsmédngden D ¢ av de punkter (x, y)
i R? som uppfyller x? + 4y > 0, alltsd y > —x?/4. Uttryckt med formler:

Dg={(x,y) €eR?*: y>—x*/4}.

Denna méngd utgors alltsd av det obegrdnsade omrédet strikt ovanfor
den streckade kurvan y = —x?/4 i figuren nedan. Mellan denna streckade
kurva och nivédkurvan g(x, y) =In1 =0 antar g(x, y) negativa virden, men
det blev lite for trangt i figuren f6r att rita in nagra nivakurvor g(x,y) =C
med negativa C. Notera dock att g(x, y) — —oo ndr man nirmar sig den
streckade kurvan, sa grafen z = g(x, y) dyker brant ner mot —oo dér.

11
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K3 Alla funktioner i denna uppgift &r homogena polynom, allts& polynom dér (Link tillbaka.)
alla termer har samma gradtal. Sedan gammalt anvédnds ordet form som
synonym fér homogent polynom; i deluppgift (a) ar funktionen allts& en
linjir form (alla termer har grad 1), i (b)—(f) har vi kvadratiska former (alla
termer har grad 2), och i (g) en kubisk form (alla termer har grad 3).

Kénde du igen att funktionerna i (b)-(f) var kvadratiska former? Sddana
bor vara vilbekanta frén linjéir algebra-kursen, annars behover du ga
tillbaka och repetera! De kommer att ha stor betydelse senare i denna kurs,
i samband med undersékning av lokala extrempunkter, sa det dr val virt
besviret att tinka igenom de uppgifterna lite extra noga. Framfor allt bor
du fors6ka minnas vad det betyder nir man séger att en kvadratisk form
ar positivt definit, positivt semidefinit, indefinit, negativt definit eller
negativt semidefinit. Hur ser man skillnad pa dessa fall i virdetabellen?

(a) Kom ih&g fran kursen i linjar algebra: ekvation Ax + By = C for en
linje i R?, och ekvationen Ax+ By + Cz = D for ett planiR3.
Nivakurvorna 2x — 5y = C 4r en skara av parallella linjer i R som alla
har ( %) som normalvektor.

Grafen z = 2x —5y &r ett plan som gar genom punkten (0,0, 0) och har
lutning 2 i x-led och lutning —51i y-led; omskrivningen 2x -5y —z=0
visar att (—2?) ar en normalvektor till planet.

(b)-(f) For en kvadratisk form i tva variabler ar nivakurvorna ellipser eller
hyperbler, eller i undantagsfall rédta linjer (eller en enstaka punkt,
eller tomma méngden). Grafen &r en elliptisk paraboloid ("parabol-
antenn” eller "skal”) eller en hyperbolisk paraboloid ("sadelyta”), eller
i undantagsfall en parabolisk cylinder ("rdnna’, t.ex.i (e) dar f(x,y) =
(x +2y)?). Ta gidrna hjilp av dator for att rita grafer och nivakurvor,
som kontroll av att du har tdnkt rdtt i de olika fallen.

Teckenkaraktér: (b) indefinit, (c) positivt definit, (d) indefinit, (e) posi-
tivt semidefinit, (f) positivt definit.

Séhdr ser viardetabellen ut om man réknar ut funktionsvérdet i nagra
heltalspunkter i uppgift (f):

12
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Men hur ligger nivikurvorna egentligen? For att reda ut detta full-
standigt beh6vs nog lite teori for kvadratiska former fran linalgen,
och &ven nér det giller (b)-(e) som man kan begripa pa mer di-
rekt sitt kan det vara nyttigt att jimfora med vad den allménna teo-
rin sdger. Kom ihag att en kvadratisk form i n variabler kan skrivas
f(x1,...,x,) = X'SX, dér S 4r en symmetrisk 7 x n matris som bara in-
nehaller konstanter och X = (x,..., x,)! dr en kolonnvektor som inne-
héller variablerna. (Koefficienterna for de rena kvadrattermerna sétter
man lings huvuddiagonalen i S, och blandtermernas koefficienter
delar man i tva halvor som hamnar pa varsin sida om diagonalen.)
Séhir ser det ut i fallet n = 2:

. ) 2 a b/2 X
fx,y)=ax +£)j¥+cy —(x,y)(b/2 c )(y)

blandterm —_———
symmetrisk
matris S

I (f)-uppgiften har vi
. 2 2 2 2\ (x
flx,y)=2x"+4xy+5y —(x,y)(2 5)(}/)'

——
S

Den vanliga utrdkningen (karaktéristiska polynomet, osv.) visar att
egenvirdena for S ar

Al =1 och Az = 6,

med tillhérande ON-bas av egenvektorer

1 (2

13



Variabelbytet
b 1 (2 1)\(u
) meen= 5 o))
[ S

basbytes-
matris P

ger ett nytt ON-koordinatsystem (u, v) med axlar i egenvektorernas
riktningar:

fi
u

(Eller hur? Virdena (%) = (}) insatta i formeln (}) = uf; + v, ger ju
(7) =11, 0ch (¥) = (9) ger (7) = f2, som det ska vara enligt figuren!)

Om vi utfor matrismultiplikationen () = P (%) sé erhalls

2u+v —-u+2v
xX= =

N I

Inséttning av dessa uttryck i var kvadratiska form f'(x, y) ger

f=2x*+4xy+5y°
2u+v)? (2u+v)(—u+2v) (—u+2u

V5 V5 V5 V5

= 2(4u +4uv+ 1)

2

+%(—2u2+3uv+2v7‘) ()

+2(u® —4uv+4v°)
— 8—g+5 u2 + 8+1.§—20 Uv + 2+85+20 Uz

=1u? +60°.

Notera att blandtermen med u v forsvann — koefficienten framfor den
blev noll i utrdkningen! Och koefficenterna framfor de kvarvarande
rena kvadrattermerna med u? och v? blev precis egenviirdena A; = 1
och A, = 6. Detta dr sdklart ingen slump, utan det 4r ju sa att ndr man
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byter till ett koordinatsystem bildat p& ovanstdende sédtt med hjilp av
en ON-bas av egenvektorer till S s& far man alltid®

f=)l1u2+/12v2.

(Det var alltsa egentligen lite onodigt att gora utrdkningen (), men jag
tankte att det kunde vara bra att prova pa den en gang, sa att man ser att det
verkligen bara &r ett variabelbyte — i formeln for f bytte vi ut x och y mot
uttryck med de nya variablerna u och v.)

Glom nu x- och y-axlarna for ett 6gonblick! Det &r enkelt att rita upp
f:snivakurvori (i, v)-koordinatsystemet: nivakurvan f = ur+612 =1
4r ju en ellips med halvaxlarna 1 och 1/v/6 i u- resp. v-led, och 6vriga
nivakurvor dr omskalade versioner av denna ellips:

v

w?+61v°=6
uw?+6v°=1
For att svara p& den ursprungliga frigan om nivdkurvorna i xy-planet

dr det nu bara att lata ellipserna ligga, sudda ut u- och v-axlarna och
rita dit (x, y)-koordinatsystemet igen:

6Detta visas i linjdr algebra-kursen genom att géra exakt samma utrikning () som ovan, fast
pa foljande mycket smartare sdtt med matrisnotation, sa att det framgar béttre varfor det blir
som det blir. Infér kolonnmatriserna X = () och U = (%), s4 att variabelbytet kan skrivas X = PU.

A1 0
0 Ay

med egenvirdena pa diagonalen, och eftersom P:s kolonner utgor en ON-bas si ir P! = P~1. Detta
ger

Eftersom P:s kolonner dr egenvektorer till S sd &r SP = PD, ddr D = ( ) ar diagonalmatrisen

= X'SX = (PU)!S(PU) = U'P'SPU=U'P'PDU=U' P'PDU = U'DU = 1 t® + A, 12,
—~—~
=1

vilket skulle visas. (Och motsvarande utrdkning fungerar naturligtvis aven for kvadratiska former i
godtyckligt antal variabler.)
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2x% +4xy+5y =6
DY

2x? +4xy+5y —1

Vi ser dven att f = 2x? +4xy +5y? = u? + 6v? vixer langsammast i
u-riktningen och snabbast i v-riktningen, vilket gor att det minsta vér-
det som forekommer pa enhetscirkeln i virdetabellen dr det minsta
egenvardet 1; = 1, i punkterna (u, v) = (£1,0), och det storsta vér-
det pa enhetscirkeln dr det storsta egenvirdet A, = 6, i punkterna
(u,v) =(0,£1):

y
v
f=5
= A, = 6 (storsta vardet pa enhetscirkeln)
=1
f=2
x
f=2
= A1 =1 (minsta virdet pa enhetscirkeln)
u
f= f=5

Anledningen till att man bryr sig om virdena pa enhetscirkeln &r att
for en kvadratisk form f(x, y) = ax®+bxy+ cy? kommer dessa virden
att bestimma f:s allavarden; i en punkt P pa avstand k > 0 fran origo
blir ju f:s virde helt enkelt k? ganger virdet i motsvarande punkt pa
enhetscirkeln (alltsd den som ligger i samma riktning som P, sett fran
origo).

For att forstd sambandet mellan f:s nivakurvor och f:s max/min pa
enhetscirkeln kan det kanske vara upplysande att rita enhetscirkeln i
samma diagram som nivakurvorna f = A; =1 (den lilla ellipsen) och
f = A, =6 (den stora ellipsen). Dessa nivadkurvor tangerar cirkeln just
i de punkter dir f:s min/max pa cirkeln intriffar, och 6vriga punkter
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pé cirkeln tillhér mellanliggande nivdkurvor f = C med 1 < C < 6. Lat
oss dven ta med virdena fran virdetabellen som vi gjorde i bérjan, s&
far vi den slutliga helhetsbilden som talar om hur allt hdnger ihop:

(g) Har ar det rdtt svart att rita bra figurer fér hand. Gor bara en liten
vardetabell for att f4 en gnutta kédnsla for hur funktionen beter sig,
och anvind sedan dator for att rita nivdkurvor och graf — det blir en
"apsadel” med plats for tva ben och en svans!

(Faktum &r att f har en perfekt rotationssymmetri av ordning 3, vilket for-
klaras av att f(x,y) = x> —3xy* =Re((x+iy)®) och att (z eiizn/s)3 =z%)

K4 Funktionen f dr inte kontinuerlig; de tva bitarna pa 6mse sidor om linjen  (Link tillbaka.)
¥y = x matchar inte varandra. Diaremot dr g kontinuerlig. Har dr nigra

nivakurvor:
y Y y s
// ///
f:2 // //
@ ('
e e
\ 7 X 7 X
7/ 7/
7/ 7/
// //
// //
.7 f=2 L7 g=2
v’ f:—l f:1 7’ gzl

K5 (a)-(c) Rotationssymmetri, vilket gor att nivdiméngderna &r cirklar med (Link tillbaka.)
centrum i origo (eller unioner av sddana cirklar, eller bara origo, eller tom-
ma méngden). Uttryckt i planpolédra koordinater x = pcos¢, y = psing
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K6

K7

beror f bara pa radien p, inte pa vinkeln ¢. Grafen i (a) dr en rotations-
paraboloid ("parabolantenn”), i (b) en kon, och i (c) "ringar pa vattnet”.

(d)-(e) Translationssymmetri. Nivdiméngderna dr (unioner av) parallella
linjer x + 2y = C. Funktionytorna z = f(x, y) bildas genom att man i xz-
planet (dvs. planet y = 0) bildar kurvorna z = x> respektive z = sinx och
sedan sveper dem genom rummet ldngs dessa linjers riktning.

(f) Spegelsymmetri med avseende pa linjen y = x. Nivakurvorna dr (unioner
av) linjer parallella med denna linje. Grafen &dr en V-formad rédnna (tva
halvplan som méts ldngs linjen y = x).

(g) Spegelsymmetri med avseende pa x-axeln och y-axeln. Grafen ir ett
"kyrktak” bestdende av tva "taknockar” langs dessa axlar som korsar varand-
ra i origo. (Tank sdhér: ytan z = —|x| dr ett uppochnervint V som l6per
ldngs x-axeln, och s ar dven z = — |2 y| fast langs y-axeln och med lite
brantare lutning. For att ta maximum tédnker man sig bada ytorna inritade i
samma xyz-koordinatsystem och stryker de delar av ytorna som hamnar
under ndgon annan del; man behdller alltsd bara det som man skulle se
om man tittade rakt uppifran.) Niviméngden f = 0 utgérs av unionen av
axlarna, nivaméangderna f = C < 0 dr unioner av fyra L-formade bitar.

(a) Nivdméingden f =0 dr unionen av linjerna x = 0 och y = 0, féorutom
att punkten (0, 0) séklart inte far vara med, eftersom funktionen inte
har n&got virde dér. Niviméngden f = C for 0 < |C| < 1/2 4r unionen
av de tva rdta linjerna y = k1 x och y = kpx (minus origo), dér k; och
ky, = 1/k, ar 16sningarna till andragradsekvationen k/(1+ ) =C
k? — %k+ 1 =0. Nivaméangden f = 1/2 (resp. f = —1/2) &4r den rita
linjen y = x (resp. y = —x) (minus origo). For 6vrigt: tomma mangden.

(b) Som i (a) fast med parablerna y = kx? (k # 0) istillet for linjerna
y=kx (k#0).

Ingen av funktionerna har gransvérde i origo. (For att se detta behdver man
inte reda ut precis vad alla nivaikurvorna &r, utan det rdcker i (a) med att
konstatera att t.ex. f(x,0) = 0 for alla x # 0 och f(¢,1) =1/2 for alla ¢ # 0.
Likadant i (b), fast med f(t, t2) =1/2 for alla ¢ # 0 istillet.)

(a) Nivaytorna x+2y+3z = C &r en skara av parallella plan i R3, alla med

1
normalvektorn (%)

(b) Om C > 0 s& 4r nivaytan x> + y? + z? = C en sfar med radien v'C och
mittpunkt i origo. Nivdiméngden x? + y? + z? = 0 innehaller bara en
enda punkt, namligen origo. For C < 0 4r nivimingden x?+ y?+2z? = C
tom, for i R® finns det ju inga punkter (x, y,z) som gor X%+ y2 + Z2
negativt.

(c) Nivamingderna for C > 0 &r cylindrar ldngs z-axeln med elliptiskt
tvdrsnitt. For C = 0 fr man z-axeln sjélv, och for C < 0 blir det tomma
méngden.
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(d) Nivdmingden xyz = 0 bestar av unionen av koordinatplanen x = 0,
¥ =0och z =0. For C # 0 ar det kanske ldttast att gora sig en bild
av nivdytan xyz = C ifall man betraktar den som grafen av en tva-
variabelfunktion z = x—Cy = g(x, y) (definierad for x, y # 0) och studerar
denna med de angreppssitt som vi har trdnat pa ovan.

K8 (a) En (tillrackligt sndll) funktion f: R — R3idren parametriserad kurva (Link tillbaka.)
i R3; for varje ¢ € R dr f(#) en punkt i R3, och den punkten 16per lings
en kurva nér ¢ varierar. I fallet f(¢) = (1+ ¢,2—t,3+5¢) 4r denna kurva
en rit linje, vilket bor vara bekant fran linalgen. Om man skriver
funktionen pa vektorform,

x(0) 1+1 1 t 1 1
yo | =] 2=t |=|2|+|-t|=2]|+¢[-1],
z)) \3+5:) \3) \5¢/ \3 5

sa ser man att punkten f(r) = (x(t), y(1), z(t)) erhalls genom att fran
utgangspunkten (1,2,3) gé ¢ steg langs vektorn (—;1) Funktionen be-
skriver allts& (pa parameterform) den rita linje som gar genom punkt-
en (1,2,3) och och har riktningsvektorn (—5 1],

(b) Detta dr en annan kurva i R® (inte en rit linje). Derivatan f'(1) =
(1,2t,31%) ger kurvans tangentvektor i punkten f(z) (hastighetsvektor,
ifall man tolkar ¢ som en tidsvariabel).

(c) Ibrist pa andra idéer kan man ju alltid b6rja med en vardetabell:

y
(-4,-4) (-1,-3) (2,-2) (,-1) (8,00 (11,1
(=5,-3) (-2,-2) (1,-1) (4,0 (7,1)  (10,2)
(—6,—-2) (-3,—1)(0,0) 3,1 (6,2) 9,3 X
(=7-D (=40 (-1L,1) 22 (5,3) (8,4)

(=800 (=51) (=220 (1,3 44 (75

Med lite eftertanke kidnns dock kanske denna typ av funktion igen
fran linalgen som en linjir avbildning fran R? till R?: om vi skriver
£(x,y) = (u(x,y), v(x,y)) s ar
u\ (3x+y} (3 1])\(x
v] \x-y) 1 -1)\y)
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(d)

(e)

och linjédra avbildningar &r ju precis sddana funktioner som ges av
matrismultiplikation pa detta vis. For varje punkt (x, y) ger formeln
en motsvarande punkt (u, v), som &r virdet fér funktionen f i punkten
(x,y); man séger att f avbildar punkten (x, y) pa punkten (u, v) (eller,
om man sd vill, att f avbildar vektorn () pa vektorn (%)). Det vanligas-
te séttet att dskadliggora en linjar avbildning dr att ta ett kvadratiskt
rutnét i xy-planet, lata funktionen avbilda varje punkt i detta rutnét
in i uv-planet, och rita upp det resulterande skeva rutnitet. (Man
kan dven ldgga in fler detaljer, som t.ex. den R-liknande krumeluren
i figuren nedan.) Matrisens kolonnvektorer (%) = (3) och (¥)=(1)
dr vad man far ndr man sétter in standardbasvektorerna (3) = ({)
respektive (3 ) = () i funktionen, och dessa tvd vektorer bestimmer
avbildningen entydigt; speciellt talar de om hur rutnitet i uv-planet
ska ligga. (Men sé enkelt 4r det forstas bara for linjdra avbildningar.)

y v
f
7
R, ; \

Determinanten for avbildningsmatrisen dr

de'[(3 1 ):3-(—1)—1-1=—4,

1 -1
vilket betyder att rutorna i uv-planet har 4 ganger storre area dn
motsvarande rutor i xy-planet, och motsatt orientering (eftersom
determinanten dr negativ; notera att bilden av R:et i uv-planet blev
spegelviand).

Det hér dr ocksa en linjar avbildning, men den dr singuldr, dvs. de-
terminanten for avbildningsmatrisen &r noll. Rutnitet i uv-planet
kollapsar till bara en linje (1 = 2v i detta fall), s& avbildningen 4r inte
inverterbar. (Givet utdata (u, v) kan man inte sdga sdkert vad indata
(x,y) var.)

Denna avbildning &r inte linjir. I och med att u = x> — y?> och v =
2xy dr andragradspolynom kan man ju inte skriva (%) = A(}) ddr
matrisen A enbart innehaller konstanter. Nagra idéer for visualisering:

* Man kan ju alltid b6rja med en virdetabell:
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0,-8) (-3,-4) (-4,00 (-3,4 (0,8 (512)

3,-4) (0,-2) (-1,00 (0,2) (3,4) (8,6)
40— (1,0 0,00 (1,0 (40— (90 X
B4 02 L0 (0,-2) GB-4 (B-6)
0,8 (=349 (=40 (=3,-4) (0,-8) (5,-12)

e Rita graferna z = u(x, y) och z = v(x, y) var for sig. Detta dr dock
ofta lite otillfredsstillande, for om de skaldrviarda funktionerna u
och v har nagon signifikans oberoende av varandra, varfér skulle
man da vilja sl& ihop dem till en enda vektorvird funktion till att
bérja med?

e Taett rutniti xy-planet och avbilda in i uv-planet, som ovan. Da
far man ett nét av krokta kurvor i uv-planet, inte réta linjer langre.
(I just detta fall blir det parabler som rékar skéra varandra vinkel-
rétt och snyggt, vilket har att géra med att avbildningen ar valdigt
speciellt vald; den kommer frdn den komplexa kvadreringsfunk-
tionen w = z2 om man later z=x+iy och w = u+iv.) Det kan
bli lite problem med att detta krokta rutnit overlappar sig sjalvt,
eftersom punkterna (x, y) och (—x, —y) avbildas pd samma punkt
(u, v).

Senare i kursen kommer vi att studera avbildningars derivata,
eller funktionalmatris, vilket helt enkelt dr en matris ddr man
samlar alla de partiella derivatorna. I detta fall:

o(u,v) (u; u’y) B (2x —Zy)

ax,y) vy v, 2y 2x

f'(x,y) =

Om du har lust kan du ju redan nu fundera pa vad denna matris
kan tdnkas innehélla for information om utseendet hos rutnitet
i uv-planet.

e Rita nivakurvorna u(x, y) = C i xy-planet, och dven nivikurvorna
v(x,y) = Cisammafigur (men t.ex. med annan férg). Detta ger
ett krokt rutnét i xy-planet som illustrerar avbildningen pa ett
lite "bakvant” sétt. Pa det hér viset slipper man dock problemet
med 6verlappning.

« Tolka funktionen som ett vektorfilt i R? istillet fér som en avbild-
ning. Dvs. for varje punkt (x, y) berdknar man en motsvarande
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K9

K10

vektor f(x, y) = (%), som man ténker sig "fastsatt” med sin "fot” i
punkten (x, y). Sdhar:

f2,0=(3)
F,1 = (9)

£0,1)=(7')

(1,0 = (3)

Det kan forstas bli véldigt plottrigt om man ritar ut manga vek-
torer! Ett satt att forsoka kringgéd detta problem &r att inte rita
vektorerna i naturlig storlek, utan t.ex. krympa dem med en faktor
10 (eller vad som nu kan vara lampligt).

(f) En (tillrackligt snall) avbildning f: R? — R3 representerar en paramet-
riserad ytai R3; for varje punkt (s, t) € R? far man en punkti R3, och
ndr man varierar virdena pa s och ¢ flyttar sig punkten runt pa ytan.
Just denna funktion, (x, y,z) = (s%cost, s%sint, s), 4r en parametrise-
ring av den yta som man fir om man ritar parabeln x = z? i xz-planet
(alltsa planet y = 0) och roterar den kring z-axeln.

Du bér mirka att for varje punkt (x, y) dr vektorn V f (x, y) riktad vinkelrditt
mot f:s nivikurva genom just den punkten. (Obs! Var noga med att verkli-
gen titta pa just den nivakurvan, och inte pa ndgon annan nivakurva som
rékar ligga i ndrheten!) Att fundera pa:

* Har beloppet av vektorn V f (x, y) ndgon tolkning?
» Verkar det vara nagot speciellt med punkter dir V f(x, y) = (0,0)?

Motsvarande fenomen i tre dimensioner &r att vektorn V f (x, y, z) dr vinkel-
rat mot den nivayta for f som gar genom punkten (x, y, z).

Ifall du tittar hér fér att du inte vet hur grafen y = arctan x ser ut, s slosar
du nog bort din tid med att forsoka gora denna uppgift... Ga vidare till
ndgot enklare istillet!

Men for den tappre som kommit till slutet av uppgiften kan vi vl bekrifta
vad som antagligen redan star klart: derivatan g’ existerar i alla punkter,
men funktionen g’ 4r infe kontinuerlig i origo (den hoppar abrupt fran
vardet 1 ner till 0 och upp till 1 igen ndr man passerar origo langs med
y-axeln).
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K11

For att fa WolframAlpha att rita upp g%, ange d/dx y*arctan(x/y).

Derivatan g’y(x, y) existerar inte i punkterna (x,0) med x # 0. Men den
existerar i alla andra punkter, dvs. i origo och i alla punkter som inte ligger
pa x-axeln.

For funktionen h existerar derivatorna h; och hj, i varje punkt, och £},
varierar 6verallt kontinuerligt frin punkt till punkt, men h/, gér ett abrupt
hopp i origo (liksom g} ovan).

(a1)

Ratt slutsats, men felaktig motivering. Pastdendena under klamrarna
stimmer ju inte, for det 4r inte sant att bada termerna (k1 + k)? och
2k? 4r positiva for alla (h, k) — de kan ju vara noll ocksa!

(Obs! Om man sédger att Q ar positivt definit "eftersom kvadraterna
dr positiva”, eller "eftersom Q innehaller positiva kvadrater”, eller
dylikt, sa gér man sig skyldig till exakt samma fel.)

(as) Aven med villkoret (%, k) # (0,0) 4r det osant att bAda termerna méste

(as)

(b1)

(b2)

(©)

(d1)

(d2)

vara positiva. Exempelvis dr ju (h + k)2 =0om (h k) =(1,-1).

Nu dr det som stdr under klamrarna sant, och av detta foljer det att
Q(h, k) = (0,0) for alla (A, k). Bra borjan, men detta dr ju inte allt som
kravs for att Q ska vara positivt definit. Felet 4r alltsd att man inte har
péapekat (och motiverat) att det aterstdende kravet ocksé ar uppfyllt,
dvs. att Q(h, k) = 0 enbart géller da (h, k) = (0,0).

Péastdendet om Q &r sant, och korrekt motiverat. Felet dr att sdga att
man inte kan dra nagon slutsats om P, for om Q &r indefinit sa kan vi
ju (enligt sats) visst dra en slutsats: P dr en sadelpunkt for f!

Felet dr bara att Q(0, 1) inte 4r lika med —i, utan 0. (Eller hur? Satt in
h =0 och k =1 sé ser du.) Det man borde ha sagt istéllet &r t.ex. att
Q(—%, 1) = —% < 0. (Dvs. man sétter k = 1 och sedan véljer man h sa
att termen (h + %k)2 blir noll, alltsa &k = —%.) Eller Q(1,-2) = -1<0,
om man féredrar det.

Riknefel i kvadratkompletteringen! Det borde ha varit Q(k, k) = (h +
2k)? + 2k*. Om man som kontroll sétter in (h, k) = (4,—1) dven i det
ursprungliga uttrycket Q(h, k) = h? + hk s& fas Q(4, —1) = 12, vilket ju
tyder pa att det dr ndgot som inte stimmer med "Q(4,—-1) = —10".

Fel slutsats (det dr inte sant att Q dr indefinit), pga. osystematiskt
genomford kvadratkomplettering! Omskrivningen ar visserligen sann,
men den dr helt oanvindbar for att dra ndgon slutsats ur. Med tre
variabler (h, k,[) ska det aldrig bli fler dn tre termer ifall man gar
systematiskt tillvaga.

Fel slutsats; det 4r inte sant att Q(h, k, [) > 0 for alla (A, k, [) # (0,0,0).
Aven denna géng dr omskrivningen sann, men osystematiskt gjord.

Den visar visserligen att Q(h, k, [) = 0 for alla (h, k, [), men nir dr Q =0
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(ds)

(dg)

(e)

egentligen? Jo,dd h—k=0och h+2]=0och k+2] =0, och detta
ekvationssystem har inte bara l6sningen (h, k, [) = (0,0,0). (Los det s&
far du se!)

Det dr sant att Q ar positivt semidefinit (se nedan), men motiveringen
for detta ar felaktig. Om man bara undersoker virdet i fyra punkter,
hur vet man da att Q = 01i alla punkter?

Hiér dr kvadratkompletteringen systematiskt gjord pa ett korrekt sétt.
Men slutsatsen ir fel, for Q &r inte positivt definit, utan positivt semi-
definit. Omskrivningen visar ju att Q = 0 6verallt, och ifall man (t.ex.)
tar I = 1 sd kan man 16sa ut /2 och k sd att termerna 3(h— %k+ %l)2 och
2 (k+21)? blir noll, ndmligen k = —2 och h = —2. Allts& &r Q(-2,-2,1) =
0, s& Q =0 géller inte bara i origo.

Om man vill tdnka i termer av teckenmonster, sa bor man siga att
teckenmonstret dr (++0), dér nollan indikerar att det finns en ”osynlig”
tredje kvadratterm i det systematiskt kvadratkompletterade uttrycket:

QU k, ) =3(h— 2k +21)* + 3(k +21)* + 012

Omskrivningen "Q = --- = h? + (h + k)% + 2hk” #r osystematiskt gjord,
och ingen slutsats kan dras fran den. Och den verkar inte heller ha
anvéants for att hitta siffrorna till exemplen, sa den borde ha uteldm-
nats helt. Men de givna exemplen visar korrekt att Q dr indefinit, och
slutsatsen om P dr ocksé korrekt, s rent matematiskt finns det inget
som &r fel.

Déremot finns det ett terminologifel, ndmligen l:et i frasen "den
kvadratiska formeln”. Det heter ju kvadratisk form, inte kvadratisk
formel!

Ordet "form” har flera betydelser i sdvil vardagligt som matematiskt
sprak, men i detta sammanhang betyder det homogent polynom, dvs.
ett polynom dér alla termer har samma gradtal (ndmligen grad tvg,
ndr man pratar om kvadratiska former). Ordet anvédnds alltsé i en vil-
digt konkret betydelse, dadr det refererar till ett specifikt matematiskt
objekt — att sdga "det hédr dr en kvadratisk form” dr lika konkret som
att sdga "det hér dr en gjutform” eller "det hér ar en pepparkaksform”
(bortsett fran att objektet ifraga knappast kan sdgas existera i den
fysiska virlden).

Ett annat vanligt terminologifel i detta sammanhang &r for 6vrigt att
forviaxla denna konkreta betydelse med den abstrakta betydelsen hos
ordet "form”, och siga att man "skriver om Q pa kvadratisk form” eller
dylikt. Eftersom uttrycket "kvadratisk form” har den mycket viletable-
rade konkreta betydelsen ovan later detta ungefar lika konstigt som
att sdga att man "skriver om Q péa gjutform”.
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K12

K13

K14

(@)
(b)
(©)

(d)
(e)

69

(@
(b)

(x,y) = (-5,5V3). (Lank tillbaka.)
(0, ) = (3v2,7m/4) resp. (p, ) = 3V2,-7/4).

p=20,/2=¢p=m.

0<sp=3 —n—arctan% =< —arctan%.

(Det &r den halva av cirkelskivan med mittpunkt i origo och radie 3
som ligger nedanfor linjen y = —%x.)

Ovanstdende svar fds om man ténker att ”"stoppvinkeln” &r arctan(—%) =
—arctan % och att "startvinkeln” fas genom att backa ett halvt varv dérifran,
dvs. addera —. Ifall man foredrar positiva vinklar kan man addera 27 till
béda led, sd att man far 7 — arctan 5 < ¢ < 27 — arctan 5 istéllet.

-n/2<@p=m/2,0<p<=<2cosp.
(Det dr en cirkel med mittpunkt (x, y) = (1,0) och radie 1.)

(x,3,2) = (=5/v/2,5/1/2,5/3). (Lénk tillbaka.)
(r,0,¢) = (2,31/4,57/4).

() -

(d)
(e)
®

(b)

(©)

r=z0,m/2<0<m0<@<2m.
r=0,0s0<n/2,0<s@p=<mn/2.
Osrs\/g,n/EisHsZn/B,—n/25<p5n/2.

3_
VF(x,y) = (f’;xzi’?y’ ) ger VF(0,0) = ({). Eftersom varken Fy eller F;, &r
nollskilt i origo &r inte férutsittningarna for implicita funktionssatsen
uppfyllda dir, oavsett om man vill I6sa ut y som funktion av x eller x

som funktion av y. S svaret 4r nej, satsen dr inte tillampbar.
Ekvationen F(x, y) = x*—2x? y+ y2 =(x%— y)2 =0 4ar ekvivalent med
y = x*> = f(x), sa det 4r sant att ekvationen definierar y som C*-
funktion av x. (Inte bara lokalt utan till och med globalt, och det gick
dven att 16sa ut y explicit.)

Ekvationen &r ocksa ekvivalent med att y = 0 och x = +,/y, sa det
dr falskt att ekvationen i en omgivning av origo definierar x som
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(d)

funktion av y (oavsett om man kraver att funktionen ska tillhéra C*
eller inte). Ty for y < 0 finns det ju inga x som uppfyller ekvationen,
och foér y > 0 finns det tva stycken.

Sensmoralen &r att implicita funktionssatsen ger tillrackliga villkor
for att en implicit definierad 16sning ska finnas, men inte nédvindiga
villkor. Dvs. ifall satsens forutsdttningar fallerar sé betyder inte detta
att satsens slutsats nédvandigtvis méste vara falsk. (Detta illustreras
av (b)-uppgiften, ddr satsens slutsats "rakar” vara sann trots att for-
utsdttningarna inte dr uppfyllda. Men det kan saklart ocksa vara sa
att slutsatsen ar falsk nér férutsidttningarna inte ar uppfyllda; detta
illustreras ju av (c)-uppgiften.) Med andra ord: satsens omvéindning
gdller inte. Den dr bara en implikation, inte en ekvivalens.
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