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Kapitel 1

Repetition och punktskattningar

1.1 Sannolikhetsteorins grunder — Kort repetition

Ett slumpforsok &r ett forsok dér resultatet ej kan forutsigas deterministiskt. Slumpforsoket
har olika mgjliga utfall. Vi later Utfallsrummet (2 vara médngden av alla mojliga utfall. En
hindelse dr en delméngd av ), dvs en méngd av utfall. Men, alla mojliga delméngder av €2
behover inte vara tillatna héndelser. For att precisera detta kréver vi att méngden av alla
héndelser (detta ar alltsa en méangd av méngder) &r en sa kallad o-algebra.

o-algebra
Definition. F ar en o-algebra pa 2 om F bestar av delméngder av €) sa att

(i) Q e F.

(ii) om A € F sa kommer komplementet A* € F.

(iii) om Ay, A, ... € F sa &r unionen A U Ay U--- € F.

Det enklaste exemplet pa en o-algebra dr F = {2, 0}, dvs endast hela utfallsrummet och den
tomma méngden. Av forklarliga skidl kommer vi inte sa langt med detta. Ett annat vanligt
exempel #r att F bestar av alla moéjliga delméngder till ; skrivs ibland F = 2%, och kallas
potensméngden av ). Denna konstruktion ar ldmplig nér vi har diskreta utfall. Om €) bestar
av ett kontinuum sa visar det sig dock att 2 blir alldeles for stor for manga tillimpningar.

Kolmogorovs Axiom: Sannolikhetsmatt

Definition. Ett sannolikhetsmatt pa en g-algebra F 6ver ett utfallsrum € tilldelar ett
tal mellan noll och ett, en sannolikhet, for varje handelse som &r definierad (dvs tillhor F).
Formellt & P en méngdfunktion; P: F — [0, 1]. Sannolikhetsmattet P maste uppfylla Kol-
MOgorovs axiom:

(i) 0 < P(A) <1 for varje A € F.
(i) P(2) = 1.

(i) Om AN B =0 sa géller att P(AU B) = P(A) + P(B).
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ﬁ Oberoende
Definition. Tva héndelser A och B kallas oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

For att kunna precisera vad for slags funktion (for det dr en funktion) en stokastisk variabel
ar, behover vi diskutera 6ppna méangder pa den reella axeln R.

Definition. Den minsta (minst antal element) o-algebran pa R som innehaller alla 6ppna
intervall betecknar vi med 4. Denna algebra brukar kallas for Borel-o-algebran pa R.

Algebran £ innehaller alltsa alla méngder av typen (a,b) C R, (—o0,¢) U (d,o0) C R, kom-
plement av sadana méngder, samt alla uppriakneliga unioner av méngder av foregaende typ.
Detta &r ganska tekniskt, och inget vi kommer att arbeta med direkt. Men for att fa en korrekt
definition behovs begreppet.

Stokastisk variabel

Definition. En stokastisk variabel ar en reellviard funktion definierad pa ett utfallsrum €.
Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X : Q2 — R.

Mer precist sa kriver vi att X~ '(B) € F for alla B € %. Miingden X !(B) definieras
som X }(B) ={w € Q: X(w) € B} och kallas fér urbilden av B. Mingden bestar alltsa av
alla w € Q som avbildas in i B. Bilden av en delméngd A av §2 betecknas med X (A), och

X(A) ={z e R: X(w) =z for nagot w € A}.

Mingden X (A) ar alltsa virdeméngden for X pa méngden A.
Om X(Q) ar dndlig, eller bara har upprikneligt manga virden, sa kallar vi X for en diskret
stokastisk variabel. Annars kallas vi X for kontinuerlig.

Uttrycket X (w) ar alltsa det siffervarde vi sdtter pa ett visst utfall w € Q. Varfor kravet
att urbilden X !(B) skall tillhéra de tillitna hindelserna? Det faller sig ganska naturligt,
da X1(B) ir precis de utfall i Q2 som avbildas in i méngden B. Saledes vill vi girna att denna
samling utfall verkligen utgér en héndelse, annars kan vi inte prata om nagon sannolikhet for
denna samling utfall.

For variabler i hogre dimension fokuserar vi pa tva-dimensionella variabler. Det ar steget fran
en dimension till tva som &r det svaraste. Generaliseringar till hogre dimensioner foljer utan
problem i de flesta fall. I R? dr Borelfamiljen % den minsta o-algebra som innehéaller alla éppna
rektanglar (a,b) x (¢, d). Generaliserar naturligt till hogre dimensioner.

Flerdimensionell stokastisk variabel

Definition. En tvadimensionell stokastisk variabel ar en reell-vektorvird funktion (X,Y") de-
finierad pa ett utfallsrum €. (X,Y) avbildar alltsa olika utfall pa reella vektorer; (X,Y): Q —
R2. Vi kréiver att (X,Y)"1(B) € F for alla B € #. Algebran F dr méngden av alla tillatna
héandelser. Om (X,Y") bara antar &dndligt eller uppriakneligt manga virden sa kallar vi (X,Y)
for en diskret stokastisk variabel. Om varken X eller Y dr diskret kallar vi (X,Y") for konti-
nuerlig.
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Definitionen ar analog med envariabelfallet. Observera dock féljande: en situation som kan upp-
sta ar att vi far "halvdiskreta” variabler med ena variabeln diskret och den andra kontinuerlig!

Vad maste jag forsta av all matematiska?
e En stokastisk variabel ar en sndll funktion fran Q till R™.

e Utfallsrummet  kan vara abstrakt, e.g., Q = {Krona, Klave}.
e Det dr méngden X (Q2) som bestar av siffror (vektorer av siffror).

e Ibland finns en naturlig koppling mellan ©Q och X (£2), sédg om vi kastar en térning och
réknar antalet 6gon vi far.

e En héndelse édr en sndll delméangd av €.

e Om A ér en héndelse sa ér X(A) vardemdangden for funktionen X med A som defini-
tionsméngd. Speciellt sa dr X (€2) alla mojliga véirden vi kan fa fran variabeln X.

e Urbilden X !(B) av en delméingd B C R™ bestar av alla utfall w € Q sa att siffran
(vektorn) X (w) ligger i méngden B.

1.1.1 Beskrivningar av stokastiska variabler

Om X () ar andlig eller upprékneligt odndlig sa kallade vi X for diskret. En sadan variabel
kan vi karaktérisera med en sa kallad sannolikhetsfunktion.

Sannolikhetsfunktion

Definition. Sannolikhetsfunktionen px: X(€2) — [0,1] for en diskret stokastisk variabel
definieras av px (k) = P(X = k) for alla k € X (Q).

Den vanligaste situationen vi stéter pa ér att utfallsrummet &r numrerat med heltal pa nagot
sitt sa att py dr en funktion definierad for (en delméngd av) heltal (ndr det finns en naturlig
koppling mellan 2 och X (£2)). Ibland &r vi slarviga och tanker oss att px (k) = 0 for siffror k
som ej ar mojliga (px(—1) = 0 om X &r antal 6gon vi ett tarningskast till exempel).

Vissa egenskaper géller for alla alla sannolikhetsfunktioner:

<>

e Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) px(k) >0 for alla k € X(Q).

(i) Y px(k)=1

kEX(Q)

(iii) Om A C X(Q) sa tir P(X € A) =Y px(k).
keA

En sannolikhetsfunktion ar alltsa aldrig negativ, om vi summerar over alla mojliga virden
(alla & € X(Q)) sa maste summan bli ett, och om vi &r ute efter sannolikheten att fa vissa
viarden pa X sa summerar vi sannolikheten for vart och ett av dessa varden!
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5?7 Fordelningsfunktion

Definition. Fordelningsfunktionen Fy(x) for en stokastisk variabel X definieras enligt sam-
bandet Fx(x) = P(X < x) for alla z € R.

Det foljer fran definitionen att féljande pastaenden géller.

<>

g Egenskaper hos fordelningsfunktionen

. 0, r— —o0,
URECES Sl

(ii) Fx(x) ar icke-avtagande och hogerkontinuerlig.

(i) Fx(x)= Y  px(k).

{kEX(Q):k<z}
(iv) P(X > z) =1 — Fx(z).
(v) Fx(k) — Fx(k — 1) = px(k) for k € X(5).

Exempel pa hur en sannolikhetsfunktion och motsvarande foérdelningsfunktion kan se ut:

pX(k) Fx<l‘)

1 171 -—
0.9 0.9 1 —
0.8 0.8 1
0.7 0.7 1
0.6 0.6 1 —
0.5 0.5 1 —
0.4 0.4+
0.3 031 —
0.2 021
0.1 | | I 0.1 ¢

x
12345 1 2 3 45 6 7

Sannolikhetsfunktion pX(k) = P(X =k). Fordelningsfunktion Fx(z) = P(X < x).

1.1.2 Kontinuerliga stokastiska variabler

Tahetsfunktion

Definition. Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fx sa att

P(a<X<b):/be(x)dx

for alla intervall (a,b) C R, kallar vi fx for variabelns tathetsfunktion.

10
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Exempel:

/ ) /

} } T
a b a
Skuggad area: P(a < X <b). Skuggad area: P(X > a) = faoo fx(z)dx.
@ Egenskaper hos tithetsfunktionen

(i) fx(z) >0 for alla z € R.

m)[:ﬁ@mmzy

(iii) fx(z) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per lingdenhet i punkten z.

Vi definierar fordelningsfunktionen Fx(z) pa samma séitt som i det diskreta fallet, och finner
att

Fﬂ@—ﬂXﬁ@—[%h@ﬁ, v €R.

Fordelningsfunktionen uppfyller (i)—(iii) fran det diskreta fallet, och i alla punkter dar fx(z)
ar kontinuerlig giller dessutom att Fi (z) = fx(z).
Exempel pa hur en téthetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

fX(x) Fx<.’13)

0.9 1
0.8 1
0.7 1
0.6 T
0.5 1
0.4 1

0.3 T

M
xXr + + + + + + + + xT

4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 4 3 =2 -1 0o 1 2 3 4

Téathet: Hur “sannolikhetsmassan” dr forde-  Fordelningsfunktionen #r viixande och gréins-
lad. Skuggad area dr P(X < 2) = Fx(2). viarderna mot +oo verkar stimmal

11
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5?7 Vanteviarde

Definition. Véntevirdet E(X) av en stokastisk variabel X definieras som

—00

E(X) = /00 zfx(z)dx respektive E(X) = Z kpx (k)

for kontinuerliga och diskreta variabler.

Andra vanliga beteckningar: u eller py. Vintevardet ar ett ligesmatt som anger vart sannolik-
hetsmassan har sin tyngdpunkt (jamfor med mekanikens berdkningar av tyngdpunkt).

1.1.3 Hogre dimensioner

Sannolikhetsfunktionen for en diskret 2D-variabel ges av pxy(j, k) = P(X = j,Y = k).

@ Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) pxy(j, k) > 0 for alla (5, k).

(i) D) pxy (k) =1

J

(i) Om ACR? s ar P(X € A)=> Y pxy(j k).
(4,k)€A

Analogt med en dimension kan man introducera begreppet téathetsfunktion fér en kontinuerlig
2D-variabel.

@ Egenskaper hos den simultana tdthetsfunktionen
(i) fxy(z,y) >0 for alla (z,y) € R?.

(ii) /Z /Z fxy(z,y)dedy = 1.

(i) Om A € # (sa A C R? ér sndll) sa dr P((X,Y) € A) = // fxy(z,y)dzdy.
A

(iv) Talet fxy(x,y) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per areaenhet i punk-
ten (z,y).

Exempel pa hur en tvadimensionell tathetsfunktion kan se ut. Det &r nu volymen, inte arean,
som ska vara ett.

12
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@ Viantevirde och funktioner av stokastiska variabler

Sats. Lat Y = g(X) och W = h(X1, Xs, ..., X,,). I de kontinuerliga fallen blir

B(Y) = / " o)) o

och

Det diskreta fallet &r analogt.

Varians och standardavvikelse

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel med |E(X)| < co. Variansen V' (X) definieras
som V(X) = E((X — FE(X))?). Standardavvikelsen D(X) definieras som D(X) = 1/V (X).

P
<>

%@ Steiners sats
Sats. V(X) = E(X?) — B(X)

For vantevardet géller bland annat foljande regler.

13
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@ Linjaritet och oberoende produkt
Lat X1, Xs, ..., X, vara stokastiska variabler. Da géller

(i) £ (Z cka> = chE(Xk) for alla ¢y, co,...,c, € R;
k=1 k=1

(i) Om X; och X, &r oberoende giller E(X,;X;) = E(X;)E(X;).
(iii) V(aX; +b) = a*V(X;) for alla a,b € R;

(iv) V(aX; £ bX;) = a®V(X;) + bV (X;) + 2ab(E (X, X;) — E(X;)E(X;)) for alla a,b € R;

(v) Om Xy, Xy, ..., X, ar oberoende stokastiska variabler ar V' (Z cka> = Z caV(Xy)
k=1

k=1
for alla ¢q,co,...,c, € R;

A Varianser adderas alltid!

Observera att det alltid blir ett plustecken mellan varianserna: V(aX + bY) = a?*V(X) +
b*V (Y). Vi kommer aldrig att bilda skillnader mellan varianser!

Det foljer att standardavvikelsen for en linjarkombination a X +bY av tva oberoende stokastiska

. ] _ [ 2 2 2
variabler ges av o,x1py = 1/ @05 + b2oy.

Definition. De marginella tathetsfunktionerna fx och fy for X och Y i en kontinuerlig
stokastisk variabel (X,Y") ges av

fx(z) = /_OO Ixy(z,y)dy och fy(y) = /°° fxy(z,y)dz.

(e.9] —00

Motsvarande géiller om (X,Y") &r diskret:

px(j) = ZPX,Y(ja k)  och  py(k)= ZPX,Y(j, k).

k J

@ Oberoende variabler
Sats. Om (X,Y) &r en stokastisk variabel med simultan téthetsfunktion fxy géller att X

och Y &r oberoende om och endast om fxy(z,y) = fx(z)fy(y). For en diskret variabel &r
motsvarande villkor pxy (j, k) = px(j)py (k).

14
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@ Faltningssatsen
Sats. Om X och Y &r oberoende kontinuerliga stokastiska variabler sa ges tédthetsfunktio-
nen fy for Z = X +Y av

— / fx(@)fy(z —x)dz, z€R.

Motsvarande géller for diskreta variabler:

= pro)py(k — ).

1.2 Normalférdelning

Normalférdelningen &r sa viktig att den far ett eget avsnitt. Se till att ni verkligen kommer ihag
hur man hanterar normalférdelning, mycket dr vunnet senare om detta maskineri sitter bra.

Normalfordelning
Variabeln X kallas normalférdelad med parametrarna p och o, X ~ N(u,0?), om

o) = — eXp(—M), LeR.

o 202

Om g = 0 och o =1 kallar vi X for standardiserad, och i det fallet betecknar vi tathetsfunk-

tionen med
(2) = —— ( "””2) eR
r) = exp|l——=1], =z .
2 o p 5

Fordelningsfunktionen fér en normalfordelad variabel ges av

2
exp( u_u)) du, x€R,

202

Fx(ﬂf

o\ 2w

och &ven hér doper vi speciellt den standardiserade férdelningsfunktionen till

U2
d(x) ex du, x € R.
\/27r/ p( )

@ Standardisering av variabel
Om X ér en stokastisk variabel med F(X) = p och V(X) = 0% sa ér Z = (X — pu)/o en
stokastisk variabel med E(Z) =0 och V(Z) = 1. Vi kallar Z for standardiserad.

W X ~ N(:u70-2)

Om X ~ N(u,0?) sa dr E(X) = p och V(X) = o2

15
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& Standardavvikelse eller varians?

I kursboken (Blom et al) anvénds beteckningen X ~ N(u, o), sa den andra parametern &r
alltsé standardavvikelsen o, inte variansen o2 som vi anvint ovan.

Y
oc=20.5
0.40 +
—edoco T x
@ Bruk av tabell for ®(x)
Lat X ~ N(0,1). Da géller
(i) P(X <z)=®(x) for alla z € R;
(ii) Pla < X <b)=®(b) — P(a) for alla a,b € R med a < b;
(iii) ¢(—z) =1— &(z) for alla xz € R.
y v y
- ’ o b ’ s . ’
O (x) O(b) — P(a) O(—z)=1— ()
-\@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Bestim P(X < 1), P(X < 1), P(X < —1), samt P(0 < X < 1).

16
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Direkt ur tabell, P(X < 1) = ®(1) ~ 0.8413. Eftersom X &r kontinuerlig kvittar det om
olikheterna &r strikta eller inte, sa P(X < 1) = P(X < 1) = ®(1) igen. Vidare har vi

P(X < —1)=®(—1) =1—&(1) = 0.1587

och P(0 < X <1) = ®(1) — ®(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.

@ Standardisering av normalférdelning
X —
Sats. X ~N(u,0?) & Z=-F.N@,1).
o
-\@’- Exempel
Lat X ~ N(0,1). Hitta ett tal a sa att P(|X]| > a) = 0.05.

Situationen ser ut som i bilden nedan. De skuggade omraderna utgor tillsammans 5% av san-
nolikhetsmassan, och pa grund av symmetri maste det vara 2.5% i varje "svans”.

Y

Om vi soker talet a, och vill anvianda funktionen ®(z) = P(X < z), maste vi soka det tal som
ger ®(a) = 0.975 (dvs de 2.5% i vénstra svansen tillsammans med de 95% som ligger i den
stora kroppen). Detta gor vi genom att helt enkelt leta efter talet 0.975 i tabellen Gver ®(z)
véarden. Dér finner vi att a = 1.96 uppfyller kravet att P(X < a) = 0.975.

@ Summor och medelvirde

Sats. Lat X;, Xs,..., X, vara oberoende och X3 ~ N(u,0?) for k = 1,2,...,n. Da giller
foljande:

n . 1 ®
X =Y Xi~N(pno®) och X =3 X~ N(u,0*/n).
k=1

k=1

Mer generellt, om X} ~ N(ug, 0%) och co,cy,...,c, € R dr

co + Z Xy ~ N (Co + Z Cl [k s Z Ciai) .
k=1 k=1 k=1

17
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Likheten for medelvirdet ar intressant da det innebér att ju fler "likadana” variabler vi tar med
i ett medelvéirde, desto mindre blir variansen. Till exempel far vi alltsa sikrare resultat ju fler
métningar vi gor (nagot som kénns intuitivt korrekt). Det dr dock mycket viktigt att variablerna
ar oberoende. Annars géller inte satsen! Vi bildar aldrig heller nagra skillnader mellan varianser,
utan det som gor att variansen minskar med antalet termer ar faktorn 1/n i medelvéirdet:

2

— 1 — 1 - 1 — no? o
X) = N X, | == X. | == X, )= _ 7
=y (5 = v () - v = =

eftersom variablerna 4r oberoende och V(X}) = o2 for alla k.
Nottera dven att satsen faktiskt sdger att summan av normalférdelade variabler fortfarande ar
normalférdelad, nagot som inte géller vilken fordelning som helst (se faltningssatsen).

18
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Statistisk inferens

"We have such sights to show you”
—Pinhead |
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1.3 Begrepp

Vi &r nu redo for att dyka ned i statistisk inferensteori! I sedvanlig ordning borjar vi med att
definiera lite begrepp sa vi dr 6verens om vad vi diskuterar.

Stickprov
Definition. Lat de stokastiska variablerna X;, Xs,..., X,, vara oberoende och ha samma
fordelningsfunktion F. Foljden X, Xo, ..., X, kallas ett slumpmaissigt stickprov (av F).
Ett stickprov xi, xs,..., z, bestar av observationer av variablerna X, X»,..., X,,. Samt-
liga mojliga observationer brukar kallas populationen. Vi siger att stickprovsstorleken
ar n.

o

@ Exempel

Antag att vi kastar en perfekt tarning 5 ganger och att dessa kast dr oberoende. Fore kasten
representerar den stokastiska variabeln X, resultatet vid kast k dér alla X har samma fordel-
ning; vi vet dnnu inte vad resultatet blir, men kédnner sannolikhetsférdelningen. Foljden X,
k=1,2,...,5 ar det slumpmdssiga stickprovet.

Efter kasten har vi erhallit observationer x, xs, ..., x5 av det slumpméssiga stickprovet. Dett
ar vart stickprov och bestar alltsa av utfallen vid kasten. Dessa observationer tillhor popula-
tionen. Stickprovsstorleken &r 5.

Virt att notera ér att sprakbruket ibland éar slarvigt dér bade stickprov och slumpmaéssigt stick-
prov anvénds for att beskriva bade foljden av stokastiska variabler och foljden av observationer
(utfall). Det viktiga &r att halla koll pa vad ni sjélva menar nér ni genomfor analyser.

1.4 Representation av stickprov

Man kan representera statistiska data pa en hel dros olika sidtt med allt fran tabeller till stolp-
diagram till histogram till ladplottar. Las avsnittet i boken om detta. Vi nojer oss med att
titta lite ndrmare pa de verktyg vi kommer anvénda oss av i kursen. Ett mycket vanligt satt
att visualisera fordelningen for en méngd data dr med hjéalp av histogram. Vi genererar lite
normalfoérdelad slumpdata i MATLAB och renderar ett histogram.

>> U = normrnd(10,3,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> histogram(U); >> histfit (U)
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Om vi testar med exponentialfordelning istéllet blir resultatet enligt nedan.
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>> U = exprnd(10,500,1);
>> histogram(U) ;
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Ett ladagram (boxplot) representerar ocksa materialet, kanske pa ett enklare sétt for den oin-
satte i sannolikhetsfordelningar. Ladan innehaller 50% av resultaten och den vénstra ladkanten
ar den undre kvartilen (25% till vinster om den) och den héogra &r den 6vre kvartilen (med 25%
till hoger om den). Medianen markeras med ett streck i ladan. Maximum och minimum mar-
keras med sma vertikala streck i slutet pa en horisontell linje genom mitten pa ladan. Virden
som bedoms vara uteliggare markeras med kryss ldngs samma centrumlinje.

>> U = exprnd(5,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’); >> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’);
1 F ——————— W+#% + + 1 + ————————————————————————— +
0 5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20

Vi kan tydligt se skillnad pa hur méatvarden ar spridda. Jamfor &ven med motsvarande histogram
ovan.

1.4.1 Tva-dimensionell data

Vi kan &ven ha méatvérden i form av punkter (z,y) och den vanligaste figuren i dessa sammahang
ar ett spridningsdiagram (scatter plot) ddr man helt enkelt plottar ut punkter vid varje
koordinat (z;, y;).

>> U = normrnd(10,3,500,2);
>> scatter(U(:,1), U(:,2), ’x’);
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Vi ser fran figuren att véirdena verkar vara centrerade kring (10,10) och att det verkar fore-
ligga nagon form av cirkuldr symmetri. Stimmer det for den bivarata normalférdelningen nér
komponenterna ar oberoende? Vi kan &ven rendera ett tva-dimensionellt histogram.

>> hist3(U);

Vad giller om variablerna i den bivariata normalférdelningen inte dr oberoende?
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>> mu = [10 10]; rho = 0.90; s1 = 1; s2 = 1;
>> Sigma = [sl*sl slxs2xrho; sl*s2*rho s2+*s2]
>> R = chol(Sigma);

>> z = repmat(mu, 200, 1) + randn(200,2)*R;
>> scatter(z(:,1),z(:,2), ’x’);
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Vérdena verkar fortfarande vara centrerade kring (10,10) (i nagon mening) men symmetrin
verkar nu utdragen diagonalt. Staimmer det for en bivarat normalférdelningen med korrelatio-
nen 0.907 Ett histogram kan genereras som ovan.

>> hist3(z);
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Nagot konstigare? Visst.

>> x = (-10:0.05:10); y = sin(x) + normrnd(0,0.25,size(x));
>> scatter(x,y,’x’);
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Vi kan tydligt urskilja sinus-termen och nagot slags brus som gor att det inte blir en perfekt
linje. Kan man fa bort bruset?

1.5 Punktskattningar

Antag att en fordelning beror pa en okénd parameter 6. Med detta menar vi att fordelningens
tathetsfunktion (eller sannolikhetsfunktion) beror pa ett oként tal 8, och skriver f(x; 6) respek-
tive p(k; 6) for att markera detta. Om vi har ett stickprov fran en fordelning med en okénd
parameter, kan vi skatta den okdnda parametern? Med andra ord, kan vi gora en “gissning” pa
det verkliga viardet pa parametern 67

ﬁ Punktskattning
Definition. En punktskattning 0 av parametern ¢ dr en funktion (ibland kallad stick-
provsfunktion) av de observerade virdena xy, s, ..., T,:

6= g(x1,Tay .. Ty).

Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel @) enligt

O =g(X1, Xs, ..., X,).
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Det ar viktigt att tdnka pa att g ir en siffra, berdknad fran de observerade virdena, medan &)
dr en stokastisk variabel. Som vanligt anvéiinder vi stora bokstéver for att markera att vi syftar
pa en stokastisk variabel. Sambandet mellan 0 och © ir alltsa att § &r en observation av den
stokastiska variabeln ©. Férutom detta dras vi fortfarande med det okinda talet 0, som inte ar
stokastiskt, utan endast en okdnd konstant.

o

@ Exponentialférdelning

Betrakta en exponentialfordelning med oként véntevirde. Formeln &r valkéand: for alla x > 0
giller att f(z; u) = = exp(p'x). Parametern 6 dr alltsa viinteviirdet p i detta fall. Ibland
anvander man exponentialférdelningen for att beskriva elektriska komponenters livslangd, och

genom att betrakta ett stickprov kan man da uppskatta livslingden for en hel tillverknings-
omgang.

A Stokastiskt eller ej?

Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som ér stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:

(i) 6 — verkligt vérde. Oként. Deterministiskt.

(ii) 0 — skattat viirde. Kant (berdknat fran stickprovet). Deterministiskt.

(iii) © — stickprovsvariabeln. Denna ir stokastisk!

Sannolikheter som beréknas bor anvénda sig av © d4 © beskriver variationen hos 8 for olika
stickprov. Om bara 6 och # ingar &r sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).

Sa om vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okénd parameter, hur hittar vi
skattningsfunktionen ¢g? Fungerar vad som helst?

N

@ Exempel

Vid fyra dagar pa en festival gjordes ljudnivamétningar vid lunchtid. Féljande méatdata er-
holls: 107dB, 110dB, 117dB, 101dB. Vi antar att métningarna ar observationer av oberoende
och likaférdelade variabler med oként véantevirde p. Hur hittar vi en skattning ?

(i)

(ii) 7t = 107dB (den forsta dagen) dr en skattning.
)
)

=)

= 100dB &r en skattning.

(iii

= (107 + 110+ 117 4+ 101)/4 = 108.75dB (medelvérdet) &r en skattning.
[T

(iv) g = min{107,110,117,101} = 101dB &r en skattning.

Sa svaret ar i princip ”ja,” alla vérden f som #r tillitna i modellen vi betraktar ir punkt-
skattningar. Hur véljer vi da den bésta, eller atminstone en bra, punktskattning? Stickprovsva-
riabeln © #r en stokastisk variabel, sa normalt sett har den en téthetsfunktion (alternativt
sannolikhetsfunktion). Vi skisserar en tdnkbar tathetsfunktion for @ (tank dock pa att 0 ty-
pisk r en flerdimensionell stokastisk variabel d& © = 9( X1, Xoy .., X0)).
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f f T

0 E(©) 4

Vi vet att § beriiknas fran observerade siffror, sa f kan hamna lite vart som helst. Dessutom vet
vi inte om véntevirdet £(©O) sammanfaller med det okénda virdet 6. Sa hur kan vi da avgora
om en punktskattning ar bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vintevdrdesriktighet och

konsistens. Vi aterkommer till dessa nésta foreldsning.

%f Vianteviardesriktig skattning

Definition. Stickprovsvariabeln © kallas véintevérdesriktig (vvr) om F (@) =0.

Om en punktskattning inte &r véntevirdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi
definierar detta som skillnaden E(©) — 6. En véntevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna réatt (tdnk pa de stora talens lag).

W Systematiskt fel; bias
Definition. Om E(©) — 0 # 0 s séiger vi att © har ett systematiskt fel (ett bias).

1.5.1 Vanliga punktskattningar

Vissa punktskattningar dr sa vanliga att de ha fatt egna namn. Vi vill ofta skatta medelvardet
som positionsmatt och stickprovsstandardavvikelsen &r ett vanligt matt pa spridningen.

gf Stickprovsmedelvirde
1 n

Definition. Stickprovsmedelvirdet * = — sz ar en skattning av stickprovsvantevér-
n

i=ll

1 &
detX:ﬁ;Xi.
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W Stickprovsvarians och stickprovsstandardavvikelse

1 1 —
Definition. Stickprovsvariansen s* = n1 ;(% — ) skattar S% = 1 ;(Xz - X)%

Stickprovsstandardavvikelsen skattar vi med med s = v/s?, dvs s ér en skattning av S.

Varfor n — 17 Vi aterkommer till det néista foreldsning.

1.6 Vilka skattningar ir bra?

Nér vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okénd parameter sa fungerar alltsa
i princip vad som helst som skattning pa parametern. Funktionen g &r saledes godtycklig. Vi
vet att 6 beriknas fran observerade siffror, sa 6 kan hamna lite vart som helst. Dessutom vet vi
inte om véntevirdet F(©) sammanfaller med det okénda vérdet #. Sa hur kan vi da avgéra om
en punktskattning ar bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vintevardesriktighet som vi
sag ovan och konsistens.

Om en punktskattning inte &r véntevirdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi
definierar detta som skillnaden E(©) — #. En vintevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; 1 "medel” kommer den att hamna ratt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill

ocksa girna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvander.

W Konsistent skattning

Definition. Antag att vi har en punktskattning O, for varje stickprovsstorlek n. Om det for
varje € > 0 géller att R
lim P(|©, — 0| >¢) =0,

n—o0

sa kallar vi denna punktskattning for konsistent.

Teknisk definition, men inneborden bor vara klar. Nar stickprovsstorleken gar mot odndligheten
sa dr sannolikheten att skattningen befinner sig néra det okédnda vérdet stor. Villkoret for
konsistens kan vara lite jobbigt att arbeta med sa foljande sats dr ofta anvandbar for att
kontrollera konsistens.

>

%@ Ett kriterium for konsistens
Om FE C:)n =@ for alla n och lim V' C:)n = 0 sa ar skattningen konsistent.
g

n—oo

Bevisskiss: Hir anviander vi Tjebysjovs olikhet: om a > 0 och X &r en stokastisk variabel sa

1
att E(X) = p och V(X) = ¢ < oo, sa géller P(|X — pu| > ao) < —. Om vi later a = ¢/oy,
a
2
for fixt € > 0 sa erhaller vi P(|© — 0| > ¢) < 0—; — 0 dan — oo, eftersom 02 = V(0,) — 0
€

da n — oo. O
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V(O)=0.25

0.40 +

Mindre varians fér © medfér att sannolikhetsmassan &r mer centrerad kring véntevardet (vid
symmetrisk fordelning).

L

Q" Exempel

Betrakta exemplet med ljudnivaerna igen, vi hade foljande métdata: 107dB, 110dB, 117dB,
101dB. Vi undersoker skattningarna lite ndrmare.

(i) = 100dB &r en fix siffra och kan varken vara véntevérdesriktig eller konsistent. Dalig
skattning.

(ii) Den forsta siffran &r en observation av den forsta variabeln X i stickprovet. Alltsa
ar M = X,. Eftersom E(M) = E(X;) = p sa ér skattningen véntevérdesriktig. Med
konstant varians oavsett stickprovsstorlek kan den dock inte vara konsistent.

(iii) Medelvérdet &r bade véntevérdesriktigt och konsistent; se nésta avsnitt!

(iv) Har blir det lite klurigare nér vi bildar minimum av observationerna. Vi undersoker ett
specialfall dér variablerna ér exponentialfordelade, sig X; ~ Exp(u). Da géller att (se
avsnittet med ko-teori i TAMST9)

M = min{ X1, X, X3, X4} ~ Exp(u/4).

—

Saledes erhaller vi att E(M) = /4 # p. Det finns alltsa gott om fall da detta inte &r
en vantevérdesriktig skattning! Gar det att korrigera skattningen?

1.6.1 Effektivitet — jamforelse mellan skattningar

Sa om vi har tva olika stickprovsvariabler © och ©*, hur avgor vi vilken som &ar "béast”? Om
bada ar vantevirdesriktiga och konsistenta, kan man siga att en ar béttre?
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W Effektivitet
Definition. En skattning © kallas effektivare én en skattning ©* om V(0) < V(0%).

Den stickprovsvariabel med minst varians kallas alltsa mer effektiv, och med mindre varians
kénns det rimligt att kalla den skattningen béttre (om den #r nagorlunda véntevérdesriktig).

1.7 Momentmetoden

Sa kan man systematiskt finna limpliga skattningar pa nagot sidtt om man kénner till viss
information om fordelningen? Svaret &r ja, det finns manga sadana metoder. Bland annat
momentmetoden, MK-metoden (minsta kvadrat), och kanske den vanligaste, ML-skattningar
(maximum likelihood). Vi borjar med att betrakta momentmetoden.

W( Momentmetoden (fér en parameter)

Definition. Lat E(X;) = p(f) for alla i. Momentskattningen f av 6 fis genom att l6sa
ekvationen p(0) = 7.

N

@ Exempel
Lat 21,7y, . .., x, vara ett stickprov fran en fordelning med tithetsfunktionen f(z; ) = fe=%

for x > 0. Anvind momentmetoden for att punktskatta 6.

Losning: Vi borjar med att berdkna véintevirdet, det vill sdga funktionen p(6). Alltsa,

o) —0x ] o)
w(f) = / e do = {x@e } +/ e 0T =971
0 —0 0 0

~

Vi I6ser nu ekvationen u(6) = 7, och erhaller da att

8|~

0'=7 o 0=

)

sa linge T # 0. Momentskattningen av 6 ges alltsa av = (z)~!. Vad hénder om T = 07?

Om man har flera parametrar da? Hér visar det sig varfor metoden ovan kallas momentmetoden.

Moment

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel X. For k = 1,2, ... definierar vi momenten my,
for X enligt my = E(X*).

Det forsta momentet m; ar alltsa inget annat dn vantevérdet for X.
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W Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(x; 01,03, - - . ,0;) bero pa j okdnda parametrar 6;,6,,...,6; och
definiera m; (61, 6s, . ..,0;) = E(X"),i=1,2,... Momentskattningarna for 0, k = 1,2,...,7,
ges av losningen till ekvationssystemet

~ A ~ =
mi(el,ﬁg,...ﬁj):ﬁ E Z)’Jz, 121,2,,j
k=1

Observera att det inte dr sékert att en l6sning finns eller att 16sningen dr entydig i de fall den
existerar. Vidare kan det dven intréiffa att losningen hamnar utanfér det omrade som ér tillatet
for parametern (i vilket fall vi givetvis inte kan anvénda den).

N

Exempel

Lat Xz ~ N(p,0%), k = 1,2,...,n vara ett stickprov. Hitta momentskattningarna for p
och o2

Lésning. Vi vet att F(X) = g och E(X?) =V(X)+ E(X)? = 0%+ 12, sa

~

p=T,
e
o+ 1 :—Zxk.
L
Saledes erhaller vi direkt att 7 = 7. For o2 ar
1 1
~2 2 2 =2
P==) 2T =-=— )Y (1 —7)%
n;k I C )

Néstan stickprovsvariansen alltsa.

Vektornotation for parametrar
Definition. Nér vi har en férdelning som beror pa flera parametrar, ség 6,,0s,...,6;, sa
skriver vi ibland @ = (1, 6s,...,60;) € R/ som en j-dimensionell vektor. Notationen blir da
mer kompakt. Bokstéver typsatta i fet stil indikerar oftast en vektor i denna kurs.
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Kapitel 2

Punktskattningar

2.1 Repetition

Stickprov och punktskattningar

Definition. Lat de stokastiska variablerna X;, Xs,..., X, vara oberoende och ha sam-
ma fordelningsfunktion F. Ett stickprov @1, xa,..., x, bestar av observationer av variabler-
na X, Xo,..., X,,. Viséger att stickprovsstorleken ar n. En punktskattning 6 av parametern 6
ar en funktion av de observerade virdena x1, s, ..., Ty:

0= g(x1,29,...,2,).

Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel ) enligt

O =g(X1, Xs, ..., X,).

/8 Stokastiskt eller ej?
Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som &r stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:

Y

(i) 6 — verkligt vérde. Oként. De-
terministiskt.

~

(i) 6 — skattat virde. Kant (berdk-
nat fran stickprovet). Determi-

nistiskt.
(iii) © — stickprovsvariabeln. Denna
ar stokastisk! . o 9 x
6 E(©)

Sannolikheter som beréknas bor anvéinda sig av © da © beskriver variationen hos @ for olika
stickprov. Om bara 6 och # ingar &r sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).
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2.2. Vanliga punktskattningar Kapitel 2. Punktskattningar

W Egenskaper for skattningar

Definition. Stickprovsvariabeln O kallas
(i) wintevirdesriktig (vvr) om E(O) = 6;
(ii) konsistent om det for varje € > 0 giller att

lim P(|©, — 6] > ¢) =0,

n—oo

dar @n ar punktskattningen for varje stickprovsstorlek n;

(iii) effektivare &n en skattning ©* om V(C:)) < V(0.

Om en punktskattning inte &r véntevirdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi
definierar detta som skillnaden E(©) — #. En vintevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna rétt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill
ocksa girna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvander.

2.2 Vanliga punktskattningar

Vi stotte pa medelvirdet och stickprovsvariansen pa foregaende foreldsning. Dessa skattningar
ar vettiga skattningar av véntevirdet och variansen i meningen att de ar vantevirdesriktiga
och konsistenta.

@ Medelviarde

— 1<
Medelvardet X = — E X, ar en vantevardesriktig och konsistent skattning av véntevardet.
n
i=1

Bevis: Variablerna X, dr oberoende och likaférdelade. Lat E(X;) = pu och V(X;) = o? for
alla i. Eftersom vanteviardesoperatorn ar linjar sa géller att

EX)=E (%ix) - %Zn:E(Xi) - % — .

Alltsa #ir X en vintevirdesriktig skattning av .
Da variablerna ar oberoende kan vi gora en liknande kalkyl for variansen:

2 2

— 1 <& 1 <& no o
VX)) =V |- Xl =— V(iX,)=—=—.
) (Z)Z()

Hir ser vi att V(X) — 0 dd n — oo, s& enligt satsen ovan ir skattningen konsistent.
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Kapitel 2. Punktskattningar 2.3. Metoder for att hitta punktskattningar

@ Stickprovsvarians

1
n—1

Z(X" — X)? #r en vintevirdesriktig skattning av variansen.
i=1

Stickprovsvariansen S? =

Bevis: Detta bevis éar lite bokigare, men foljer samma princip.

1 —v2) 1 " s — =2
E(n_lz(Xz X))—n_lE(;Xi 2X1X+X)

n

— Y (BOR) - 2B(XX) + B(X)).

Vi vet att E(X) = p och att V(X) = 0%/n. Steiners formel siger att E(Y?) = V(Y) + E(Y)?
for en stokastisk variabel Y, vilket vi kan utnyttja for att skriva

BE(X}) =V(X;) + E(X;)? =0®+p* samt E(Yz) =o%/n+ p*.

1

Vidare sa ser vi att

— 1O 1o
B(X.X) — Nl S _
(X;X)=E (in > Xk) - Y E(XXy)
k=1 k=1
och eftersom E(X;X;) = F(X;)E(X}) = p? om i # k (eftersom dessa variabler #r oberoende)
och E(X?) = 0%+ p? (da i = k) kan vi skriva
B(X;X) = ((n = Dp? + 0 + p?)/n = pi* + o°/n.

Vi atergar till det sokta véantevardet:

n 2 2
1 no? —no®/n 5

2(02 + 2 =2(p + 0 /n) + o?n+ p?) = —— =
=1

E(SZ) - n—1

Alltsa &r S? en viinteviirdesriktig skattning (av 0?). Virt att notera dr att S = v/S? inte &r en
vantevardesriktig skattning av o (men den anvinds oftast dndal).

2.3 Metoder for att hitta punktskattningar

Vi har slarvat lite i definitionen av punktskattningar nér det géller vilka varden pa den okédnda
parametern 6 som ér tillatna. Vi infor begreppet parameterrum.

Parameterrum

Definition. Vi later 2y beteckna parameterrummet av alla tillatna virden pa parame-
tern 6.

Parameterrummet ar alltsa en delméngd av R? dér p dr antalet parametrar (tdnk pa att 6 kan
vara en vektor @ = (61,6,....6,)).
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2.3. Metoder for att hitta punktskattningar Kapitel 2. Punktskattningar

L

- Exempel

(i) Om X ~ N(p,0?) kan vi tédnka oss @ = (u,0?), i vilket fall parameterrummet kan
representeras som R x (0, 00).

(i) Om X ~ Bin(n,p) dér n &ar fixerad &r parameterrummet 2, = [0, 1].

Skulle vi med nagon metod hitta en skattning som faller utanfér parameterrummet maste den
forkastas. Sa ater till fragan hur vi hittar skattningar mer systematiskt.

2.3.1 Momentmetoden

Vi sag momentmetoden i forra foreldsningen. Lat oss endast repetera vad den gick ut pa.

@7 Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(z; 61,6,...,0;) bero pa j okénda parametrar 6q,6s,...,0; och
definiera m;(61, 6, ...,6;) = E(X"), 1 =1,2,... Momentskattningarna for i, k = 1,2,..., 7,
ges av losningen till ekvationssystemet

2N ~ 1 — .
mi(91,92,...,9j)25 E LE;C, 7,:1,2,,]
k=1

2.3.2 MK-skattning

Minsta kvadrat-metoden har vi egentligen stott pa i tidigare kurser, mer specifikt nar vi hit-
tade approximativa losningar till 6verbestdmda ekvationssystem. Faktum ar att vi kommer att
upprepa den proceduren senare i denna kurs i sammband med linjér regression.

Lat x1, xo, ..., x, vara observationer av oberoende stokastiska variabler X7, X5, ..., X, sadana
att F(Xy) = ur(0) och V(Xy) = o2 for k = 1,2,...,n (alltsd samma varians men potentiellt
olika vantevérden).

gf Minsta kvadrat-skattning
Definition. Minsta kvadrat-skattningen for @ ges av den vektor 6 som minimerar

n

Q) =" (ni - Mk(é))2.

k=1

N

@ Exempel
Lat X4,..., X, vara ett slumpméssigt stickprov fran en fordelning F'. Hitta MK-skattningen
for vantevérdet p.
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Kapitel 2. Punktskattningar 2.3. Metoder for att hitta punktskattningar

Losning. Vi stéller upp funktionen

n

Q) = (1 —p)* peR.

k=1

Vi soker nu det virde i som minimerar ). Enklast &r att ta till envariabelanalysen och derivera
och soka efter stationéira punkter:

n n 1 n
0 ::CQKAO ::_JZEE:(wk _'ﬂJ = nu ::ji:ifk = M ::;zzgjitk::Zf
k=1 k=1 k=1

Ar detta ett minimum? Eftersom Q”(Z) = 2n > 0 #r det mycket riktigt ett minimum. Den
eftersokta MK-skattningen av véntevirdet ar alltsa i = 7.

N

208 Enkel linjar regression
12 \

Antag att vi gjort méatningar y, pa nagot vid 101
vissa viarden xp, k = 1,2,...,n och att ett
spridningsdiagram visar nagot i stil med figu-
ren till hoger. Det forefaller rimligt att det fore-
ligger ett approximativt linjart samband. Kan
vi hitta en linje som passar in i métserien? vi
soker alltsa en linje y = [y + [f1x som i nagon
mening approximerar métresultaten. I vilken
mening? Dar finns flera séatt, men det vanligas-
te dr nog att minimera kvadraten i felen. x

(a] [\ W~ (@) (0¢)
T

Losning. Vi betraktar varje punkt (zy, yx) som att xy ar fixerad och y, &r en observation av en
stokastisk variabel Y = [y + 512 + €, dér €, dr oberoende stokastiska variabler med E(ex) = 0
och V(e;) = 2. Detta dr den typiska modellen vid linjir regression. Konstanterna 3y och 3, ir
okénda och det ar dessa vi vill bestdmma. Eftersom

E(Yy) = Bo + Bixy, och V(Yz) = o?

sa blir
n n

Q(Bo B1) =D (uk — E(Y)" = > (s — Bo— Biay)”.

k=1 k=1

Minimering av denna funktion med avseende pa [y och 3; ger skattningarna Bo och Bl. Jakten
pa minimum sker nog enklast med lite flervariabelanalys:

0=VQ = (Qj,Q%5) =—2 Z(yj — Bo — Bz, i (y; — Bo — Brzy))
j=1

sa

nfot+ By xi =Y y & fotBT=7
=0

j=1
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2.3. Metoder for att hitta punktskattningar Kapitel 2. Punktskattningar

och
PSR ST SPMEPIECIS SP ISPl
=0 =0 =1 7=t =1

Forsta ekvationen ger att Sy =7y — 51T, sa
n n
nTyY — i + B Z ;= Z T5Y;
j=1 j=1
vilket om vi loser ut ; leder till

Doy — Ty 3wy —T)(y; — )

Z?:l %2 —nz® Z;’L:l(xj —T)?

b=

2.3.3 ML-skattning

Lat X, Xs,..., X, vara oberoende stokastiska variabler med tathets- eller sannolikhetsfunk-
tioner f;(x; @) respektive p;(k;@). Vi antar att samtliga endera #r kontinuerliga eller diskreta.
Det typiska &r att alla variablerna har samma férdelning, men det dr inget nodvéndigt krav for
metoden (ddremot forenklar det sa klart). Samtliga fordelningar beror dock pa en och samma
parameter @ som kan vara vektorvérd.

ML-skattning

Definition. ML-skattningen for 0 &r det virde som gor att likelihood-funktionen L(6)
maximeras, dir

L(8) = | | fu(xr;0) = f1(21:0) - fa(w2:6) - fulwn; 6)
k=1
i det kontinuerliga fallet och

L(0) = [ [ pr(xk; 0) = pi(21;0) - pa(22;0) - - - pu(n; 6)

|i det diskreta fallet.

Sa vad ar da ML-skattningen? Ganska enkelt &r det den skattning som gor att det stickprov
vi observerat dr det mest troliga. Eftersom vi antar att variablerna som stickprovet &r obser-
vationer av dr oberoende ges den simultana téthets- eller sannolikhetsfunktionen av produkten
av de marginella, sa vi véljer helt enkelt den skattning som maximerar den simultana téthe-
ten/sannolikheten.

Ofta nir man arbetar med ML-skattningar nyttjar man den sa kallade log-likelihood-funktionen:

1(0) =In L(6).

Denna funktion bevarar de flesta av de egenskaper vi &r intresserade av eftersom In &r stringt
vixande och L(0) € [0, 1]. Specifikt sa har L(€) och I(0) samma extrempunkter.
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Kapitel 2. Punktskattningar 2.3. Metoder for att hitta punktskattningar

L

Q Exempel

Lat 1, xs, . . ., x, vara ett stickprov av en exponentialférdelning med okénd intensitet 6. Hitta
ML-skattningen for 6.

Losning. Tithetsfunktionen ges av f(z) = fe™ %, > 0, sa

L(9) = [] 9e % = 6" exp (—ngvk) = 1(0) =W L) =nlnb—0) .
k=1 k=1

Vi undersoker vart det finns extrempunkter och finner att

under forutsittning att Z # 0. Ar detta ett maximum? Anvénd det ni lirt er i envariabelana-

lysen! Till exempel ser vi att
n

—
sa ”(0) < 0 for alla @ > 0. Saledes &r det ett maximum vi funnit.

l”(9> _

N

572 Exempel
Lat X ~ Bin(n,p) med p okénd och lat x vara en observation av X. Hitta ML-skattningen
for p.

)n—a:

Lésning. Sannolikhetsfunktionen ges av p(x) = ( Z ) p° (1 —p)" % sa

L) = (1) a-pr
= (p)=C(n,z) +zlnp+ (n —z)In(l - p),

dér C(n,z) ar en konstant (med avseende pa p). Parameterrummet ges av Q, = (0,1). Vi
deriverar och erhaller att

xr n—x (I—-px—(n—xz)p x—np x
0=10(p)==— = = & x=np & p=-—.
) p 1-p p(1—p) p(1—p) n
ML-skattningen ar saledes p = L om detta dr ett maximum. Vi kontrollerar:
n
| p
'p) |+ 0 -
I(p) | /4 max

Vad skulle hinda om observationen blev x = 0 (eller z = n)?
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2.3. Metoder for att hitta punktskattningar Kapitel 2. Punktskattningar

@ Exempel
Lat x1, 2o, ..., T, vara ett stickprov fran N(u,0?) déir bade p och o2 dr okéinda. Hitta ML-
skattningarna for p och o2

Losning. Vi har nu tva okédnda parametrar och likelihoodfunktionen ges av

n

1 Ty — p)? 1 1 9
L(p,v) = H exp (—%) = WGXP (‘g Z(xk: — K > )

Pt 2TV

dir v = 02, sa

1 n
I(u,v) = konstant — g Inv — % Z(xk — ).
k=1

Parameterrummet ges av €,,, = R x (0,00) och vi vill maximera [(p,v). Stationdra punkter
finner vi dér VI(u,v) = (0,0), sa vi berdknar de partiella derivatorerna:

n

() = =3 (=) = @ )

k=1

och
n

Moy = - L )

Det ar tydligt att 4 =7 och

n n

1 2 1 2
—:ﬁkl(%—u) = Uzﬁ;(fﬂk—u)a

sa VI = 0 precis da

1
=T och v:—Z(xk—E)2.

S

Ar detta ett maximum? Vi undersdker nirmare:
l// l// _n _n (f _ ,u)
H(p,v) = A BE n (= n vin )
w0 = ()= (Cavp e 2s

- 1

dér vi later SS = E (zx — p)? och i punkten (u,v) = <E, — SS) blir

n
k=1

1 _n? _n
H <T, —SS) = ( S8 n3 0n3 ) - ( S8 On3 ),

vilket &r en negativt definit matris, sa detta ar ett maximum.
Vi vet sedan tidigare att skattningen for v behover ha faktorn 1/(n — 1) for att vara vintevér-
desriktig, sa ML-skattningen av o2 #r saledes inte vintevirdesriktig.
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Kapitel 2. Punktskattningar 2.4. Flera stickprov; sammanvégd variansskattning

2.4 Flera stickprov; sammanvigd variansskattning

Antag att vi har tva stickprov xq,s,...,2,, och yi,¥9s,...,y, fran normalférdelningar med
olika vintevirde men samma varians. ML-skattningarna for respektive vantevirde blir ji; = T

respektive fi; = 7. For standardavvikelsen kan man visa att den sammanvigda varians-
skattningen (pooled variance) blir

o M-Vt (=13
n+m-—2 ’

dér s7 och s3 #r stickprovsvarianserna for respektive stickprov. Formeln generaliserar naturligt
till fler stickprov. Vi kan dven direkt se att

1

ma4n—2 ((m —1)E(S}) + (n— 1)E(S§)) = b ((m 4 — 2)02) — o2,

2y _
E(S)_ m-+n—2

sa skattningen &r vantevéardesriktig.

2.5 Medelfel

Vi har anvént variansen V(0O) (eller standardavvikelsen D(©)) for att jamfora olika skattningar
(effektivitet och konsistens). Mindre varians betyder helt enkelt att skattningen i nagon mening
ar battre. Detta ar ett problem da dessa storheter i allménhet inte &r kéinda. Vad vi gor ar att

~

vi helt enkelt skattar de okénda storheterna i D(©) och kallar resultatet for medelfelet.

7 Medelfel

Definition. En skattning d = d(©) av standardavvikelsen D(O) kallas for skattningens
medelfel.

~

Vi ersitter alltsa helt enkelt okénda storheter i V(0©) med skattningar. Givetvis paverkar detta
precisionen och séttet vi véljer att ersitt de okdnda storheterna har inverkan pa resultatet.

N

Exempel
Om X1,..., X, r ett slumpmiissigt stickprov av en N (u, 0?)-férdelning déir bade p och o2 ér

okénda kan vi uppskatta ;1 med medelvardet M = X. Séledes ar D(M) = %, men da o &r
n

okéand behover vi skatta o med nagot. Forslagsvis med stickprovsstandardavvikelsen s, vilket
ger medelfelet

Detta dr inte pa nagot sétt unikt. En annan skattning av o ger ett annat medelfel. Med det
sagt ar detta ett ganska naturligt val for medelfelet.

Ett annat vanligt exempel &r vid skattningar av andel. Ofta gor vi som i féljande exempel.

39



2.5. Medelfel Kapitel 2. Punktskattningar

592 Exempel
Ett annat vanligt exempel ar nér p ska skattas i binomialférdelning. Lat X ~ Bin(n,p). Vi

~ X ~ 1-—
vet att V(X)) = np(1 — p) sa om vi skattar p med P = — erhaller vi att D(P) = u
n

Eftersom p ar okénd kénner vi inte denna storhet exakt, men medelfelet skulle bli

d(P) = p(1 —ﬁ).
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Kapitel 3

Konfidensintervall

“lwe are] Ezplorers in the further regions of experience. Demons to some. Angels to others.”

—Pinhead

3.1 Intervallskattningar

Vi har nu studerat hur man mer eller mindre systematiskt kan hitta skattningar for okédnda
parametrerar néir vi har stickprov fran en fordelning som beror pa parametern. Den naturliga
foljdfragan &r givetvis hur "bra” skattningen &r. Vi har vissa matt i form av vintevérdesriktighet,
konsistens och effektivitet, men gar det att séiga nagot med en given sannolikhet? Kan vi hitta
ett intervall som med en viss given sannolikhet maste innehalla den okénda parametern?

Konfidensintervall

Definition. Lat zy,...,z, vara ett stickprov av en fordelning som beror pa en okénd pa-
rameter 6 och lat o € [O 1]. Ett intervall I,”® (HL, GU) kallas for ett konfidensintervall
for € med konfidensgrad 1 — a om

P(@L<9<@U>=1—Oé.

Granserna ¢/9\L = a(zy,...,x,) och §U = b(z1,...,x,) ar skattningar som beréknas fran stick-
provet. Dessa dndpunkter kallas konfidensgrénser.
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3.1. Intervallskattningar Kapitel 3. Konfidensintervall

Sa hur fungerar detta i praktiken? Ség

att vi har tillgang till 100 olika stick- 6

prov £® = (219 25 . 2 frén en I F r ! :
och samma foérdelning som beror pa 52 ‘ ] 1
samma okidnda parameter 6. Vi hittar Ii g [ ! ]
konfidensintervall for alla 100 stick- I : ]
proven med konfidensgrad 1 — «. Da I F ]

kommer 100- (1 —«) av dessa intervall I [ ; ] '
att innehalla 6 (i snitt). 58 C t ] ]
Av de 16 intervall till hoger dr det 4 Ty | ] :

som inte innehaller det verkliga vardet I F ]

pa . Sa med andra ord verkar det som I, F ]
att ungefir 12/16 = 3/4 av interval- Lz | ; | !

len innehéller det verkliga virdet pa 6. 2‘51 L " ! 1
Detta innebér att konfidensgraden vid L [ i ! !
skattningen ar ungefir 75%.

Notera att det ar grinserna i konfidensintervallet som &r stokastiska variabler (eller skattningar
dérav). Storheten 6 dr okénd (och behover inte ens ligga i intervallet).

/8\ Inga intervall &r mer virda
Vi kan inte séga att till exempel g ér ett "battre” intervall dn I3, utan det ar en binar fraga:
géller det att 6 € Iy eller inte.

Sa da kommer vi till nésta rimliga fraga: hur hittar vi systematiskt konfidensintervall med given
konfidensgrad?

, /" Konstruktion av konfidensintervall

1. Stall upp en lamplig skattningsvariabel O for 0. Hir kan vi anvinda de metoder vi tagit
fram tidigare (moment-, MK- och ML-skattningar till exempel).

2. Konstruera en hjilpvariabel H (teststorhet) utifran 0. Hjélpvariabeln far endast inne-
halla kidnda storheter utéver 6 (och om 6 forekommer flera ganger kan vi behova skatta
bort en del instanser for att fa nagot anvéndbart).

3. Sténg in hjdlpvariabeln i ett intervall [ = (¢,d) sa att P(c < H <d) =1 — a.
4. Los ut 0 ur olikheten ¢ < H < d:
c<H<d & a(Xy,...,X,) <0<bXy,....X,)
vilket ger att P(a(Xy,...,X,) <0 <b(Xy,...,X,))=1—a.

5. Ersétt de stokastiska storheterna Xy, ..., X,, med observationerna x4, ..., z, vilket ger
intervallet

1" = (alan ) Mo 2,)
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Kapitel 3. Konfidensintervall 3.2. x2-fordelningen

Nagot som kommer bli viktigt ar foljande definition fran sannolikhetsteorin.

Kwvantil

Definition. En a-kvantil )\, for en stokastisk variabel X ar ett tal A\, sadant att

P(X > ) = .

Vi finner ofta kvantiler i tabell endera genom en explicit kvantiltabell eller genom att soka
upp sannolikheten 1 — a och identifiera (approximativt) vilket vérde pa x som gor att vi
erhaler F'(z) = 1 — «, dédr F é&r fordelningsfunktionen. Saknar vi tabell far vi istéllet 16sa

ekvationen
Ao

l—a= fx(z)dz.

Observera att svaret inte nodvandigtvis ér entydigt.

3.2 x2-fordelningen

En situation som dyker upp frekvent i statistik inferens &r summor av kvadrater av normalforde-
lade variabler, sa en naturlig fraga ar sa klart vilken fordelning en sadan summa far (atminstone
da variablerna antas vara oberoende). Svaret fas i form av y2-fordelningen.

x2-férdelning

Definition. Om X ar en stokastisk variabel med tathetsfunktionen

1 k/2—1 _—z/2
fX(m):Wx (& 3 xZOomk>1,

kallar vi X for y?(k)-fordelad med k frihetsgrader, diir k = 1,2,. ..

2n)!
Hir dr T’ gamma-funktionen® och T'(n) = (n — 1)! och T'(n + 1/2) = (2n) Vvmomn € N.

4n p)

& — k=1

i k=2
0.5% | —_— k=
_k:
k =

— k=6

—— k=15

1Se avsnitt 3.10 nedan for mer detaljer.
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<>

e

Om X ~ x?(k) dr E(X) = k och V(X) = 2k.

Bevis. Lat tédthetsfunktionen skrivas f(z) = ca®/?>~1e=%/2. Da giller att

o o0 <k
E(X) = c/ "¢ 24y = ¢ ([—ka/Qe_x/Q]O + 2/ §xk/2_16_””/2 dm)
0 0

:k:/OOOf(x)dx:

Pa samma sétt foljer att
oo k o
E(X?) = c/ gt e/ qp = 2 (5 + 1) c/ e 4y = (k + 2)B(X) = k* + 2k,
0 0

sa V(X) = BE(X?) — B(X)? = k? + 2k — k? = 2k. O

I

Sats. Om X ~ x2(v1) och Y ~ x%(v) éir oberoende sa dr X +Y ~ x2(vy + vy).

Bevis. Enklast ar att betrakta Fouriertransformen for téthetsfunktionen (alternativt den nér-
besliktade karakteristiska funktionen definierad enligt E(e")). Det #r niimligen si att

F(fx)(t) = (L+2it) ™72 F(fy)(t) = (1+ 2it) ™/
och
F(fx = fy) = F(fx)F(fy) = (L+ 2it) 1)/,
sa fxiy ~ X2 (1 + va). U

B

Sats. Om Xi, Xy, ..., X, dr oberoende och X; ~ N(0,1) sa &r

D XE~x’(n)
k=1

Bevis. Eftersom variablerna dr oberoende ges den simultana tédthetsfunktionen av

flaroswa) = [ =™ = g e P(_‘(:c?+--c+:ci)>.
V2 2n/2qn/ 2

Vi soker férdelningen for Z = X7 + --- X2, sa lat oss stéilla upp fordelningsfunktionen:

FZ(Z)ZP(ZSZ)=/2 S dey e,
+-xs <z

e 1 —7"2/2
2n/27-rn/2 /S" 1/ dr dS

271'”/2 1 2
n—1_-r4/2 d
2”/271'”/2 T(n/2) / e

1 z
R tn/271 7t/2 dt
2721 (n/2) / c
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dir S™ ! #r enhetssfiren i R™ och dS #r ytmattet pa S"!'. Da enhetssfiren har ytmat-

9 n/2
tet |S"| = F(ﬂ—/2) foljer likheten ovan efter ett variabelbyte i sista integralen (lat ¢ = r?).
n
Analysens huvudsats medfor nu att (for z > 0) att
f (2) . (Z) _ 1 Zn/Q—le—z/Q
z z 27/20(n/2) ‘
For z < 0 ar givetvis fz(z) = 0 (varfor?). O

3.3 t-fordelningen

t-fordelning

Definition. Om X ar en stokastisk variabel med tathetsfunktionen

OO
fx(ﬂi):\/ﬁ—;(y)<1+7> , € Rochv >0,
2

kallar vi X for ¢(v)-fordelad med v frihetsgrader.

Denna fordelning dr symmetrisk och om antalet frihetsgrader gar mot odndligheten konvergerar
tathetsfunktionen mot téthetsfunktionen for normalférdelning.

Y
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<>

e

Sats. Om X ~ t(v) & E(X) =0 (om v > 1) och V(X) =v/(v — 2) (om v > 2).

Bevis. Om v > 1 &r integralen E(X) absolutkonvergent (visa det) och da integranden ar udda

och
r
blir saledes F(X) = 0. For att berikna E(X?) later vi ¢, = (3 )V .
vl (5)

Om v > 2 ser vi genom partialintegration att

v+1 v—1

[e’e] 2 — 2 [e’e] 2 — T3
E(XQ):cl,/ m-x<1+x—) dx:cl,/ v 1+9§_) dx
o v oV —1 v
v—1
o) 2\ T2
=c, v / (1+x_> dx
v—1J)_ v

cy 32 00 W2\ ¢, L3/
— Cy_z (1 + ) du -
Co (v —1)v—2 o v—2 Co—z (v —1)Vv—2

dér vi bytte variabel sa zvv — 2 = uy/v och utnyttjade att integralen som dok upp &ar precis
integralen av tdthetsfunktionen for en t(v — 2)-fordelad variabel (om v > 2). Vi forenklar
uttrycket och finner att

dir vi nyttjat att T'(z + 1) = 2['(2). Eftersom E(X) = 0 féljer det nu att V(X) = E(X?). O
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3.3.1 t-fordelningens kvantiler

Kvantilerna for ¢-férdelningen ar de tal ¢,(n) sadana att P(T" > t,(n)) = 1 — . Det vill séga
granser t,(n) sadana att for T' ~ t(n) géller att andelen a av sannolikhetsmassan ligger till
hoger om t,(n). Eftersom grianserna dr jobbiga att rédkna fram for hand brukar vi anvénda
tabellverk enligt nedan (studera @ven formelsamlingen).

Y

} T
ta(n)

n o 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 636.619
2 1.886 2.920 4.303 6.965  9.925  22.327  31.599
3 1.638 2.353 3.182  4.541  5.841 10.215 12.924
4 1.533 2.132 2776  3.747  4.604 7.173 8.610
5 1476 2.015 2571  3.365  4.032 5.893 6.869
6 1.440 1.943 2447  3.143  3.707 5.208 5.959
7 1.415 1.895 2365 2998  3.499 4.785 5.408
8 1.397 1.860 2.306  2.896  3.355 4.501 5.041
9 1.383 1.833 2262 2.821  3.250 4.297 4.781
10 1.372 1.812 2228  2.764  3.169 4.144 4.587
11 1.363 1.796 2201 2718  3.106 4.025 4.437
12 1.356 1.782 2.179  2.681  3.055 3.930 4.318
13 1.350 1.771 2.160 2.650  3.012 3.852 4.221
14 1.345 1.761 2.145  2.624 2977 3.787 4.140
15 1.341 1.753 2131  2.602  2.947 3.733 4.073
16 1.337 1.746 2120 2583 2921 3.686 4.015
17 1.333 1.740 2.110  2.567  2.898 3.646 3.965
18 1.330 1.734 2.101  2.552  2.878 3.610 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539  2.861 3.579 3.883
20 1.325 1.725 2.086  2.528  2.845 3.552 3.850
21 1.323 1.721 2.080 2518 2831 3.527 3.819
22 1.321 1.717 2.074  2.508  2.819 3.505 3.792
23 1.319 1.714 2.069  2.500  2.807 3.485 3.768
24 1.318 1.711 2.064 2492  2.797 3.467 3.745
25 1.316 1.708 2.060  2.485  2.787 3.450 3.725
26 1.315 1.706 2.056  2.479  2.779 3.435 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2473 2771 3.421 3.690
28 1.313 1.701 2.048  2.467  2.763 3.408 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2462  2.756 3.396 3.659
30 1.310 1.697 2.042  2.457  2.750 3.385 3.646
40 1.303 1.684 2.021 2423 2.704 3.307 3.551
90 1.299 1.676 2.009  2.403  2.678 3.261 3.496
60 1.296 1.671 2.000 2390  2.660 3.232 3.460
70 1.294 1.667 1.994 2381  2.648 3.211 3.435
80 1.292 1.664 1.990 2374  2.639 3.195 3.416
90 1.291 1.662 1.987 2.368  2.632 3.183 3.402

100 1.290 1.660 1.984  2.364  2.626 3.174 3.390
00 1.282 1.645 1960 2326  2.576 3.090 3.291
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3.4. Vektorer med stokastiska variabler Kapitel 3. Konfidensintervall

3.4 Vektorer med stokastiska variabler

Lat X = (X, Xo,..., X,,)T vara en vektor vars komponenter ir stokastiska variabler. Vi strivar
efter att skriva vektorer som kolonnvektorer. Det faller sig naturligt att definera véantevirdet
av X genom

E(X) = (B(X,), B(X,), .., B(X,)).

Pa samma satt definerar vi vantevardet av en matris av stokastiska variabler. Variansen blir lite

konstigare sa vi introducerar den sa kallade kovariansmatrisen mellan tva vektorer (av samma
dimension). Lat Y = (Y1, Ys, ..., Y,)T och definiera C(X,Y) enligt

C(XLY) C(X)Ys) - C(X1Y,)

C(Xo V1) C(Xo,Ys) - C(XoY,)
C(X.Y) = : : :

C(X, Y1) C(XYa) - O(X,.Y,)

dir C(X;,Y;) = E(X;Y;) — E(X;)E(Y;) ér kovariansen mellan X; och Y.

En stor anledning att blanda in vektorer och matriser ar givetvis att fa tillgang till maskineriet
fran linjar algebra. Kovariansen (en matris) mellan tva vektorer X och Y kan da lite mer
kompakt skrivas

C(X,Y)=EXY") - E(X)E(Y),

diir ()T innebér transponering. En produkt A = xy” brukar kallas fér den yttre produkten och
bestar av element (a);; = z;y;, 1,7 = 1,2,...,n. Detta &r alltsa inte skaldrprodukten (X7Y).
Lat A, B € R™"™ vara matriser. Da d&r AX en linjarkombination av X, X5, ..., X,, och BY
en linjarkombination av Y7, Y5, ..., Y,. Dessutom kan alla linjirkombinationer skrivas pa detta
siatt. Vidare géller nu tack varje linjériteten att

E(AX)=AE(X) och C(AX,BY)=AX(BY) =AXY'B".

3.5 Cochrans sats

Vi ska nu betrakta ett speciallfall av en ganska generell sats (Cochrans sats) ..

&

Sats. Lat X, Xs, ..., X, vara oberoende likaférdelade stokastiska variabler déir X; ~ N (p, 0?)
for k=1,2,...,n. Da giller att

DX =)~ (- 1)

Bevis. Lat Y, = X — u sa att Yy ~ N(0,02). Vi ser att

n n

d (X=X =) (Vi-Y)

k=1 k=1
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Lat J vara n X n-matrisen vars samtliga element fir 1 och 1at Y = (Y1, Y5, ..., Y,)T. Da kan vi
skriva .
Yi-Y

Y, —Y 1
, =IY — —JY =QY,
n

Y,-Y
dir@Q=I—-(1/n)J. Lat P=1—-Q = (1/n)J. Da &r
P+Q=1, P2=pPr'=p Q*=Q"=Q  samt PQ =QP =0.

Matriserna P och @) representerar alltsa ortogonala projektioner pa R™ och av naturliga skal
ar rank(P) = 1 sa rank(Q) = n — 1 (eftersom P+ Q = I).
Vidare giller att

C(PY,QY) = PCO(Y,Y)Q" = P’ IQ" = PQ" = PQ =0

da E(Y) = 0 och C(Y;,Y;) = 0> om i = j och C(Y;,Y;) = 0 da ¢ # j eftersom olika Y} ér
oberoende. Saledes &r Y; —Y och Y oberoende stokastiska variabler (eftersom kovariansen noll
mellan normalférdelade variabler ar ekvivalent med oberoende). Eftersom rank(Q) =n — 1 sa
kan vi representera QY i en ortogonal bas sa att

1 & — 1 1
S Y=Y =SQY)QY = SYIQY =28+ Z3 + -+ 27,
k=1

dar Z; ~ N(0,1) och dessa variabler dr oberoende. Vi kan nu nyttja den tidigare satsen om
att summan av n stycken kvadrater av N (0, 1)-férdelade variabler ér x?(n)-fordelad for att dra

1
slutsatsen att FXTQX ~x3(n—1). O

3.6 t- och x2-fordelning; Gossets sats

Det finns givetvis en anledning till att vi studerar just dessa tva fordelningar. William Gosset
bevisade ndmligen foljande sats.

>

e

A
Sats. Lat Z ~ N(0,1) och V' ~ x?(v) vara oberoende. Da &r

VV/v

~ t(v).

Bevis. Eftersom Z och V &r oberoende ges den simultana tathetsfunktionen av

1
f(z,v) = e_ZQ/zv”/z_le_”/z, zeR, v>0.

Va2 L (3)

A 1
Lat T = ——— och ¢ =
. VV/v e e \V2m2v/2T (%)

P(T<t)= // f(z,v)dzdv = c// e 2P e 2 4y .
z/7/v/v<t z/A/v/v<t
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3.6. t- och x2?-fordelning; Gossets sats Kapitel 3. Konfidensintervall

Vi gor ett variabelbyte,

u E, d(z,v) \/g 21,“ = w
v = = O 5
d(u,w) 0 1 v
w =
sa integralen blir
2
// / o—wRw/(20)  v/2-1, ”/2dzdv—7/ / vl L exp (_% (1+%))dwdu
c 7”1/3»171
= — € 2drdu,

t 2 ) oe]
& Uu v r
= — 14+ — / P e idr du,
\/; —0o0 4 0

dér vi gjorde ett variabelbyte r = w [ 1 + — | i den innersta integralen och brét ut den faktor
v

<
2o

som inte beror pa w. Den innersta integralen &r nu néstan (upp till normeringskonstanten)
integralen av tithetsfunktionen for en x?(v + 1)-variabel, sa

/007’@3 e zdr = 2 TV/2D vl
0 2

Saledes ges fordelningsfunktionen

Fr(t) = \/2_(3;2;/2”;1()) /t (Hu;)* du:\/ry_ﬁ(;?()%)/; (1#5) " du

vilket efter derivering ger téathetsfunktionen

o= ot (05)

vilket &r precis tathetsfunktionen for en ¢(v)-fordelad variabel. U

B

Foljdsats. Om Xi, X, ..., X, r oberoende och likaférdelade med fordelningen N (u,0?) sé

X
ar T = ——— ~t(n — 1), dir S? &r stickprovsvariansen.

Bevis. Detta foljer direkt fran féregaende resultat och Cochrans sats. Vi kan formulera T enligt

T_Y—u 1 A
Co/vn s v
n—1
5 1 ¢ )2 2 2 1
dir Z ~ N(0,1) ochV—Uzg(Xk—X) ~x(n = 1) (med 8% = —V). O
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3.7 Konfidensintervall fér 4 och o i normalférdelning

3.7.1 Konfidensintervall for p nir o ar kind

Lat xy, T, ..., x, vara ett stickprov fran en N(u, 0?)-fordelning dér vi kiinner o och vill hitta
ett konfidensintervall for p. En punktskattning for vantevardet ges av

S
M=X==) Xy~ N(uo’/n).
n
k=1

Vi skapar testvariabeln

—

M —p
= ~ N(0,1).
A~ NO.)
Det foljer da att vi kan vilja ett tal A\, /; sa att
P(=Xaj2 < Z < Aap2) =1—a. (3.1)

Talet A2 dr a/2-kvantilen for en N (0, 1)-férdelning och ges av Ay /o = ®71(1 — a/2). Eftersom
vi saknar explicit uttryck for denna invers édr det enklast (utan dator atminstone) att sla i
tabell. Standardtabell som finns i formelsamlingen enligt nedan (vi far uttnyttja symmetri for
att finna sannolikheter mindre &n 0.5).

1 } T
—>\a/2 >‘a/2

Det skuggade omradena &r sannolikheten att P(Z < —Aa)2) + P(Z > Ay)2).

Vi loser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (3.1) ovan:

o — o
—Aa/2 < Z < Ag S A=< M —pu<Ayjp——
/2 /2 /2 \/ﬁ 2 /2 \/ﬁ

— o — g

S M- )dAup—=< u< M+ Ayjpo——

/2 Jn 1% t Aas2 Jn

Om vi ersiitter M med den observerade punktskattningen i = T (medelvirdet av observatio-

nerna) sa far vi ett konfidensintervall

o o
I, = (T - /\a/Qﬁ, T+ )\a/2%)

med konfidensgrad 1 — a.
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r-\@’- Exempel

Vid en métning av en process fick man féljande méatdata:

6.04 496 493 340 7.04 473 3.57 T7.70 4.55 3.82

Antag att mitningarna #ir ett stickprov pa en normalférdelad variabel X ~ N(p,2?) (man
tycker sig veta sa pass mycket om processen att standardavvikelsen anses vara kéind). Berdkna

ett 99% konfidensintervall for vintevérdet p.

Loésning. Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u,0% = 4). Vi
punktskattar vantevardet p med

10
_ 1
=X = —OZ:: N(p,4/10).

Vi skapar testvariabeln

—~

M —p
= ~ N(0,1).
o /v10 0.1)
Det foljer da att
P(—Aa/z <4< /\a/g) =1—aq, (32)

och da vi séker ett 99% konfidensintervall sa &r o = 0.01 och \g 05 = 2.575 (det sista ur tabell).

Y

: = T

_>‘a/2 >\a/2

Det skuggade omradet ar « - 100% av sannolikhetsmassan jamt fordelad pa svansarna.
Vi I6ser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (3.2) ovan och erhaller att

—~ 2.075-2 —~ 2.575-2

T e < M+
V10 s V10

Om vi ersiitter M med den observerade punktskattningen i = 5.074 (medelvérdet av observa-
tionerna) sa far vi ett konfidensintervall 1, = (3.45,6.70) med konfidensgrad 99%.
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Normalférdelningstabell

8

Det skuggade omradet &r sannolikheten att P(Z < x), ddr Z ~ N(0,1).

X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 ] 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 1 09332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 1 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 09719 09726 0.9732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 109821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 1 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 |1 09893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 109918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 109938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 109965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 109974 09975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 109990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 109993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 109995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 109997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
3.5 109998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
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3.7. Konfidensintervall fér p och ¢ i normalférdelning Kapitel 3. Konfidensintervall

3.7.2 Okiand varians

Lat @1, 29, ..., x, vara ett stickprov fran en N(u, 0?)-férdelning dér vi inte vet vad o dr och vi
vill hitta ett konfidensintervall for p. En punktskattning for vintevéardet ges av

— 1<

M:X:—E Xy ~ N(u,0%/n).
n
k=1

Eftersom o &r okédnd behover vi en skattning och forslagsvis véljer vi stickprovsstandardavvi-
kelsen. Vi skapar sedan testvariabeln

_ My
~ S/vn

T t(n—1),

dér faktumet att 1" ér t-fordelad foljer fran Gossets sats. Det féljer da att vi kan véilja ett tal ¢,/
sa att

P(=tapn—1) <T <typn—1))=1-o. (3.3)

Talet t,/2(n — 1) dr o/2-kvantilen for en ¢(n — 1)-fordelning (vi finner denna i tabell). Vi léser
ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (3.3) ovan:

S = S
—tap(n—1) <T <tapn—-1) & —typn—1) 7 <M —p<tqp(n— 1)%

— S — S
& M—typn—1)—=<pu<M+tys(n—1)—

Z /n

%

Om vi ersiitter M med den observerade punktskattningen @ = T (medelvirdet av observatio-
nerna) och S med stickprovsstandardavvikelsen sa far vi ett konfidensintervall

Iy = (f— taja(n — 1) % T+ top(n —1) %)

med konfidensgrad 1 — a.

N2

5% Exempel
Samma exempel som tidigare dér man vid en métning av en process fick man foljande mét-
data:

6.04 496 493 340 7.04 473 357 7.70 455 3.82

En som arbetar med processen haller inte med om att standardavvikelsen kan antas vara
given, utan tycker att man maste skatta den utifran datan. Hjdlp personen i fraga med att
stélla upp ett 99% konfidensintervall for vintevirdet p da méatningarna ér ett stickprov pa
en normalférdelad variabel X ~ N(u,0?) och o #r okiind.
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Kapitel 3. Konfidensintervall 3.7. Konfidensintervall for g och ¢ i normalférdelning

Losning. Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u,0?). Vi
punktskattar med M = X ~ N(u,0%/10) som tidigare och skattar o med s, dér

10
1
2 E 7)2

ar stickprovsvariansen. Vi skapar testvariabeln

—~

M—p
S/V10

~ t(9).
Som i forra deluppgiften foljer det att
P(—=tap(9) < T <top(9) =1—aq,
dér t5(9) ar kvantilerna till £(9)-fordelningen, 8 € [0, 1].
Y

I I x
_ta/2 (9) ta/Q (9)

Ur tabell finner vi tg,005(9) = 3.25. Genom att 16sa ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet far vi
—~ 325-S8 —~ 325-8
M <pu< M+ .

vio " Vi

Om vi ersiitter M med de observerade punktskattningarna ;1 = 5.074 (medelvérdet av observa-
tionerna) och s = 1/2.0842 = 1.444 (stickprovsstandardavvikelsen) sa far vi ett konfidensinter-
vall I, = (3.59,6.56) med konfidensgrad 99%.

3.7.3 Konfidensintervall f6r varians

Kan man avgbéra om en gissning pa variansen &r rimlig? Vi behover en testvariabel dér vi

—1)52
kianner férdelningen. Enligt Cochrans sats &r % ~ x*(n —1), s& vi kan stéinga in denna
o
variabel. Saledes &r
(n—1)52 1 o? 1

2 2
X]_apm—1) < ———<xi,n(n—1 & > >
1-a/2 o /2 Xoapn—=1) " (0= 1)52 7 X2 y(n—1)

_ 2 _ 2
(2n 1)S Co? e 2(n 1)S ’
Xa2(n—1) Xi—ap2(n—1)

dér x3(v) ér f-kvantilen for x(v)-fordelningen:
P(V > x5(v) =8, daV~x*(v).
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3.7. Konfidensintervall fér p och ¢ i normalférdelning Kapitel 3. Konfidensintervall

Y
: X
X3(v)

i @ 0.0500 0.0250 0.0100 0.0010 0.9500 0.9750 0.9900 0.9990
1 0.0039 0.0010 0.0002 0.0000 3.8415 5.0239 6.6349 10.8276
2 0.1026 0.0506 0.0201 0.0020 5.9915 7.3778 9.2103 13.8155
3 0.3518 0.2158 0.1148 0.0243 7.8147 9.3484 11.3449 16.2662
4 0.7107 0.4844 0.2971 0.0908 9.4877 11.1433 13.2767 18.4668
5 1.1455 0.8312 0.5543 0.2102 11.0705 12.8325 15.0863 20.5150
6 1.6354 1.2373 0.8721 0.3811 12.5916 14.4494 16.8119 22.4577
7 2.1673 1.6899 1.2390 0.5985 14.0671 16.0128 18.4753 24.3219
8 2.7326 2.1797 1.6465 0.8571 15.5073 17.5345 20.0902 26.1245
9 3.3251 2.7004 2.0879 1.1519 16.9190 19.0228 21.6660 27.8772
10 3.9403 3.2470 2.5582 1.4787 18.3070 20.4832 23.2093 29.5883
11 4.5748 3.8157 3.0535 1.8339 19.6751 21.9200 24.7250 31.2641
12 5.2260 4.4038 3.5706 2.2142 21.0261 23.3367 26.2170 32.9095
13 5.8919 5.0088 4.1069 2.6172 22.3620 24.7356 27.6882 34.5282
14 6.5706 5.6287 4.6604 3.0407 23.6848 26.1189 29.1412 36.1233
15 7.2609 6.2621 5.2293 3.4827 24.9958 27.4884 30.5779 37.6973
16 7.9616 6.9077 5.8122 3.9416 26.2962 28.8454 31.9999 39.2524
17 8.6718 7.5642 6.4078 4.4161 27.5871 30.1910 33.4087 40.7902
18 9.3905 8.2307 7.0149 4.9048 28.8693 31.5264 34.8053 42.3124
19 10.1170  8.9065 7.6327 5.4068 30.1435 32.8523 36.1909 43.8202
20 10.8508  9.5908 8.2604 5.9210 31.4104 34.1696 37.5662 45.3147
21 11.5913 10.2829  8.8972 6.4467 32.6706 35.4789 38.9322 46.7970
22 12.3380 10.9823  9.5425 6.9830 33.9244 36.7807 40.2894 48.2679
23 13.0905 11.6886 10.1957  7.5292 35.1725 38.0756 41.6384 49.7282
24 13.8484 12.4012 10.8564  8.0849 36.4150 39.3641 42.9798 51.1786
25 14.6114 13.1197 11.5240 8.6493 37.6525 40.6465 44.3141 52.6197
26 15.3792 13.8439 12.1981  9.2221 38.8851 41.9232 45.6417 54.0520
27 16.1514 14.5734 12.8785  9.8028 40.1133 43.1945 46.9629 55.4760
28 16.9279 15.3079 13.5647 10.3909 41.3371 44.4608 48.2782 56.8923
29 17.7084 16.0471 14.2565 10.9861  42.5570 45.7223 49.5879 58.3012
30 18.4927 16.7908 14.9535 11.5880  43.7730 46.9792 50.8922 59.7031
40 26.5093 24.4330 22.1643 17.9164 55.7585 59.3417 63.6907 73.4020
50 34.7643 32.3574 29.7067 24.6739  67.5048 71.4202 76.1539 86.6608
60 43.1880 40.4817 37.4849 31.7383  79.0819 83.2977 88.3794 99.6072
70 51.7393 48.7576 45.4417 39.0364  90.5312 95.0232  100.4252 112.3169
80 60.3915 57.1532 53.5401 46.5199 101.8795 106.6286 112.3288 124.8392
90 69.1260 65.6466 61.7541 54.1552 113.1453 118.1359 124.1163 137.2084
100 77.9295 74.2219 70.0649 61.9179 124.3421 129.5612 135.8067 149.4493
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Kapitel 3. Konfidensintervall 3.8. Enkelsidiga konfidensintervall

@ Exempel
Samma exempel (igen!) som tidigare dar man vid en métning av en process fick man féljande
métdata:

6.04 496 493 340 7.04 473 3.57 T7.70 4.55 3.82

Stall upp ett 95%-igt konfidensintervall for variansen. Var antagandet att o = 2 rimligt?

2

Losning. Stickprovsstorleken ér n = 10 och vi later V' = ——. Under antagande att det &r ett
o
stickprov fran en N (u,0?)-fordelning kommer V' ~ x%(9). Ur tabell hittar vi grinser a och b s

att P(a <V < b) = 0.95 genom att vilja a = X3 ¢,5(9) = 2.70 och b = 2 155(9) = 19.02.
Y

2.70 19.02

Vi 16ser nu ut o2 ur olikheten:
2 2 952
a<—F<b & ——<ot<—
o b a
och skattar S? med stickprovsvariansen s? = 2.08 och erhaller da intervallet
I,» =(0.98, 6.93).
Vi kan utifran detta dven skatta ett konfidensintervall for standardavvikelsen enligt
I, = (0.99, 2.63) .

Eftersom 2 € I, kan vi inte sdga att o = 2 &r orimligt.

3.8 Enkelsidiga konfidensintervall

De konfidensintervall vi arbetat med har varit tvasidiga i den meningen att bada grénserna har
varit observationer av stokastiska variabler. Det innebér att vi lagt ut den osékerhet vi tillater
pa bada “svansarna” i fordelningen. Men det &r givetvis inte nodvéandigt. Kanske dr vi bara
intresserade av griansen at ena hallet?

Typexemplet ar konfidensintervall for variansen. Att variansen &r liten brukar inte vara nagot
storre bekymmer, sa vi lagger allt krut pa att halla koll pa grédnsen uppat. Men det kan dven
handla om véntevirdet (eller ett predikterat virde; se nésta avsnitt). Kanske méter vi nagot
dér vi inte far 6verstiga en viss niva. Kanske en situation dar det inga problem &r om koncent-
rationen av nagot skadligt &mne ar lag, men ett betydligt storre problem om koncentrationen
ar hog?

Sa hur astadkommer vi detta? Vi betraktar ett par exempel.
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3.9. Prediktionsintervall Kapitel 3. Konfidensintervall

@ Exempel
Samma exempel (igen igen!) som tidigare dar man vid en métning av en process fick man
foljande métdata:

6.04 496 493 340 7.04 473 3.57 T7.70 4.55 3.82

Stall upp ett 95%-igt konfidensintervall for variansen déar vi endast ér intresserade av hur stor
variansen &r. Skulle antagandet att o = 2.5 vara rimligt? Jamfor med foregaende exempel.

952
Losning. Stickprovsstorleken &r n = 10 och vi later iven nu V' = —- ~ x2(9). Ur tabell hittar

vi en grins ¢ sa att P(c < V) = 0.95 genom att vilja ¢ = x25(9) = 3.33.

Y

Vi léser nu ut o2 ur olikheten:
952 , 952
c < — = o< —
o c
och skattar S? med stickprovsvariansen s? = 2.08 och erhaller da intervallet
I, = (0, 5.62).
Vi kan utifran detta dven skatta ett konfidensintervall for standardavvikelsen enligt

I, =(0,2.37).

Eftersom 2 € I, kan vi inte sdga att 0 = 2 &r orimligt. Ddremot kan vi sédga att o = 2.5 ar
orimligt (vilket vi inte kunde gora i foregaende exempel!).

3.9 Prediktionsintervall

Vi har hittat konfidensintervall fér bade véntevarde och varians (och dérigenom skattat intervall
for standardavvikelsen), men kan man séga nagot om vart en enskild observation hamnar? Det
ar ju en stokastisk variabel, sa det maste ga. Det vanliga ar foljande mandver.
Lat X1, Xo, ..., X, vara ett slumpmiéssigt stickprov fran N(u,o?). Vi vill stéinga in en enskild
observation av en variabel X (som antags vara oberoende) fran denna foérdelning. Givetvis vill
vi utnyttja stickprovet, sa vi betraktar variabeln X, — X som &r normalférdelad med

2

E(Xo—X)=0 och V(Xo—X)=0>+ 2.
n
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Kapitel 3. Konfidensintervall 3.10. Bonus: Gammafunktionen

Alltsa kommer

Xo—X

Sy/1+2
eftersom S? fortfarande #r x*(n — 1)-férdelad. Vi kan pa samma séitt som tidigare stéinga in
denna variabel med sannolikhet 1 — «,

T = ~t(n—1),

ta/?(n_l) ta/2(n_1)
och sedan 16sa ut Xj:

Xo—X

Sy/1+1
— 1 — 1
& X—ta/z(n—l)Slerﬁ<X0<X+ta/2(n—1)S\/1+E.

Vi ersétter nu X med det observerade medelvirdet Z och S med stickprovsstandardavvikelsen s
och far da intervallet

1 1
Ix, = <f—ta/2(n—1)8\/1+—, E+ta/2(n—1)3\/1+—>.
n n

—ta/Q(TL—]_) < <ta/2(n—1)

Se upp med om en fraga stélls angaende konfidensintervall for vintevirde eller ett predik-
tionsintervall. Det &r helt olika fragor! Svarar du med ett konfidensintervall fér véantevardet
nar det efterfragas ett prediktionsintervall blir det noll podng. Om vi jamfor intervallen for

vintevirde respektive predikterat vérde ser vi att vi alltid har Ix, C I, med den metod vi
anvant ovan (och aldrig likhet).

3.10 Bonus: Gammafunktionen

For z € C med Re z > 0 ar integralen



3.10. Bonus: Gammafunktionen Kapitel 3. Konfidensintervall

absolutkonvergent. Detta &r ett sitt att definiera gammafunktionen pa. Funktionen ovan gar
dven att analytiskt utvidga till Re z < 0 forutom for negativa heltal. Ifran definitionen ovan
kan vi medelst partialintegration erhalla att

['(z+1) = / e v dr = [—:cze’ﬂgo + z/:cZ1ez dx = zI'(2).
0 0
Eftersom I'(1) = 1 visar denna likhet att
['(n)=(n—1)!

for alla positiva heltal. Gamma-funktionen utvidgar saledes fakultetet till alla komplexa z for-
utom negativa heltal.
Kopplingen till normaliseringen av y*-férdelningen dr ganska naturlig. Vi ser att om X ~ x?(k)

sa ar
/ fX dr — 1 /OO 2K/210=/2 gy
2k/2D(k/2)

_ : ) u=1/2 _ 1 > k/2, k/2—1_—u
= /varlabelbyte. dp — Qdu/ = W/o 2% e “du

1
= T T2 = 1

Aven identiteten I'(z + 1) = 2I'(2) &r det vi anvinde nir vi berdknade E(X) och V(X) (ga
tillbaka och studera partialintegrationen!).

For att identifera I'(n+1/2) kan vi till exempel gora variabelbytet u = /x och partialintegrera n
ganger:

e} o0 5 ¢] 9
In+1/2) = / "2y = 2/ u*e™™ du = 2/ w1 (ue™™) du
0 0 0

= - [uQn*le’“Q] t (2n — 1)/ w23 (ue™) du
0 0

1 2] 2n—3 [ 2
= 2n -1 _ - 2n—3 —u 2n—>5 | —u
(2n )( 2[u e ]o + 5 /0 u (ue )du)
2n —1)(2n — 1 o 9n — 00
— ( n )( n 3) (__ |:u2n75€fu2:| + n 5/ u2n77 X (uefuz) du>
0

2 2 0 2
_ _ (2n —1)(2n — 3;n_1 (2n — (2n—1)) /°° T
0
C(2n-1)2n—-3)---(2n—(2n—1)) VT _ (2n)!
B 2n—1 2 4nnl v
dar vi i sista steget anvinde den valkénda identiteten e du = ﬁ

2
0
Det finns mer eleganta sétt att ta fram identiteten for I'(n + 1/2) genom exempelvis Eulers

reflektionsformel: -

I1-2)I(z) = 2 &7,

sin(rz)’

men den likheten &r lite mer komplicerad att bevisa, sa vi néjer oss med ovanstaende.
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Kapitel 4

Konfidensintervall 11

4.1 Skillnad mellan parametrar

Vi kommer nu fortsdtta med att konstruera konfidensintervall och vi kommer betrakta lite
olika situationer dar vi borjar med att titta pa framforallt skillnader mellan olika métningar.
En rimlig fraga &r om det foreligger nagon skillnad mellan till exempel véntevéirden for tva
stycken stickprov. Antag att vi har tva slumpmaéssiga stickprov fran tva normalférdelningar.
Vi vet inte direkt om fordelningarna har samma parametrar, sa situationen skulle kunna se ut
enligt foljande.

Hur avgor vi om till exempel p; = ps? Eller snarare om det ar sa att p; # ps? Eller kanske
om e > p1? Gar det att avgora om varianserna skiljer sig at? Vad gor vi om inte stickprovet
ar fran en normalférdelning?

4.2 Linjarkombinationer av normalférdelningar

Lat Xy,..., X, och Y7,...,Y, vara oberoende slumpmiissiga stickprov fran N(uy,o}) respekti-
ve N(uz,03). Om c¢; och ¢, dr konstanter, kan vi hitta ett konfidensintervall for linjirkombina-
tionen ¢y + copn? Svaret beror pa vilka antaganden vi gor. Vi borjar med att hitta en lamplig
stokastisk storhet. Vi ser att

2 2

E(iX + oY) =ciuy +caps och V(e X + oY) =cf 9 + ¢ 2,
m n

sa eftersom vi har oberoende normalférdelade variabler géller att

X 4+ Y —
g-atto 2 (e j Cah2) | No,1). (4.1)
C% % + Co O—nQ

Om vi kdnner o7 och oy ricker detta for att stélla upp ett resultat.
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4.2. Linjarkombinationer av normalférdelningar Kapitel 4. Konfidensintervall 11

4.2.1 Kaind varians

N

@ Kéanda varianser
Antag att foljande virden &r uppmétta.

x; | 477 55.6 51.3 46.1 54.9
yi | 29.2 478 309 377 279 40.1 415 40.9

Lat x; vara observationer av stokastiska variabler X; ~ N(,ul,42) och y; observationer av
stokastiska variabler Y; ~ N(pug, 9%), dir samtliga variabler dr oberoende. Ange ett 95% kon-
fidensintervall for p; — 2ps.

Losning;:
Lat W = X —2Y . Varfor? Denna storhet har egenskapen att E(W) = E(X)—2E(Y) = p1—2ps,
vilket &r precis vad vi ar intresserade av. Vidare ar

o o 42 92
VW) =V(X) + (-2)*V(Y) = = A7 =437
En lamplig teststorhet ges av
V(W) ’
Obligatorisk principfigur!
Y
: : x
—Aa/g /\a/2

Eftersom
P(-/\a/g <7< )\a/z) =1—«

kan vi ur olikheten 1osa ut sambandet
W — )\a/g V(W) < 1 — 2,&2 < W+ /\a/g V(W)

Vi skattar W med w = T — 2y = 51.12 — 2 - 37 = —22.88. Ur tabell finner vi att ®(1.96) =
0.95 4 0.025 = 0.975, sa A\y/2 = 1.96. Alltsa blir intervallet

Ly oy, = (—22.88 — 1.96 - V/43.7, —22.88 + 1.96 - V/43.7)
= (—35.84, —9.92).

Vad siger detta oss? Jo, att med 95% sikert sa ligger det verkliga virdet for p; — 2us 1 interval-
let (—35.84, —9.92). Till exempel ser vi att noll inte finns med i intervallet, sa det maste vara
sa att 2us > 1 med hog sikerhet!
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Kapitel 4. Konfidensintervall II 4.2. Linjiarkombinationer av normalférdelningar

4.2.2 Okinda men likadana varianser (oq = o02)

Sa om vi inte kanner till vad varianserna dr behover vi skatta dessa. Om vi dessutom antar
att o1 = oo far vi ett enklare resultat, sa vi borjar med det. Om vi nyttjar att oy = 0o =0 i
ekvation (4.1) erhaller vi att

_aX + oY —(am +cep)

2 2
WAy &
g m+n

Men vi vet fortfarande inte vad o ar, sa vi ersidtter o med stickprovsstandardavvikelsen s.
Eftersom vi har tva stickprov viktar vi ihop dessa pa sedvanligt sitt:

Z

N(0,1).

o (m=Dst+(n-1s

m+n—2
—2)52
Motsvarande stickprovsvariabel S? uppfyller som bekant att (m + 7; ) ~xXi(m+n—2)
och enligt Gossets sats blir
X + Y —
=4 e (c1pn + eapto) ~t(m+n—2).

82 02
Sy/a 2

Okéand varians

Samma siffror som i exemplet ovan, men nu vet vi inte vad standardavvikelserna dr. Antag
att de ar lika, dvs att 01 = 09 = 0. Finn ett 95% K.I. for pu; — po (inte samma uttryck som
sist!). Kan du sdga nagot om pastaendet att pq > pus?

N

Losning;:
Vi antar alltsa hiir att X; ~ N(ug,0?%) och Y; ~ N(jug, 0?).
Vi kan skatta varianserna for varje serie med de vanliga stickprovsvarianserna, sa

51 = - i 1 ;(Iz‘ —-7)°  och  s5= ﬁ ;(yi -7)
ar kédnda storheter. Dessa viktas ihop enligt
o (=R (-1
n+m-—2
Det foljer nu att o o
T — aX + Y — (cipn + capta) ~t(n+m —2).

Lat k := 1/ % + % Snarlikt med fallet dér vi kiinde varianserna kan vi stdnga in 7"
P(=tapn+m—=2)<T <typn+m-2)=1-a
dér vi ur olikheten kan 16sa ut sambandet
T —tapn+m—=2)-S-k<cip+copp <T +tapp(n+m—2)-5-k.
Vihar n =5 ochm = 8,sa m+n—2 = 11 frihetsgrader. Ur tabell finner vi att ¢y 25(11) = 2.20.
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4.2. Linjarkombinationer av normalférdelningar Kapitel 4. Konfidensintervall 11

: = x
_ta/2(11) ta/2(11)

Vi kan rdkna ut stickprovsvarianserna for z; och y; separat (med formel eller miniréknare).
Vi erhaller s? = 17.822 och s2 = 49.009 (sma bokstéver, e] stokastiskt!). Den sammanviigda

standardavvikelsen blir da
4 2 2
s = \/%782 — 6.1374.

Vidare ar ¢; = 1 och ¢ = —1, sa

k=12

Alltsa blir
2

2
D45 99061374 0.5701 = 7.6976.
m

t0.025(11)8 %
Vi kan ocksa rikna ut att T — y = 14.12, sa det sokta intervallet ges av
Ly, = (14.12 = 7.70, 14.12 4 7.70)
= (6.42, 21.82).

Vi ser att noll e ingar i intervallet, sa det forligger troligt att pq > ps.

4.2.3 Okéinda varianser (o # 02)

Ha ha. Well.. vi har inget anvéindbart exakt samband, men det finns metoder for att hante-
ra dven denna situation. Dessa metoder ligger utanfér denna kurs, men det kanske kan vara
intressant att ha hort talas om dem. Problemet ligger i att uppskatta frihetsgraden v for ¢(v)-
fordelningen. Man kan visa (Welch-Satterthwaite-ekvationen) att

Sz 52 sz 52\ 1 st 1 s
L Zy), darv= | 242 -+ 2.
ny  No ny  No ny—1ny ng—1n;

Dérifran kan vi till exempel anvinda att

7_?_ - appr
T — (Ml /LQ) appr. t(l/)

S| 52
Vot

for att stilla upp ett konfidensintervall for 1 — po.
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Kapitel 4. Konfidensintervall II 4.3. Stickprov i par

4.3 Stickprov i par

Om stickproven Xi,...,X,, och Yi,...,Y, inte 4r oberoende far vi problem. Atminstone om
inte beroendet &r kint. Lat oss betrakta ett vanligt forekommande exempel, ndmligen stickprov
i par. Av nédvéndighet dr da m = n sa stickproven har samma storlek. Vi téanker oss att xj ar
observationer fran Xy ~ N(u, 07) och Yy ~ N(ux + A, 03). Typexemplet dr nér vi méter nagot
fore och efter en férdndring.

Bilda nu ett "nytt” stickprov Z; av oberoende variabler:

Z =Y — X ~ N(A, 0?),

for nagot ¢. Vi dr nu tillbaka dér vi var foregaende foreldsning, sa de tekniker vi utvecklade dér
fungerar dven nu.

N

572 Exempel
Preparat mot (h)jarnbrist. Méatningar (i lamplig enhet) fore och efter behandling hos nio
patienter.

Person| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fore [ 158 121 182 94 118 166 13.7 135 17.5
Efter | 14.8 124 183 95 122 156 134 144 16.0

Bestam ett 99% KI av den genomsnittliga effekten hos preparatet. Kan du styrka att det
fungerar?

Losning;:

Lat x; vara virde fére behandling for person i och y; motsvarande efter. Vi antar att olika
personer #ir oberoende och att z; dr observationer fran X; ~ N(u;, 0%) och Y; ~ N(u; + A, 02).
Bilda Z; = Y; — X; ~ N(A, 0?). Vi har nu en enda serie z; = y; — x; som ges enligt

z|-10 03 01 01 04 -1.0 -03 09 05

Vi rdknar ut s = 0.7886 och Z = 0.2222. Vidare d&r n — 1 = 8 och o = 0.01, sa t,/2(8) =
t0.005(8) = 3.36. AHtSé,

In = (0.222 — 3.36 - 0.7886/1/9, 0.222 + 3.36 - 0.7886//9) = (—0.66, 1.11).

Eftersom nollan finns med kan vi inte forkasta att A = 0 (med 99% sékerhet). Preparatet kan
alltsa vara verkningslost.

4.4 Jamforelse av varianser

)

"The box. You opened it. We came.’
—Pinhead

Vi antog tidigare att stickproven hade samma varians (for att kunna stélla upp en lamplig
teststorhet). Hur vet vi det? Kan vi pa nagot sitt avgora om det antagandet ar rimligt? Vi vill
alltsa jamfora varianserna for tva stickprov och for att gora det behover vi introducera en ny
fordelning (ljuva lyckal!).
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4.4.1 F-fordelningen

W F-fordelning
Definition. Vi kallar X ~ F(d;,ds) F-férdelad med frihetsgraderna d; > 0 och dy > 0 om
1 A\ * da \
1 @i 1
fx(z) (&, &) (d2) x <—|—d2x> , x>0,

['(a)T
dar B(a,b) = % ar beta-funktionen.
a

Notera att X ~ F(dy,1) & X ~ x*(dy).

. —di=1,dy =1
: dy =2, dy =2
d1:3, d2:5

d1: ,d2:6

di =5, dy=1

dy=8,dy=1

di = 10, dy = 10
di = 20, dy = 20

B

Sats. Om V; ~ x%(dy) och Vo ~ x?(ds) ér oberoende sa giller att

Vi/dy
Va/dy

~ F(dl,dg).

Bevis. Vi borjar med att betrakta hur man kan hitta tédthetsfunktionen for kvoten Z = X/Y
av tva oberoende stokastiska variabler X och Y. Vi antar att respektive téithetsfunktion &ar
kontinuerlig. Det géller att fxy(z,y) = fx(x)fy(y) och

X
FZ(z):P(?§z> —P(X<Yz Y >0 +PX>Yz Y <0)
00 yz 0 00
= / / fX,Y(%Z/)dedy‘i‘/ fxy(z,y)dz dy
0 —00 —o0 Jyz

- [ rwrwaa [ " )1 - Fr(y=) dy,
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fran vilket det foljer att

) = ) = [ ul ity [ ube)fxto)

—0o0

= /_OO ylfy () fx(yz) dy.

[e.9]

Vi noterar dven att for r > 0 géller att

P (% < x) =P(X <rz) = [fxp(z)=rfx(rz)

Saledes ges tathetsfunktionerna for Vi /d; och V4 /dy av

dd1/2

fV1/d1 (l’) = 2d1/21F (%)xdl/216d11/27 x>0

och
dZdQ/z da/2—1 _—day/2
Tvayan(y) = my MEem YRy >0,
2

Vi/d

sa enligt resultatet ovan for kvoten 7L erhaller vi att
Va/dy

fZ(z) - /0 ysz/d2<y>fV1/d1<yZ) dy

d2d2/2d{11/2 s d1/2-1

= ) /OO ydl/2+d2/2*16*(y(d2+d12))/2 dy
0

N ONE

) u=y(ds + dq2)
= belbyte:
/Varla elbyte dy = (dy + dy2)~\du

_ PP AN 28PN (dy 4 dyz)~(td)/2 (di+dz)/2-1 ,—u/2 g
= odi+d)/2 T (o) T (d2 ! ’ '
()T (%) 0

d;2/271d{11/27lr (dI;dQ) Zd1/2—1(d2 + dlz)‘(d1+d2)/2

F($)T (%)

eftersom .

- (di+d2)/2-1 ,—u/2 3
2(d1+d2)/2 T (dl-;dQ) /0 [ e du=1

da detta dr integralen av tithetsfunktionen for en stokastisk variabel U ~ x?(d; + ds). Vi kan
hyffsa till slutresultatet for f(z) genom att bryta ut do ur (dy + dyz)~(17%)/2 och anviinda
beta-funktionen:

_ —(di+dz)/2
d;2/22d1/2—1d1 d2/2 <1 + %Z> e

P 5(3.9)
B 1 (@> 7d2/22d1/2_1 <1 . ﬂz> —(d1+d2)/2
B(% %) \d z ’
vilket ar precis vad vi ville visa. U
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&

Sats. Om X ~ F(dy,d,) sa &r

d2 Qd%(dl - d2 — 2)

B(X) = dy>2, och V(X):d1<d2_2)2<d2_4),

dy > 4.

Bevis. Vilj tva oberoende stokastiska variabler Vi ~ x?(d;) och V4 ~ x?(dy). Eftersom vi

Vi/dy
~ F(dy,ds) foljer det att
‘/'z/dQ ( 1, 2) oljer daet a

ras) = i o overoente [ = () B (52) = e ()
EX)=F|—— ] = och =2 oberoende El—|E|—= E
() <V2/d2 dy dy d; Vs dy Va

dér vi nyttjat att E(V)) = dy. Vi berdknar E(1/V5):

E (i) = C/OO d2/2=2,=2/2 10 — . ({—1 xd2/2_16_$/2] + —1 /OO pl2/2=1e=n/2 dx)
Vs d2/2 -1 0 dy —2 Jy

d2—2/ fro( d2—2

under forutséittning att dy > 2. Saledes blir

visade ovan att

da
dy —

Nér det géller variansen anvander vi ett analogt resonemang:
Vifdi\ _ d3 V2 A%
) (%/@) a \"\z) P\
V1 och V3 oberoende & E(V})E 1 —~E(W)’E L 2
1 2 d2 1 ‘/22 1 ‘/2
d3 1 d?
=2 ((VIW+EWHE| = |- ——
: (( W+ B0 B (77) - .2 )
d3 1 d3
=2 (2 +dE | =) - ——
& <( v+ ) (W) (@ —2)2)

eftersom V (V) = 2d; och vi anvént resultatet for F(1/V3) ovan. Vi partialintegrerar nu for att
beriikna F(1/V3):

1 o0
FE (V_22> = C/o 2h/23e2/2 gy

1 da/2—2 _—x/2 = 1 /Oo do/2—2 —x/2
p— ———— T z d
c({d2/2_2$ e 0+d2—4 ; x e T

- dzl—4E(%) - G

om dy > 4 och vi nyttjat kalkylen for E(1/V3) ovan.

E(X) = 2omd2>2.

Alltsa blir
V(X)_d_g ( 2d, + d? & ) _2d3(dy +dy — 2)
d? \(dy —4)(dy —2) (dg —2)? di(dy — 2)2(dy — 4)’
vilket var precis vad vi ville visa. U
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<>

e

Sats. Om X ~ F(dy,ds) sa ar 1/X ~ F(dy, dy).

Bevis. Lat V = 1/X och antag att v > 0. Da géller att

Fr() = PO/X <) = P(X 2 1/0) =1~ Fx(/0) = fy(v) = g fx(1/v),

f ( ) 1 1 d2 7d2/2 1 d1/271 1+d 1 d1+d2)/2
V) = — ——————— _ —
v U2 B (d—21, %) d1 (% dQ’U

dQ —d2/2 1 di/2+1 dl —(d1+d2)/2 d2 . 1 —(d1+d2)/2
- — —_— —v
d1 v dQU d1

— 2

sa

eftersom B(a, b) =

<>

e

Sats. Om T ~ t(n) sa &r T? ~ F(1,n).

Bevis. Lat V = T? och antag att v > 0. Da giller att
Fy(v) = P(T <v) = P(—Vv < T < vv) = Fr(vv) — Fr(=vv),

sa

fr(=v/v)

v)-(n+1)/2
n

1/2 n+1)/2
Ly, 1~|—1v ~(41)/
_B(l ) n ’

29

g
eftersom fr(—t) = fr(t) och I'(1/2) = /. Saledes &r V' ~ F(1,n). O

4.4.2 Jamforelse av tva varianser

Lat Xy,..., X, och Y7,...,Y,, vara oberoende slumpmissiga stickprov fran N(u,0?) respek-
tive N(po,05). DA vet vi att
ny — 1)5? ny — 1)52
% ~x*(n, — 1) och % ~ x*(ny — 1).
01 03

Det foljer da enligt ovan att
St/ot

F=
S3/o3

NF(nl—l,n2—1>.
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L

Q Exempel
Betrakta det tidigare exempel igen, dar vi hade

x; | 477 55.6 5H1.3 46.1 54.9
y; | 29.2 478 309 37.7 279 40.1 41.5 40.9

Antag att x; ir oberoende observationer av N (uy,0%) och att y; ir oberoende observationer
av N(us, 05). Ange ett 95% konfidensintervall for oy /0.

St /ot
83 /03
konfidensintervall med konfidensgrad 95% sa vi behover grianser a och b sa att

P(F <a)=0.025 och P(F>b)=0.025.

Ur tabell finner vi att @ = 0.1102 och b = 5.5226 (i MATLAB finv([0.025 0.975], 4, 7)). Notera
att tabeller oftast endast innehaller varden for sannolikheter > 0.5. Anledning till det &ar att vi
kan anvédnda att

Losning. Lat F' = . Pa grund av antagandet foljer det att F' ~ F(4,7). Vi soker ett

1

F~F(m,n) = i ~ F(n,m).

Konkret for oss just nu blir det saledes

1 1 1 1
0.025:P(F<a):P(—<—>:1—P(F§—)

1 1
P{—=<-]=0.975.
a F a (F - )

a

Vi forsoker nu 16sa ut o1 /09:
Si/oz  S% o3 152 o2 15
e A5Gy o 15 o 15
S3/os S o} bS: o0 aS3
Vi skattar nu S? och S2 med respektive stickprovsvarians:

s =17.822 och s5 = 49.0086.

Ett konfidensintervall fér o2 /03 ges alltsa av

B 1 17.822 1 17.822
~ \5.5226 49.0086 " 0.1102 49.0086

) = (0.0658, 3.2999).

Vill vi ha ett konfidensintervall for oy /09 tar vi helt enkelt roten ur grénserna:

Ly, o = (V/0.0658, v/3.2999) = (0.2566, 1.8165).

I MATLAB kan man anvanda funktionen vartest2 for att skapa konfidensintervallet.

>> x = [47.7 55.6 51.3 46.1 54.9 ];
>> vy = [29.2 47.8 30.9 37.7 27.9 40.1 41.5 40.9];
>> [H P CI] = vartest2(x,y,0.05,’both’)
H =
0
P =
0.3452
CI =

0.0658 3.2998

Vad H och P representerar kommer vi till pa nésta foreldsning.
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4.5 Konfidensintervall via CGS

Sa vad gor vi om stickprovet inte dr fran en normalférdelning?

4.6 Stickprov for andel

N

572 Exempel

Ett foretag som sysslar med opinionsanalys véljer slumpmaéssigt ut 400 vuxna i Sverige och
fragar om de har asikt A. Av dessa svarar 80 ja (alla svarar). Bestdm ett approximativt 95%
konfidensintervall for andelen av den stora populationen som haller asikt A.

Losning. Vi later X vara antalet som svarar ja. Da ar egentligen X ~ Hyp(V, 400, p), dar N &r
antalet vuxna i Sverige (rimligen ca 8 miljoner). Da 400 < 8000000 &r det helt rimligt att anta
att X "= Bin(400, p). Vi vill skatta den okiénda andelen p och viljer som skattningsvariabel

~ X

P=—

400
Vi har observerat att p = 80/400 = 0.2.
Binomialférdelningen ar lite jobbig eftersom den &r diskret, sa vi forsdker oss pa en approxima-
tion. Eftersom
400-p- (1 —p) =400-0.2-0.8 = 64

ar ordentligt storre dn 10 &r det rimligt att approximera binomialférdelningen med normalfor-
delning. Alltsa, R
P =" N(p, p(1 — p)/400).

Lat oss bilda

ﬁ - appr
"% N(0,1).
p(1 —p)/400
Observera att vi ersatt med det skattade vérdet pa p i kvadratroten (men inte i téljaren). Vi
nyttjar har alltsa medelfelet d, dvs

d(P) = /(1 — p)/400 = 0.02.

Vi kan nu rékna precis som om vi kéinner standardavvikelsen exakt, sa om vi stker ett approx-
imativt 95% K.I. erhaller vi

I, = (0.2 —1.96-0.02, 0.2+ 1.96 - 0.02) = (0.16,0.24).

4.7 Jamforelse av tva andelar

Antag att vi har tva maskiner. Vid uppmétning fann man att Maskin 1 producerade 20 defekta
enheter av 400, och att Maskin 2 producerade 60 defekta enheter av 600.
Modell: Lat X vara antal defekta enheter fran Maskin 1 och Y antal defekta enheter fran
Maskin 2. Under lampligt oberoendeantagande vet vi att X ~ Bin(400, p;) och Y ~ Bin(600, p)
dér p; och py dr de verkliga felsannolikheterna. Vi skattar lampligen med

X v
= h P —.
T 2= 600
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Vi har observerat att p; = 20/400 = 0.05 och py = 60/600 = 0.10. Alltsa &r p; — p = —0.05.
Ar detta signifikant? For att svara pa fragan behéver vi rikna lite sannolikheter. Eftersom
bade nip1(1 — p1) och nepa(1l — py) dr mycket storre d&n 10 dr det rimligt att approximera
binomialférdelningen med normalférdelning. Alltsa,

5 appr. pl(l _pl) 5~ appr. p2(1 _pZ)
Doeeer N [, PLE T PY h PN, PP
! (p Y400 ) ¢ 2 <p 277600

Da foljer det att

- 5 appr. pl(l _pl) p2<]‘ _p2)
P D Ny — .
1 — (Pl T + 600

Vi bildar nu P
7 _ Pl—PQ—(pl—pz) appr.
V(1= 11) /400 + pa(1 — p2) /600
Observera att vi ersatt med skattade véarden pa p; och p, i kvadratroten (men inte i téljaren).

Det blir fortfarande approximativt (men lite simre sa klart) normalférdelat, men underléttar
mycket for berdkningar. Vi har

N(0,1).

V11 — 1)/400 + 53 (1 — 2) /600 = 0.0164.

Vi kan nu rékna precis som om vi kéinner standardavvikelsen exakt, sa om vi soker ett approx-
imativt 95% K.I. erhaller vi

L, —p, = (—0.05 —1.96 - 0.0164, —0.05 + 1.96 - 0.0164) = (—0.08, —0.02).

Endast negativa virden, sa p; < ps med hog sannolikhet! Maskin 2 &r antagligen sdmre.
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Hypotesprovningar

Vi har nu studerat metoder for hur man hittar lampliga skattningar av okdnda parametrar och
aven stiangt in dessa skattningar i konfidensintervall for att ha kontroll pa vad som &r rimligt
eller ej. Den sista fragan kan man nirma sig pa lite annorlunda (men egentligen mer naturligt
sitt) genom sa kallade hypotestester (ibland kallade signifikanstester).

5.1 Hypotestest

Ett hypotesttest i detta sammanhang bestar av en nollhypotes H, och en mothypotes H;.
Typiskt &ar att nollhypotesen &r nagot vi vill motbevisa (och dérmed styrka att mothypotesen
antagligen géller). I denna kurs kommer vi oftast begréinsa oss till sa kallade enkla nollhypoteser
och oftast av typen

HQZQZQ().

Mothypotesen kan viljas pa olika sitt beroende pa vad vi vill visa. De vanligaste &dr av typerna
Hy:0#060y eller Hy:60>0) eller Hp:0 <86

Det gar att ha betydligt mer komplicerade nollhypoteser (och mothypoteser for den delen).
Ett ganska vanligt exempel dr Hy : X &r normalférdelad eller nagot dylikt. I dessa fall ar det
svarare att hitta ett lampligt test. For de enkla typen av nollhypoteser sa finns det ganska
naturliga teststorheter.

5.1.1 Teststorhet och kritiskt omrade

For att testa hypotesen behover vi en teststorhet ¢ som avgor hur ett stickprov ska behandlas.
Denna storhet har analog funktion med de som anvéndes nér vi stiallde upp konfidensintervall.
Vilater 1, o, . . ., x, vara ett stickprov fran en férdelning F’ som beror pa en okédnd parameter 6.
Motsvarande slumpmaéssiga stickprov betecknas X7, X5, ..., X, i vanlig ordning.

ﬁf Teststorhet /Testvariabel

Definition. En funktion ¢ : R" — R given av t(z1, zs, ..., x,) kallas teststorhet eller test-
variabel och dr en observation av den stokastiska variabeln (X7, X, ..., X,,).
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For att avgdra om vi ska forkasta Hy véljer vi en signifikansniva « och bestammer sedan ett
kritiskt omrade C' som &r en delméngd av det omrade funktionen ¢ varierar 6ver (en del av
viardeméngden). Detta omrade beror pa fordelningen F' och den signifikansniva vi vill utfora
hypotestestet pa.

Kristiskt omrade, signifikansniva
Definition. Det kritiska omradet C ar ett omrade sa att H, forkastas om

t(zy,...,2z,) € C.
Om H, forkastas séger vi att H; ar styrkt och drar slutsatsen att H; géller. Sannolikheten

a=P(t(Xy,...,X,) € C|Hy ér sann)

kallas for testets signifikansniva.

Det kritiska omradet bestar alltsa av virden som &r for extrema for att vara troliga under
forutsdattningen att nollhypotesen géller.

Lat oss stdlla upp ett hypotestest for vintevardet for fordelningen F' enligt Hy : p = pyo
mot Hy : u > po. Vi vill saledes styrka att det verkliga vintevardet &r storre an pig.

Rimliga utfall Utfall har
om Hj giller. styrker H;.
= : = = x
te
Den roda kurvan &r téathetsfunktionen for ¢(X, ..., X,,) om Hy skulle vara sann medan den bla

ar den verkliga tédthetsfunktionen. Vi ser att observerade vérden &r betydligt rimligare i det
kritiska omradet om den bla férdelningen géller. Det kritiska omradet blir saledes

C={zeR:z>t]}.

Om t > t. sa forkastar vi H,.

Om vi istéllet skulle testa Hy : u = po mot Hy : p # pg, vad blir skillnaden? Vi vill saledes i
detta ldge styrka att det verkliga vintevirdet dr nagot annat dn po (inte nodvéndigtvis att det
verkliga véntevirdet &r storre).
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Utfall har Rimliga utfall Utfall har
styrker H;. om Hj giller. styrker H;.

x
De bla kurvorna &r potentiella verkliga fordelningar for ¢(Xy,..., X,) medan den roda fortfa-
rande &r fordelningen om Hj skulle vara sann. Det kritiska omradet blir saledes
C={reR:x>t,ellerx<t,}.
Om ¢t > t., eller om t < t., sa forkastar vi Hy. Nér vi vet mer om fordelningen for ¢( X7, ..., X,)

kan vi under antagandet att Hy stimmer hitta granserna explicit.

A

Att stalla upp Hy och H;p ska goras innan stickprov observerats. Utgar man fran méatdatan
for att hitta pa sina hypoteser beter man sig bedrégligt.

5.1.2 Styrka, fel och p-virde

Sa sdg att vi har valt en en teststorhet och ett kritiskt omrade. Vi har da en metod for att
forkasta nollhypotesen om teststorheten sticker ut for mycket fran vad som é&r forvéintat om
nollhypotesen ar sann. Om vi da vet vad det verkliga virdet pa parametern ér, vad blir san-
nolikheten for att vi kommer att forkasta nollhypotesen? Idealiskt vore den sannolikheten 1 sa
fort parametern har ett annat véirde &n vad som angavs in nollhypotesen (dvs 6p). Detta blir
dock svart att uppfylla, men hur ser sannolikheten ut for att korrekt forkasta Hy om vi later 6
variera? Detta brukar kallas for testets styrka.

Styrka
Definition. Vi definierar styrkefunktionen h(6) enligt

h(0) = P(H, forkastas |6 ar det riktiga vérdet).

Sannolikheten h(f) kallas for testets styrka i 6.

For ett bra hypotestest bor h(f) vara stor for 6 € Hy och h(f) liten for # € Hy. Notera dven
att h(6y) = a.
Uppenbarligen finns det en risk att vi tar fel beslut. Denna riska kan delas upp i tva olika typer.
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Fel av typ I och II

Definition. Att forkasta Hy da Hy dr sann kallas fel av typ I och har sannolikheten «.
Risken for ett fel av typ I &r saledes signifikansnivan.
Att inte forkasta Hy da H, ar falsk kallas for fel av typ II.

p-varde
Definition. For ett givet stickprov kan man for ett signifikanstest berdkna ett p-virde.
Denna sannolikhet &r den lagsta signifikansnivan pa vilken vi skulle forkasta Hy. Med andra
ord &ér p sannolikheten att vi far ett minst lika extremt utfall som det givna stickprovet med
antagandet att H, &r sann.

Lat oss testa Hy : 8 = 0y mot Hy : 0 # 0y. Om vi utifran stickprovet berdknar teststorhe-
ten t(x1,...,x,) = b sa behover vi alltsa karakterisera alla utfall som &r minst lika extrema
om Hj géller. Nu blir vi beroende av hur férdelningen ser ut. Lat oss anta nagot symmetriskt.

Utfall minst lika Rimliga utfall Utfall minst lika

extrema som t = b. om Hj giller. extrema som t = b.

Sa p-vardet kan om férdelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beréiknas enligt
p=PtXy,....,X,) <a)+ P{t(Xy,...,X,) >b) =2Pt(Xy,...,X,) =),

dér a maste véljas sa vi har samma sannolikhetsmassa i bada "svansarna.” Om férdelningen har
en riktig skum uppsyn da? Ja, da blir det svart. En variation vi kan hantera &r om mothypotesen
ar av typen Hi : 0 > 6y (till exempel) da vi endast har

p=PtXy,...,X,) >0b)

eftersom utfall i vénstra svansen nu inte ldngre rdknas som extrema. Utseendet pa mothypotesen
ar alltsa fundamentalt.

A\

Mark val att p-vardet inte sdger nagonting om huruvida Hj &r sann eller ej givet observationen
av t. Det vi har ar sannolikheten for ett lika extremt utfall givet att Hy géller. Inte tvértom!
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Alla principfigurer ovan har varit sma séta symmetriska och kontinuerliga historier. Hur blir
det vid andra typer av fordelningar?

5.2 Hypotestest féor Binomialférdelning

Vi undersoker situationen med ett belysande exempel.

N

Exempel

Ett mynt kastas (oberoende) 30 ganger och vid 10 av dessa blir det en krona. Kan vi forkasta
hypotesen att myntet ar drligt med signifikansniva 5%7 Vad ar styrkan om sannolikheten for
krona dr 3/107

Losning. Vi vill testa om myntet ar drligt, sa vi borjar med att stélla upp en modell. Lat X
vara antalet krona vid 30 kast. Da d&r X ~ Bin(n,p) dir n = 30 och p = sannolikheten for
krona dr okénd. sa en rimlig nollhypotes ges av

1
Hosp:§

och innan experimentet vet vi inte om mothypotesen bor vara p < 1/2 eller p > 1/2; sa vi tar
det sdkra fore det osékra och véljer att testa mot

1
H1:p7é§.

Givet att Hy ér sann sa forvintar vi oss frekvensen 30 - 0.5 = 15 utfall som ér krona. Ar 10
signifikant mindre? Vi stéller upp det kritiska omradet:

C={reZ:0<z<aellerb<z<n}

Hur hittar vi a och b7 Vi far helt enkelt testa oss fram (och anvinda tabeller). Eftersom

wo-(7)6) (-3)

> p(z) =0.0214 och Y p(x)=0.0494

=0 =0

kan vi berakna att
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samt (kdnt redan pga symmetri da p = 0.5 men for fullstandighetens skull):

30 30
> p(x)=0.0214 och Y p(z) =0.0494.
=21 =20

Vi véljer a = 9 och b = 21. Da géller att

P(X €C|H0) :P(X 601|H0)+P(X€ CQ|H0)
— P(X <a)+ P(X > b) = 0.0214 + 0.0214 = 0.0428 < 0.05.

Detta &ar det storsta kritiska omrade vi kan fa for att halla signifikansnivan. Observera att vi
alltsa inte kan tréiffa a = 0.05 exakt. Detta &r typiskt vid diskreta fordelningar.

Eftersom = = 10 ¢ C kan vi inte dra nagon slutsats, utan myntet kan mycket vil vara &rligt.
Vi kan saledes inte forkasta Hy (vilket inte pa nagot sétt betyder att Hy ar sann).

Styrkan vid p = 0.3 blir

h(0.3) = P(H, forkastas|p =0.3) = P(X € C'|p=10.3)

> (30 = (30
=> ( ) 0.370.7°07" + < ; ) 0.30.7°°7" = 0.5888 + 7.28 - 107 = 0.5888.
=0

T
r=21

Antag att vi istéllet vill testa mothypotesen H; att myntet ger firre krona &n klave. Vi har da

1
H{:p<§.

Hur ser det kritiska omradet C' ut?

Y

C utfall hir styrker inte H/

Eftersom
11

10
D p(z) =0.0494 och Y p(x) = 0.1002
=0

=0

sa ser vi att ¢ = 10 ar nodvandigt. Darmed blir
C={zxe€Z:0<x<10}
och var observation z = 10 € C. Alltsa kan vi forkasta Hy och anse att H| &r styrkt.
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Styrkan vid p = 0.3 blir

h(0.3) = P(Hy forkastas|p =0.3) = P(X € C'|p=10.3)
10
-y ( 3:00 ) 0.370.7%-7 = 0.7304.
=0

Notera alltsa att styrkan beror pa mothypotesen! Ganska naturligt ndr man ténker efter, men
det &ar latt att tro att styrkan for ett test bara har med nollhypotesen att gora. Det dr alltsa
helt fel. Vi kan dven lata MATLAB rékna ut styrkefunktionen for alla p € [0, 1] for att se hur
det ser ut.

Styrka h(p)

0.8 |- |
®
g 0.6 [ =
=
S
=)
g 4
0 0.4 1~ N
0.2 |- -

5.3 Hypotestest for Poissonfordelning

Ovriga diskreta fordelningar kan givetvis hanteras analogt med binomialexemplet i féregaende
avsnitt och med datorkraft &r det inte storre problem att rdkna exakt i vildigt manga fall. Men
som vi kommer ihag fran tidigare kurser gar det dven att approximera flera diskreta férdelningar
med normalfordelning om vissa forutsittningar dr uppfyllda. Lat oss studera ett exempel med
Poissonfoérdelning pa tva sitt.

o

5% Exempel

Antalet datapaket till en server kan betraktas som en Poissonprocess X (¢) med en okédnd
intensitet A. For att kunna hantera 6verbelastning har man ett varningssystem som varnar om
antalet paket Overstiger en grins N pa tva tidsenheter. Varningen sker alltsa om intensiteten
dr storre dn véntat. Antag att A = 50 (enhet: tusen paket). Det &r dyrt att avbryta servicen
sa man vill hogst tillata felaktig varning med 1% risk.

Hitta grédnsen N och avgér om man bor varna om z = 120 vid en métning. Vad skulle p-virdet
| bli om z = 1307
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Losning. Det forvintade antalet paket &r p = E(X(t)) = At, sa om A = 50 forvéintar vi
oss i = 50-2 =100 (tusen) paket. Lat

Hy:p=100 och Hy:p>100.
Vi soker det kritiska omradet C'. En figur kan vara bra.

” M

50 C

v v

Rimliga utfall om Hq géller C

Lat p(k), k = 0,1,2,..., vara sannolikhetsfunktionen f6r en Po(100)-fordelad variabel. Ur tabell
(eller med hjélp av matlab och funktionerna poisspdf eller poisscdf) kan vi finna att

[e) 123 )
> pk)=1-=) p(k)=00112 och > p(k)=0.0088.
k=124 k=0 k=125

Saledes blir det kritiska omradet
C={keZ:k>125}.

Eftersom observationen z = 120 ¢ C' sa kan vi inte forkasta Hy. Vi bor inte varna.
Vi berdknar p-véardet vid observationen x = 130 genom

p=P(X >130[Hy) = Y p(k) = /tabell/ = 0.0023.

k=130
Vi summerar alltsa sannolikheterna for alla utfall som dr minst lika extrema som z = 130.

Om vi stirrar lite pa plotten ovan sa ser den tamligen normalfordelad ut, eller hur? Det &r ingen
slump. Om X ~ Po(u) med p > 15 sa dr X "~ N(u, 1) (variansen ér p). Vi kan anvéinda detta
for att hitta en approximativ gréns N. Lat X ~ Po(100). Da giller att

X — 100 _ N—100> B q)(N—100>
V100 V100 10 '

0.01:P(X2N):1—P(X<N):l—P<

Saledes ar

N =100 N — 100
0l=1-0¢—" 99 =0 —— "
0.0 ( 5 ) 0.99 ( 5 )

N — 100
& 23263=———
10

& N =23.263 + 100 = 123.263.

Eftersom N maste vara ett heltal viljer vi N = 124. Aven med halvstegskorrigering hamnar
vi inte pa det exakta virdet, men det &r tillrdckligt nédra for de flesta dndamal. Vi kan dven
aterskapa kalkylen for p-vardet vid = = 130 enligt

130 — 100
pri-o (B0

= 0.0013.
10 ) 0.0013
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5.4 Normalapproximation — Generellt

Nér vi approximerar med normalférdelningen &r tillvigagangssittet néstan alltid det samma.
Vi har en punktskattning 6 diar © "~ N (6, D?) och vi vill testa nollhypotesen Hy : 8 = 6. Som
teststorhet anvénder vi da oftast

O — 6 O — 6y

Z = — eller 7 = T
Den senare teststorheten da vi inte kdnner D exakt utan skattar med d. Vi forutsétter att d ar
en vettig skattning av D da Hy ér sann. Notera att i bada fallen kommer Z "~ N(0,1) om Hy
ar sann. Vi anvinder alltsa ingen ¢-fordelning hér (det finns inget som séger att det skulle bli
béttre i det generella fallet).
Hur det kritiska omradet ser ut beror pa hur vi stiller upp mothypotesen. Om H; : 6 # 6,
far C' utseendet | — oo, —a[U]a, oo[. Ar mothypotesen enkelsidig blir det bara ett av intervallen
(med annan parameter a). Talet a hittar vi i normalférdelningstabell.

5.5 Test for skillnad 1 andel

En mycket vanlig situation ar att vi vill undersoka om det foreligger nagon skillnad i andel
mellan tva grupper. Antag att vi har z; som observation av X; ~ Bin(ny,p;) och xs som
observation av Xy ~ Bin(ns, p2) (vi antar oberoende).

Vi ar intresserade av att testa hypotesen Hy : p; = po mot till exempel Hy : p; # po. Om Hj ar
sann sa ar en lamplig skattning av p = p; = po

[L’1+£EQ
Ny + No

D=

Faktum &r att detta d&r ML-skattningen (om Hj &r sann) och ddrmed har den bra egenskaper
sasom konsistens. Vad géller fordelningen for P blir den viirre (vad hénder om man summe-
rar binomialférdelningar?). Men, om n; och ny dr ganska stora och p inte ar allt for néra
dandpunkterna i [0, 1], sa kanske vi kan normalapproximera? Vi har redan gjort detta (se konfi-
densintervall f6r p; — ps), men for fullstdndighetens skull lat oss repetera. Om Hj ér sann giller
att
E(ﬁ) _mp+tnap
Ny + No

och
V(ﬁ) _ nip(l —p) + nop(1l —p)

(n1 + ng)?
da ny +ny — oo, sa skattningen av p dr véntevirdesriktig och konsistent. For att testa Hy
anvander vi P, — P5, och om Hj &r sann sa géller att

- 5~ appr. ~ —~ 1 1

— 0,

ni no

Eftersom vi inte kinner p exakt anvénder vi skattningen p ovan i uttrycket for variansen (eller
vi ersitter standardavvikelsen med medelfelet). Vi kan dven ga 6ver i standardiserad form sa
vi kiinner igen oss:
P - p appr.
Z = L2 N (0,1).

o= (% +2)
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Om H; : p; # po sa ges det kritiska omradet av
C={zeR:|z]| > A}

for nagot 1ampligt A = ®~1(1 — a/2) vi finner ur tabell (eller MATLAB).

Yy
@
2
} T
A
C Rimliga utfall C
om Hj géller.
59 Exempel

Tva opinionsinstitut Analysera Mera AB och StickProvarna AB undersoker om befolkningen
tycker att sommaren varit for varm. AM fragar 500 personer och andelen p; = 0.7 (350 st)
haller med. SP fragar 400 personer och p, = 0.8 (320 stycken) haller med. Undersék om det
finns nagon signifikant skillnad mellan resultaten pa signifikansnivan 5% (approximativt).

Losning. Lat Hy : p1 = po = p och Hy : p1 # pa. Om Hy éar sann véljer vi skattningen
B = (350 + 320) /(500 + 400) = 0.744.
Med beteckningarna ovan géller da (om Hy &r sann) att
B o T e
\/§(1 TP (k4 oy 00293

Det ar rimligt att approximera bade ﬁ och ID; med normalférdelning eftersom bade 500 - 0.7 -
0.3 > 10 och 400 - 0.8 - 0.2 > 10. Vi hittar det kritiska omradet

N(0,1).

C={zeR:|z| > A}
dir A = ®71(0.975) = 1.96. Saledes ska — om Hj ir sann —

p1L— P2

1.96 5 5l > 1.96 - 0.0293 = 0.0573
0.0293 | ~ & |p=pl>

for att vi ska forkasta Hy. Med p; = 0.7 och py = 0.8 ser vi att 0.1 > 0.0573, sa vi forkastar Hy.
Det &r troligen en skillnad i resultaten.

Ett alternativ &r att stilla upp konfidensintervallet I, _,, for p; — ps och sedan testa hypotesen
genom att undersoka om 0 € I,,_,,. Skulle det vara sa att 0:an ingar kan vi inte forkasta H,.
Ligger intervallet helt pa ena sidan 0 dédremot sa forkastar vi Hy. Detta test &dr helt ekvivalent
eftersom vi nyttjar samma testvariabel.
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5.6 Poissonapproximation

Som bekant kan man &ven approximera binomialférdelning med Poissonfordelning om n > 10
och p < 0.1. Detta kan vara nédvandigt da p ligger nédra 0 eller 1 sa normalapproximation inte
fungerar bra. Vi betraktar ett exempel.

@ Exempel

En leverantor av laboratorieutrustning hévdar att deras pipetter bara behover kalibreras en
gang per ar och att risken for att en pipett faller utanfor toleransnivan innan dess ar 0.5%
(vid normal anvéndning). Laboratorieansvarig Laura (for ett stort laboratorie) tycker inte
att det stdmmer och har ett ar efter inkdpet och kontinuerligt anvindande av 1000 stycken
behovt kalibrera om 11 st. Testa hypotesen att felrisken dr 0.5% mot att den ar hogre pa
signifikansnivan 1% (approximativt).

Lo6sning. Den stokastiska variabeln X &r antalet av de 1000 pipetterna som behévs kalibreras i
fortid. Om vi antar att héndelserna &r oberoende (&r det rimligt?) sa d&r X ~ Bin(1000, p) dér p

~ X
ar felrisken. Lat Hy : p = 0.005 och Hy : p > 0.005. Vi kan anvinda P = 1000 men enklare ar
att direkt nyttja X. Om H, ar sann sa giller att
X "= Po(1000 - 0.005) = Po(5).
Det kritiska omradet viljs som
C={z€Z:z2>k}

for nagot k € Z. Vi vill att
P(X € C|Hy) <0.01

och i tabell (eller med k = poissinv(0.99, 5) i MATLAB, vilket ger det minsta heltalet k sa
att P(X < k) > 0.99) finner vi att & = 11. Alltsa géller

P(X > 11| Hp) < 0.01 (exakt vérde: 0.0055),

och Lauras observation x = 11 &r alltsa inte signifikant. Vi kan inte forkasta H, och séga att
leverantoéren har fel.

N

@ Exempel
Laura ar inte nojd och krédver att examensarbetaren Audrey ska géra om hypotestestet och
anvinda normalapproximation som folk. Motivera varfor det inte dr bra men utfor testet.

Undersok ocksa hur hypotestestet blir om man inte approximerar for att hjélpa den stackars
Lexamensa,rbetaren att motivera.

Lo6sning. Vid normalapproximation kraver vi att np(1 — p) > 10 och om vi véljer att skatta p
med p = 10/1000 = 0.01 hamnar vi precis kring den griansen sa osiikerheten ar stor. Anvénder

vi leverantérens p = 0.005 blir det betydligt under. Alltsa inget att rekomendera. Men om vi
envisas sa skulle

X "2 N(1000p, 1000p(1 — p)) som dalig approximation.
Om vi antar att H, ar sann skulle da

B X — 1000 - 0.005
/1000 - 0.005 - (1 — 0.005)

RUN(0,1),
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aterigen som en tveksam approximation. Kritiskt omrade ges av
00l=P(Z>XN)=1-®(\) < I=&10.99) =2.3263

sa
X -5

V4.975

och vi skulle darfor lata C' ges av X > 11, varvid resultatet x = 11 skulle verka signifikant.

> 23263 & X > 10.1888

Vi kan stélla upp ett exakt test genom att lata H; : p > 0.005 och vilja
C={x€Z:x>k}

for nagot k € Z. Precis som med Poissonapproximationen hittar vi & genom att i MATLAB
anvinda k = binoinv(0.99, 1000, 0.005) vilket resulterar i k& = 11. Alltsa samma grians som vi
fick med Poissonapproximationen. Exakt vérde héar blir P(X > k) = 0.0053.

84



Kapitel 6

Hypotesprovningar 11

Vi fortsétter nu exkursionen i hypotesernas forlovade land. Fokus kommer vara pa den vanligaste

typen av hypotestester, ndmligen nér datan antas vara normalférdelad. Vi kommer nu ater stifta
bekantskap med t- och y2-férdelningar.

Lat oss borja med ett enklare exempel.

@ Exempel

I en fabrik med mangarig erfarenhet tillverkar man material av en viss tjocklek. Man méter
med jamna mellanrum tjockleken pa 9 nytillverkade material och testar om medelvardet
uppfyller |Z — 5.0] > 0.05. Om sa é&r fallet stoppas tillverkningen och tekniker far ga igenom
maskineriet. Ansvarig for metodutvecklingen vet av erfarenhet att ¢ = 0.1. Om vi antar

normalfordelning, vad &r bésta signifikansnivan for testet om Hy : p = 5 testas mot Hy : p #
57

Lésning. Vi antar att X; ~ N(u,0?) = N(p,0.1%), 5 = 1,2,...,9, &r oberoende. For att
testa Hj stéller vi upp teststorheten

X —5.
z=2"20
0.1//9

Om Hy ér sann sa dr Z ~ N(0,1). Om vi jamfor med fabrikens test sa ser vi att

0.1
‘?Z >0.05 < |Z|>15

ger det kritiska omradet
C={z€eR:|z| > 15}

Y

-1.5 0 1.5

C, Rimliga utfall Cs

om Hj géller.
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Sa signifikansnivan o kan om fordelningen ser symmetrisk ut enligt ovan berdknas enligt

p=P(Z<—-15)+P(Z>15)=2P(Z < —1.5)
= 20(—1.5) = 2(1 — ®(1.5)) = 0.1336.

Den biésta signifikansnivan vi kan vélja &r alltsa o = 0.1336.

N

Q Exempel

Fabriken har fatt en ny bestéllare som inte har nagot problem om materialet blir tjockare.
Ansvarig ténker lite snabbt och stéller upp ett test med samma signifikansniva for att endast
testa att materialet inte blir for tunt. Hur ser testet ut nu och varfér ar detta antagligen inte
vad man vill géra?

Losning. Vi har fortfarande Hy : ¢ = 5 men mothypotesen ges nu av H; : p < 5. Vi kan
anvianda samma teststorhet och om Hj ar sann sa &r

X - 5.0
Z: ~
0.1//9

Vi soker en grins a sa att X < a med sannolikheten o = 0.1336 om H, #r sann.

N(0,1).

Y

8

~

Kan inte forkasta Hy
och hivda att H; géller.

QA

Det &r tydligt att

— X =50 a-5.0

X < & Z= <
¢ 0.1/3 = 0.1/3°
. 5.0 5.0
a — o. a — 9.
01336 =P (7 < & = 71(0.1336) = —1.1095
( 0.1/3 ) 0.1/3 ( )

< a—5.0=-0.0370.

Det sokta virdet blir alltsa a = 4.9630. Detta test blir alltsa mer kéansligt for att materialet ar
for tunnt &n det foregaende. Om den nya bestéllaren har samma tolerans for fel som de tidigare
ar det kanske mer strategiskt att istéllet sénka signifikansnivan till hélften.

N

572 Exempel
Foregaende hypotestest har en lite udda signifikansniva. Hur ser styrkefunktionen ut?
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Losning. Styrkefunktionen definieras enligt

- - 12
h(#) = P(H, forkastas | u:@):P(X<4.9630‘XNN(Q,OT>)
4.9630 — 0
=@ | = B(148.89 — 300).
( 013 ) (148.89 — 306)

Styrka h(6)

0.8 [ =
©
g 0.6 - =
=
°
=
E 4l |
3 0.

0.2 - |

4.8 4.9 5 5.1 5.2

L

Q Exempel
En nyanstélld i fabriken (med en kurs i statistisk inferens i bagaget) patalar att det kanske &r
olampligt att anta att variansen &r kéind och att man borde skatta den fran métningen. Vid en

métning fick man stickprovsvariansen 0.0144, vad ger testet [z —5.0| > 0.05 {or signifikansniva
|i denna situation?

Losning. Vi testar saledes Hy : u = 5.0 mot Hy : 1 # 5.0 och som testvariabel blir

X —5.0
S/V9

om Hj &ar sann. Analogt med forsta exemplet maste da

¢(8)
0.15

‘ft) 5005 o |t > -2

3 s

vilket ger det kritiska omradet

0.15
C:{tER:|t|>—}:{t€R:|t|>1.25}
s
i vart fall. Fordelningen for T &r symmetrisk lik normalférdelningen, sa situationen ar snarlik.
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C Rimliga utfall C,
om Hj géller.

Sa p-vardet kan om fordelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beriknas enligt

p=P(T < —1.25)+ P(T >1.25) = 2P(T < —1.25)
= 2Fp(—1.25) = 2 0.1233 = 0.2466.

Hér anvénde vi tedf(-1.25,8) i MATLAB (vi har inga tabeller i formelsamlingen for att sla
pa t-fordelningar i "den riktningen”).

Den bésta signifikansnivan vi kan viélja ar alltsa i princip o = 0.25. Mindre lyckat! Testet kanske
behdver dndras.

6.1 Vintevarde for ett stickprov

I foregaende samling exempel sag vi vad som hédnde nér vi kdnde till variansen exakt och vad
som hénde nér vi behovde uppskatta den fran méatdatan. Osékerheten okar vid varje skattning,
men kénner vi inte exakta virden ar skattningarna nédvéandiga.

Lat oss undersoka den generella situationen. Vi har ett stickprov Xi, Xs,..., X, fran en nor-
malférdelning N (p, 02). Vi kan dérfor téinka oss att

Xi=p+e, €~N00%), i=12 ... n,

dér ¢; dr obereoende. Notera att samtliga variabler har samma varians. Som foregaende avsnitt
visade ar det skillnad pa néar vi kinner variansen exakt och nér den behover skattas.
Vi borjar med att testa

Hy:p=pp  mot  Hy:p# o

Givetvis kan man vilja testa mot Hj : p > pg eller HY : p < po ocksa, vi kommer ta upp nagot
sadant exempel ocksa.

6.1.1 Kand varians
Eftersom
— 0'2
mn

kan vi nir o #r kidnd direkt anvinda X som teststorhet. Men for att géra det hela systematiskt
och analogt med fallet da ¢ inte dr kénd skapar vi en testvariabel

o//n
88
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under forutsittning att Hy &r sann. Vad vi egentligen gor &r att vi utnyttjar att X #r en
skattning (konsistent och véntevérdesriktig) av (det okdnda) véntevirdet p. Testet gar ut pa
att se om det uppmaétta virdet pa skattningen sticker ut sa mycket fran vad som &r forvintat
att det gor Hy orimlig.

Det kritiska omradet C' ges av

P(Z eC | H()) =«
dér vi av symmetriskél (eftersom Z ~ N(0,1)) kan — f6r nagot ¢ > 0 — uttrycka C' enligt
C={zeR:|z|>c}={z€R:z>celler z < —c}

Vi noterar att C' bestar av tva delar C} och Cs dér talen i C &dr negativa och talen i Cy &r
positiva. Aterigen, av symmetriskal maste

P(Z€C) =P(ZeC,) = %

Grinsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = ®71(1 — «/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvinda ¢ = -norminv(alpha/2)).

Yy
& &
2 2
1 t T
—c 0 c
4 Rimliga utfall Cy

om Hj géller.

Approximativt test via CGS

Som vi sag pa forra foreldsningen kan man anvénda approximationer for att utfora hypotestest.
Om vi i vart fall inte vet att X; &r normalférdelad kan vi &nda via centrala grinsvirdessatsen

saga att
2
7 a%r. N (M’ O-_)
n

om n > 30 (lite beroende pa hur skev fordelningen for X; ar). Som teststorhet anvénder vi
sedan o
X - M appr.

N

Notera att vi ersétter 0 med s utan att forédndra férdelningen (eftersom vi redan haller pa med
approximationer vet vi inte om det blir béttre med ¢-fordelningen). Faktum &r att vi kan gora
detta dven om variablerna &r lite beroende. Det finns flera varianter av CGS som kan hantera
lite olika situationer.

N(0,1).
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6.1.2 Okéand varians

Om vi inte kinner till o s kan vi inte direkt anvinda X som teststorhet och inte heller Z fran
foregaende stycka fungera bra (vad ska vi gora med den okdnda storheten 7). Vad vi brukar
gora ir att ersitta o med stickprovsvariansen s2, vilket vi tidigare visat leder till t-fordelningen.
Sa, da géller att

_ X
- S/y/n

om Hj &r sann. Helt analogt med féregaende situation erhaller vi nu

T

~tn—1)

C={teR:t>cellert<—c}

déar
ot
P(T>c¢)=P(T < —c)= 5
Grinsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = F;'(1 — a/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvinda ¢ = -tinv(alpha/2)).

Yy
o o
2 2
1 I T
—cC 0 C
4 Rimliga utfall Cy

om Hj géller.

6.1.3 Varianstest

Om nagon stéller upp en hypotesen Hy : 02 = 02, kan vi utfora ett hypotestest? Givetvis kan

vi det. Vi vet att
n—1)5?
V= % ~x%(n—1)
90

om Hy dr sann. Sa detta dr en limplig teststorhet. Alternativt kan man #ven anviinda S? som
teststorhet. Hur ska mothypotesen se ut? Det vanligaste brukar vara H; : 0 > o2 for att vi
oftast endast &r intresserade av att se till att variansen inte blir for stor. Men givetvis kan man
dven testa mot Hy : 02 # of (eller 0® < 0§ for den delen). Vi soker nu en griins ¢ sa att

2
a:P(V>c):P<SZ>—CUO)

n—1

och definierar det kritiska omradet som C' =]|c, 0o[. Vi anvinder tabell for att hitta ¢ (eller i
MATLAB funktionen chi2inv(alpha,n-1)).
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Y
(87
+ x
C
— RN _
~" ~
Vi kan inte forksta Hy C
och hédvda att H; giller.
592 Exempel

Tillbaka till fabriken. Efter kritiken sa vill man testa om s = 0.12 indikerar att det tidigare
antagandet o = 0.1 dr for lagt. Utfor testet med signifikansniva 5%.

Losning. Lat nollhypotesen vara Hy : ¢ = 0.1 och mothypotesen Hy : ¢ > 0.1. Vi har n = 9
och darmed blir

Vi hittar ¢ = 15.5073 (chi2inv(0.95,8) eller ur tabell). Vi ser nu att

80122

01z 11.52 < c.

v

Vi kan alltsa inte forkasta Hy. Betyder det att man hade rétt nér fabriken sade att o = 0.17

6.2 Hypotestester och konfidensintervall

Den observante ldsaren har nog redan reflekterat 6ver att det vi dgnat oss at ar ganska snarlikt de
foregaende foreldsningarna om konfidensintervall. Vi stéiller upp liknande storheter (ja, identiska
for det mesta) men istéllet for att stdnga in nagot oként i ett intervall sa testar vi skattningen
mot ett kritiskt omrade.

Ett annat sétt att testa hypoteserna pa ér att stélla upp konfidensintervall och sedan testa om
intervallet téacker nollhypotesen eller ej.

@ Exempel

I ett husvagnsdrivet laboratorie kokar Janne ihop den suspekta kemikalen C;oH;5N. Varje

vecka startar han med samma méangd utgangsmaterial och foljer samma procedur. Janne har
fatt en ny kopare och har hdavdat att han kan producera 500 gram i veckan. For att inte riskera

problem med hélsan vill Janne testa hypotesen Hy : 1 = 500 mot Hy : 1 > 500 pa signifikans-

nivan 1%. Under 16 veckor producerar han i snitt 525 gram med stickprovsstandardavvikelsen
30 gram.
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6.3. Generellt om hypotestester Kapitel 6. Hypotesprévningar 11

Losning. Vi antar normalfordelning och stéller upp ett enkelsidigt konfidensintervall for vén-
tevardet p. Lat
X —
y—
S/\V16

~ t(15).

Da géller att
P(T <t)=0.99

om t = 2.6025 (ur tabell). Eftersom

X_
T<t < —“<t &

t _
— > X — & X -
S/4 g Tk p=

sa erhaller vi konfidensintervallet
st
I, = (a: - oo> = (505.48, o0).

Om H, &r sann sa kommer p = 500 € I, med sannolikheten 99%. Eftersom detta inte &r sant
kan vi forkasta Hy. Ska Janne sitta lugnt i baten att han inte lovat for mycket? Mater Jannes
test rétt sak?

6.3 Generellt om hypotestester

Innan vi avslutar med en diskussion och tester vid flera stickprov tar vi och summerar lite att
tanka pa.

(i) Formulera hypoteser innan du tittar pa datan. Att du vill gora ett enkelsidigt test ska inte
bero pa hur datan ser ut. Av den anledningen ér den vanligaste typen av tester tva-sidiga.

(ii) Men vissa situationer dr alltid enkelsida pa grund av konstruktion. Vi kommer se det i
samband med regressionsanalysen dér vi till exempel vet att varians minskar med fler
forklaringsvariabler.

(iii) Kom ihag nér hypotestestet stélls upp att det ar mothypotesen vi vill styrka.
(iv) Var mycket forsiktig med tolkning av resultaten.

Att man inte forkastar Hy betyder inte att Hy géller. Ett klassiskt
exempel handlar om fyrbenta djur: lat Hy : djuret har fyra ben
och H; : djuret har inte fyra ben. Vi vill undersoka om en obser-
vation ar en hést och testar Hy mot H;. Bara for att vi inte kan
forkasta Hy nédr djuret dr en katt betyder det inte att det ar en
hést, eller hur? Kanske ett urartat exempel, det kan vara betydligt
mer diffust att ldsa av resultaten ratt i andra fall.

(v) Signifikansnivan kan ocksa vara missvisande. Vid stora stickprov kan man ofta se en
skillnad och forkasta Hy dven om skillnaden kanske inte spelar nagon storre roll i praktiska

fall.
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6.4 Flera stickprov

Vi kan givetvis betrakta flera stickprov samtidigt. Ofta dr man intresserade av att testa om de
har samma véntevérde och/eller samma varians. Men vi kan stélla upp test for linjarkombina-
tioner av viantevirdena direkt.

Lat X1, X, ..., X,, och Y1,Y5, ..., Y, vara stickprov fran N(ux,o%) respektive N(uy,o%). Vi
kan stélla upp hypotestester for linjarkombinationen cjuyxy + copy. Om varianserna dr kénda
kan vi direkt anvanda att

1 X + Y — (cipix + capiy)
Vetok /m+ csoi /n

alltsa precis samma variabel vi sag nér vi tog fram konfidensintervall for cipux + copty .

7 —

~ N(0,1),

6.4.1 ox = oy = o okind

Helt analogt med motsvarande situation nér vi tog fram konfidensintervall anvédnder vi att

_aX + oV — (apx +cpy)
Sy/ct/m+ci/n

dir S? dr den sammanviigda variansskattningen. Vi betraktar ett exempel.

T

~tm+n—2),

N

@ Exempel

Janne har fatt konkurens av den fore detta larlingen Rossana som anvédnder samma metod.
Under 9 veckor producerar hon i snitt 600 gram med en stickprovsstandardavvikelse pa 50
gram. Testa pa signifikansnivan 1% hypotesen Hy : 11 = pio mot Hy : 1 < po med antagandet
att variansen ar densamma, dér pq &r Jannes forvantade vdrde och ps &r Rossanas. Borde
koparen byta leverantor?

Losning. Vi formulerar om enligt Hy : o — 1y = 0 mot Hy : pus — p; > 0. Om Hj ar sann sa
galler att

Y-X Y-X
~ 1(23),

T pum pum
S\/1/9+1/16 0.4167S

och det kritiska omradet blir

C={tecR:t>24999)
eftersom P(T < 2.4999) = 0.99. Med uppmaétta siffrorna blir

600 —525 75
©0.4167-s, 0.4167-38.16

= 4.7161,

dar
2 _ 15 5% + 8 53

P 23
ar den sammanvégda variansskattningen. Eftersom 4.7161 € C' forkastar vi Hy. Blir det samma
resultat om vi testar mot Hy : puy # ps? (svar: ja, forkasta Hy. Vad dndras?)

= 38.16

S

Vi kan givetvis ta fram ett konfidensintervall I,,,_,, och testa nollhypotesen genom att underscka

om 0 € I,,_,, ocksa (férkasta Hy om 0 & I,,,_,,,).
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6.4.2 Test for variansskillnad

Sa med foregaende avsnitt i tankarna &r en rimlig fraga om vi kanske kan testa huruvida
varianserna &r lika eller inte. Vi gor detta med ett sa kallat F-test. Vi testar hypotesen

R
Hy:0y =0y =0

mot
.2 2

Om H, #r sann, sa giiller att (m —1)S% /0% ~ x*(m — 1) och (n —1)S2 /02 ~ x*(n —1). Enligt
tidigare resultat vet vi att foljande da géller:

—1)5%
(m — >SX/(7TL—1) Sg(
V= =—=~Fm-1n-1).
(-1 Ca )

S )
Vi soker nu ett kritiskt omrade C sa att

och som vi anser styrker H; om vi far utfall dar. En figur kan vara lamplig for att se hur
fordelningen ser ut.

Y
@ «@©
2 2
1 } X
a b
S~~~ v A
Ch Rimliga utfall Cy

om Hj giller.

Vi hittar grinser a och b ur tabell (eller med finv(p, n-1, m-1) i MATLAB) sa att

P(V<a):P(V>b):%.

N

Exempel

Var det rimligt att anta att Jannes och Rossanas tillvigagangssédtt hade samma varians?
Testa med signifikansnivan 5%.
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Lésning. Med Hy : 0 = 02 = 02 och H, : 02 # 03. Med

_ S

V==
53

~ F(15,8)

hittar vi det kritiska omradet
C={vel0,oof:v<aellerwv>b}
med a = 0.3126 (£inv(0.025, 15, 8)) och b = 4.1012 (£inv(0.975, 15, 8)). Eftersom

302

kan vi inte forkasta Hy. Varianserna kan vara lika (men &r de det?). Vad hénder pa signifikans-
nivan 1%7? (samma sak, kan man sdga det utan att rdkna?)
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Kapitel 7

Stokastiska vektorer

7.1 Repetition

Nér vi har flera variabler inblandade ar det oftast intressant att veta om dessa variabler be-
ror pa varandra. Vi vet att om variablerna #r oberoende sa ér fallet oftast hyfsat enkelt att
hantera. Men vad gor vi om de dr beroende? En svar fraga generellt och det beror pa vilken
typ av beroende some foreligger. Om beroendet &r linjért kan vi méta det genom att titta pa
kovariansen. Vi paminner om foljande definition.

Definition. Lat X och Y vara stokastiska variabler med
EX)=ux, V(X)=0% EY)=puysamt V(Y) = ot.
Kovariansen C'(X,Y") definieras enligt
C(X,Y) = E((X = ux)(Y — py))
och korrelationen mellan X och Y enligt

C(X,Y)

p(X,Y) = :
Ox Oy

Bade kovarians och korrelation &r ett matt pa just det linjara beroende mellan X och Y, dér
korrelationen dr normerad sa det gar att jamfora olika fall. Vi listar lite kdnda egenskaper.

(i

)

(ii)

(iii) Om X och Y &r oberoende sa ér C'(X,Y) = 0.
)

C(X, X) = V(X).

Om C(X,Y) =0 kallas X och Y for okorrelerade.
C(X,Y)=FEXY)—-EX)E(Y).

(iv

(v) <a0 + Zale, by + Zb Y) Z Zn:aibjc(xi, Y;).

=1 j5=1

(vi) |p(X,Y)| <1 med likhet om och endast om det finns ett linjért samband mellan X och Y.
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Observera att C(X,Y) = 0 inte nédvindigtvis innebér oberoende. Lat till exempel X va-
ra rektangelférdelad enligt X ~ Re(—1,1) och definiera Y = X?. Uppenbarligen beroende
variabler, men

C(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y) = E(X*) —0-E(Y) = E(X?) = /1 P %dm =0,

=1

Lsfi X och Y ar okorrelerade.

7.2 Vektorer av stokastiska variabler

Lat X = (X; Xy -+ X,,)T vara en vektor vars komponenter dr stokastiska variabler. Vi strivar
efter att skriva vektorer som kolonnvektorer. Det faller sig naturligt att definiera vintevardet
av X genom vantevirdesvektorn

BE(X) = (BE(X1) B(Xy) -+ B(X,))".

Pa samma sétt definierar vi vintevérdet av en matris av stokastiska variabler. Variansen blir lite
konstigare sa vi introducerar kovariansmatrisen mellan tva vektorer (av samma dimension).

Lat Y = (Y1,Ys,...,Y,)" och definiera C(X,Y) enligt

Ci11 Ci2 -+ Cin C(Xlayl) C(XhYQ) C(ley’VL)
Co1 Coa *++ Cop C(Xsy,Y1) C(X9,Yy) -+ (C(Xo,Y,
C(X,Y): ?1 ?2 ) 2 _ ( 2 1) ( 2 2) ' ( 2 )
Cn1 Cp2 **° Cppn C<Xn7 )/1> C(Xm 3/2) e C(Xna Yn)

dér ¢;; dr kovariansen mellan X; och Y;.
En stor anledning att blanda in vektorer och matriser ar givetvis att fa tillgang till maskineriet
fran linjar algebra. Kovariansen mellan tva vektorer X och Y kan da lite mer kompakt skrivas

C(X.Y)=E(X - EX))(Y - E(Y))") = E(XY") - E(X)E(Y)",

diir ()T innebér transponering. En produkt A = xy? brukar kallas fér den yttre produkten och
bestar av element (a);; = z;y;, 1,7 = 1,2,...,n. Detta &r alltsa inte skalirprodukten (X7Y).

Lat A, B € R™"™ vara matriser. Da dr AX en linjarkombination av X, X»,...,X,, och BY
en linjarkombination av Y7, Y, ..., Y,. Dessutom kan alla linjarkombinationer skrivas pa detta
sitt. Vidare géller nu tack varje linjériteten att E(AX) = AE(X) och

C(AX,BY) = E(AX(BY)") - E(AX)E(BY)" = AE(XY")B" - AE(X)E(Y)"B"
= AC(X,Y)B".

Notationen cov(X,Y’) ar ocksa vanligt forekommande, och i fallet da Y = X skriver vi ofta

Cx =cov(X) =C(X, X).
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L

@ Exempel

-2 4
Hitta en prediktor X, = aX; + b sé att E()A(Q) = F(X3) och V(X5 — )?2) ar minimal.

Lat X = (X; X5)T vara en stokastisk variabel med F(X) = (12)7 och Cx = ( L =2 )

Losning. Vi ser direkt att
E(aXi+b)=aE(X1)+b=a+b och E(X;) =2,

sa a + b = 2. Vidare géller att

Xo— (aX;+b)=( —a 1)<X1>—b,

Xo
sa
V(Xg—aXl—b):V(( a1 )(é )) ~ (a1 )C’X(—la)
a0 (G ) () s as ey
Minimum sker uppenbarligen nér a = —2, vilket ger att b = 4.

7.3 Skattningar for kovarians och korrelation

Om vi har ett stickprov (g, yx), & = 1,2,...,n, dar (X, Ys) ar stokastiska variabler med
samma fordelning, sa skattar vi kovariansen C' med

- 1 _ _
o= > - D -7
k=1
och korrelationen med
c Yz =) (g — )

p= = .
sesy (A0 (o —22) " (G S - 9)2)

Av tradition betecknar man ofta p = r. En naturlig fraga i detta skede dr om vi kan séga
nagot om foérdelningen for den skatta korrelationen under nagot ldmpligt antagande om det
slumpmaéssiga stickprovet. Vi aterkommer i fallet med normalfoérdelning i nésta avsnitt.
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7.3.1 Vad innebir korrelationen grafiskt?

p=0.01

x
x
_3 L | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2
p=—0.70
T T T
x
x
x
2 o
X
X
X X
x
" %"x,%
x * ;:x xxxx‘*‘xxk‘ *
0 x % x "m’e"ﬁm xx
Xx X >§%«>&xx x
X XX x% x &
x % >§<x x
x Ix xxxx
% XXXy
X
% X >’<‘xx
—92 xx;:
x

|
—
o

— -

x
X x
x x N
x
x x
%o wx
X x o
X 0 x
x X ﬁx%;‘&xxx x
XX X X7 % *
x §xxx x*%ﬁ(
x X x X
X 0% %X o KX N
NVEE TN W o B
X x x x %
X W oxx X ox X%
X X x
& x>§ixx x
X % x
x x ¥ x¥x x
. N
X X

[L)
ol
(N}
e

T T T
x
x N
X X x %
¥ x
xX x %
X x % X
X xX x %
x X x N
X xx X x ¥<xx
xxxgé* X * X x
X $ XX b3 x
X x
e x ¥ xx x X % X%
X x X x iié XX N
% x *xX % x x
X b
(3 x
X xxxx’s‘* % " x
x
x X X x§ x X X oxo X |
x x X x
X Xy x X
x
x x
x
x
e X X
x x
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5=0.19 p=0.01
T T T
xx x
- | [~ »
1 £ 9 2 S x %
X *x %% x
< % X % T K
x X % : x x  x 3+ m’? %
05 [ * x £ x X x X 7 Q« x%*
)%( X < x ; % %%x )«x:
% x x X X3
x % ¥ % x 20 %% Y
0 = % X % X )’(i — X% x x %
x x
x X N % §;( x x x{& X
x x x x N : X 1 %&x o
%
—-05F * X x X X ] G RN
| x
x & % x ,’3‘,{( 0 xx’?‘)’(xxx,p(xx*
I ¥ 7 ] 5
| | | | | | | | | |
—2 -1 0 1 2 —2 -1 0 1 2

7.4 Multivariat normalférdelning

"Pain has a face. Allow me to show it to you.”
—Pinhead

Vi har stott pa den flerdimensionella normalfordelningen tidigare, men vi kan formulera det
hela lite mer kompakt pa foljande sétt.

Multivariat normalférdelning
Definition. Viséger att Y har en multivariat normalférdelning om det finns en konstant
vektor g € R™ och en konstant matris A € R™™ sa att Y = u + AX, diar X &ar en vektor
med stokastiska variabler, X = (X; X5 -+ X,,), och X; ~ N(0,1) &r oberoende.

Ar definitionen vettig? Ja, den reducerar atminstone till det forviintade resultatet om n = 1:
Y = p+ o%X dir X ~ N(0,1). Vidare giller sa klart att

E(Y)=p+AE(X) = p

och
Cy = ACx AT = AAT

eftersom Cx dr identitetsmatrisen (variablerna &r oberoende om har varians 1).

Exempel

Lat X ~ N (( _11 ) , ( 1 ; >) Bestédm fordelningen for ¥ = X; + Xo.
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Losning. Vi skriver Y = (1 1)(X; X,)" = AX. D4 blir
EY)=AEX)=(11D01 -1)"=0

och

Cy:AC’XAT:(ll)(i ;)(11)T=5.

Alltsa ar Y ~ N(0,5) enligt

©

Sats. Om Y har vintevirdesvektorn g och en kovariansmatris C' som uppfyller att det C' # 0
sa giller att Y har multivariat normalférdelning om och endast om Y har den simultana
tathetsfunktionen

1 1 T 1 )
) y 9 Yn) — - a - C - 5 € Rn
fr (i, ye, - yn) BN ArTs, eXp< SY—m) T y—m)), Y

Bevis. Eftersom kovariansmatrisen C' alltid &r positivt semidefinit (varfér?) och vi antar att
determinanten |C| := det C' # 0, sa &r C' positivt semidefinit och da finns alltid en inverterbar
matris A € R™" sadan att C = AAT. Definiera Y = AX + pu, dir X = (X; Xy -+ X,)7T
och Xj ~ N(0,1) ar oberoende. Téthetsfunktionen for X ges da av

1 1
fX(Z‘l,[L‘27 ce ,l’n) = WGXP (—ngw) s x € R"

Enligt transformationssatsen for flerdimensionella stokastiska variabler sa kommer

d(xy,xo,...,x,)
d(y17y27 ce. 7y7‘b)

Fr(y) = fx (A (y =) ]

eftersom X = A™(Y — ). Vi ser att jacobianen ges av

L e
d(Y1, Y2, -+ > Yn) =l =4
fr(y) (273)”/2 A" exp (—% (A (y—mw) (A (Y- u)))

N | —

WMATVW exp (__ (y—p) (AHTA (y — #))

_ 1 T|—1/2 L NT =1
—(%)n/QIAAI exp (=5 (y—n) C(y—n) ),

dir vi utnyttjat att |A|~' = |A|7V2|AT|7V/2 = |AAT |12,

Omvént, om Y &r normalfordelad sa sidger definitionen att det finns en matris A € R™*™
och en vektor p € R" sq att Y = AX +p for X = (X; Xy -+ X,,)T diir X, ~ N(0,1)
ar oberoende. Faktum &r att m = n dr nodvindigt dd C = AAT antas vara inverterbar,
eftersom n = rank(AAT) < min{rank(A),rank(AT)} (ty vid produkter av matriser vinner
alltid den med ligst rank) och rank(AT) = rank(A), sa rank(A) = n eftersom vi har n kolonner.
Samma argument som ovan visar nu att tdthetsfunktionen ges av uttrycket i satsen. 0

—_
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L

Q Exempel

Lat X, Xo ~ N(0,1) vara oberoende och definiera Y = (X; — X3, 2X; + X5). Bestdm
tathetsfunktionen for Y .

Losning. Vi skriver

Da blir

och
Cy = ACxAT = A

A~
S =
[ )
~—
AN
N
I
S
S
N
I
N
— N
Q=
~—

Saledes blir det Cy = 9 och

Alltsa blir

1 1
(1) = o—exp (_E (597 — 2y1ys + 2y§))

ty

L5 -1\ (wn) 1
(y1y2)§<_1 5 ><y2>=§(5yf—2y1yz+2y§)-

>

e

Sats. Lat Z = d + BY, diar Y &ar multivariat normalfordelad. Da ar d&ven Z multivariat
normalfordelad.

Bevis. Foljer direkt fran definitionen.

<>

E

Sats. For Y ~ N(u, () giller att komponenterna i Y &r oberoende om och endast om C' dr
en diagonalmatris (under forutsiattning att A &ar inverterbar).

Bevis. Kravet pa att A ska vara inverterbar foljer av att om sa icke &r fallet sa &r fordelningen
degenererad eftersom Ax = 0 har odndligt manga losningar. Det &r alltsa sjalvklart i detta lage
att komponenterna i Y inte kan vara oberoende. Sa antag nu att det A # 0.

Den ena riktningen &r mer eller mindre sjélvklar eftersom om komponenterna i Y &r oberoende
kommer C(Y;,Y;) =0 for i # j och C(V;,Y;) = 02, sa Cy blir en diagonalmatris.

Antag nu att Cy ar en diagonalmatris, sig

or 0 0
0 of - 0
0 0 o2
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Eftersom Cy = AAT kommer Cy att vara inverterbar, vilket innebiir att samtliga o7 # 0.
Inversen C3' ér #ven den en diagonalmatrisen med diagonalelementen o; 2. Saledes blir den
simultana téathetsfunktionen

1 1 T -1
) = G (5 - W - w)

B (\/%)"01102 . s <_% Z(y] - “J)UIZ(% - Nj))

j=1

=11 o—j\l/ﬂ exp (—%) = ]ﬁlfyj(yj)-

j=1

Eftersom den simultana téthetsfunktionen ges av produkten av téthetsfunktionerna for Y; foljer
det att variablerna &r oberoende. O

7.4.1 Bivariat normalférdelning

Specialfallet ndr n = 2 fortjanar lite kommentarer eftersom den situationen frekvent dyker upp.
Lat (X,Y) vara normalfordelad med vantevardesvektor och kovariansmatris enligt

( bx och o3 CX,)Y)\ 0%  poxoy
K= Ly C(Y, X) o2 ~ \ poxoy o '

Téathetsfunktionen ges enligt ovan av

1 1 r—pux\ L r—pxy—py  (y—py)’
flz,y) = exp | — ( ) —2 + ;
(@) 2roxoy\/1 — p? 2(1 - p?) ox P ox Oy Oy

for (z,y) € R%

Vi ser direkt att om p = 0 blir det produkten av tathetsfunktionerna for tva oberoende variabler,
precis som satsen i foregaende avsnitt pastod. Men vad hdnder om variablerna inte &r oberoende,
dvs om p # 0 (oberoende och okorrelerade dr ekvivalent i normalférdelningsfallet)? Lat oss
beriikna den marginella tatheten fx(z) bara for kul (fast vi har nytta av den snart..). For att
underldtta notationen later vi

T — Ux Y~ ly
U = och v= .
ox Oy
Vi har nu
2 2
(a: #X) —pr HX Y~ 1y <y MY) —u? — 2puv + 0 = (v — pu)? + (1 — pP)u?,
ox ox Oy Oy
sa
1 1 > 1
fx(z) = exp (——uz)/ exp (—— v — pu 2) dy
x(@) 2roxoyy/1 — p? 2 e 2(1 — ,02)( )

1 1 1

1 o0
= ex ——u2> / ex (—— V— pUu 2> dv
2mox P < 2 2roy /1 —p? J - P 2(1 - 102)( pu)
e (27)
= exp | —=u” |,
2mox P\ 72
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ty

1

mayh /Z o (‘W

(v — pu)2) dv=1.

Hur ser bivariata normalférdelningar ut? Om ox = oy = 1 och p = 0 far vi féljande figur:

0.15|"

0.1

5.1072|

N

och med ox = oy = 1 och p = 0.9 erhaller vi
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7.4.2 Test for p=0

Att direkt ge sig pa uttrycket for p dr komplicerat, sa vi borjar lite annorlunda. Lat (X, Y) vara
bivariat normalfordelad. Da har (X,Y’) en simultan tathetsfunktion f(z,y) och den betingade
(pa X = x) tiathetsfunktionen blir

_ fly) 1 exp [ —— (1 — pu)?
leX:x(y|x)_ fX(l') _\/ﬂUY\/l—in p< 2(1_,02)( p))a

vilket dr tatheten for en normalfordelad variabel Y | X = x med

o o
E(Y|X =) = piy — p—pix + p—a = By + bz
ox 0x

och
VYV |X =2) = 03 (1— ).

Det betingade (for givet X) vintevérdet ar alltsa en rét linje y = By + f12. Intressant! Ater igen
nagot som dr halvmagiskt for normalférdelningen (det finns ingen fordelning ni kan misshandla
lika mycket). Den observante ldsaren funderar nog #ven om detta har med regressionsanalysen
att gora, vilket vi kommer till nésta foreldsning. For nuvarande situation, notera specifikt att

Oy

br=p—.

ox
Anledningen till denna manover &ér att vi hellre betraktar tester for 5, dn direkt for p. Varfor?
Det har med ovanstaende att gora (linjar regression). Ténk tillbaka till anda foreldsningen. Dér

visade vi att MK-skattningen ; av [3; ges av

5 Siale -0, -7)
' Z?:l(%‘ —I)?
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och att @) =Y — B\l T. Anledning till att blanda in detta &r att vi pa nésta foreldsning kommer

att visa att
51 ~ N 617 n — .
Zj:1($j —I)?

Vi introducerar lite forenklande beteckningar. Lat

1 n 1 n _ 1 Eva
=T S= T 20V st Sy =0 ) (@ — B0,

j=1 j=1 7=1

Notera nu att vi kan skriva R (den stokastiska motsvarigheten till p) som

Sy

=355

och dédrmed blir s g

3, — 2% _ R2Y.

b= =3
Vi introducerar det totala kvadratfelet, dvs summan av kvadraterna pa skillnaden mellan mét-
virden Y; och de skattade virdena 8y + 812 :

SSk =Y (V; - Bo — Brj)2.

j=1

Vi kommer (dven detta nésta foreldsning) att visa att SSg &r oberoende av B och att > SSg ~
x*(n — 2). Vidare har denna storhet egenskapen att

SSg = (n — 1)S%(1 — R?)
vilket kan ses genom att expandera kvadraten i summan som definierar SSg:
~ ~2
s&;qn—n(ﬁ—a&sw+51$>

SQ
:%n—D(%—QR%&W+R2%$):%n—D%ﬂ—R%

Det foljer da (Gossets sats) att
b6
V75 58/ (n — 1)5?

Om nu p = 0 (vilket innebér att 5; = 0 enligt ovan) sa giller att identiteten

~t(n—2).

~

b  rSy/Sx rvn—2

JESSel(n— sy (oS VI

n—2)(n—1)S%

medfor att
Rv/n —2
i

Vi kan alltsa anvénda denna storhet for att testa hypotesen Hy : p = 0.

~t(n—2).
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592 Exempel

T
Astrid och Asa gréilar om tva variabler ar okor- 10 |- :
relerade eller inte. Vid 50 métningar av tva X ox
variabler X och Y erhdll de diagrammet till 8| " o & 2
hoger som spridningsplott. Den empiriska kor- : x x X%
relationen berdknades till p = —0.0838. Astrid 6 |- x x o X % :
havdar att det tyder pa att p = 0 medan Asa x X x X . ¥ ,
anser att det absolut &r signifikant (om &n lagt 4| L X ox XX .
pga slumpen). Om vi antar att X och Y &r nor- * o x x
malfordelade, testa hypotesen att Hy : p =0 2| L |

mot H; : p # 0 med signifikansnivan 5%.

Losning. Med 50 métningar av (X, Y) blir

poBVRT2 s

VI-R

om Hj ar sann. Kritiskt omrade erhalls darmed som
C={teR:|t] >2.0106}
ty P(T < 2.0106) = 0.975. Med det uppmétta r = —0.0838 blir

_ 00838 V48 = —0.5826.
/T = (—0.0838)2

Eftersom ¢ ¢ C sa kan vi inte forkasta Hy. Variablerna kan mycket vél vara okorrelerade (men
vi vet inte det!).

7.5 Bonus: férdelningen for R

B

Sats. Om p = 0 ges fordelningen for R av téathetsfunktionen

r (=)

(1—r)=92 _1<r<l.

fr(r) =

s
1—s2

Bevis. Eftersom g(s) = ar en strangt vixande funktion for —1 < s < 1 sa géller att

FR(T>_P(R§T)_P<R\/n—2 g r\/n—2> _ (rm>

VI-R2 7 V112 V1—12
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déar Fr ér fordelningsfunktionen for en ¢(n — 2)-fordelad variabel. Denna funktion &r en integral
av en kontinuerlig tdthet, sa vi kan derivera fram

d rvn — 2 rvn — 2 vn—2
fR(T’) =— | Itr| —— = fr
dr V1 — 72 Vi—r2) (1—r2)3/2
T (=1 2 —(n—1)/4
e (i) e
i 5 —T
N n—1)/4 _ I (%5~ n—4)/4
_\/%1(“(2”_—2) (1 . 2)( )/ (1 TQ) 3/2 \/El(ﬂ(QL—?) (1 —7"2)( )/ ’
2 2
vilket ar tathetsfunktionen given i satsen. 0

Vad hénder om p # 07 En fullt rimlig fraga, men fordelningen har inget trevligt utseende da
(inkluderar hypergeometriska funktioner).
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Kapitel 8
Linjar regression

"Your suffering will be legendary, even in hell.”
—Pinhead

Vi atergar nu till ett exempel vi stott pa redan vid ett flertal tillfallen (foregaende foreldsning
och foreldsning 2 for att inte tala om tidigare kurser som linjar algebra), ndmligen att anpassa
en rit linje y = fo + frx efter matdata (z;,v;), ¢ = 1,2, ..., n. Grafiskt illustrerat enligt nedan.

Malsdttningen dr att — givet en métserie — hitta den linje som approximerar denna serie pa
lampligt sétt. Det resulterar i ett par naturliga funderingar.

(i) Hur hittar man en approximativ linje systematiskt?

(i) Om man upprepar forsoket, far man samma linje?

(iii) I vilken mening &r linjen optimal? Pa vilket sétt méter vi avvikelserna mellan linjen och
métserien?

Vi ska forsoka svara pa dessa fragor och for att gora det behover vi stélla upp en modell.
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W Enkel linjar regression

Definition. Vi kommer betrakta foljande modell: givet (z;,y;), 7 = 1,2,...,n, dér vi be-
traktar z; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

}/i:/BO—i_ﬁlxj_'—Eju j:1727"'7n7

dir €; ~ N(0,0?%) antas oberoende (och likafordelade). Den réta linjen y = Sy + 1o kallas
regressionslinjen.

Vi anvénder beteckningen p; = By + fiz; = E(Y;).

Ar det givet att denna modell dr sann? Nej, det &r inte sjdlvklart utan hinger pa vilka forut-
sittningar datan kommer fran. Diremot tenderar modellen att fungera bra i de flesta fall om
vi har en rimlig méngd observationer.
Med notationen fran figuren ser vi att

)= Yi My
om vi tar hénsyn till tecknet (positivt tecken om y; ligger ovanfor regressionslinjen). Ett matt
pa hur vél linjen approximerar métserien ges av kvadratsumman

Y=y —w)
j=1 j=1

Vi skulle kunna minimera denna summa med avseende pa ([, 51), vilket ger MK-skattningar
for By och p;. Detta var det som hénde i exemplet fran forelasning 2. Istéllet for att upprepa
argumentet gar vi over till den generella modellen for linjér regression.

Linjar regression
Definition. Givet (21, %ja,..., %k, Y;), J = 1,2,...,n, for nagot positivt heltal k, dér vi
betraktar z;; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

Yi=Po+bizp+ Boxjp+ -+ Bzt &, j=12,...,n,

ddr €; ~ N(0,0?) antas oberoende (och likaférdelade) och Sy, Bi, . . ., B dr okénda paramete-
rar. Den réata linjen

y = Bo+ biz1 + Box2 + - - + Brxk
kallas regressionslinjen.
Vi later
pj = E(Y;) = Bo + frxji + Baxjo + - - - + PuTik.

Dubbelindexeringen ar lite jobbig att arbeta med, sa lat oss ga over till matrisnotation:

Y, 50 515511 e Brxik €1
Y, 50 513?21 e ﬁkiﬂ% €2
) = ) ) . ) + )
Y;L BO lenl Ut Bk«rnk €n

Iz -z 50 €1

1 oz -+ Ty 51 €2

1 Tn1 *°° Tnpk Bk’ €n
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Vi later
Y1 I oz 0 m Bo €1
Y = Y , X = 1 x?1 ' x% , B= 5,1 , samt € = 6_2 ,
Y, L @py - xnk ﬁk e.n

vilket leder till sambandet
Y =XB+e

Saledes giller att
E(Y)=XB och Cy =o’l,,

dér I, &r den n-dimensionella enhetsmatrisen. Vi soker MK-skattningen B for 3, vilket vi kan
erhalla genom att minimera den kvadratiska formen

n

Q(Bos-- . B) =Y (— 1) = (y— XB)"(y — XB),

j=1
diry = (y1 ¥2 -+ y»)?. En variant dr att sétta igang och derivera, men lite mer elegant géller
foljande sats.

@ Normalekvationerna

Sats. Om det X7 X ## 0 sa ges MK-skattningen av 3 enligt

B=(XTX)"X"y.

Bevis. Vi kan skriva vektorn Y av uppmaétta virden som
Y = foxo + Bix1 + - + Brxk + €,

dar x;, @ = 1,2,...,k, ar kolonn ¢ + 1 i matrisen X. Fran linjar algebra vet vi att avstandet
mellan observationen y och linjirkombinationer av vektorerna x;, dvs

‘y - (B\owo +§15L‘1 +"'5Akwk)\7

blir minimalt precis da
k
XB=) Bz
j=1

ar projektionen av y pa det linjara holjet span{xg, @1, --- ,xr}. Saledes maste y — X[; vara
vinkelrdt mot x; for alla 5 = 0,1,..., k. Detta medfor att

X"y-XB)=0 & X'XB=X"y & B=X"X)"X"y,

vilket &r precis vad vi ville visal 0J
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A

Nér det galler B\ och dess komponenter kommer vi anvidnda samma beteckningar for observa-
tioner av punktskattningen och den stokastiska variabeln. Skulle vi vara konsekventa borde
den stokastiska variabeln betecknas B, men av tradition gors inte sa. Var observant!

<>

e

Sats. Med forutsédttningarna ovan géller att

B~ N (B, *(XTX)7).

Bevis. Det faktum att B\ ar normalfordelad foljer direkt fran faktumet att elementen i B ar
linjairkombinationer av normalférdelade variabler. Aterstar att visa véantevirde och kovarians:

E(B) = (XTX)"'XTE(Y) = (X'X)'XTXB =3
och
Cs = (XTX) ' XTCy (XTX)'XT)T = (XTX) ' XTo?L,((XTX) 7' XT)T
_ (XTX)leTUZIH(XT)T((XTX)fl)T _ Uz(XTX)AXTX«XTX)T)A _ 0,2<XTX)71.

Saledes blir fordelningen precis som beskriven i satsen. U

8.1 Variansanalys

Vi later L R R
5 = Bo+ Brrjy + Bajo + -+ Bragr, J=1,2,...,n.
Ibland betecknas vektorn g som 4 eftersom det i nagon mening ir en skattningen av gy, men

det blir lite olyckligt for det &r inte y vi skattar. Vi ska nu studera hur bra den skattning vi
tagit fram Ar.

Regressionsanalysens kvadratsummor
Definition. Vi definierar tre kvadratsummor som beskriver variationen hos y-vérdena:

n

(i) Den totala variationen definieras enligt SStor = Z(yj - 7).
j=1

~ 2

(ii) Variationen som forklaras av 1, xs,. .., g, definieras enligt SSg = Z([l;j —7)°.
j=1

(iii) Variationen som inte forklaras av regressionsmodellen &r SSg = Z(yj — [17)*.
=1

Ibland anvénds beteckningarna Qror for SStor, @rEGR f0r SSR 0ch QRrES fOT SSE.
Hur hédnger dessa summor ihop? Som tur ar finns ett enkelt svar.
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<>

e

Sats. Den totala variationen SStor kan delas upp enligt

SStor = SSr + SSg&.

Bevis. Vi vill uttrycka SStor i termer av SSg och SSg, sa

n n

SStor = Z(yj —7)* = Z(yj — i+ -7
Jj=1 j=1
= (=) +2) (i — m) (=9 + > (4 —7)°
=1 ‘= p
=SSr+2) (v — i 22‘12 — [i}) + SSE.
=1

Vi visar att de bada summorna i mitten summerar till noll. Eftersom g = X E géller det att

n

> i — i ="y — i) = (XB)"(y — XB) = BT X" (y — XB)
j=1
— ET(XTy . XTX(XTX)leTy) — BT(XT’!J . XTy) = 0.
Med andra ord &ar y — @ vinkelréit mot f.
Vidare vet vi att ﬁ minimerar Q(8) = Z(yj — 117)?, s
=1

N 85062

Z ) e Dou=) 0
j=1 j=1 j=1

vilket var precis det vi behovde. U

‘5

8.1.1 SSror

Storheten SStor miéter den totala variation av métvirden jamfort med métvirdenas medel-
virde. I fallet da vi anvénder modellen Y = 3y 4 € ger saledes SStor hela felet i regressionen.

Y

T1

r2 <
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n

Vi ser att SSror = Z?‘? = Z(y] -7)%

j=1 j=1

8.1.2 SSy och SSg

Om vi istéillet anvinder modellen y = [y + 51 + € blir summorna SSg och SSg relevanta (SStot
ser fortfarande ut som ovan). Lat oss forst illustrera SSg.

Yy y=B\o+B;w

<

Vi ser att N N
Sk = 12 =" (Bo + frz; — 7)?
j=1 j=1

och SSg miter alltsa hur mycket den skattade regressionslinjen (i métpunkterna z;) skiljer sig
fran medelvirdet av y-virdena.

Nér det géller SSg ér det istéllet skillnaden mellan den skattade regressionslinjen och méatvér-
dena vi betraktar.

Yy . y=B\o+B\1w

<

Kvadratsumman av dessa avvikelser blir
j=1 j=1
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8.2 Projektionsmatriser

Eftersom vi arbetar med matriser och MK-16sningen i princip ar projektionen pa ett underrum
av R"™ sa ar foljande resultat inte allt for forvanande.

W Hatt-matrisen

Definition. Vi definierar H = X(X7X)™'X”. Vi definierar sven J som en matris vars
samtliga element ar 1. Vi skriver J,,,,, om vi vill markera dimensionen.

Varfor kallar vi H {or hatt-matrisen? Ganska enkelt:
Hy=X(X"X)"'X"y=XB=[=74.

Avbildningen sétter alltsa hatten pa!

<>

e

1
Sats. Matriserna H, [ — H och H — —J &r projektionsmatriser P som uppfyller P? = PT = P.
n

Bevis. Direkt fran definitionen av H blir
H = (X(XTX)' X (XXTX)"' X)) =X X"X)"'XT=H
och
H' = (X(XTX) ' XD = X(XT"X) "X = Xx(XTX))'XT = H.
Dirav foljer det att (I — H)?=1*>-2H+ H?*=I—-Hochatt ([ —H)'=I1"-H"'=1—-H.

For den sista operatorn skriver vi

2
(H—lj) :HQ—1HJ—£JH+iJ2:H—1HJ—1JH+lJ
n n n

n n? n n

ty J? dr matrisen med samtliga element lika med n. Vidare giller att J kommuterar med alla
kvadratiska matriser, sa JH = H.J. Hér kan vi se att H1 = 1 (dér 1 &r en vektor med samtliga
element lika med 1) eftersom 16sningen till regressionsproblemet om y dr konstant dr just den
konstanten (losningen &ér exakt). Alltsa blir

1\ 1
Givetvis géller &ven att | H — —J | =H — —J. 0
n n

En foljdsats av detta ar att vi kan skriva kvadratsummorna som kvadratiska former.

>

e

1 1
Sats. SStor = y” (I — EJ) y, SSg = y” (H — EJ) y, samt SSp =y’ (I — H) y.
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8.3 Forklaringsgrad

Nar vi utfor regressionsanalys vill vi ofta ha ett matt som preciserar hur bra modellen passar
de uppmaétta virdena. Ett sadant matt ar forklaringsgraden.

Definition. Forklaringsgraden R? definieras som

_ SSu _ SStor—5S5s S
SStor SStoT SSror

R2

Ibland anvéinder man lite andra varianter av R? och en mycket vanlig dr den sa kallade juste-
rade forkaringsgraden
. SSE/(TL—]{?— 1)

SSTQT/(n — 1) '

Om inte n &r forhallandevis stor i jamforelse med k (vilket dr nodvéandigt for att regressionen
ska vara vettig) sa blir den justerade graden sdmre.

8.4 Regressionsanalysens huvudsats

Innan vi ger oss in pa huvudsatsen visar vi en hjalpsats fran linjar algebra.

B

Sats. Lat @ = (z; 9 -+ x,) vara sadan att
n
i = Zx? =o' Ax + 2" Bx
=i

for A, B € R™" positivt semi-definita och symmetriska med rank(A) = r och rank(B) = n—r
for nagot heltal r sa att 0 < r < n. Da finns en ON-matris C' sa att med x = C'y giller att

xl Ax = iyf och =" Bx = Zn: y?-.

j=1 j=r+1

Bevis. Eftersom A &r positivt semi-definit har A endast icke-negativa egenviarden som vi ordnar
enligt Ay > Ay > -+ > \,. Vi vet dven att rank(A) = r, sa A,y 1 = --- = A\, = 0. Vidare ar A
diagonaliserbar eftersom A &r symmetrisk, sa det finns en ON-matris C' sa att

M 0 0O 0 000
0 X 0 0 000
0O @ . 1 000
ctAc=D=] 0 0 0 XA 000
0 0 0 0 000
0 0 0 0 000
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Med o = C'y giller da att
a'z = (Cy)"(Cy) =y"CTCy=y"y

och ,
x’ Ax = (Cy)TACy = y"CTACy = y" Dy = Z )\jy?'-
j=1
V1 har aven
x'Bx = (Cy)'BCy = y"CTBCy
och da blir

n

Zy? = yTy = wT;I; = :BTA:D =+ .’DTB:B = Z )\]yJZ + yTCTBC’y

Jj=1 j=1
sa,
y'C"BCy =Y _(1-\y:+ > v
j=1 j=r+1
Det faktum att rank(B) = n — r visar att Ay = Ay = --- A\, = 1 och vi erhaller identiteten

y'C"BCy=> "y’
j=r

Alla beteckningar &r nu ur vigen och vi ar framme vid huvudresultatet.

@ Regressionsanalysens huvudsats

Sats. Med forutsdttningarna ovan géller féljande fér SSg och SSgr sedda som stokastiska
variabler.

L SSE 1 ¢ ~
(i) J—QE = ;Z(Yj —f1;)* ~ x*(n—k —1).
j=1
S LSSk L~
(ii) Givet att §1 =fo=---=F =0 é&r 0—2R = FZ(M —Y)? ~ x*(k).
j=1

(iii) Bade SSg och B = (XTX)"'XTY &r oberoende av SSg.

Bevis. Eftersom H &r en projektionsmatris har H endast egenvéirdena A = 0 och A = 1. Saledes
géller det finurliga att matrisens rang ar lika med summan av egenvérdena, vilka kan berdknas
genom att ta sparet! av matrisen:

rank(H) = tr(H) = tr(X (X7 X) 7' X7T) = to(XTX (X" X)) = tr(Lpp1) = k + 1,

Det foljer sedan att
rank(/ — H) =n—k — 1.

lse sista (bonus)avsnittet for lite detaljer kring spar av matriser.
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Eftersom HX = X sa giller att
Y'(I-H)Y =€"(I - H)e.
Detta dr anvindbart eftersom E(e) = 0. Enligt foregaende hjélpsats géller att sambandet
e'e=€"(I - H)e+ e He

medfor att det finns en ON-matris C sa att Z = Ce reducerar likheten till

n—k—1

ele = Z Z]2+ i ZJ2

j=1 j=n—k
dar

(I -He=Y"(I-H)Y =SSg

I
™
N

Eftersom komponenterna i € #r oberoende och € ~ N(0, 021) foljer det att
E(Z)=0C0=0 och Cz=Cc=0*CTIC =]

sa Z ~ N (0,0°I). Komponenterna i Z r alltsa oberoende och Z; ~ N(0,0?). Detta medfér
att

n—k—1
SSgp 1
g 2 Lk,

j=1
Vi erhaller dven att SSg och He dr oberoende (de delar inga variabler Z;). Detta medfér att SSg
och B3 ar oberoende. Det faktum att SSg och SSi &r oberoende foljer av att kovariansen

c ((H _ %J) Y, (I - H)Y) _ <H _ %J) YY) - H) = o (H _ %J) (I - H)

1 1 1 1
= g2 (H —H?>— =]+ —JH) = o2 (——J+ —HJ)
n n

n n
1 1

=0’ (——J + —J) =0,
n n

sa dessa vektorer ar okorrelerade och normalférdelade, sa oberoende. Det foljer direkt att SSg
och SSg &r oberoende (som funktioner av oberoende variabler).

Om vi fokuserar pa fordelningen for SSg sa kan vi pa samma sétt som ovan utnyttja att (H — %J )
ar en projektionsmatris, sa

rank(H—L]) :tr<H—lJ) :tr(H)—tr<lJ) =k+1-1=k.
n n

n

Matrisen J &r synnerligen rangdefekt med rank(.J) = 1 (eftersom alla kolonner dr lika spénner
vi bara upp ett en-dimensionellt rum).
Nu stoter vi pa lite problem. Vi ser att

(r-23) - -2 -3
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dédr den forsta termen inte forsvinner savida inte 5 = o = -+ = [ = 0. Men under detta
antagande har vi ater igen en situation dar vi kan "byta ut” Y mot €. Foregaende hjilpsats
visar — analogt med féregaende argument — att

k
1
T _ 2
Y (H—5J>Y_§ Z2,
Jj=1

1
déir Z; &r oberoende och Z; ~ N(0, 0?), vilket medfor att —SSg ~ x*(k), under forutséttningen
o

att Sy =By == = 0. O
Kommentar: utan villkoret 51 = 8 = - -+ = S = 0 kan man fortfarande genomfora argumentet,
men resultatet blir en icke-centrerad x?(k)-fordelning (nagot som inte ingar i kursen).

8.5 Hypotestester och kofidensintervall

Vi har nu samlat pa oss en ordentlig verktygslada, sa det kanske dr dags att se hur vi anvénder
de olika delarna.

8.5.1 Skattning av o2

Variansen o2 skattar vi med

T n—k—-1
Denna skattning &ar véntevardesriktig:
02 SSE n—k—1
E SQ — E — 20 v - — 2
(5%) n—k—1 (02> k-1 7

1

8.5.2 Finns det nagot vettigt i modellen?

En rimlig fraga efter utford regression dr om modellen faktiskt sdger nagot. Vi brukar testa
denna hypotes enligt foljande. Vi testar nollhypotesen

Hy:pr=pr=-=p[=0

mot
H; : minst nagot f; # 0.

En naturlig testvariabel ges av
B SSr/k

v

Huvudsatsen medfor att V' ~ F(k,n—k—1) (om H, dr sann) och vi forkastar Hy om v &r stor.
Hur stor avgors av signifikansnivan och lite slagning i F-tabeller.
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8

v

Rimliga utfall C
om Hj giller.

<

Vi hittar grénsen b ur tabell (eller med finv(1-alpha, k, n-k-1) i MATLAB) sa att

PV >0 =qa.

8.5.3 Enskilda koefficienter
Eftersom 8 ~ N (B,0%(XTX)™) introducerar vi beteckningen

hoo hor -+ hok
(XTX)! = hio hir -+
hio hir -+ hik

Da ar B\, ~ N(f;,0%h;;). Om vi kiinner 02 kan vi anvinda att

-~

_Bi=b8
ov/hii

for att testa hypotesen Hy : 8; = 0 eller for att stélla upp konfidensintervall Ig,.

Z

N(0,1)

Nu ér det extremt séllan vi kénner o? exakt, men vi vet att B dr oberoende av SSg enligt
huvudsatsen, sa 3; ér oberoende av SSg. Vidare ér s> = SSg/(n — k — 1) en skattning av o2 vi
kédnner val, sa

~

(B: — )/ (o/hs) B-s
S —k-12/o0)/(n—k-1) Svhs tin—k—1)

enligt Gossets sats.

8.5.4 Hypotestest: Hy: 3; =0

Vi kan dven utfora hypotestester for en ensklid koefficient [; for att se om den forklaringsva-
riabeln tillfér nagot signifikant (givetvis gar det att stélla upp konfidensintervall ocksa for mer
kvantitativt innehall).

Lat Hy : 8; = 0 och Hy : 3; # 0. Vi vet enligt ovan att

-~

_Bi=bB
LN
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sa det kritiska omradet finner vi enligt
C={teR:|t|>c}

for lampligt tal ¢ > 0 beroende pa signifikansnivan och antalet frihetsgrader.

Y
@ @
2 2
= = z
—c 0 c
4 Rimliga utfall Cy

om Hj géller.

Grinsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = F;'(1 — a/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvinda ¢ = -tinv(alpha/2)).

8.6 Exempel: enkel linjir regression

Vi diskuterade enkel linjér regression tidigare i samband med MK-skattningar (foreldsning 2).
Lat oss visa att vi far samma resultat med den metod vi nu tagit fram (och férdelningar for
ingaende storheter pa ett enkelt sétt).

Vi later x1, 9, ..., x, vara fixerade tal och yi, s, ..., ¥y, vara observationer fran

Y = Bo + Bix; + €,

dér ¢; ~ N(0,0?%) &r oberoende. Alltsa precis den modell vi anvént tidigare. Syntesmatrisen X
ges av

1 il
1 «
X = ?
1 =z,

sa

7 1 n 22 _pg
XTX:X:(” o ) = (XTX)'= (Zmlxl ”x)

w02 B SRl G
om det(X7TX) # 0. Saledes blir

B= (go ) = (XTX) "Xy

1

B 1 Sor,x —nT ny
a ny 7 — (nT)? —nT n Z?zl TilY;
1 ny Y p o x —nT Y Ty
2 — (nT)? ’

n 2 o
n Ei:l i —n°TY +n Zi:l TiY;
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vilket ger att

G- Do Yy —nxY Y yi(e =) 30 (y — ) —T)
1= n — - n — - n —
Zj:l 333 — n’ Zj:l (z; — ) Zj:l(xj —T)?

Det foljer nu att

och ﬁ;):y—glf.

o’ Z?:l xf

~ ~ 0'2
Pore N <5°’ P SANE —w) och P~ N <5“ e —W) |

Nagonstans nu inser vi vilket kraftig syntaktiskt verktyg matriser och linjér algebra &r..
Eftersom o dr okind skattar vi o2 med

2 SSe Z?:l(yj_é\()_glxj)z
T n-2 n—2

diir S? ~ x2(n — 2). Vi kan skriva om SSg genom att utnyttja att

SSn =) (i1 —9)° = oy D (o -7 = (ngj(’%l(_%y)_(xfj); E)> (z; —7)

j=1 j=1 7j=1

sa
n

S8k = SStor — SSr = (1 —7%) > (1 — 7)™

Jj=1

Vi kan hér se att r = 1 ger perfekt matching sa alla (z;,y;) ligger pa en rét linje.

8.7 Bonus: determinanter och spar

For en kvadratisk matris A med dimension n x n definierar vi som bekant det karakteristiska
polynomet enligt
p(A) = det(A — AI).

Bekant fran linjér algebra dr att p(A) kan representeras enligt

pA) = (=1)"A=A)A =) - (A=)

(—1)n()\n — )\"*1()\1 + Xy -+ )\n) 4+t (_1)11)\1)\2 o )\n), (8.1)

dér \;, @ = 1,2,...,n, &r matrisens egenvarden.
Sparet for A betecknar tr A och definieras som summan av diagonalelementen:

tr A = Z Q.
i=1
Sparet &r linjar och uppfyller alltsa att
tr(cA) =ctrA och tr(A+ B)=trA+trB.
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Dessutom géller att

n m

tr(AB) = Z Z a;jbj; = i i bjia;; = tr(BA)

i=1 j=1 j=1 i=1
om A ar n X m och B ar m X n. Denna likhet leder direkt till att
tr(PAP™Y) = tr(P ' (PA)) = tr A,

vilket innebér att sparet (likt determinanten) &r en invariant.
Vi vet dven att det A = Ay Ay -+ - \,,, dvs determinanten ges av produkten av alla egenvéarden.
Finns nagot liknande for sparet? Svaret dr vad man kanske skulle kunna gissa, ndmligen att

trA=X A+ X+ -+ A\,

Enklaste beviset &dr att uttnyttja att alla matriser A kan skrivas pa Jordans normalform, dvs
att det finns en basbytesmatris sa att J = PAP~! dir J har A\, \s, ..., \, pa diagonalen och
ar nédstan en diagonalmatris. Uttnyttjar vi att sparet ar ivariant ar vi klara. Kanske ligger detta
argument lite utanfor grundkursen i linjar algebra, sa lat oss studera det karakteristiska polyno-
met lite ndrmare som alternativ. Genom att utveckla efter exempelvis rad 1 kan determinanten
skrivas

agy — A 23 ce Q2n,
32 asz — A - a3,
p(A) =(an—=A)| | A : +pi(t),
an2 an3 ot App — /\

dar grad p;(\) < n—2 eftersom vi tagit bort en A-term. Om vi utfér samma operation pa denna
determinant ser vi att

asz — A 34 s A3n
Q43 gqg — A -+ Qan
p(A) = (a1 — A)(azz — A) : : y : + pa(2),
an3 An4 st App — )\

déar grad p2(A) < n — 2 med nagot (nytt) polynom ps(A).
Upprepa proceduren n ganger och vi erhallet att

p(A) = (@11 — A)(aze — A) =+« (@nn — A) + pa(A)
= (=1)" X"+ (=1)" "N\ Nan + age + -+ + ann) + por1(N) (8.2)
(=) (A" = A"t A) + prya (),

dér p,.1(A) dr nagot polynom med grad hogst n — 2. Om vi jamfor (8.1) med (8.2) ser vi att

trA=XM+ X+ + A\,
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Kapitel 9

Linjar regression II

"No tears, please. It’s a waste of good suffering.”

—~Pinhead
9.1 Forvantat virde
Vi fixerar en vektor w” = (1 uy ug --- wy), déir u; kommer vara viirdet pa x; i den punkt vi

kommer betrakta. Vi &r alltsa intresserade av vad modellen har att sdga vid en fixerad punkt
dér vi inte gjort nagon métning. Vi betraktar Yy definierad av

Yo = Bo + Brus + Paug + -+ - + Brur + €0 = u’ B + €.
Vi antar att ¢y ~ N(0,0?%) &r oberoende av €. Vi definierar

o = E(Yp) = u'B.

9.1.1 Konfidensintervall for E(Yp)

En naturlig skattning av pg ges av uT,@, sa vi sétter
v =u'B.
Eftersom 8 ~ N(8,0*(X"X)™") blir
E(fio) = w"E(B) = u’ B
och
V() = oc*u’ (XTX) .
Da fiy ar en linjarkombination av normalfordelade variabler géller att
fio ~ N(u' B, c*u” (X" X) 'u).
Saledes géller att
fio —u'p
o/ ul (XTX) 1u
I vanlig ordningen brukar vi behéva skatta o2 och gér det med

SSE
2 _ S T
8= dar S* ~ x*(n —k —1).

~ N(0,1).
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Da géller (enligt Gossets sats) att

fio —u'B
SVuT (XTX) u

~tn—k—1).

Genom att nyttja denna variabel kan vi stélla upp ett tvasidigt konfidensintervall for E(Yp):

I, = <uTB —ta2(n — k= 1)sy/ul (XTX) lu, u'B + taj2(n —k —1)s uT(XTX)*1u> .

A

Intervallet 7,,, beskriver vart uppmétta virden vid w hamnar i snitt, dvs vid manga upprep-
ningar med samma w sa hamnar vi i intervallet. Det séger inget om vart en enskild métning
hamnar, for det behéver vi prediktionsintervall!

9.1.2 Prediktionsintervall fér E(Yp)

Vill vi uppskatta (forutsiga) vad métvérdet yo blir i en viss punkt w stéller vi upp ett pre-
diktionsintervall. Eftersom Y, ~ N(uo,02) och iy = u’B ~ N(uo,o?u’ (XTX) " 'u) ar
oberoende géaller det att
V(Yo — fio) =0 (1 +u"(XTX) 'u)
sa
Yo —fio ~ N (0, o* (1+u"(XTX) 'u)).

Vi skattar 0% med s? och nyttjar Gossets sats:

Yo — 1o
Sv/1+uT(XTX) lu

~tn—k—1).

Vi kan stdnga in denna variabel och 16sa ut Yj:

[yo = (’U;Ta — ta/g(n — k- 1)5\/1 -+ ’U;T(XTX)ilua

u'B+ taja(n —k —1)sy/1 + uT(XTX)—1u>.

Notera uttrycket i kvadratroten och jamfor detta med hur formeln ser ut om vi ar ute efter ett
konfidensintervall for vintevirdet istéllet. Prediktionsintervallet kommer alltsa alltid att vara
storre @n konfidensintervallet for vintevirdet. Det &r ett principfel att vélja fel sorts intervall
for att svara pa en fraga. Fundera alltid 6ver vad som efterfragas eller vad du vill astadkomma.
Svara pa fragan om det handlar om hur utfallet blir i medel eller om du vill uttala dig om ett
specifikt tillfalle.

9.1.3 Konfidens- och prediktionsband

Vid grafisk representation av enkel linjér regression ser man ofta sa kallade konfidens- och
prediktionsband inritade. Dessa definieras enligt foljande.
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Konfidensband

Definition. Ett konfidensband ges av en funktion g sadan att for varje x giller att
P(lpo(x) — fo(z)] < g(z)) =1 -«

Ett simultant konfidensband uppfyller att

P(luo(x) — fo(z)| < g(x) for alla ) =1 — a.

Skillnaden mellan ett simultant band och dess icke-simultana motsvarighet kanske ar svar att se,
men det simultana bandet uppfyller alltsa instdngningen med sannolikheten 1—a for alla x pa en
gang medan den icke-simultana uppfyller denna sannolikhet for varje x en i taget! Likformighet
ar nagot det simultana bandet erbjuder. Om vi endast har ett icke-simultant konfidensband
och vill titta i tva punkter xz; och x5 samtidigt ar det inte sékert att dessa intervall samtidigt
uppfyller konfidensgraden 1 — a.. Det ar precis samma problem vi sett vi berdkningar av flera
konfidensintervall samtidigt tidigare.

Prediktionsband

Definition. Ett prediktionsband ges av en funktion h sadan att for varje x géller att

P(ly(z) = yla)| < h(zx)) =1 -«

Ett simultant prediktionsband uppfyller att

P(ly(x) — y(x)| < h(z) for alla ) =1 — a.

Grafiskt kan det se ut enligt nedan. Man ritar ofta i bade konfidens- och prediktionsband
samtidigt. Notera att konfidensbandet ar betydligt smalare dn prediktionsbandet.

Konfidensband; o = 0.05

15

I
— y=Bo + Biz
Konfidensband

Prediktionsband (icke-sim)

———  Prediktionsband (sim)

16
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9.2 Residualanalys

Efter utford regression har vi skattade y-viarden p (eller ), som anvénds for att berdkna
kvadratsumman SSg for felen som modellen inte forklarar. Antagandet vi gjort pa residu-
alerna e; = y; — y; ér att dessa &r oberoende och normalférdelade med samma varians och

vantevarde 0. Detta dr nagot som bor undersokas efter regressionen for att motivera antagandet.

I matlab kan vi ta fram residualerna vid regression genom kommandot

>> r = regstats(y, x, ’linear’, ’all’);
>> res = r.r;
>> yhat = r.yhat;

9.2.1 Residualer vs x eller y

Vi kan plotta residualer mot z-vérden eller skattade y-véirden (y = ):

>> figure; scatter(x, res, ’*’);
>> figure; scatter(yhat, res, ’x*’);

3_
*
* ¥ *
#* * * * * %
1 * * * * ok o
i * *
* * %, kg ¥ * ¥ *
¥ ¥ * * o T * % * *
* # oy e i # Tx e Hx :
0_**9%6** * % * **% * *
* I
* * * F N #¥
* K _** * **9&6* * * ﬁ
1k ¥ *{e * * * * sk
*
Fk * * *
2+ i * * *
*
3t
_*_
-4 1 1 1
0 5 10 15
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3_
*
2+ * ** * * * *
* %% *
#< * " * * * %
| *
1 * “ . *** * " ¥ ¥ * *
o * TR e T e * **
* *% 0 F L T e ok % X
0F g% * The * # TE *k ¥
* * * * 0k B Ty FK
* % e " *
-1r * % * * * o Rk
#
Fk * * *
oL Hgk * « +
_*_
-3+
*
_4 | 1 | 1 1 | 1 ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Det &r svart att se nagot direkt samband. Vilket &r bra. Hade vi sett ett tydligt samband hade
vi haft problem med modellen. Men mycket mer dn sa kan vi inte séga fran dessa figurer.

9.2.2 Histogram

Vi kan plotta ett histogram for residualerna:

>> figure; histogram(res);

30 T T T T

Det ser hyfsat Gaussiskt ut och masscentrum &r runt nollan. Inte helt orimligt med normalfor-
delning.
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9.2.3 Normalplot

Matlab kan dven enkelt generera en sa kallad normalplot:

>> figure; normplot(res);

Normal Probability Plot
0.997 +

0.99 -
0.98 |

0.95 1
0.90

0.75

0.50

Probability

0.25

0.10
0.05

0.02 -
0.01 -

0.003 -+ 0

Data

[ figuren sa skalar alltsa y-axeln mot sannolikheter som géller for normalfordelning (tdnk pa
exempelvis log-skala fungerar). Idealiskt skulle vi endast ha punkter som ligger pa en linje. Nu
finns kanske lite tillstymmelse till sa kallad S-form pa kurvan, men absolut inte pa den niva
att vi borde ifragasitta antagandet kring normalférdelning. Betydligt mer S-lika kurvor skulle
accepteras som rimligt normalfordelade.

9.3 Variabeltransformation

Det vi haller pa med kallas linjér regression, men det &r inget som hindrar oss att &nda anvianda
linjéir struktur for att anpassa ett polynom eller mer generella funktioner till mitdata istdllet!

9.3.1 Polynomiell regression

Antag att vi vill bestamma ett polynom av grad k& som minimerar kvadratfelet. Modellen ar
att x; dr fixerade tal och att y; &r observationer av

Yj = Bo+ Brzj + Boxj + -+ Braf + €5,
dir €; ~ N(0,0?) &r oberoende. Vi léser detta problem med linjér regression genom att lata

— 2 .3 _ .k
X1 = Ty, Zj2 —JTj, 27]'3—1’]-, Tk —QTj,

'Helt analogt med vad som gjorts i linjér algebra; tink polynombaser. Eller Fourieranalys fér den delen.
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och sedan betrakta modellen
Y; = Bo+ bixji + Bazjo + - - + Braje + €,

dir €; ~ N(0,0?) ér oberoende.

9.3.2 Exponentiell regression

Antag att vi har data som verkar vara f6lja en exponentialkurva. Modellen &r att x; dr fixerade
tal och att y; &r observationer av

Y, = aexp(bz;) - E; (9.1)

diar £ ér lognormal-férdelade och oberoende.

Lognormal-férdelning
Definition. Slumpvariabeln X kallas lognormal-férdelad med parametrarna p och o om

fx(z) = xo_l exp (—M> . x>0.

27 202

Vi skriver X ~ Lognormal(p, o?).

Det foljer att E(X) = exp (u+ 0%/2) och V(X) = (exp(c?) — 1) exp (2u + ¢?) eftersom

E(h(X)) = /O°° xg(x;r e ( (hm _ dx ) / y = lnx/
_ /OO M) e (_(?/;_W) i
oo OV2T 72
T s
/

0 euto?/2 (u—o0)? p N o?
exp | ———— | dor = ex —
. 5 p pl|u 9

sa

2

och pa samma satt blir
E(X?) =exp (2u + 20%) .

vilket ger
V(X)=E(X?) - E(X)* = (exp(0®) — 1) exp (2u + 07) .

<>

e

Sats. Om X ~ Lognormal(y,o?) sa ér In X ~ N(u,d?).
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Bevis. Lat X vara lognormalfordelad och lat Y = In X. Eftersom exp ar stringt vixande géller
att
Fe(y) = P(Y < y) = P(n X < y) = P(X < &)
vilket medfor att
e

fr(y) = %FY(?J) = fx(e¥)e? = oon exp <—

o\ 2T 202 '

Saledes dr Y =In X ~ N(u,c?). O

(Ine” — M)Q)

202

Vi l6ser nu problemet i (9.1) med linjér regression genom att logaritmera sambandet:
ImY, =Ina+bzx; +InE; = By + Bix; + ¢,

dir €; ~ N(0,0?) ér oberoende. Sen anviinder vi tekniker vi redan tagit fram!

9.4 Val av modell

Sa lat oss sédga att vi har en méngd méatdata i form av y-viarden for en méangd olika varden pa
variabler 1, xs, ..., x,. Hur ska vi véilja modell? Tillfor alla variabler nagot anvandbart? Hur
jamfor vi tva olika modeller? Fragorna hopar sig.

Vad man alltid kan gora dr att studera skattningen fér o2. Denna skattning kommer i allménhet
fran residualerna och idealiskt skulle dessa i princip vara lika med noll (perfekt 16sning). Ett
mindre virde pa s? innebir alltsa att modellen forklarar lite mer. Nu kan tilliggas att om man
ligger till variabler kommer alltid s? att bli mindre (varfor?), sa vi behover avgéra om skillnaden
ar signifikant.

(i) Val av variabler. Vilka har vi tillgang till? Vilka kan vi utesluta pa grunden att de inte
bor inga i modellen? Ar vissa variabler véaldigt starkt korrelerade (i sa fall kan det vara
béttre att bara ta med en)?

(ii) Ar sambandet linjirt? Kan det genom nagon limplig transformation skrivas som ett linjéirt
problem? Om det inte gar kommer linjér regression fungera daligt.

(iii) Vid flera mojliga modellval, hur testar vi om skillnaden mellan modellerna &r signifikant?
Vi vill inte ta med variabler i onodan.

Vi borjar med att diskutera begreppet inkapslade modeller (eller néstlade). Modeller dér
vi 1 nagon mening kan séga den ena ar en del av den andra.

9.5 Inkapslade modeller

Om vi har tva modeller att vélja mellan med syntesmatriserna X; respektive X5. Vi later H;
och H, vara respektive hattmatriser, sa blir

Hy = X, (XTX) 7' XT och Hy = Xo(XJ Xo) ' X7

Vi later B € RM*! respektive B € R** for de olika modellerna. Dimensionerna for X; och X,
ar n x (ky + 1) respektive n x (kg + 1).
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Inkapslade modeller
Definition. Vi kallar modell 1 fér inkapslad i modell 2 om

Vi={X18:8cR""} c{X,8:8cR"2"} =1,

Definitionen &r lite abstrakt, men vad som séges &dr att kolonnrummet som spéanns upp av X,
ska vara ett underrum till kolonnrummet som spéanns upp av X,. Exempelvis giller det att
modellen

y=PBo+ Biry+ -+ Bray + €
ar inkapslad i modellen
y=Bo+ B+ Brtr + Bry1Tre1 + -0+ BegpTrgp + €.

Detta foljer eftersom de forsta k& + 1 kolonnerna i X; och X, &r identiska. Detta &r i huvudsak
vad vi ska anvédnda inkapslade modeller till: att undersdka om det blir signifikant battre av att
lagga till forklaringsvariabler (alternativ att det inte skadar att ta bort forklaringsvariabler).

B

Sats. Om V; C V; giller att

H1H2:H2H1:H1 och (I—Hl)(I—H2>:(I—H2>(I—H1) :]_H2

Vidare géller att Hy — H; &r en projektionsmatris med rank(H, — Hy) = rank(Hy) —rank(H;)

J

Bevis. Eftersom
HyecViCcl,

for alla y foljer det att HoHiy = Hyy. Eftersom H; och H, dr symmetriska sa medfoljer &ven
att H1H2 = Hl.
For den andra likheten noterar vi att V; C V5 implicerar att ortogonalkomplementen uppfyl-
ler V5 C V-, Siledes blir

(I - W)y € Vi € Vit

och
(I — H)(I — Hy)y = (I — Hy)y.

Analogt med ovan foljer dven att (I — Hy)(I — Hy) = I — Hs. Det faktum att Hy — Hy &r en
projektionsmatris foljer av att den uppenbarligen dr symmetrisk och

(Hy — Hy)* = H; — HyH, — HHy + H} = Hy — 2H, + H, = H, — H,.
Saledes ar samtliga egenvirden 0 eller 1 och
rank(Hy — Hy) = tr(Hy — Hy) = tr(Hs) — tr(H,) = rank(Hsy) — rank(H,).

Den sista likheten pa grund av att H; och Hs ocksa &r projektionsmatriser. U
Vi kan nu formulera (och bevisa) en variant pa regressionsanalysens 2:a huvudsats. Den gar att
formulera mer generellt, men detta dr mer &n tillrickligt for vara dandamal.
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@ Regressionsanalysens 2:a huvudsats

Sats. Lat H; och Hjy ha rang ky 4 1 respektive ko + 1. Om V; C V5 sa géller att:
(i) S8 och SSY) — S dir oberoende:

.. Ss®@
(i) =2~ x*(n = k= 1);

Ssy) — ssi

(111) samt om E(Y) = K1 = Xl,Bl sa ar 0_2 ~ X2(k2 — k’l)

Bevis. Vi ser att
SSY = YT (I — Hy)Y

och

sSW —8SP =YT(I — H,— (I — Hy))Y =YT(H, — H)Y.
Eftersom

(I — Hy)(Hy — Hy)) = Hy— Hy — Hy + HyH, = —H, + H =0

sa kommer (I — Hy)Y och (Hy — H,)Y att vara okorrelerade och normalférdelade. Saledes &r
dessa variabler oberoende vilket medfér punkt (i). Punkt (ii) dr identisk med resultatet fran
regressionsanalysens forsta huvudsats (se forra foreldsningen). Den sista punkten foljer av ett
liknande argument som pa forra foreldsningen. Forst, eftersom V) C Vs, sa finns ett o € RF2H!
sa att Xoax = X13;. Detta medfor att

(Hy — H1) X181 = HaXoax — X181 = Xoa — X181 = X181 — X181 =0,
sa E((Hy — H,)Y) = 0. Dérav foljer det att
sSW — SS) = e(H, — Hy)e”.

Eftersom Hy — Hy #r en projektionsmatris med rang ky — k; och € ~ N(0,0%I) finns en ON-
matris C sa att med e = CZ blir

ko—k1

e(Hy— H)e' = Y 77,
j=1

didr Z; ~ N(0,0?) dr oberoende. Alltsa stimmer fordelningen i punkt (iii) eftersom kvadrat-
summan av oberoende N (0, 1)-variabler blir y%-férdelad med frihetsgraden lika med antalet
termer. 0

Anmirkning. Om vi inte skulle anta att E(Y') = py sa skulle vi fortfarande erhalla en x*-
fordelningen, men den blir inte centrerad. Overkurs.

9.5.1 Att lagga till forklaringsvariabler

Den typiska situationen (i denna kurs) som vi kommer att anvénda féregaende resultat ar nér
man forsoker ldgga till forklaringsvariabler till en modell (alternativt ta bort) och se om det
gor nagon skillnad.
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Q" Exempel
Vi har tva modeller:
y=P00+ bix1+ -+ BpTr + €

och
y=PBo+ Biz1+ - + Brwr + Brt1%rt1 + - + BrapTitp + €

Hur kan man testa om Sj41 = Bry2 = -+ = Brtp = 0 (dvs om de tillférda variablerna hjélper
pa en signifikant niva)?

Losning. Enligt foregaende diskussion dr modell 1 inkapslad i modell 2. Lat nollhypotesen ges
av

Ho: Bry1 = Prra =+ = Bryp =0,

med mothypotesen
H, :nagot 8, j =k+1,k+2,...,k+p, & inte = 0.
Om H, ir sann sa giller att Y ~ N (X031, 02), sa satsen ovan medfor direkt att

(SSy) — SSP)/p

W=
SSi’/(n—k—p—1)

~ F(p,n—k—p—1) om Hj & sann

eftersom det #r en kvot av oberoende y2-férdelade variabler. Om Hy inte dr sann kommer det
att gora att W tenderar att bli stor, sa vart kritiska omrade kommer ges av C' =|c, oo| for
nagot ¢ > 0.

v

Rimliga utfall C

om Hj géller.

<

9.6 Stegvis regression

En tdnkbar 16sning pa problemet att hitta en modell som tar med precis de variabler som &r
signifikanta &dr givetvis att helt enkelt testa alla kombinationer. Med k£ mojliga forklaringsva-
riabler ger det 2 olika modeller. Vi kan utféra regression for var och en och sedan undersoka
vilka variabler som forefaller vara relevanta. Otympligt? Jo, kanske det Sa en annan variant &ar
att lagga till en variabel i taget till vi inte ser nagon signifikant skillnad léngre nér vi ligger till
fler variabler. Sa hur borjar vi?

Den basta forklaringsvariabeln ar alltid den som &r starkast korrelerade med y. Detta feno-
men foljer av exemplet fran forra foreldsningen angaende enkel linjar regression dér vi visade
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n
att SSg = (1 —1?) Z(yj —7%)?. Diremot kan vi inte direkt se vilken den nist bista dr utan att
j=1
utfora en regression. Sa processen kommer att se ut enligt foljande.

(i) Jamfér korrelationen mellan y och de olika z-kolonnerna i X och vilj den dér r? &r storst
som forsta forklaringsvariabel.

(ii) Testa och ldgg till var och en av resterande variabler en i taget och berdkna SSg for varje
modell. Vilj den variabel som minimerar SSg. Detta &r den nésta bésta forklaringsvaria-
beln. Légg till den.

(iii) Testa den nya modellen genom att endera gora ett F-test for att se om den &r signifi-
kant battre eller gor ett t-test for att se om hypotesen Hy : 5; = 0 for den tillagda j3;
kan forkastas. Om variabeln inte tillfor nagot &r vi fardiga. Annars lagg till variabeln i
modellen.

(iv) Upprepa steg 2 tills dess att vi inte far nagon signifikant skillnad nér vi ldgger till en ny
variabel.

A\

Vi kan endast hitta den bésta forklaringsvariabeln genom att studera korrelation mellan y
och de olika x;-variablerna. Eventuell 6vrig information fran exempelvis kovariansmatrisen
ger inte nodvindigvis nagon information om vad som blir bast ndr man vél tagit med den
bésta variabeln. Ny analys kravs efter regressionssteget!

9.7 Kategorier och "dummy”-variabler

Ibland har man data som &r beroende av nagon storhet som &r binér (eller atminstone har
diskreta nivaer). Till exempel skulle det kunna handla om en modell for atgang av forbruk-
ningsvaror hos ett café vid stranden. Beroende pa om det dr sommar eller vinter kanske saker
och ting ser helt annorlunda ut. Vi kan da lagga till en variabel i modellen som har vérdet 1 vid
sommar och 0 nar det ar vinter. Pa det sdttet kan vi ta med all data i en och samma modell.

9.8 Problem och fallgropar

Det finns en uppsjé med problem férknippade med regression.

9.8.1 Stark korrelation

Om tva variabler dr starkt korrelerade innebér det att matrisen X néstan blir singuldr (den
blir daligt konditionerad), vilket stéller till det rent numeriskt da avrundningsfel och dylikt
nu kan fordndra svar drastiskt. Systemet blir helt enkelt véldigt storningskénsligt.

Man brukar undvika starkt korrelerade variabler.

Ett specialfall 4r nir matrisen X7 X inte dr inverterbar. Da behéver nagon/nagra variabler tas
bort.
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9.8.2 Extrapolation

Nir vi har vara uppmitta data sa far vi direkt ett ritblock i R* dér

vy <z <z, i=12,... k.
Talen xjt ar helt enkelt max och min vid métningen for den uppmétta variabeln x;. Mellan dessa
granser undersodker vi en linjér regressionsmodell. Denna modell bor inte okvalificerat anvédndas
for att uttala sig (prediktera) nagot utanfor ratblocket.

9.8.3 Residualférdelning

Se till att gora nagra undersokningar om residualerna. Om de uppvisar ett monster ar det
ett tecken pa att felen inte uppfyller de krav vi stdllt. Om inte felen &r normalférdelade (med
samma varians) sa leder detta till att samtliga tester (F-test, varianstest, test for §; = 0 etc)
inte ar tillforlitliga.
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Kapitel 10

Pearsons Y2-test

“Oh, you suffer beautifully.”
—Pinhead

10.1 Konvergens

For att kunna fa lite precision i argumenten i detta omrade behover vi lite begrepp angaende
konvergens av stokastiska variabler. Eftersom vi har introducerat sannolikhet sa uppstar nu en
hel rad spannande mojligheter till olika typer av konvergens. Vissa av dessa har vi redan (mer
eller mindre) implicit stott pa. Ténk pa de stora talens lag eller konsistens hos skattningar
(detta brukar vara konvergens i sannolikhet) respektive centrala gransvirdessatsen (konvergens
i fordelning).

Kom ihag att en stokastisk variabel X &r en funktion fran utfallsrummet € till R (eller mer
generellt R™). En foljd stokastiska variabler X, ar alltsa en foljd funktioner, och som bekant
fran envariabelanalysen kan denna f6ljd konvergera mot en funktion X om det &r sa att

lim X, (w) = X(w), forallaw € Q.

n—o0

Detta brukar kallas punktvis konvergens, eller i sannolikhetstermer: siker konvergens.

Nu ar det sdllan vi kommer att ha sidker konvergens eftersom sannolikhet &r inblandad, sa lat
oss borja med en annan typ av konvergens som kan vara vérd att ha sett om inte annat &n
for att kunna séga saker som att nagot dr "néstan sdkert” och faktiskt mena nagot véldigt
specifikt...

Definition. Lat X,,, n = 1,2,..., vara en f6ljd stokastiska variabler. Vi séger att X,, konver-
gerar till X néstan sikert (almost surely) om

P{w € Q: Xp(w) = X(w)}) = 1.

Vi skriver i detta fall att X,, =3 X.
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Tank pa att en stokastisk variabel X avbildar ett utfallsrum 2 ini R (eller R"). Vad definitionen
ovan siger ar att denna funktion konvergerar punktvis X, (w) — X (w) for alla w férutom en
delméngd som har sannolikhet noll.

Konvergens i sannolikhet

Definition. Lat X,,, n = 1,2,..., vara en foljd stokastiska variabler. Vi sédger att X, kon-
vergerar till en stokastisk variabel X i sannolikhet om for alla € > 0 sa géller att

lim P(|X, — X|>¢€) =0

n—oo

och vi skriver i detta fall att X,, — X. Generaliserar naturligt till hégre dimensioner.

Vi kan notera att
X, 32X = X,>X,

men inte omvéant. Detta &r inte sjdlvklart utan hénger i princip pa att vi kan byta ut ordningen
pa att berdkna sannolikhet och ta ett gransvérde. Den intresserade kan sla upp Fatous lemma.
Den sista konvergenstypen vi betraktar dr konvergens i férdelning. Vad detta innebér informellt
ar att fordelningsfunktionerna for X,, konvergerar punktvis mot férdelningsfunktionen for X.

Definition. Lat X,,, n = 1,2, ..., vara en foljd stokastiska variabler. Vi siger att X,, konver-
gerar till en stokastisk variabel X i fordelning om

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—ro0
for alla z (ddr F' &r kontinuerlig). Har &r Fy, och Fx respektive fordelningsfunktion, och vi
skriver att X,, = X. I hogre dimensioner formuleras ofta kraven direkt i termer av sannolikhet

enligt
X,>X <& limP(X,€FE)=PXEcE)

n—oo

for alla rimliga méngder FE sadana att P(OE) = 0.

Egenskapen att méngden E uppfyller att P(OE) = 0 brukar kallas for att E &r en kontinui-
tetsméngd (kommer fran matt-teorin) for mattet P. Alternativt kan man betrakta fordelnings-
funktionen, sa lat

Elx)={yeR :yy <y, ya <9, ..., Yp < 11}

sa att fordelningsfunktionen F' ges av F(xq,2o,...,2,) = P(X € E(x)). Detta foljer direkt
fran att den flerdimensionella fordelningsfunktionen ges av

FX(J?) :P(Xl <z, X9 <1x9,..., X} < SL’k)
Randen OF till E kan vi uttrycka som
E(x)N{y € R*:y; = a; for nagot 4, 1 < i < k},

sa om P(X € 0E(x)) = 0 &r helt enkelt F' kontinuerlig i punkten .
Vart dven att notera att
X, 52X = X,2X

Aven hér #r beviset ganska tekniskt, men det #r viirt att komma ihag att konvergens i férdelning
ar den svagaste typen av konvergens vi tagit upp.
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Definition. Om X,, = X kallas fordelningen for X for den asymptotiska fordelningen for
sekvensen X,,, n =1,2,.. ..

Ibland kravs att denna férdelning inte dr allt for degenererad for att kallas for en asymptotisk
fordelning.

10.1.1 Ordo i sannolikhet

Redo for nagot riktigt skoj? For att beskriva hastigheten hos konvergens anvénds ibland vari-
anter av ordo-notationen ni har stétt pa tidigare (envariabel del 2).

Vi skriver att X,, = 0,(a,) om — = 0,(1), dér

Y, =0,(1) < Y, — 0isannolikhet.

Vi séger att X,, = O,(a,) om det for varje e > 0 finns ett dndligt M > 0 och ett dndligt N > 0
sa att
(

10.1.2 Ett par anvindbara resultat (utan bevis)

X

Qn

>M) < € for alla n > N.

Vi har nu introducerat nagra begrepp kring konvergens av foljder av stokastiska variabler. Ofta
ar man intresserad av funktioner av stokastiska variabler pa olika sétt, sa vad kan man sédga om
konvergensen efter att ha gjort nagon form av sammanséttning?

Till exempel kan vi notera att X, 2 X och Y, 2 Y inte medfér att X, +Y, 5 X+Y
eller X,,Y,, = XY i det generella fallet. Men under vissa forutsittningar har vi resultat som
ofta duger néar vi vill at ovanstaende.

@ The Continuous Mapping Theorem
Sats. Lat g vara kontinuerlig. Da géller att
D) X > X = g(Xn) > g(X);

i) X, > X = g(X,) > g(X).

| Generaliserar till vektorvarda stokastiska variabler.

Kontinuerliga operationer fungerar alltsa precis som vi forvantar oss. Konvergens i fordelning
bevaras av kontinuerliga avbildningar. Beviset &r inte jattekomplicerat, men bygger pa argument
och definitioner vi inte har tillgang till i nuldget (ater igen denna matt- och integrationsteori).
Man kan ju tro att summor av féljder borde fungera lika enkelt, men sa &r inte fallet om vi
endast har konvergens i férdelning.
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@ Slutskys sats

Sats. Om X,, = X och Y, = ¢, dir ¢ ir en konstant, sa giller att

X, o X
() Xp+Y, 2 X+c (i) X,Y, DX (i) ===

under forutsédttning att c # 0.
n c

Aven detta generaliserar till vektorvirda stokastiska variabler.

10.1.3 Flerdimensionella centrala grinsvirdessatsen

Bara for att paminna sa sag vi i grundkursen i sannolikhetsldra att summan av oberoende
likaférdelade variabler (med &ndlig varians) alltid gar mot en normalfordelning (konvergens
i fordelning). Kompakt uttryckt giller alltsa att v/n (X — p) 2 N(0,0%) om E(X;) = p
och V(X;) = o2 Motsvarande giller i hogre dimensioner, men i vanlig ordning har vi nu

en hel kovariansmatris att halla ordning pa istéllet for endast variansen. En variant av den
multivariata CGS kan formuleras enligt féljande.

@ Flerdimensionella centrala griansvirdessatsen
Sats. Lat X = (Xy,..., X}) vara en vektorvird stokastisk variabel med kovariansmatris C'.

Implicit hér &r att V(X;) < oo for j =1,2,..., k. Lat X, vara en {6ljd av oberoende vektorer
med samma fordelning som X. Da géller att

% Z (X; — E(X)) = N(0,0).

Notera dven att
1 ¢ _
%Z (X; — E(X)) = vn (X, - BE(X)),
i=1
sa vi kan mer kompakt skriva v/n (X, — E(X)) = N(0,C).

10.1.4 Delta-metoden

En naturlig fraga ér foljande: om vi vet att X,, har en asymptotisk fordelning, vad kan man
sdga om ¢(X,)? Ett naturligt angreppsétt ar givetvis att helt enkelt ta en Taylorutveckling

av g och visa att resttermen beter sig som o,(1) sa att den inte stér. Det generella fallet blir
lite bokigt, sa vi koncentrerar oss pa normalférdelningen.

@ Delta-metoden foér asymptotisk normalférdelning
Sats. Antag att X,, — 6 och \/n(X,, —0) > X ~ N(0,0%) da n — oo (i princip resultatet

av centrala grinsvirdessatsen) och lat ¢ € C' i en omgivning av 6 samt antag att ¢'(6) # 0.
Da géller att

Vi (9(Xa) = g(0)) = X ~ N(0,(4'(9))°0),

Ldén—)oo.
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Bevis. Enligt medelvirdessatsen sa giller att
9(Xn) —g(0) = ¢'(€) (Xn = 0) ,

dir ¢ ligger mellan X, och 0. Eftersom X, — 6 si maste dven & — 6. Satsen ovan om
kontinuerliga avbildningar medfor da att ¢'(€) = ¢'(#). Alltsa maste

Vi (9(Xa) = 9(0)) = Z ~ N(0, (¢'(9))*0%),

allt enligt Slutskys sats! Vi kan dven formulera det hela asymptotiskt enligt

Vi (9(Xs) — g(8)) = ' (0)v/n (X5 — 0) + 0,(1),
genom att helt enkelt skriva

Vi (9(X,) = 9(0)) = Vg (€) (X,, — 6)
= V(X — 0)g'(6) + v (X, — 0) (4 () — 9(6)),

=0p(1) =op(1)

dar vi nyttjar att /n(X, — ) konvergerar i fordelning — vilket betyder stokastiskt begrénsad
sa O,(1) — och att ¢'(€) = ¢'(6). O

Vad hénder i flera dimensioner? I princip ér det helt analogt. Lat 0 vara en konsistent skattning
av 0 sa att

ﬁ(é—@) 2 7 ~ N(0,C).

Om vi for enkelhetens skull antar att ¢ € C? i en omgivning av 8, sa ér som bekant

~ ~

9(8) = 9(6) + Vg(6)" - (6 8) + R().

Om vi betraktar variansen for var approximation (dér vi bortser fran resttermen) sa ser vi att
v (g(e) +Vg(0) (5— 9)) —v (vg(o)T : é) — Cov (vg(e)T : 6)

= V9(0)"Cov(B)V4(0) = Vo(6)!~ C V(6),

Genom att likt 1 envariabelfallet anvanda medelvardessatsen kan vi nu visa att

~

Vi (9(8) — 9(8)) > Z ~ N (0, V9(6)" CVg(6)) .

10.2 Det grundliggande x>3-testet
Antag att vi har féljande situation

(i) Vi har n stycken oberoende stokastiska variabler X; med samma fordelning, dar X; har
precis k£ mojliga utfall.

(i) Numrera utfallen enligt A;,..., Ay och lat p; = P(A;) vara respektive sannolikhet. Da
ar p1 +pe---+pp = 1.

(iii) Lat Y;, i =1,2,...,k, vara antalet ganger hindelsen A; intréiffar.
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For att konkretisera en aning, tédnk att vi har £ stycken lador A; vi kastar bollar i. Experimentet
dr uppstillt sa att en kastad boll alltid hamnar i en lada. Vi later p; vara sannolikheten att en
boll hamnar i lada A;. Vi kastar n bollar (oberoende) och réknar sedan hur manga bollar Y; som
det finns i varje lada. Givetvis kommer Y; ~ Bin(n,p;), men variablerna Y; dr inte oberoende
av varandra (antalet bollar i alla ladorna summerar till n).

Vad vi kommer gor dr att betrakta uppdelningar av denna typ och stélla upp hypotestest dér
vi later nollhypotesen H, ges av

Hy: P(A1) = p1, P(A2) =pa, ..., P(Ax) = pr,
dar py, pe, ..., pr ar sannolikheter sa att p; + - -+ + pp = 1, och testar mot hypotesen
H, : det finns nagot j sa att P(A;) # p;.

Om H, ar sann, sa blir de férvintade frekvenserna E(Y;) = n-p;, 7 = 1,2,...,k. Lat oss
definiera

Mw

Jj=1

dér y; ar observationen av Y;. Ett stort vérde pa ¢ borde rimligen indikera att Hj inte géller
(atminstone nagot p; maste skilja sig markant fran det forvintade vardet np,).
Storheten ¢ &4r en observation av den stokastiska variabeln

k
_n appr.
Q=3 Wi—rn) pf (k= 1).
j=1

Att detta blir approximativt y?-fordelat foljer av foljande sats.

P
<>

e

Sats. Med beteckningarna ovan géller att Z
7=1

— p; )

> X, dir X ~ x(k —1). Konver-
np;

gensen ar alltsa i fordelning.

Bevis. Eftersom Y; ér binomialférdelad vet vi att E(Y;) = np; och V(Y;) = np;(1 — p,), sa de
standardiserade variablerna
Yj —np;

_— 2) Z ~ N(O, 1),
np;(1 — p;)

for nagot Z enligt centrala gransvirdessatsen (CGS). Konvergensen ér i meningen att fordel-
ningsfunktionen F, ;(y) — ®(y) for alla y € R. En {6ljd av detta &r att

Y; — np;

Z ~ N(0,1—p,),
- 0.1 p,)

eftersom om U, 3 U sé giller att h(U,) A h(U) for alla kontinuerliga funktioner h (brukar
kallas sannolikhetsteorins open mapping theorem). Anledningen till den sista mandvern ar att
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vi ska fa det lite lattare att analysera beroendestrukturen hos Z;, j = 1,2,..., k. Eftersom
vantevérdet dr E(Y;) = np; kommer
Yi—np; Y; —np; Y; —np; Y; — np; 1
C ( , ]> = E ( r—al = E(Y:Y;) — 2n*pip; + n°pip;
v/ MDi \/ND; VWi /NP n\/Pilj ( ’ ’ j)

1
= EY;Y:) — n2p,-p'
For att berdkna E(Y;Y;) gar vi tillbaka till variablerna X;, ¢ = 1,2,...,n. Lat 14 beteckna
indikatorfunktionen for méngden A. Detta innebér att

7 (X)— 1OH1XZ'EAJ',
A Yo Ooszngj

Vi kan da skriva Y; = ZI 4,;(X;) och eftersom X; &r Bernoulliférdelade (2-punktsfordelade)
i=1

foljer det att £(14,(X;)) = p;. Vi har nu, for i # j,

E(YY;)=E ((Z I, (Xl)) (Z IA]-(Xm)>> =F <Z > 14 (X)) IA]-(Xm)>

=FE (i[Ai(Xl)IAj(XZ ) ZZIA (X;) La, (Xim)

=1 =1 m=1
m##l

_O+ZZE[A (X)) Zszpj—nn—l)p@pg,

=1 m=1 =1 m=1
m#l m#l

eftersom I4,(X;)I4,(X;) = 0 (samma boll kan inte hamna i tva lador) samt att I, (X;)
och I4,(X,,) dr oberoende om [ # m. Saledes blir

C,(Y%—npi Y; —np,
v/ Di ’ \/ P

for i # j. Foljaktligen maste siledes kovariansmatrisen for Z = (Z; Zy --- Z;)' ha utseendet

) = - v

L—p1  —v/Pip2 —/P1iPs - —+/Dibk
—+/DP2P1 1—po —\/P2P3 1 —+/DP2Pk
Cyp=| —vPsbr —/p3p2 1—ps -+ —\/D3Dk

—/DPkP1 —+/PkP2 —+/PkP3 -+ 1 —pg

vilket kan skrivas lite mer kompakt som Cz = [ — pp’, dir p = (VD1 /P2 -+ A /pr)T. Denna
omskrivning gor att vi enkelt kan se att

(I-pp")’=I—-pp" och (I—pp")" =1-pp",

sa I — pp’ 4r en projektionsmatris och har dirfor egenviirdena A = 0 och A = 1. Vi har nu
att Z ~ N(0,Cz). Pa samma sétt som i beviset av regressionsanalysens huvudsats ser vi att

rank(l — pp”) = tr(I — pp’) =k — 1,
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sa A = 0 &r ett enkelt egenvirde. Matrisen ér symmetrisk och positivt semidefinit, sa det finns en
ON-matris C sa att CTCzC = diag(1,1,...,1,0) blir en diagonalmatris. Om vi later W = CZ
ser vi att W ~ N(0,diag(1,1,...,1,0)) och att

k-1
T _ wWiTwW — 2
Z'Z=W'W =) W,
j=1
ddr W, ~ N(0,1) &r oberoende. Denna summa dr som bekant x?(k — 1)-férdelad! O
' f Nar duger approximationen?

Foregaende sats giller alltsa asymptotiskt (da n — oo) och séger inget direkt om vad som
géller i det enskilda fallet. En tumregel adr att vi vill ha np; > 5 for j = 1,2,... k for att
vara ganska sikra pa att approximationen dr bra. Har vi lador med valdigt fa "bollar” i kan
| det hénda att testet inte blir bra.

10.3 Test av given diskret férdelning

Lat Xi, Xs,..., X, vara oberoende diskreta stokastiska variabler med X, € A for nagon diskret
méngd A. Vi dr intresserade av att testa om X; ~ F' for nagon given diskret fordelning med
sannolikhetsfunktion p(j), j € A. Vi kommer anvéinda nollhypotesen

Hy: P(X =j)=p(j), j €4,
och testar den med mothypotesen

H,: P(X =j) # p(j) for nagot j € A.

N

572 Exempel
Den stokastiska variabeln X antar virden i méngden {0, 1, 2}. Vid 1250 observationer fann

man att X = 0 783 ganger, X = 1 425 ganger samt X = 2 42 ganger. Testa med signifikans-
nivan 1% om X ~ Bin(2,1/5).

Losning. Vi later Hy : X ~ Bin(2,1/5). Om vi antar att Hy dr sann sa géller att
1\’ /4\* 16
o= () () () -2
' /4\' 8
o= () () -3
1\’ 4\’ 1
roc=0=(3) () () -

Kom ihag att kontrollera att dessa summerar till 1, det &r en billig kontroll pa tentan. Utifran
detta kan vi berékna de forvantade frekvenserna vid 1250 forsok (om Hy ér sann):

800, j =0,
np; = § 400, j =1,
50, j=2.
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Testvariabeln ¢ ges nu av

_ ~ 3.2 .
800 * 400 * 50 3.2038

22: np] _ (783 -800)* (425 —400)* (42 — 50)°
Jj=

Eftersom k = 3 #ir ¢ en observation av Q "~ x%(2) om Hy #r sann. Vi finner att

001=P@Q>x0(2) < xim(2) =921
ur tabell.

} X

2
X0.01

Eftersom ¢ = 3.2038 < 9.21 kan vi inte forkasta H,. Fordelningen kan mycket riktigt vara
binomialférdelning med p = 1/5.

10.4 Test for kontinuerlig fordelning

Om vi istéllet har en kontinuerlig situation dér vi vill testa om métdata foljer en given fordel-
ning F' maste vi agera lite annorlunda. Vi skulle 6nska att stélla upp

Hy: X ~F

mot
H; : X har ej fordelningen F.

Men detta blir lite for komplicerat i det generella fallet.

Istéllet gor vi sa att vi diskretiserar det hela pa nagot sitt. Vi gor oftast detta genom att skapa
lador i form av intervall och sedan undersdka hur manga observationer som hamnar i varje
delintervall. Detta gor att vi inte exakt testar om nollhypotesen ovan utan vi testar en svagare
nollhypotes.

Lat X;, ¢ =1,2,...,n vara oberoende och likaférdelade variabler med tdthetsfunktion f(x). Vi
véljer a;, j =1,2,...,k+1, sa att

—0<a;<ay<--<ag <apry <00

och definierar A; = [a;, a;41| f6r j =2,3,...,k och later typiskt A; =] — 00, as|. Vi definierar
sedan
Aj+1
p; = P(X; € A)) :/ (@) da.
aj

Om f &r en tathetsfunktion sa blir nu p; + py + - - - + pr = 1 och vi har téackt alla mojligheter.
Om stodet for f inte dr hela R modifierar vi naturligt definitionen (eller later f(z) = 0 utanfor
sin definition). En tumregel for valet &r att vi later & ~ n/10. En annan tumregel r att vélja
intervallen sa stora att alla p; &r ungefér lika stora.
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ai ag az a4 As Qg a7

Hypotesen vi kommer testa &r
H()P(XEAJ):pJ, j:1,2,...,]{3,

mot

H1 : P(X S AJ) #pj for IlEOigOt j

Skulle X ha rétt fordelning kommer H, att vara sann med stor sannolikhet, men om vi styr-
ker Hy innebér det inte nodvéndigtvis att det dr just den fordelning vi utgick fran nér vi stéllde
upp A; som &r den sanna (bara nagon med motsvarande sannolikheter i uppdelningen). Vill
man ha ett starkare resultat krdvs andra metoder.

N

@ Exempel
Saljaren pa ELFA hévdar bestamt att livslingden pa en komponent dr exponentialfordelad
med vénteviarde 2 ar. Uttrakade pensionédren Sture tror inte pa det utan koper 50 stycken
komponenter for att testa. Sture kopplar upp komponenterna och kikar till var 6:e manad for
att se hur manga som gatt sonder.

Tid (man) | <6 <12 <18 <24 <30 <36 <42 <48 <54 <60

Antal: 11 19 25 31 36 39 39 40 42 43

Undersok om antagandet ar rimligt pa approximativt 1% nivan.

Losning. Vi kan organisera om datan mer anvandbart enligt hur manga enheter som gick
sonder under en viss tidsenhet. For att fa ungefar jimnstora klasser sa buntar vi ihop enligt
foljande.

Tid Hur manga dog
L =10, 6) 11
I, = [6, 12) 8
I; = [12, 24) 12
I, = [24, 36) 8
I5 = [36, o) 11

Om vi antar H, sa géller att tédthetsfunktionen for livslingden hos en komponent X ges
av f(z) = p~texp(—p~ ), sd

b 1 b
o M I I It
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Med siffrorna ovan ser vi att

(py=0.2212, k=1,
po=0.1723, k=2,
P(X €I,) =< p;=0.2387, k=3,
ps=0.1447, k=4,
|5 =0.2231, k=5.

Teststorheten vi anvinder kommer nu ges av

. 25: (5 —np;)* _ (11 —50-0.2212)? (11 — 50 - 0.2231)?
npj

50 02212 T T 5000231

= 0.1276.

Jj=1

Om H, dr sann sa kommer ¢ vara en observation av Q "~ x?(5—1) = x?(4), sa med det kritiska
omradet C' = (0, ¢) déar ¢ = 13.28, ser vi att vi inte kan forkasta Hy. Séljaren kan mycket vél
ha ratt.

10.5 Skattade storheter

Normalt sdtt kanske vi inte far exakt véntevirde (eller andra parametrar i fordelningen) utan
dessa maste skattas innan vi kan utfora testet. Hur paverkar det fordelningen for teststorhe-
ten Q7 Svaret dr enkelt: for varje skattning vi gor tappar vi en frihetsgrad, under forutsattningen
att skattningen ar vettig (ML-skattningar brukar bete sig bra). Bevis ér ddremot lite bokigare
(4 andra sidan far vi det forsta y2-testet mer eller mindre pa képet). Far jag tid 6ver kommer
jag skriva ned det och uppdatera anteckningarna. Om vi antar att sannolikheterna p; beror pa
okinda @ = (0, 0y --- 0,)T, sa giller alltsa att

k ~
Oy 0) e sy

under forutsittning att skattningarna som anvénds beter sig tillrackligt bra.

L

@ Exempel

Linnea gor en signalbehandlingslaboration i matlab men hennes algoritm fungerar inte som
planerat. Givetvis tycker Linnea att felet maste ligga i matlabs sétt att generera normalfor-
delade slumptal. For att testa hypotesen att slumptalen inte dr normalfordelade genererar
Linnea 1000 slumptal och sorterar dessa i storleksordning f6ljt av en klassindelning sa det ar
precis 100 element i varje klass. Grianserna kan ses nedan.

Undre gréns | 1.57 1247 15.00 17.04 18.80 20.33 21.76 23.26 25.00 27.43
Ovre grans | 12.46 14.98 17.03 18.77 20.32 21.75 23.25 24.99 27.42 40.80

Det beriknade medelvirdet #r T = 20.14 och stickprovsvariansen ér s> = 35.25. Testa pa
| nivan 5% om véardena ar normalfordelade.
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Lésning. Lat Hy : datan kommer fran N(u,0?) och H; : datan dr inte normalférdelad. Om
vi anvinder T = 20.14 som skattning for véntevéirdet och s = 1/35.25 = 5.94 som skattning
for standardavvikelsen, sa kan vi (om vi antar att Hy dr sann) beridkna sannolikheterna for en
normalfordelad variabel Z att hamna i de olika klasserna enligt

P(a§Z<b):p(a;M§Z—,&<b—u):(I)(b—u)_q)(a_u)

o o o o
~ b b—20.14 % a—20.14 .
5.94 5.94

Resultatet kan beskadas nedan.

Intervall Sannolikhet
I, = (—o0, 12.46) 0.10
[ ) 0.09
[ ) 0.11
[ T7) 0.11
I5 = [18.78, 20.32) 0.10
[ )
[ )
[ )
[ )

0.09
0.09
0.09
0.10
Lo = [27.43, o0) 0.11

Vi ser redan nu att sannolikheterna véldigt néra hamnar runt 10-delar (vilket borde ske om
normalfordelning géller med tanke pa konstruktionen). Men lat oss stélla upp teststorheten och
se:

10 52 2 2
i — np; 100 — 1000 - 0.10 100 — 1000 - 0.11
qzz(% )" _ L PYS
— np; 1000 - 0.10 1000 - 0.11
)
: > X
X8.05
Om H, dr sann sa ér ¢ en observation av x*(10 — 2 — 1) = x*(7) eftersom vi skattar tva

parametrar. Pa nivan 0.1% sa giller att P(Q) > 14.07) = 0.05, och da 4.34 < 14.07 sa kan vi
inte forkasta nollhypotesen. Linnea har antagligen implementerat sin algoritm fel.

Att testa normalférdelning pa detta sétt &dr inte helt lampligt. Det finns betydligt béattre me-

toder som till exempel Kolmogorov-Smirnovs metod som istéllet baserar sig pa den empiriska
fordelningsfunktionen. Test av denna typ ger béttre resultat i allménhet.
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10.6. Homogenitetstest

10.6 Homogenitetstest

Det kan ofta vara intressant att avgéra om egenskaper skiljer sig at mellan olika grupper. Lat oss
siatta upp foljande scenario. Vi har s stycken grupper eller serier av forsok som vi dr nyfikna pa
om de uppvisar samma sorts fordelning med avseende pa en méngd egenskaper A;, Ay, ..., A,.
Vi kan da stélla upp datan enligt foljande dér siffrorna ér absoluta frekvenser.

Egenskap 1 | Egenskap 2 Egenskap r | Summa
Grupp 1 Niy Nio Ny, Gy
Grupp 2 Noy Nao Ny, Go
Grupp s Np1 Npo Ny G,
Summa B, Ey E, N

Om vi antar att grupperna ar homogena, dvs att de uppvisar samma foérdelning for egenskaperna,
sa &r en bra skattning for sannolikheten p; att ett objekt har egenskap j helt enkelt

pj = Ej/N.

Vi formar samma sorts teststorhet som vi gjort innan

I M

i=1 j=1

G P) 22 ((r = 1) (s — 1)).

Att det blir just (r — 1)(s — 1) kommer fran de linjira restriktioner som trillar ut ur tabellen

ovan. Vi kan se att
Z (NU — Gz . p])2 appr. X2
Gip;j

=1

(r—1)

enligt tidigare argument, men da antar vi att p; dr kdnda. Sedan summerar vi s sadana obe-
roende variabler, sa resultatet blir x*(s(r — 1))-fordelat. Men nu vill vi skatta p; och for varje
skattning tappar vi en frihetsgrad. Mérk dock att vi inte skattar alla r stycken p;, utan bara r—1
stycken da den sista ges av att summan maste bli ett. Vi tappar alltsa r — 1 frihetsgrader. Totalt
sett har vi alltsa s(r — 1) — (r — 1) = (s — 1)(r — 1) frihetsgrader.

Sa nér géller approximationen? Den géller under foérutséttning att n;p; ar stora. En rimlig
tumregel &r att n;p; > 5.

@ Exempel
Ifran en stor population fragar vi tva grupper om de tycker det borde vara lagligt att kasta
tallkottar pa hundédgare som inte haller sina hundar kopplade.

Grupp ‘ Kottkastning &r OK! Nej man far inte kasta tallkottar pa folk.
G, 59 41
Go 145 55

Testa pa signifikansnivan 1% (approximativt) om det finns nagon skillnad mellan vad grup-
perna tycker.
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Losning. Vi utfor ett homogenitetstest.

Grupp Kottkastning &r OK! Nej man far inte kasta tallkottar pa folk. | Summa
G, 59 41 100
Go 145 55 200
G+ Gs 204 96 300
B, 0.68 0.32 1.0

Lat Hy : Grupperna tycker likadant mot H; : Grupperna tycker olika. Var observation av test-
storheten ges av

(59 — 68)2 (41 —32)2  (145—136)2 (55 — 64)?
+ + +
68 32 136 64

Detta dr en observation av Q "~ x?(1-1). Ur tabell finner vi att P(Q > 6.6349) = 0.01.
Eftersom ¢ < 6.6349 sa kan vi inte forkasta hypotesen att grupperna tycker lika.

q = ~ 5.58.

N

@ Exempel

Alla som lyssnar pa hardrock i nagon form har sékert funderat 6ver vilken av Slayer-latarna
Angel of Death och Raining Blood som &r bast®. Examinator funderade 6éver om resultaten ar
homogena 6ver nagra olika grupper och samlade in foljande siffror pa internet:

Angel of Death Raining Blood
Returntothepit.com 199 173
MetalStorm.net 47 43
RockBand . com 21 16
MetalRules.com 23 3

Utfor ett homogenitetstest pa nivan 5% for att se om man kan forkasta hypotesen att asikterna
ar likafordelade i de fyra olika grupperna.

@ Sjalvklart dr Angel of Death den bista av dessa tva, men det dr inte poéingen!

Losning. Forst kompletterar vi tabellen med all information som behovs:

Angel of Death  Raining Blood | Summa (n;)
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
RockBand. com 21 16 37
MetalRules.com 23 3 26
Summa 290 235 525
D; (skattat p;) p1 = 0.552 Do = 0.448 1.00

Vi beréknar observationen ¢

z“:i 2y — mip;)’

i=1 j=1 nlpﬂ
(199 372p,)? n (173 — 372p3)* n (47 — 90p,)? N (43 — 90p5)*
37201 372D, 90p; 90D,
(21 = 37p1)° L 6— 37p2)? L (- 26p1)° L B- 26p2)°
37D 37pa 26p; 26D,

=12.43
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Lat H, vara utsagan att favoriten bland de tva latarna &r likadant fordelad i alla fyra serier.
Det vill séga, att P(AoD favorit) = p; och P(RB favorit) = p, géller i alla fyra serierna med
samma sannolikheter p;. Antag att H, &r sann.

Y

} > XL

2
X0.05

Vi forkastar Hy om Q > x%(3), d v s om den observerade testvariabeln hamnar utanfér det
skuggade omradet i figuren ovan. Med a = 0.05 finner vi att xZ 5(3) = 7.81 (ur en tabell eller
med matlab), s& Q > x2(3). Vi kan alltsa forkasta hypotesen att alla grupperna tycker likadant
(ganska tydligt fran siffrorna att den fjarde raden skiljer sig markant fran de andra).

Svar: Vi kan forkasta hypotesen om homogenitet pa nivan 5%.
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