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Tentamen i Matematisk grundkurs 2013-01-07 kl 14-19

Inga hjalpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med ett
svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

En tentand som fatt firre &n 9 skrivningspoiing far addera intjinade bonuspoing® till sin
skrivningspoéng sa linge summan av bonuspoéng och skrivningspoéng inte éverstiger 9.

For betyg 3, 4 och 5 réicker 9, 12 resp. 15 poéng.
Svar m m finns att himta pa kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via e-brev.
z+1 T
> .
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b) Finn alla komplexa losningar till ekvationen z* — 2z + 4 = 0.

1. (a) Los olikheten

Los ekvationen 3% = 6 — 9”.

For vilka € R &r In(2 — 3z) > In(bz — 2)?

(
(
(a
(b
(a) Vilka reella = uppfyller sambandet sin x = 3 sin 2x7?
(

)
)
)
)
)
)

b) Formulera och bevisa additionsformeln for tangens. Additionsformlerna foér sinus

och cosinus far anvindas utan bevis.
4. (a) Bestdm alla komplexa tal z sadana att Im z = 3 och 2z = 13.
(b) En cirkel C har sin medelpunkt i (—1,4) och linjen L gar genom punkterna (2, —1)
och (0,—5). Bestdm C's radie om man vet att C' och L har exakt en gemensam
punkt. Bestdm ocksa denna punkt.

5. Skriv cos z sin 3z sin 5z som en summa av cos- och/eller sin-termer.

Los ocksa ekvationen 4 cos  sin 3z sin bz = cos x + cos 3.

1—
6. Bestam D och (om majligt) ett uttryck for f~* om f(z) = In <7T + 6 arcsin (1 - 33) >
x
(Iny)?sin (7 + 5(Inxz)?) = 1

7. Los ekvationssystemet { (In y)g o8 (5(111 33)2) "

'Godkand dugga 1 ger 2 bonuspoéng. Minst 6 podng pa dugga 2 ger 2 bonuspoidng, godkidnd dugga 2 ger
ytterligare 2 bonuspoéng, d v s godkind dugga 2 ger totalt 4 bonuspoéng.
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x+1 x x+1 x (x+1)% — 22
> — - >0 ¢ —F—F >0 <=
x x+1 x x+1 z(z+1)
2z +1 -
——— > 0. Detta ger foljande teckentabell
z(r+1)
x -1 -1/2 0
20 +1 | — - 0 + +
x - — - 0 +
z+1 - 0 + + +
20 +1
_ 0 _
xz(r+1) A+ Ao+

vilket visar att olikheten géller da > O eller —1 <z < —1/2.
Svar: x > 0eller —1 <z < —1/2.

Prévning visar att z = —2 &ar en 16sning till ekvationen. Polynomdivision med
faktorn z + 2 ger kvoten 22 — 2z + 2, dvs de 6vriga 16sningarna fas ur ekvationen
22—2242=0<<= (z2-12=-1 = 2-1=4i < z=1%i.

Svar: z=1+1i eller z = —2.
3"=6-9" <= 3"=6-(3)" <= 3"=6-3" = 3"=6-(3") =

<:>/t:3$>0/<:>t:6—t2<:>t:2(ellert:—3ment>0) =

In2 In2

= F=2 e zln3=In2 < = - Svar: = o
In3 In3

2 2

De bada logaritmerna ar definierade da 2—3x > 0 och 5x—2 > 0 dvs da v <z < 3"

For dessa z ar In(2 — 3z) > In(bzx — 2) «— /ln ar strangt Véixande/ =

1 2 2 1

<= 2-3r>br—2 <= Br<4 < x<§.Villk0reng<x<§ochx<§
. 2 1
ger tillsammans att 5 <z < 7 Svar: — < x < 3

sinx = 3sin2z <= sinzx = 6sinzcosz <= <= sinz(l —6cosz) =0 <=

1
sinz = 0 eller cosx = 5

e sinz =0 <= x = nrm dar n ar heltal.

1 1
® COST = 5 <— x = Farccos G + 2nm dar n ar heltal.

1
Svar: z = nm eller x = £ arccos = + 2nm dar n ar heltal.

tanu + tanwv

tan(u 4+ v) = R — for alla u och v dir bada leden &r definierade, ty
— tanu tan v
tan(u+v) = sin(u + v) _ sinucosv+cosusiny _ cosucosv (sou 4 sinv) _

cos(u+v)  cosucosv —sinusinv  cosucosv (1 — St . sinv)

t + t Ccosu COsv
anu anv
= —— vilket skulle bevisas.

1 —tanutanv



2Z=13 a? +b* =13 a==+2
z = +2 4+ 31. Svar: z = £2 + 31.

(b) Rita en figur!

Imz=3 b=3 b=3
4. (a) Med z = a+1ib fas att { e = { = dvs

~1-(-5)

Linjen L har lutningen ky = = 2 sa linjens ekvation ar y = —5 + 2x.

For att linjen och cirkeln endast ska ha en gemensam punkt, maste cirkeln tangera
linjen. Tangeringspunkten ligger pa den linje som gar genom (—1,4) och som &r

1
normal till L. Den linjens lutning ks = —1/2 och ekvationen y — 4 = —5(1’ +1).

y=—-5+2zx 17 9
Den gemensamma punkten uppfyller 7Tz = (z,y) = (5, 5>.
Yy=5—35
2

2
1 2 2 22\ 2 112
Cirkelns radie blir da r = \/(57 + 1) + (? — 4) = \/(5> + <_5> =

11 11 11
V22 (C1)2 = 15 -
5 5 V5

11 17 9
Svar: Cirkelns radie &r —, gemensam punkt ar | —, = |.
NG 55
ei:): + efi:p 631'96 _ 6731'1 e5ix _ 675ix
5. coszsin 3z sinbx = . - . ; =
. . . , 2 21
(ezx + e—zx) (681x _ 627,96 _ 6—2196 + 6—8150)

-8
1 e3ix + 673ix eix + efiz e9ix + 6791'1 e?ix 4 6771;1
T4 < R R R >

= i(cos 3x + cosx — cos 9z — cos Tx). Av detta fas att

4cosxsin3zsinbr = cosx + cos 3z < cos9x = —cosTx < cos9x = cos(7x + 7)
9z = Tz + 7+ 2nweller 92 = —(7Tx + 7) + 2nw <= 2z = 7 + 2n7 eller 16 =

-7 + 2nmw <— x:g—kmr eller x = _E+ g dar n ar heltal.

Svar: cosz sin 3z sin bz = 1 (cos3x + cosz — cos 9r — cos Tx).

Ekvationen har l6sningarna = = g + nm eller x = —% + % dér n ar heltal.



1—
6. Definitionsméangden fas ur 7w + 6 arcsin <1+x> > (0 <= arcsin ( x) > —
x

1+
. l1—=z . 1
arcsin >arcsin [ —= | <—
14z 2

<— arcsint ar stringt vixande och definierad da —1 <t <1 / <—

1 < 1-—
2 1+ 2
1—=x 1—=x 1
<1 <= x>0ellerx < —1 och > —— <= —1 < x < 3. Sammantaget
14+ 1+ 2
visar detta att funktionen ar definierad da 0 < x < 3.

1-— 1-—
For dessa x fas y = In | @ + 6 arcsin * <— ¢eY = 7+ 6arcsin *
1+ 1+

<~

ESE

< 1. Vanlig olikhets-undersokning visar att

x x
o (1—x e¥Y —m 11—z . (eY—m 1—s1n( 6”) )
arcsin = == = sin — 1= ———— vilket
1+ 6 14+=x 6 1 —|—Sln(
. . ) R . 1—sin (")
visar att varje y ger hdgst ett x. Alltsa ar f injektiv och f~(y) =
1+ sin ( )’
Svar: Dr={0<z<3 #.
var: Dy = { b @) = 1 ey
Iny)?si Inz)?) =1 In 5(1 -1
(ny)2s1n(7r+5(;1x) ) — (Iny)?sin (5(Inz)?) —
(Iny)®cos (5(Inz)?) =1 (Iny)? cos( (Inz)%) =1
< (Iny)? (cos (5(lnaz)2) + isin (5(ln$)2)) =1-i < (Iny)?e B0z — 1 e
— (Iny)? eBInD)?* — (/9 eI/t /(ln y)? > 0 och 5(Inz)? &r reell/ =
(lny)QZ\/i Iny = +v2
= T 2nw

s <~
5(111:5)2:_1—'—2”71- Inx =+ *ﬁﬁL?

= —— dir n ar godtyckligt positivt heltal (for att uttrycket under
Y e godtyckligt p ( y

rotmérket ska bli > 0).
i 2nm
Svar: x = e V205 , Y= V2 Qi n = 1,2,3,... och dir tecknen kan véljas

oberoende av varandra.



