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1 Entydighet

Om vi har ett polynom som approximerar en snéall funktion bra, kan vi da vara sidkra pa att
koefficienterna i polynomet dr Maclaurinkoefficienterna? Faktum é&r att vi faktiskt kan det! Det
finns med andra ord bara ett Maclaurinpolynom av en given ordning.

@ Entydighet
Om f #r (n + 1)-ganger kontinuerligt deriverbar, dvs f € C"*! och

f(x) = ag + a1 + a2x2 4. anxn 4+ O(xn+1>

FM(0)

o fork=1,2,...,n.

sa ar ag = f(0) och a =

Bevisskiss: Maclaurinutvecklingen finns, sa vi maste ha likheten

"0 M) (0
ag + ay @ + aga® + -+ - + apa” + O(z"H) :f(0)+f’(0)x+f2—(‘>x2+...+f n'( )

2"+ O™,

Med = = 0 far vi ag = f(0). Sen &r det lockande att derivera for att bestdmma a;, men ordo-
termen dr obehaglig da den inte behéver vara deriverbar. Men om vi utnyttjar att ag = f(0)
kan vi forkorta bort ett x verallt (dven i ordo-termen):

an (n) 0
ay + axr + -+ ap,z"t + O(2") = £/(0) + f2—(‘)$ +e fo)a:"l +O(z").
Alltsa dr a; = f’(0) och sa vidare. Vi landar till slut i att
™) (0
at0) =0 4 o),

dar vi kan lata z — 0.

2 Utvecklingar fran derivatan

Om man vet en utveckling for derivatan f’(z) kan man direkt hitta utvecklingen for f(x) genom

att betrakta integralkalkylens huvudsats: f(z) = f(0) —I—/ f'(¢) dt.
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Q Exempel
Hérled Maclaurinutvecklingen for In(1 + z).

1
Losning. Lat f(x) = In(1 + x). Som bekant ges derivatan av f'(z) = 172 Vi kan utveckla
T

denna som (14 z)™":

1
112 =l—z+2® -2+ +(=1)""2" 4 r(a)
Vi stannar pa n — 1 av en anledning. Eftersom f(0) =In1 =0 sa ar
2 3 n T
1n(1+fv)=0+x—x—+x——~-+(—1)"1m—+/ r(t) dt.
2 "3 n

Resttermen da? I detta fall sa ser vi att Maclaurinpolynomet &r en geometrisk summa, sa

- 11— (e (1)
T(x)_1+x_kz%(_$)k_1+x_ 1—(—z) 1+

Alltsa blir (fér x > 0) |r(z)| < 2". Vi kan nu uppskatta integralen av feltermen. Om =z > 0
galler att

x x xn+1
/ r(t)dt| < / " dt = =O(z"*)
0 0 n+1
eftersom 1 + 2 > 1. Nar < 0 maste vi minst kriva att —1 < = < 0 (varfor?). Men vi kan

1
gora det enklare for oss och helt enkelt anta att |z| < 1/2. Da &r 1 4+ 2z > 1/2 och 112 < 2.
x

Liknande kalkyl som ovan ger oss O(z™"!). Detta kriivde ganska precis kunskap om resttermen,
men det gar att gora liknande argument dven nér vi inte har sa enkla fall. Vi aterkommer till
detta i nésta foreldsning. Det finns &ven en sats i boken som implicerar resultatet ovan. Detta
resultat ar generellt anvindbart sa lat oss formulera satsen.

<>

e

Om f € C' nira noll samt f'(z) = O(zP) for nagot heltal p > 0, sa ar f(z) = O(zP™?)
savida f(0) = 0.

Observera hir att vi absolut inte pastar att man kan derivera ordo-termen. Som formuleringen
lyder sa vet vi a priori att f’ existerar.

Sa i exemplet ovan ser vi att
IQ x?) " T
n(l+x)=2——+——--- 1)t r(t) dt,
(o) o=+ = (2 [y

dér r(t) = O(t"). Om vi later

sa géller — eftersom r(t) &r kontinuerlig — att
R(z) =r(r) = O(z")

och enligt satsen ovan kommer da R(z) = O(z" ™) ty R(0) = 0. Undvik att skriva ordo-termer
inne i integraler da det finns flera problem med detta, behall istéllet r.
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3 Utvecklingar via ansatser

Om man studerar utvecklingarna for sin z och cos z ser man att den udda funktionen sin endast
har udda exponenter och att den jaimna funktionen cos endast har jaimna exponenter. Detta
géller generellt for udda respektive jamna funktioner.

N

- Exempel

Anvéand utvecklingen for sinz for att finna Maclaurinpolynomet av ordning 4 for arcsin x.

Losning. Vi vet att arcsin(—x) = — arcsin(z), sa arcsin dr udda. Det innebér alltsa att arcsinz =
amz + asr® + O(x5). Vi soker a; och as. Nu vet vi att sinarcsineg = z for —1 < z < 1 och
eftersom sinz = x — 23/6 + O(2°) maste da

(@17 + azx® + O(z°))?

5 + O((ar7 + azz® + O(2°))°) = .

ax + azz® + O(2°) —

Vansterledet kan vi skriva om som
a3
a T + (a3 — é) z° + O(z°)

och for att detta ska vara lika med higerledet x maste alltsa a; = 1 och a3 — a}/6 = 0. Med

andra ord erhaller vi att 5

arcsinz = = + % +O(z°).

Kontrollera detta genom att derivera f(x) = arcsinx direkt!

4 Gransviarden

En vanlig tillampning fé6r Maclaurinutvecklingar ar berdkning av gréansvirden.

@ Exempel
. . cosz — 1+ z?
Berakna lim .

x—0 x2

Vi loser detta genom att Maclaurinutveckla cos z och v/1 + x2:

cosx —V1+a2 1—-2%/240(z") — (1+2°/2+ O(z?))
x? B x?

2/ 2
:$( 1—20(x)):_1+0(1‘2)—)—1, da z — 0.
T

Vi kan alltsa Maclaurinutveckla uttryck istéllet for att memorera massvis med standardgréns-
varden! Ofta dr det ocksa nagon slags kancellation inblandad. Utvecklingar kan vara ett bra
satt att plocka bort beteende som &r likadant i summor.



L

@ Exempel

. i . xcosx —sinx
Finn gransvirdet lim ——————
z=0 In(1+ x3)

Vi l6ser problemet analogt med féregaende kalkyl:

z3 z3 O(2°
rcosT — sinx o rT—5 = (x_?) +0(2?) L =32t 4+ O(d)
200 In(1423) ) a3 + O(29) ~ 250 34 O(2F)
. =3+ 0(a?) 1
=lim —2——_—-=——.
S r 08 3

5 Grinsvirden mot odndligheten

Vi behover i fallet nér vi soker ett gransvirde mot oéndligheten inféra en ny variabel som gar
mot noll da x — co. Den vanligaste tekniken vi anvénder &r att bryta ut det som dominerar ur
varje term och da fa saker kvar som gar mot noll. Dessa saker brukar ge lamplig ny variabel.

N

@ Exempel

Réikna ut gransvirdet lim (\4/:52 +xt—V1+z+ x2>.

T—00

Losning. Vi forsoker bryta ut det som dominerar i varje term. I den forsta dr det 2*-termen och
i den andra z2-termen. Séaledes har vi

1 11
Va2 + 2t —V1+ o+ 22 = |2 i‘/—+1—\/—+—+1
x? x?

(o (8- (e (e ) o ((241)))

1 1 1
. . . 1 1 '
Hér har vi anvént ¢ = — och s = — + — som nya variabler.
x x?
6 Asymptoter
-‘@’- Exempel

Visa att v/1 — 2z + 422 har en asymptot da z — oo.




Losning. Vi visar detta genom att finna asymptoten (om den finns). Mot oéndligheten &r det -
termen som dominerar i kvadratroten, sa vi borjar med att bryta ut denna

1 1
V1 =2z + 422 = 2|z| —42—2——|—1.
V 4z T

Da giller att t — 0 da x — oo.

Eftersom x — oo kan vi anta att || = 2. Lat nut = — — —.
42?2 2x

Eftersom

1
\/1+t:1+§t+0(t2)

ser vi nu att

1 1 1 1 1 2 1 1
V1 — 2 — o= - = i — 9 — = i
1 -2z +4x 2x 1—1—2 12 5 +0 12 5 2 2+O

Observera har att
1 1)? 1 2 1 1
© ((43:2 B 21’) > =0 (163:4 - 8x? * 41’2) =0 (aﬂ)

sa termer innehallande x~2 forsvinner in i denna. Vi har nu visat att det finns en asymptot 2z —
1/2 da © — oo eftersom O(1/x) — 0 da x — oc.

7 Extrempunkter

En Maclaurinutveckling beskriver hur en funktion beter sig lokalt néra origo. Alltsa borde
denna information kunna anvédndas for att undersoka om det finns ett lokalt max eller min i
origo. Sjélvklart borde samma sak kunna goras i andra punkter genom att anvédnda lamplig
Taylorutveckling i stéllet. Vi betraktar ett par exempel.

5% Exempel

sinx o . ..
Avgor om —— har en lokal extrempunkt i origo och avgor om sa ar fallet vilken karaktér

punkten har.

Losning. Vi Maclaurinutvecklar sin z och finner da att
2

sinx T 1
=1-= HN=1_2%2(= 2.
. 5 + O(z") T (6—1—0(95 ))

Nar x ar néra 0 ser vi att uttrycket i parentesen

1
ar ~ —. Funktionsvardet i = 0 ar 1 och om vi

6
flyttar oss lite fran = = 0 sa &r funktionsvéardet / \ f()
strikt mindre &n ett. Detta ar definitionen av ett

lokalt maximum! Mer precist innebér likheten

sin z
ovan att det finnsett § > 0sa att — —1 <0

8

x
for 0 < |z| < 9, se figuren till hoger.



Avgor om 2 + zexp(z®) — tanx har en lokal extrempunkt i origo och avgoér om sa ér fallet
vilken karaktir punkten har.

Exempel

Losning. Vi utvecklar uttrycket:
23
2+ zexp(e?) — tanz =2+ z (1 + 2% + O(z*)) — (m to O(x5))

—2+x3—x—3+0(x5)
B 3

=2+1° (g +O(x2)) :

Hér ser vi att uttrycket ar storre &n 2 nir z > 0 (men
néra noll) och mindre &n 2 nér z < 0 (men néra noll) ef- /

tersom x° viixlar tecken. Detta iir saledes varken en max- f(x)
eller minpunkt eftersom ingen av dessa definitioner &r /_
uppfylld. Formellt innebér det att for varje (litet) 6 > 0
har funktionen utseendet till hoger. Ar detta en sa kallad
terasspunkt? ar ;
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