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1 Logik och vanliga symboler

@ Lite logik

e Implikation: P = (). Detta betyder att om P &r sant sa ar () sant. Utldses P medfor )
eller P implicerar Q. Exempel: z > 4 = 22 > 16.

e Ekvivalens: P < (). Detta betyder att P &dr sant om och endast om () sant. Med andra
ord: P = Q och Q = P. Exempel: 22 = 4 & 2 = 2, dvs x = 2 eller z = —2. Vi tillater
skrivsittet © = 4+a och menar da att x = a eller x = —a.

/B Logiska utsagor!

Observera att P och (Q ér logiska utsagor. Det ar alltsa saker som kan vara sanna eller falska.
Typiskt for oss ar saker som att P till exempel ar utsagan att x = 7. Detta kan vara sant
eller falskt (z kan vara 7 eller nagot annat). Déremot kan P inte vara ett pastaende i stil
med rdd eller 7. Uttryck av typen 7 = 2 &r nonsens. Samma sak med (z — 1)? = 22 — 2z + 1.
Pastaendet saknar logisk mening. Aven om det i sista exemplet gar att gissa vad det skulle
betyda sa kan man inte skriva sa. Anvand likhetstecknet nar ni menar likhet!

Det finns &ven speciella méangder av tal (siffror alltsa) som vi kommer att anvinda oss av.

N: De naturliga (hel)talen: 0,1,2,3,. ...
Alla heltal: 0,1, 42,43, .. ..

Alla rationella tal, dvs brak ]—9, dér p och ¢ ar heltal och g # 0.
q

Alla reella tal. Inkluderar Q och dven alla irrationella tal som v/2, 7, e, etc.

Alla komplexa tal z = a + bi dér 2 = —1 och a,b € R.

QF & N

Se dven till att speciellt studera tallinjen och olikheter i boken!

2 Ekvationslosning

Oftast nér vi forsoker 16sa en ekvation handlar det om att anviinda omskrivningar och férenklingar
tillsammans med logik for att hitta alla 16sningar till en given ekvation.




_@’_
Vi ser att

22 — 9 9 1
x5 —dr & w-9=2Ar & 9= & r=-=—.
Kontroll: VL = (2(—-1/2) —9)/5 = —2 och HL = 4(—1/2) = —2. Alltsa 4r z = —1/2 en
16sning, och eftersom vi har ekvivalenser i alla steg dr detta den enda losningen!

Exempel

Kontrollen i exemplet &r egentligen 6verflodig da vi rdknat med ekvivalens hela vigen. Men, da
det alltid finns en risk for slarvfel ndr man rdknar forsoker vi alltid att kontrollera vara svar. Det
ar ocksa vart att ldgga pa minnet att vissa metoder vi kommer att anvinda kréver en kontroll
for att verifiera att "16sningar” som hittas inte ar falska.

Lite repetition av omskrivningar vi sett tidigare.

@ Vanliga omskrivningar

Kvadratregeln: (a + b)* = a® + 2ab + b°.
Konjugatregeln: (a — b)(a + b) = a® — b*.
Kvadratkomplettering: z* + bx + ¢ = (z + b/2)? — (b/2)* + .

Till exempel kan vi med konjugatregeln reda ut vad som giller for tva tal a och b om a? = b2.

&

Exempel
=0V & a@-vV¥=0 & (a+ba—b=0
& a+b=0ellera-b=0 & a=—-bellera=0 <& a==b.

Observera att om vi vet mer, till exempel a och b &r positiva, sa ar a = b.

<>

e

Vi har hér utnyttjat en mycket anvéndbar princip som géller for de méngder tal vi betraktar i
denna kurs, ndmligen att om ab = 0 sa maste endera a = 0 eller b = 0. Det enda séittet att fa
noll ur en produkt ar att en av faktorerna &dr noll.

Kvadratkomplettering ar ett verktyg vi kommer att anvénda ofta. Det mest typiska dr nog att
helt enkelt 16sa en andragradsekvation.

N

@ Exempel
Los 22 + 6z +1=0.

Losning.
Vi kvadratkompletterar och utnyttjar konjugatregeln:

246r+1=(2+32-9+1=(x+3)?—8=(z+3)%—(V8)>
— [ konjugatregeln | = (z 4+ 3 — V8)(z + 3 + V8).
Alltsa maste
2’ +62+1=0 & z+3—V8=0ellerz+3+v8=0.

Tag for vana att summera resultatet i ett kortfattat men tydligt svar.
Svar: r = —3 + /8 ir de enda 16sningarna.



Bestam storsta och minsta virde av 1 4+ x — 2.

-\@’- Exempel ]

Vi kvadratkompletterar:

1+x—x2:1—(352—35):1—((x—1/2)2—(1/2)2):g—(x——) .

Hér ser vi tydligt att uttrycket som storst blir 5/4, vilket intréaffar endast da x = 1/2. Diremot
kan uttrycket bli hur litet som helst (minsta vérde saknas alltsa)!

W Kvadratroten
Definition. Om a > 0 sa definierar vi y/a som det tal = sa att
2
r° = a,
r=+a &
va {x > 0.

Det foljer fran definitionen att y/a > 0 for alla a > 0. Notera ocksa att det bara finns ett objekt
som uppfyller definitionen eftersom

?=a < 0=2"—a=(z—va)(z+Va)

sa den enda icke-negativa majligheten ar just x = \/a.

' /A Kvadratrétter och negativa tal?

e Inga negativa tal! Saker som y/—4 &r nonsens och inte nagot vi nagonsin kommer att
anvéinda i denna kurs. Mgjliga tolkningar i form av komplexa tal hanteras pa annat sétt.

Det finns kurser i komplex analys dér detta problem studeras och problemet 6verlamnas
dit.

e Vi far aldrig(!) nagot negativt fran kvadratroten heller. Till exempel s& dr v/9 = 3.
Aldrig +3 eller nagot annat vansinne. Tecken fore kvadratroten kommer alltid fran
nagot annat. Ofta handlar det d& om en ekvation vi forsoker 16sa. Till exempel 22 = 9,
som har 16sningarna z = ++/9 = 43. Tecknet hér kommer alltsa fran ekvationen, inte
kvadratroten!

L

@ Exempel
Los x — 1 =2z + 1.

Alternativ 1. Vi rdknar med implikationer och kan ddrmed kvadrera lite hur vi vill. Priset vi
betalar for detta dr att alla eventuella 16sningar vi finner maste kontrolleras. Utan kontroll har
vi inte visat nagot (och darmed riskerar vi noll podng pa den uppgiften pa en tenta). Alltsa,

r—1=vV2r+1 = (r—-10*=22+1 & 2*—-2r+1=22+1
& *—4r=0 < z=0ellerz=4.



Nu maste vi testa och ser da att om z = 0 sa skulle

0—1=+v2-0+1=1,
vilket inte gar da —1# 1. Om 2 =4 ér VL =4 —1 =3 och HL = v/2- 4+ 1 = /9 = 3. Detta

ar alltsa en 16sning!
Svar: Endast x = 4 loser ekvationen.

Alternativ 2. Detta ar lite bokigare. Tva problem:

1. Vi maste ha 2z +1 > 0, eller z > —1/2, for att kvadratroten skall vara definierad. Detta
krav dr dock mindre problematiskt (pa grund av att om vi hittar en 16sning som uppfyller
nedanstaende krav sa kommer uttrycket i kvadratroten att bli icke-negativt) &n nésta
krav.

2. Viansterledet maste vara icke-negativt: x — 1 > 0, eller z > 1, eftersom vi vet att
kvadratroten alltid &r icke-negativ.

Dessa villkor ger att x > 1 (varfér bara den?). Med detta villkor kan vi faktiskt rdkna med
ekvivalenser i varje steg (undersok dettal). Detta villkor visar dven att den falska l6sningen = 0
ska tas bort.

A

Det ar inte sa att det alltid kommer férekomma en “falsk” 16sning och en som stdmmer!

L

Exempel

15
Los ekvationen \/QmQ = 7x +2=1-—2x.

Losning. Atminstone tva alternativ finns. Vi kan reda ut ordentligt precis vilka intervall som
ar mojliga att finna l6sningar i for att darmed kunna rikna med ekvivalenser. Eller sa ar vi
lite slarvigare och anvénder implikationer i stéllet, da till priset att alla funna l6sningar maste
testas i ursprungsekvationen. Vi anvinder alternativ 2 och finner att

15 15
\/2;152—?35—4—2:1—21' = 2$2—7$+2:(1—235)2:1—43:—1—4;1:2

7 7 1
& o= _1E7
-—

1
Omx:Zblir
1 15 1 1
Lo=1\/c——= =4/- ==
v 8 8+ \/; 2’

HL =1-2(1) =1
4 2

Vinsterled och hogerled stammer 6verens, sa detta ér en 16sning. Om x = —2 blir

VL. =vV8+15+2=+25=75,
HL =1-2(-2)=5.

Alltsa ar aven x = —2 en l6sning.

1
Svar: t = —2 eller z = 1



3 Cirklar

Lat (a,b) € R? vara en punkt i planet. Avstandet r fran en annan punkt (z,y) till (a,b) ges
som bekant av

== ay + (g b

enligt Pythagoras sats. Om vi ritar ut alla punkter (z,y) som har samma avstand r till
punkten (a,b) erhaller vi en cirkel.

(z,9)

Med kravet att r > 0 kan vi kvadrera ekvationen ovan med ekvivalens (uttrycket inne i roten &r
aldrig negativt) och erhaller da cirkelns ekvation:

R e e O K

Cirkeln har radien r (ingen kvadrat) och centrum i punkten (a,b).

Undersék om ekvationen 22 + 2z + y? — 4y = 0 beskriver en cirkel, och bestéim i sa fall dess
radie och centrum.

Exempel

Losning. Tekniken dr att kvadratkomplettera z-termer och y-termer var och en for sig och
analysera resultatet:

P42+t —dy=0 & (z+1)0°-1+@y—-20°-4=0 & (z+1)0°+(y—-2)>*=5.

Alltsa ar detta mycket riktigt en cirkel. Centrum ligger i (—1, 2) (observera tecknen och
ordningen) och radien &r v/5 (observera att det &r 72 som r konstanten i hogerledet).
Svar: Ja, det dr en cirkel med centrum i (—1, 2) och radie v/5.

_\@’_

Undersok var linjen y = 2 + o skir cirkeln med centrum i (—1, 2) och radie v/5.

Exempel




Loésning. Linjen skér cirkeln precis dér linjens ekvation och cirkelns ekvation géller samtidigt, sa

(z+1)*+ (y—2)* =5, - 20 + 22 — 4 =0, - (z—1)(z+2) =0,
y=2+uw, y=2+uzx, y =2+ .

Om z =1 blir y = 3 och om x = —2 blir y = 0.
Svar: (1, 3) och (-2, 0).
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4 Polynom

Lat oss borja med att formellt definiera vad vi menar med ett polynom.

Polynom
Definition. Ett polynom p(z) &r ett uttryck av typen

() = anz™ + ap_12™ P+ - - 4 ag2® + a1z + ay,

dar ag, ay, . . ., a, ar konstanter och n ett icke-negativt heltal. Om a,, # 0 séger vi att polynomet
har grad n.

',
N

- Exempel

e Exempel pa polynom ar 22, 7, 1 + x + 2°, 2% + 423, etc.

e Exempel pa uttryck som inte &r polynom: z'/2, sinz, 272 etc.

Ofta nér vi arbetar med polynom sa &r vi intresserade av vilka nollstéllen polynomet hér. Detta
eftersom det oftast ar ett delsteg i att faktorisera polynom. Lat oss definiera nagra termer till.



Vanliga bendmningar

Definition. Ett polynom p(z) séges ha ett nollstille nér x = a om p(a) = 0. Speciellt for
polynom kallas nollstéllen ofta for rétter. Ett polynom har alltsa en rot = a om z = a &r ett
nollstélle. Vidare kallas konstanterna ag, aq, ..., a, for polynomets koefficienter.

5% Exempel

Los ekvationen z° = .

Losning. Vi skulle kunna gissa fram losningar. Till exempel x = 1 verkar fungera. Sen kan vi
dessutom ganska direkt se att x = —1 16ser ekvationen da (—1)® = —1. Ar detta alla 16sningar?
Nej, lite mer analys visar att d&ven x = 0 loser ekvationen. Hur vet vi da nér vi ar fardiga? Lat

oss omformulera fragan:

=2 & P-2=0 & 20°-1)=0

& zx—1)(z+1)=0.

Alltsa ar mycket riktigt z = 0 och x = +1 de enda l6sningarna. Det sista vénsterledet kallas

for faktoriseringen av x® — x.

4.1 Polynomdivision

Fungerar i princip som for heltal. Tanken &r att reducera graden pa téljaren sa den dr mindre
an graden for ndmnaren.

5% Exempel
x> —dz+1

Forenkl
orenkla po—

Losning. Vi stéller upp, till exempel, enligt foljande.

22 4+3z +5
z—3) b —4r +1
— 2% + 32?2

322 — 4x
— 32 + 92

or +1

—5x+15

16

Proceduren fortsatter till dess att vi far kvar nagot som har lagre gradtal 4n ndmnaren. I detta
fall gick det inte jamnt upp utan vi fick en sa kallad rest. Vad vi kan utlisa ur detta &r att

3_4 1 16
A 2 345 —
r—3 z—3

Kontrollera att detta stdimmer genom att skriva allt pa samma ndmnare! Ta for vana att gora
detta efter varje polynomdivision. Det ar latt att fa teckenfel!

7



Hade resten varit noll hade det inneburit att x = 3 hade varit ett nollstélle till téljaren. Allméant
galler att

p(x) = (z —a)g(x) +r,
dar p(x) har grad n, ¢(z) har grad n — 1, och r &r en konstant (resten). Vi ser fran denna
representation att

pla)=0 < r=0.
Det vill séga, x = a ar ett nollstélle till p(z) (sa p(a) = 0) om och endast om polynomdivisionen
med x — a gar jamt upp (resten blir noll; » = 0). Detta &r i princip det faktorssatsen séger.

@ Faktorssatsen

Sats. Foljande tva pastaenden ar ekvivalenta.

(i) Polynomet p(x) innehaller faktorn = — a, det vill siga p(z) = (x — a)q(x) for nagot
polynom ¢(x).

(ii) = = a &r ett nollstélle till p(z), det vill sdga att p(a) = 0.

Vi betraktar ett par exempel.

N

5% Exempel
Faktorisera polynomet p(z) = 62° — 7z% + 1.

Losning. Proceduren vi anvénder &r foljande. Forst gissar vi en rot. Lampligtvis testar vi heltal
da uppgifterna som ges brukar vara konstruerade pa det sédttet. I ett allmént fall far man helt
enkelt lata en dator gissa. Men, det finns en teknik for att gissa systematiskt om man har
heltalskoefficienter i polynomet; se slutet pa foreldsning 3. Vi testar x = 0, vilket inte fungerar
(vi har en konstantterm sa da kan x = 0 aldrig vara ett nollstélle). Vi testar x = 1 och ser att
detta &r ett nollstélle.

Nista steg ar polynomdivision dér vi delar bort den kénda faktorn z — 1 (som motsvarar
nollstéllet z = 1).

62> —x—1

x—l) 613 — Tx? +1

— 623 + 622
_ 2
2 —x
—x+1
r—1
0

Det gick jamt upp sa x = 1 maste vara ett nollstalle. Nu vet vi alltsa att

I
=2
8
|
=
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S
|
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8
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I
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=
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dér vi har kvadratkompletterat den sista parentesen och anvént konjugatregeln.
Svar: p(z) = (x — 1)(2x — 1)(3z + 1). Kontrollera genom att multiplicera ihop!

572 Exempel
Faktorisera polynomet p(x) = 22° — 42 + 8z + 14.

Losning. Proceduren vi anvénder &r foljande. Forst gissar vi en rot. Lampligtvis testar vi heltal
da uppgifterna som ges brukar vara konstruerade pa det sdttet. I ett allmént fall far man helt
enkelt lata en dator gissa. Men, det finns en teknik for att gissa systematiskt om man har
heltalskoefficienter i polynomet; se slutet pa foreldsning 3. Vi testar x = 0, vilket inte fungerar
(vi har en konstantterm sa da kan x = 0 aldrig vara ett nollstélle). Vi testar x = %1 och ser
att © = —1 faktiskt &r ett nollstélle.

Nista steg ar polynomdivision dér vi delar bort den kénda faktorn = + 1 (som motsvarar
nollstallet x = —1).

202 — 6z + 14
r+1) 22%—42% + 8z + 14

—62? + 8z
6z + 6z
14z + 14
— 14z — 14
0
Det gick jamt upp sa x = —1 maste vara ett nollstdlle. Nu vet vi alltsa att

p(z) = (x+1)(22% — 62+ 14) + 0 = 2(z + 1)((x — 3)> + 5),

dér vi har kvadratkompletterat den sista parentesen. Ar vi klara? Ja, det &r vi faktiskt (om
vi inte ska blanda in komplexa faktorer, vilket vi aterkommer till senare). Anledningen till
kvadratkompletteringen &r att vi nu enkelt kan se att (z — 3)* +5 > 5 for alla z. Denna faktor
blir alltsa aldrig noll!

Svar: p(z) = 2(z + 1)((x — 3)* + 5). Kontrollera genom att multiplicera ihop!

L

Exempel
Faktorisera polynomet p(z) = 2® — 32 + 3z — 1.

Losning. Samma teknik som ovan. Vi gissar och finner att x = 1 ar en rot. Polynomdivision:

22 —2x+1
r—1) 2%—32+3z—1
— 2% 422
— 222 + 3x
222 — 2x
r—1
—xz+1
0

Alltsa maste p(z) = (z — 1)(2? — 22 + 1). Den sista faktorn dr ett andragradsuttryck och det
kan vi faktorisera med kvadratkomplettering: #* — 2z + 1 = (x — 1) Alltsa &r p(z) = (z — 1)°.
Svar: p(x) = (z — 1)%. Kontrollera genom att multiplicera ihop!
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