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1 Absolutbelopp

Absolutbelopp

Definition. For varje reellt = definieras absolutbeloppet |z| enligt
T, x>0,
x| =
—z, x<0.

Exempelvis har vi |3| = 3 och | — 4| = 4. Beloppet tar alltsa bort tecknet! Det &r alltsa en direkt
konsekvens av definitionen att || > 0 for alla 2. Dessutom kan vi uttrycka v a? = |z| (visa det!).
Man kan sa klart skissa hur beloppsfunktionen ser ut.

Y
y = |z|

/B Strikt olikhet?

Observera att vi lika gdrna hade kunnat definiera |z| som x da x > 0 och —z da = < 0, eller
till och med x da = > 0 och —x da < 0. Bada dessa definitioner skulle se lite mer ordentliga
ut eftersom vi inte har med fallet = 0 tva ganger, men eftersom |0] = 0 i alla tre fallen sa
orsakar inte var definition ovan nagon logisk kullerbytta. Man kan tycka att det kanske ser lite

fult ut att definiera samma fall tva ganger, men vi tillater oss detta for att inte riskera att
glomma bort nagot fall.

Ur definitionen foljer det ocksa att

Vi kan alltsa tolka |x — y| som avstandet (alltid icke-negativt) mellan punkterna x och y pa den
reella axeln. Ett specialfallet ges av |z — 0] = |z| som alltsa ar avstandet fran x till origo.
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@ Likheter och olikheter

Om d > 0 &r en konstant sa géller foljande.
lz|=d <& ao==d

lz| <d & —-d<|z|<d
lz| >d & z<—dellerz>d

Hur I6ser vi da ekvationer och olikheter som innehaller absolutbelopp? Typiskt &r att vi delar
upp i olika fall, tillrdckligt manga for att vi ska kunna skriva uttrycken utan belopp i varje fall.

N

@ Exempel
Los |z| = 2|z — 1| — |z + 1].

Losning. Vi borjar med att skriva ut hur beloppen definieras:

r+1, z+12>0, T, x>0,
lz 41| = och |z| =
—(z+1), z+1<0, —x, =<0,

x—1, r—12>0,
samt |z — 1| = —1), 2-1<0

Lat oss betrakta den reella tallinjen.

Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4

|
!
} X

1

|
I
r=-—1 r =0 x
Intressanta punkter dir beloppen kan viixla tecken: x = —1 (da x 4+ 1 véxlar tecken), z = 0
(da x véxlar tecken), och x = 1 da (z — 1 viéixlar tecken). Vi maste alltsa dela upp i fyra olika

fall.
Fall 1, » < —1:

lz| =2z —1|—-|z+1 < —-z=-=2@-1)+x+1) <& 0=3.

Gar inte. Det finns ingen 16sning i detta intervall.
Fall 2, —1 <z <0:

|z =2z -1 —-|z+1 < —-z=-2@-1)-(z+1) < z=

N | —

1
Eftersom 5 ¢ [—1,0] sa ar detta ingen 16sning.
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Fall 3,0 <z < 1:

1
lz] =2z —1|—|Jz+1] & z=-22-1)—-(+1) < z= 7
1 .
Eftersom 1€ [0, 1] sa &r detta en losning.
Fall 4, x > 1:
|z =2z -1 —-|z+1 < z=2z-1)—-(z+1) <« 0=-3

Gar inte. Det finns ingen 16sning i detta intervall.

Figuren nedan visar hur situationen ser ut grafiskt. Detta gor vi enklast genom att undersoka
hur uttrycken ser ut i vart och ett av de fyra fallen.

Y
-y = ||
T2
1
ey =2l =1 = |z +1
| | i | - x
-2 -1 1 2

Vi ser att uttrycken skér varandra i en enda punkt, som verkar ligga vid x = 1/4. Vi ser dven
ovan att det ofta blir "horn” i brytpunkterna. Detta dr normalt. Vad som inte ska ske &r att det
blir hopp. Detta eftersom beloppsfunktionen dr kontinuerlig — ett begrepp vi aterkommer till i
en senare kurs. Kan du se i figuren varfor z = 1/2 dyker upp som ett forslag pa 16sning?

1
Svar: r = 1 ar den enda l6sningen.



2 Olikheter

Att 16sa olikheter skiljer sig en del fran att 16sa likheter. I allménhet brukar det vara svarare,
och ett problem &r att man maste vara forsiktig med att forkorta bort saker. Vi betraktar ett
exempel for att belysa hur vi angriper problemet.

L

@ Exempel

Los olikheten 4 <z-—2.
z+1

Losning. Tekniken vi rekommenderar ar att flytta allt till ena sidan av olikheten, féra upp allt
pa gemensam namnare, faktorisera, gora en teckentabell, och sist men inte minst kontrollera
rimligheten. Saledes,

4 4—(x—2 1
<r—2 & —(z—-2)<0 < (@ >(ZE+)§
r+1 r+1 r+1
(2 _ 2
- 4—(z*—x 2)§0 o :E+93+6SO
z+1 z+1
o —(x+2)(x—3)§0 (m—|—2)(1‘—3)20.
x+1 x+1
Observera tecknet i sista steget! Vi gor en teckentabell for det sista vénsterledet.
-2 -1 3
T +2 - 0 + + + + +
x+1 - - = 0 + + +
x—3 - - - - — 0 +
(x+2)(x —3)
-0 2 — 0
11 + & +

Vi ser ur tabellen att uttrycket ar icke-negativt precis da —2 < x < —1 eller x > 3. Observera
vart det blev strikt olikhet (varfor?)!

Kontroll. Har kan vi till exempel plocka punkter i de olika intervallen som finns och se till att
vart pastaende stdmmer 6verens med det vi utgick fran.

4
xr=-3: _3+1:—2>—5
a:——g: ﬁ:—8§—3/2—2:—7/2
x=0: %:4>0—2:—2
r=4: $:§<4—2:2

Observera att denna kontroll inte bevisar att vi har gjort ritt (det kan fortfarande vara allvarliga
fel vid faktorisering och identifiering av nollstéllen etc), men den visar &nda att svaret inte
ar orimligt. Ett vanligt fel pa tentor och duggor ar att man av nagon anledning svarar med
komplementintervallen. Detta ger alltid noll poéng oavsett anledning. Genom kontroll av typen
ovan kan man enkelt undvika att svara med komplementintervallen.

Svar. -2 <z < —1 eller z > 3.



[ 5. Olikheter och multiplikation

Se upp med att multiplicera olikheter med uttryck som kan skifta tecken! Till exempel kan
det vara lockande att forlanga olikheten i foregaende exempel med x + 1. Da skulle vi i sa fall
kunna undersoka

4<(z-2)(z+1)=2"-2-2 & *-2-62>0.

Vi ser att ndmnaren x + 1 har foérsvunnit i jamforelse med ovan, och ddarmed kommer var nya
teckentabell att sakna den informationen. Punkten x = —1 &r inte ldngre intressant och resten
av tecknen riskerar att bli fel. Detta ar sa klart helt at skogen. Den enda rdddningen &r att
betrakta tva fall: x +1 > 0 och z + 1 < 0 och reda ut ett i taget. Detta skulle fungera, men i
allménhet brukar sadana l6sningar innehalla andra fel sa det brukar ofta bli noll poéng pa en
tenta dnda. Undvik alltsa denna teknik!

Annu enklare, visst &r 2 < 47 Alltsa maste 2-2 < 2 -4, eller 4 < 8. Inget konstigt hér, det
gick bra att multiplicera olikheten med 2. Men vad hidnder om vi multiplicerar med —27 Da
skulle —2 -2 < —2 -4, eller —4 < —8. Detta stdmmer sa klart inte!

3 Summor

Vi ska nu diskutera ett bekvamt séatt att skriva summor pa, speciellt i de fall da termerna som
summeras har nagon form av upprepande monster.

B

En summa S brukar skrivas

S:Zak:a1+a2—l—---—l—an_1+an.
k=1

Symbolen Z betyder att vi ska summera termerna a, da summationsindexet £ startari k = 1,
sen Okar k ett steg i taget till dess att £ = n och vi har da summerat n stycken termer. Vi
kraver har implicit att n > 1. Man kan utvidga till att tillata n < 1 ocksa men det kraver viss
forsiktighet och en del formler vi kommer ta fram kraver att 6vre gransen &r storre dn den
undre.

Det &r inget speciellt att borja med k& = 1, summor kan starta i vilken punkt som helst (det blir
olika varden pa summan sa klart).

',
S

Exempel

DK +k)=(2"+2)+ (3 +3)+ (4> +4) =38,

4
k=2




Observera att det inte forekommer nagot k i svaret! Summationsindexet (bokstaven vi anvénder
for att beskriva hur termerna i summan varierar) forsvinner alltid. Att vi anvénde bokstaven k
ar inte heller nagot speciellt. Faktiskt sa &r

Z (K + k) = Z(] +7).

=2 7=2

Summor kan delas upp (de &r ju summor!) och gemensamma faktorer i alla termer kan brytas

ut. Alltsa,
Zak—l—bk Zak—i-Zbk och ank:cZak,
k=1 k=1 k=1

dér c ar en konstant.
Déremot kan inte summor multipliceras enkelt (eller delas upp om det &r en summa av produkter).
Vad skulle till exempel gélla

(i ak) . (i bk> =7 eller i ay, - by, =7
k=1 k=1 k=1

/A Antal termer i summan
5

Hur manga termer innehaller summan Z (2k 4 1)? Vi borjar pa k = —2 och slutar pa k = 5.
k=—2

Alltsa kommer k att anta vardena

—2 -1 012 3 4 5,

vilket &r 8 stycken. Vi kan rdkna ut detta genom 5 — (—2) + 1. Ofta missar man +1, sa var
forsiktiga!

3.1 Aritmetiska summor

Aritmetisk summa
Definition. En summa dér det ar konstant skillnad mellan pafoljande termer kallas aritmetisk.

I en aritmetisk summa géller alltsa att
d=ay—a=a3—ay =a4 —az =

ar en konstant.

L

@ Exempel
Berdkna summan S=1+34+5+7+09.




Detta kan vi direkt gora i huvudet sa klart, men vi illustrerar en generell teknik. Genom att
summera tva stycken likadana summor (och skriva det kreativt genom att reversera ordning pa
den ena) uppstar foljande méonster:

S =1 4+ 3 4+ 5 + 7 + 9
S = + 7T + 5 4+ 3 + 1
2§ = 10 4+ 10 + 10 + 10 + 10

Vi har alltsa visat att 25 = 5 - 10 eller att S = 25. Generellt géller for en aritmetisk summa

alltid att )
- forsta termen -+ sista termen

= 5 - antal termer.

3.2 Geometriska summor

Geometrisk summa
Definition. En summa dér det &r en konstant kvot mellan paféljande termer kallas geometrisk.

Detta innebér alltsa att
A R
1 aq (05} as

ar konstant och att summan nédvindigtvis har formen
S=a+aq+aq®+aq® + -+ +aqg"

om S har n + 1 termer (notera antalet!) och a &r forsta termen.

N

Q" Exempel
Berdkna summan S =1—-2+4 — 8 + 16.

Detta kan vi aterigen direkt gora i huvudet sa klart, men vi illustrerar ater igen en generell teknik.

Om vi multiplicerar summan med kvoten ¢ = —2 och drar bort detta fran ursprungssumman
uppstar foljande monster.
S =1 - 2 + 4 — 8 + 16
-25 = - 2 + 4 - 8 + 16 — 32
S—(-28) =1 + 0 4+ 0 + 0 + 0 + 32
Vi har alltsa visat att 35S = 33 eller att S = 11. Generellt géiller for en geometrisk summa att
1 — n+1
) . o —4 421
ataq+aq +---+aq = I—gq
a(n+1), q=1

Observera har att
1— qn+1 qn+1 -1

1—g¢q a q—1

Y

sa bada varianterna ger samma svar.

3.3 Andra sorters summor?



, 8\ Aritmetisk eller geometrisk?

Observera att de allra flesta summor varken &dr aritmetiska eller geometriska! Det ar alltsa
4

inte fifty-fifty att chansa pa tentan och hoppas pa det bésta. Till exempel Z k? &r varken
k=1

eller, men kan enkelt riknas ut dnda eftersom det bara ar fyra termer.

Men om en summa innehaller fér manga termer for att beréknas for hand da? Vissa fall kan
man &nda hantera, till exempel foljande halvluriga variant (gammal tentauppgift!).

5% Exempel
27

Berdkna summan Z(i%k: + 35).
k=3

Losning. Summan bestar av en aritmetisk del och en geometrisk del (kontrolleral). Vi delar
saledes upp summan i tva delar och berdknar enligt standardformler:

27 24

3:-3+3-27 f
S (3k +3%) = § 3k:+§ 3 — + 2P 34 )+ Y 3
k=3 k=0
325—1 27
=112 3 = 1125 + —(3% —1).
543 =— 5+ 2(3 )
27
Svar: 1125 + ?(325 —1).
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