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1 Komplexa tal

Vi ska nu introducera de komplexa talen. En variant &r att géra det lite handviftande genom
foljande definition och sen bara hévda att vanlig algebra fungerar. Pa manga sétt duger det for
att vi ska kunna rikna, men vi ska gora det hela lite mer noggrant strax.
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Definition. Det imaginiira talet ¢ uppfyller att 2 = —1.

Detta &r alltsa ett tal vars kvadrat dr negativ. Det kan saledes aldrig vara ett reellt tal utan
ar ett helt nytt slags objekt. Mark vil att vi inte nigonstans skriver att ”/—1 = i”. Detta
av den enkla anledningen att vi endast definierat y/z fér x > 0. Ett alternativ vore givetvis
att utvidga definitionen av kvadratroten till att inkludera negativ tal (du kan sékert se den
utvidgningen framfor dig), men det objekt du da erhaller &r inte den kvadratrot vi introducerat
tidigare. Exempelvis s dr det inte lingre sikert att vab = \/5\/5 (fundera 6ver vad som hénder
om bade a och b &r negativa). Du kommer att fa podngavdrag i denna kurs om du skriver
kvadratroten ur nagot negativt.

Mer ordentligt sa gor vi féljande definition.

{aﬁnition. Den komplexa talkroppen C bestar av alla talpar z = (a,b) € R? sa att om z; =
(a1,b1) och z5 = (ag, bs) definieras addition enligt

21+ 22 = (a1 + ag, by + by)

och multiplikation enligt
Z1722 = (a1a2 - 5152, arby — b1a2)-

Vi later ¢ = (0, 1) och séger att z; = 2o om och endast om a; = ay och by = bs.

Notera att det foljer fran denna definition att
= (0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1—1-0) = (—1,0) = —1,

om vi tolkar tal pa formen (a,0), a € R, som det reella talet a. Vi kan dven visa bade addition
och multiplikation &r kommutativa:

21+ 29 = 29+ 21 och 2129 = 2921,



assoclativa:
(214 29) + 23 = 21 + (22 + 23) och (2122)23 = 21(2223)
samt distributiva
21(22 + 23) = 2129 + 2123.

Det lamnas som 6vning till ldsaren att visa detta.
Vi infor nu (den lite enklare) beteckningen z = a + bi, dir vi da menar

z=a(1,0)+b(0,1)

och dér a och b ér reella tal (a,b € R). Ett komplext tal har alltsa tva dimensioner: en reell
koordinat a (kallas realdelen) och en imagindr koordinat b (kallas imaginérdelen). Vi kan
representera det komplexa talplanet som ett tva-dimensionellt plan med en real-axel och en
imaginédr-axel. Vi kan representera komplexa tal i det komplexa talplanet med figurer av denna

typ.

Im

Avstandet r = v/a? + b? har en naturlig tolkning och anvinds som definition av det komplexa
absolutbeloppet; vi aterkommer till detta.

[

Komplexa tal uppfyller samma "regler” som reella tal gor (addition, multiplikation etc) med
den extra forutsittningen att i2 = —1.

Nér vi ska ridkna med komplexa tal gor vi alltsa som vanligt, men vi kan hela tiden forenkla
uttryck som innehaller 4. Visst gar det att ga tillbaka till den férra definitionen men det finns
ingen anledning till det.
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Exempel

2—)(1+4)=2+8 —i—4>=2+T7i+4=6+Ti.




Komplexa tal dr en anvandbar konstruktion. I denna kurs och efterféljande analyskurs kommer
vi att:

(i) Faktorisera polynom fullstéandigt i (komplexa) faktorer av grad 1.
(ii) Gora trigonometriska omskrivningar och forenklingar.
(iii) Berdkna integraler.
(iv) Losa differentialekvationer.

Tillampningar finns inom vitt skilda omraden som exempelvis elkretsteori, reglerteknik, trans-
former, elektromagnetism etc.

Definition. Lat z = a + bi, dér a,b € R. Da definierar vi féljande begrepp:
(i) Realdelen Re z = a;

(ii) Imaginérdelen Im 2z = b (observera att det inte dr nagot ¢ i imagindrdelen utan endast
koefficienten fore i i z);

(iii) Absolutbeloppet |z| = Va2 + b?;

(iv) Konjugatet Z = a — bi (vi har bytt tecken pa imagindrdelen).

/A Absolutbelopp
Observera att absolutbeloppet vi definierat ovan técker en storre klass tal dn det vi sag pa
forra foreldsningen. Om z = a+ bi ar reell sa &r b = 0, och da kan vi berdkna att |z| = Va? + 0.

Vi vet enligt tidigare att va? = |a|, dir detta belopp ar det vi introducerade pa forelédsning
tva. Den nya definitionen reduceras alltsa till den gamla om vi endast betraktar reella tal.

En kuggfraga som blir fel ibland.

8\ Komplext eller reellt belopp?
Bestédm |3 — 4.

Felet som kan intriffa ar att man slarvigt ténker sig att 3 — 4 &r ett komplext tal och
bildar /32 +4%2 = /25 = 5. Detta ar sa klart helt galet; vi ser direkt att 3 — 4 = —1,
sa|3—4|=|-1]=1.

1.1 Komplexa identiteter

Till exempel kan vi bevisa identiteten |z|* = 2Z genom att lata z = a + bi, dir a,b € R, och se

att
2
VL = |2]* = |a + bi]* = (\/&2 +b2> =a®+ b

samt
HL = 2Z = (a + bi)(a — bi) = a* — abi + abi — b*i* = a® + V?,

sa vanster- och hogerled stammer 6verens for alla z € C. Vi kan visa foljande egenskaper pa
samma sétt (gor det som en vning!).
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Direkta foljder av definitionerna ovan inkluderar

(i) [2* = 27;

(ii) |zw| = |2[[w];
(i) zw = zw;
(iv) Rez = : Z,Imz: S

Vad menar vi da med att tva komplexa tal &r lika (som potentiellt hénder i punkt (iii) ovan)?
Definitionen &r ganska naturlig.

Likhet

Definition. Talen z = a + b7 och w = ¢ + di ar lika om och endast om de har samma real- och
imagindrdelar, dvs att
a=c och b=d.

Vi skriver da att z = w.

Vi anvéander oss av denna definition nér vi l6ser ekvationer som involverar komplexa tal.

o

@ Exempel
Hitta alla z € C sa att 3z — 2iz — 5+ 107 = 0.

Losning. En variant for att 16sa ekvationer som innehaller komplexa variabler dr att ansitta
att z = a + bt och utnyttja definitionen ovan genom att undersocka realdelen och imaginérdelen
for ekvationen som ett system av ekvationer med tva obekanta. Denna metod &r inte alltid den
biista. Det kan bli brutalt hemska kalkyler (om vi till exempel skulle ha 27 + - - - eller dylikt), sa
finns det en annan metod brukar det vara den det &r meningen att anvinda. Men i fall som
denna ekvation blir det faktiskt enklast. Salunda, lat z = a + bi dér a,b € R. Da maste

3(a+bi)—2i(a+bi)—5+10i=0 < 3a+3bi —2ai — 2i(—bi) — 5+ 10i = 0
& 3a—2b+i(3b—2a) =5 — 10i.

Vi undersoker nu realdel och imaginérdel separat:

3a—2b=5 a+b=-5 a=—1
= =
—2a+3b=-10 3a—2b=5 =—4
Alltsa ges den enda losningen av z = —1 — 44. Kontrollera dettal
Svar: z = —1 — 4.
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Definition. Om z,w € C och w # 0 sa definierar vi N

w ww




-\@’- Exempel
3—i  (3-i)(2-3i) 3-11i 3 11,

2+3i (2+3)(2-3i) 4+9 13 13"

1.2 Geometriska tolkningar

Eftersom komplexa tal kan representeras som punkter i ett plan sa kan vi ibland tolka operationer,
olikheter och ekvationer geometriskt. Till att borja med kan addition av komplexa tal goras som
vektoraddition.

Zl+22:6+42

Re

Om z,zy € C sa kommer till exempel samband av typen |z — zg| = d och |z — 29| < d att
representera en cirkel respektive en ifylld disk.

Im

z=a+bi

Hur kan vi se detta? Vi kan ansétta att z = a + bi och zy = ag + byt dér a, b, ag, by € R och se
vilken form uttrycken tar. Till exempel:

d2 = ’Z — 20’2 = |CL+ bl — ag — b0i|2 = |(CL — (10) + (b— b0)1|2 = (CL— a0)2 + (b— b0)2,

nagot vi kénner igen som cirkelns ekvation!



1.3 Triangelolikheten

En mycket anvandbar olikhet (sa anvéndbar att man ofta kriver att mer abstrakta rum ska ha
denna egenskap) dr triangelolikheten.

<>

g Triangelolikheten
Om z,w € C sa giller att |z + w| < |z] + |w].

Geometriskt &r detta ganska klart. Uttrycken |z| och |w| kan tolkas som katetlangderna i en
triangel dér langden pa hypotenusan ges av |z + w|. Forsok rita en triangel diar hypotenusan
ar langre 4n summan av kateternas langder! Det gar dven att visa rent algebraiskt. Tanken
bygger pa att visa |z +w|* < (|z] +|w])?. Utveckla vinsterledet som (z +w)(z + w) och utnyttja
att Re(zw) < |zw| (varfor ar detta sant?).

L

@ Exempel
Antag att z ligger i en disk med centrum i punkten 3¢ och radie 7. Visa att z ligger i en disk
med centrum i punkten —4 och radie 12.

Vi borjar med att formulera det hela med belopp. Vi vet att |z — 3i| < 7 da detta &r precis den
olikhet som beskriver att z ligger i en disk med centrum i punkten 3: och radie 7. Sen vill vi
undersoka |z — (—4)|:

lz4+4=(z—30)+Bi+4)| < |z =3+ |3+ 4] < T+ |3i+4 =7+ V94 16 = 12.
Héar har vi kreativt lagt till noll i form av —3i + 37 for att pa sa sétt skapa z — 3i, som vi sedan

kan uppskatta.

2 Polynomekvationer

Polynom
Definition. Ett polynom p(z) ar ett uttryck av typen

p(2) = 2™ + ap_12" 4 - -+ ap2® + arz + ag,

dér ag,ay, ..., a, ar (mojligen komplexa) konstanter och n ett icke-negativt heltal. Om a,, # 0
sdger vi att polynomet har grad n.

Det &r en liten skillnad i jamforelse med foreldsning 1: vi har ersatt variabeln x med variabeln z
och téanker oss nu att konstanter i allmédnhet &r komplexa. Anledning att anvinda variabeln z &r
for att markera att vi kommer att arbeta med komplexa tal.

2.1 Andragradsekvationer med komplexa koefficienter

L

@ Exempel

Finn alla (reella och komplexa) 16sningar till ekvationen 2% + 2(1 +4)z — 3 — 2i = 0.




Lésning. Vi kvadratkompletterar for att fa en enklare ekvation:
24204z —-3-2i=(24+1+i)*—(1+49)*-3-2i=(2+1+i)?-3—4i=0.
Lat w = z+ 1+ 4 och skriv w = a + bi déar a, b € R. Vi loser

a>—bv =3
w—3—-4i=0 < a*+2abi—-vV-3-4i=0 <&
2ab =4

Alternativ 1. Vi soker w si att w? = 3+ 4i. Detta innebsr da att |w?| = |3+ 4i| = v/25 = 5. Nu
vet vi att w = a + bi dr ett komplext tal, sa |w?| = |w|* = a® + b?. Dessa tva samband visar
alltsa att a® + b* = 5. Det foljer da att 2a® = 8, eller att a = £2.

Alternativ 2. Vi ser att a, b # 0 och att b = 2/a. Da maste a® — (2/a)? =3 & a* — 4 = 3a®
gélla (ekvivalens ty a # 0). Vi later ¢t = a® och ser att

t?—3t—4=0 & (t—-4)(t+1)=0.

Endast t =4 < a = £2 ger intressanta lsningar da t = a? > 0.

Om a = 2 sa blir b = 1 och om a = —2 blir b = —1. Vi far alltsa 16sningarna w; = 2 + ¢
och wy = —2 — 4, vilket i sin tur ger z; = 1 och 2o = —3 — 21.
Svar: z = 1 och z = —3 — 2i. (Genomfor &ven en kontroll!)

2.2 Polynom av hégre ordning

Faktorsatsen giller fortfarande.

<>

%@ Faktorsatsen

Sats. Foljande tva pastaenden ar ekvivalenta.

(i) Polynomet p(z) innehaller faktorn z — zy, det vill sédga p(z) = (z — 20)q(z) for nagot
polynom ¢(z).

(ii) z = zo &r ett nollstélle till p(z), det vill séga att p(zy) = 0.

Ett mycket viktigt resultat dr algebrans fundamentalsats (och dess foljdsats).

<>

tE! Algebrans fundamentalsats

Sats. Varje polynomekvation p(z) = 0 med grad n > 1 har minst en rot.

Ett korollarium till denna sats dr att ett polynom p(z) av grad n har precis n stycken rotter om
vi réknar med multiplicitet (dvs en dubbelrot rdknas som tva rétter etc).

N

572 Exempel

Polynomet p(z) = 422(z — 1)(z + v/2)(z + i) har grad n = 7 (varfor?) och har rotterna z = 0
(dubbelrot), z = 1, z = —v/2, samt z = —i (trippelrot).




For att bevisa algebrans fundamentalsats skulle vi behéva en del verktyg vi tyvérr inte har
tillgang till. Det finns manga varianter for ett bevis som bygger pa allt fran komplex analys
(till exempel via maximumprincipen, via argumentprincipen eller som kanske dr enklast via
Liouvilles sats), abstrakt algebra (till exempel genom att visa att utvidgningen Rl[i] &r algebraiskt
sluten eller via Galoisteori) eller ren topologi (till exempel med kontinuerlig deformeration och
vindningstal).

En trevlig egenskap for polynom med reella koefficienter &r att det finns en anvidndbar symmetri
for komplexa rotter.

<>

gl Komplexkonjugerade rotpar

Sats. Om ett polynom p(z) har reella koefficienter (viktigt) och z = a + bi dr en rot sa ar
aven z = a — bi en rot. Med andra ord,

p)=0 & p(E) =0

da p(z) har reella koefficienter.

Bevis. Lat o € C vara ett nollstélle for p(z), dvs p(a) = 0. Da géller att

p(@) = a,(@)" + an 1 (@)" " + - + a2(@)® + a1 @ + ag

:anm+an—1m+"'+a20[2+(11a+a0

= 4™ + ap_ 1™ + -+ a30® + a1+ ag

=p(a) =0=0,

ddr vi utnyttjat att of = (@)*, a+b=a+bsamt att for 3 € R sa ar Bz = Bz. Alltsa ar @
ocksa ett nollstélle for p(z). O

Ett allvarligt principfel som bor undvikas dr att anvénda foregaende sats nér koefficienterna
inte dr reella. Med andra ord:

/8 Reella koefficienter
Observera att denna sats endast géller da p(z) har reella koefficienter. Till exempel p(z2) = 22—iz
har roten z =4, men z = —¢ ar ingen rot. Testa!

3 Gissning av nollstéllen vid heltalskoefficienter

Som utlovat kommer hér en systematisk metod for att veta vilka rationella l6sningar som &r
mojliga om vi har heltalskoefficienter i ett polynom.
Lat
() = anx™ + ap_12™ "t + - 4 a2’ + a1z + ag
r
vara ett polynom dér koefficienterna a,,, a,_1, ..., as, a1, aq ar heltal. Om x = — &r en rationell

q
rot (r och ¢ &r heltal, r och ¢ har inga gemensamma delare sa p/q &ar fullt forenklad, och ¢ # 0)

8



sa maste r vara en faktor i ag och ¢ en faktor i a,,. Detta foljer av att

r rm n—1 r
Pl - =0 p=— an—n+an_1ﬁ+---+a1—+a020
q q q

n n rn_l r
& aprt = —q (an_l —I—---+a1&~|—ao)

n—1

S ag" = —q (an " a4 agg™ )

r ,r,nfl ,',.n72 1
pl-)=0 & aw=-r|lthv—Fa 1+ +ta-
q q q q

& apq" = —r (anr”_l + " g+ F alq”_l)

samt att

r o 4
dér r och ¢ ar relativt prima. Med andra ord, om — &r ett nollstélle sa &r ag = r-ky och a,, = q- ks

for nagra heltal k; och ky. Hur anvénder vi detta i praktiken?

N

@ Exempel
Faktorisera polynomet p(z) = 223 — 322 + 2z — 3 i reella faktorer.

,
Om z = — &r en rot till p(z) sa maste alltsa r vara en faktor i siffran 3. Mojliga vérden pa r

q
ar r = +1,43. Vidare, ¢ maste vara en faktor i siffran 2. Mojliga vérden pa ¢ ar ¢ = +1, +2.
Fran dessa mojligheter kan vi skapa alla mojliga kombinationer for —:
q

1 3

Do, 43, 4, 42,

q 2 2
Detta &r alltsa alla mojligheter for att ha en rationell rot. Enda heltalsrotterna som ar mojliga
ar alltsa +1 och 43, och testning visar att ingen av dessa &r en rot. Skulle vi bara gissa pa

mafa kan vi alltsa halla pa ganska ldnge! Testar vi resten av mojligheterna finner vi att 3 ar ett

nollstélle. Polynomdivision ger att p(z) = (z — 3/2)(22* + 2). Den sista faktorn dr strikt positiv
sa vi ar klara.
Svar: p(z) = (v — 3/2)(22* + 2).
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