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Vad &r egentligen en funktion?

Definition. En funktion f &r en regel som till varje punkt x i en definitionsméngd D; tilldelar
precis ett y enligt sambandet y = f(z).
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Denna definition kan goras lite mer ordentlig med sa kallade relationer pa méangder, men vi
overlamnar detta till senare kurser. Observera hér att vi inte sagt nagot om att definitionen bara
géiller reella tal. Eller ens tal 6verhuvudtaget! Det kunde lika gédrna handla om apelsiner eller solar
ute i rymden. For var del (i denna kurs) kommer vi i denna kurs oftast att betrakta reellvirda
funktioner (dér y € R alltsa), och i princip alltid dr &ven x € R (eller nagon delméngd).
Ett undantag &r faktiskt polynomen p(z) som vi diskuterade ovan, dir z € C generellt sétt.
Funktioner av en komplex variabel brukar man ta upp i separata kurser.

/A Funktion och funktionsvérde

Observera att det dr f som dr funktionen. Uttrycket f(x) &r det virde funktionen antar i
punkten z € Dy. Det ér alltsa ganska slarvigt att skriva uttryck i stil med "funktionen f(x)”,
men vi tillater oss gora det ibland.




Virdemingd
Definition. En funktions véirdeméngd V; definieras som alla mojliga y-vérden vi kan fa ur
sambandet y = f(x),

Vi={y=f(z): 2z € Ds}.

Generellt sett kan virdeméngden vara svar att bestamma for en godtycklig funktion. Vissa
verktyg kommer att introduceras i envariabelanalysen, men for oss just nu &r vi begrédnsade
till ganska enkla funktioner. Till exempel vissa enkla polynom kan vi enkelt rita och se vad
viardeméngden blir (dven om vi ocksa da implicit anvénder vissa resultat ni kommer att fa se i
nésta kurs).
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@ Exempel
Lat f(z) =4+ 2? for x > 0. Bestdm V} och rita funktionen.

Skissar vi funktionen kan vi till exempel gora med en klassisk véirdetabell for att fa en uppfattning.
Sen ar det ett polynom sa det hela beter sig ganska snéllt.

=W NN = Os

Det som ar bra med en bild héar ar att vi direkt kan se att varje y-vérde storre an eller lika
med 4 kan triffas av (precis ett) z-virde. Till exempel sa blir y = 5 precis da 5 = 4 + 22, dvs
da 22 = 1. Eftersom D ¢ ges av villkoret x > 0 sa &r det bara x = 1 som passar.

Svar. V; = [4, 0o

Figuren ovan brukar kallas grafen for funktionen f. Formellt sa ar grafen en méngd av punk-
ter (z,y), dar y = f(z), som beskriver hur definitionsméngd och viardeméngd héanger ihop. For
var del ridcker det med att betrakta grafen som en ritad figur dér vi ser hur x och y-virden
hénger ihop.
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Q" Exempel

Lat f(z) = v/3 — 22 — 2z. Bestdm Dy och V7.




Borde inte D vara angiven? Inte nédvéndigtvis. Om inget star brukar vi anta att D &r storsta
mojliga méngd dér f &r naturligt definierad. I detta fall &r detta nér kvadratroten &r definierad.
Hur reder vi ut nér detta sker? Vi borjar med att analysera det som star i rottecknet. Det ar ett
polynom av grad tva, sa en vettig start ar att kvadratkomplettera:

3—2'—20=3—-(2"+20)=3—((z+1)?-1)=4— (z + 1)~

Eftersom kvadratorten bara ér definierad for icke-negativa argument sa maste 4 — (z 4+ 1)? > 0.
Faktoriseringen och en teckentabell visar att —3 < x < 1 dr nédvéndigt. Sa vilka y-virden kan
vi fa ut? Vi studerar ekvationen y = f(x):

24— (z+1)? r+ 12 +y2=4
y=v4d—(z+1)? & Y ( ) & ( Vit
y=>0 y=>0

Detta dr inget annat én ekvationen for 6vre delen av en cirkel med radie 2 och centrum i (—1,0).
Storsta mojliga virde &r alltsa 2 (ndr x = —1) och minsta méjliga virde dr 0 (ndr z = —3
eller z = 1). I en figur kan det mesta vi precis raknat ut utldsas direkt (men man maste sa klart
rita figuren pa nagot sétt ocksa).
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Svar. Dy = [-3,1] och V; = [0, 2].

Vad hénder om vi sétter ihop tva funktioner?

Sammansittning

Definition. Sammanséttning fog av tva funktioner f och g definieras som (fog)(z) = f(g(x))
for de x dar detta uttryck har mening.
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Observera hér att for f o g blir definitionsméngden
Dfog = {.CE € Dg : g(x) € Df}

Det foljer alltsa att Dy, C Dy, men i allménhet géller att V,, # Dy. Var saledes forsiktiga vid
hanterandet av sammanséttningar.

5% Exempel
Lat g(z) =1 — 2 och f(z) = /z. Jamfor fo g och go f.

Ser vi pa f och g separat sa &r Dy = [0, 00[ och D, = R. Om vi betraktar fog sa maste 1—z% > 0,
eller ekvivalent, —1 < z < 1. Sa,

(fog)x)=flg(x)) =V1—2a2 for —1<x<1,
och

(9o f)lz)=g(f(x)) =1-(Va)=1-z forz>0.

Observera att vi far bade olika sammansatta uttryck och olika definitionsméangder for f o g
och g o f. Ordningen é&r alltsa mycket viktig bade for viardet och definitionsméngd fér den
sammansatta funktionen!

1 Inverterbarhet

En mycket vanlig fraga néar vi analyserar funktioner &r om funktioner &r "omvéndbar” i den
meningen att om vi kénner till utvirdet y = f(x), gar det att hitta ett enda x (sa det endast
finns ett alternativ) som ger detta y? Funktioner som har denna egenskap brukar vi kalla for
injektiva. Om det finns tva punkter z1,29 € Dy sa att y = f(21) = f(22) sa kan vi inte
bestdamma vilket alternativ som givit ett visst y-vérde.
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Injektivitet
Definition. En funktion f kallas injektiv (eller ett-till-ett) om det till varje y € V; finns precis
ett x € Dy sa att y = f(x). Eller ekvivalent:

v Fxy = f(w) # f(z2).

Alla injektiva funktioner gar att invertera.

W’ Invers

Definition. For en injektiv funktion f sa definierar vi den inversa funktionen f~! enligt

y=fl@) & z=["(@y)

Mark att av nodvandighet sa géller for definitions- och virdeméngder att

fol = Vf OCh Vf—l = Df.

D¢ = Vi Vi = D¢

Sa hur ser en injektiv funktion ut? Lat oss forst titta pa ett par fall dér funktionen inte kan
vara injektiv (utan att inskrénka definitionsméngden).

Hér ser vi att det for alla y-vérden storre &n noll sa hittar vi 2 moéjliga x-vérden som skulle ge
detta y-virde. Saledes giller det inte att x1 # xo medfor att f(zq) # f(x2). Funktionen &r inte
injektiv.



Har ar ett exempel som likt ovan innebér att det finns flera z-viarden som ger samma y-virde
(till och med &nnu fler alternativ &n i forra exemplet). Funktionen &r saledes inte injektiv (utan
att vi begransar definitionsméngden).

I detta exempel ser det ut som att varje z-virde endast hor ihop med ett y-véirde. Alltsa med
andra ord att z; # zo medfor att f(x;) # f(x2). Funktionen verkar vara injektiv.

Aven i detta exempel ser det ut som att varje z-virde endast hor ihop med ett y-viirde Det
ar lite svart att avgora vad som hénder ndr x blir ett stort negativt tal, sa en mer noggrann
undersokning dr nodvéandig. Men det &r inte orimligt att funktionen ar injektiv.

Sa en naturlig fraga blir hur vi hittar inversen (om den finns)? Losningen &r ganska enkel. Vi
loser helt enkelt ut  ur ekvationen y = f(x). Skulle det vara sa att detta inte ar mojligt att
gora pa ett entydigt sitt sa finns ingen invers.
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@ Exempel
Finn ett uttryck for inversen (om mojligt) till f(z) = /4 — (x + 1)2, z > —1.

Losning. Vi forsoker helt enkelt att 16sa ut = ur ekvationen y = f(z):

y=+\4—(z+12 = ¢yY=4—(2+1)0° & (e+1)P2+y*=4
Tr =

PN 1A y?

Men x > —1 sa endast x = —1 4+ /4 — y? ar mojligt. Eftersom vi bara far ett mojligt svar sa
finns inversen. Detta foljer av att vi startar med det sanna pastaendet att y = f(z) (vilket
maste gélla eftersom vi definierar y enligt den likheten), sa det sista pastaendet i var kedja av
implikationer kan inte vara falskt. Hittar vi bara en mojligt sa maste detta vara ett uttryck for
inversen.

Svar. f~!(z) = -1+ V4 — 22

Grafiskt gar det att representera inversen som speglingen av kurvan y = f(x) i linjen y = x.
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Exempel
Lat f(z) = 4+ 2* dir D; = R. Undersok om f &r injektiv.

Losning. Nej, f kan inte vara injektiv. Kvadraten &r ett vanligt tecken pa att en funktion inte
ar injektiv om Dy innehaller viss symmetri kring nollan. Specifikt, till exempel

f(=1) =4+ (-1)* =4+ (1)" = f(1).

Alltsa ar f inte injektiv.



2 Monotonicitet

W Monotonicitet

Definition. En funktion kallas (om for alla z1, 2, € Dy)
(i) vixande om x; < x5 medfor att f(x;) < f(z2);
(ii) stringt vixande om z; < xy medfor att f(zy) < f(z2);
(iii) avtagande om x; < xo medfor att f(x1) > f(z2);
monoton om f ar vixande eller avtagande;

(v

(vi

)
)
)
(iv) stringt avtagande om x; < xo medfor att f(z1) > f(x9);
)
)

stringt monoton om f dr strangt vixande eller stringt avtagande.

€

Nedan foljer 3 exempel pa (striangt) vixande funktioner.

/A Avtagande eller icke-vixande?

[ litteraturen ar uttrycket avtagande/vixande inte entydigt bestamt. I vissa fall (som vi
definierat det) innebér till exempel avtagande att vi endast har <, sa en konstant funktion
uppfyller detta villkor. Verkar det vettigt att kalla en konstant funktion fér bade vixande
och avtagande? Det &r en definitionsfraga. Ett vettigare uttryck ar egentligen, till exempel,
icke-véixande. Var forsiktig om ni ldser andra bocker!

Sa hur visar man att nagot ér, till exempel, stringt viixande? I envariabelanalyskursen kommer
ni att lira er andra metoder, men i detta fall 4r vi tvungna att visa att olikheten i foregaende
definition &r uppfylld. Vi betraktar ett exempel.

5% Exempel

Visa att f(z) = z® &r striingt viixande.




Losning. Vi undersoker f(z2) — f(z1) och visar att detta uttryck &r strikt stérre &n noll
om x; < Xo. Vi ser att x1 — xo borde vara en faktor sa vi forsoker faktorisera:

v — 2} = (1o — 1) (2] + 1179 + 23)

2 32
:<x2_x1>((xl+§) +%)>o

ty (21 + x2/2)* 4+ 325/4 > 0 om xy > z; och x5 — x1 > 0.

<>
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Sats. En strdngt monoton funktion &ar alltid inverterbar.

Miérk val att satsen ovan endast ar en implikation. En inverterbar funktion behover inte vara

1
strangt monoton. Ett enkelt exempel &r funktionen n(x) = — med D,, = {z € R : = # 0}.
T

Figuren nedan visar utseendet.

Uppenbarligen géller inte att om z7 < 3 med x1,29 € D, sa ar n(z;) > n(zy) i fallet
da z; < 0 och x5 > 0. Men lokalt kring varje punkt x € D,, géller sa klart att n &r strangt
avtagande. Problemet uppstar i "punkteringen” av definitionsméngden dar funktionen tillats
hoppa ordentligt. Fusk? Kan vi hitta exempel pa ett sammanhéngande intervall? Ett sitt att
konstruera ett sadant exempel ar att skarva ihop tva funktioner — en viixande och en avtagande
— sa det uppstar ett "hopp” som separerar graferna. Ta till exempel foljande funktion A med
definitionsméngd Dy, = [—5, 3].



Det ar tydligt att varje y-véarde i virdeméngden motsvarar precis ett z-vérde i definitionsméangden,
sa funktionen &r inverterbar. Daremot &r den sa klart varken strangt vixande eller avtagande.
Nu kanske man kan tycka att h énda i princip &r monoton eftersom den &r det pa olika delintervall,
sa den gar att dela upp i tva delar dér h dr endera strangt avtagande eller striangt vixande.
Skulle den slutsatsen gélla generellt? Gar det alltid att dela upp i mindre intervall déar funktionen
ar stringt vixande eller avtagande? Svaret &r nej. Betrakta till exempel féljande roliga funktion:

KL r € Q,
d(x)_{l—x, reR\ Q.

Funktionen d definieras alltsa enligt d(x) = x om z &r rationell och d(z) = 1 — 2 om z &r
irrationell. P& intervallet ]0, 1] &r d uppenbarligen inverterbar ty d~!(z) = d(z), men det finns
inget delintervall déar d ar vixande eller avtagande. Att ge sig in pa att rita funktionen blir dock
problematiskt (varfor?).

Nér begreppet kontinuitet introduceras i envariabelanalysen far ni svaret pa fragan om en
kontinuerlig funktion definierad pa ett intervall kan vara inverterbar utan att vara striangt
vaxande eller avtagande pa definitionsintervallet.

3 Logaritmfunktioner

Ni har sikert stott pa logaritmer tidigare for att svara pa fragor av typen "om 10* = 12, vad
blir 7" Vi svara pa den fragan genom att anvénda 10-logaritmen. For oss kommer det dock att
vara mer anviandbart att introducera den naturliga logaritmen (som vi sedan kan anvianda for
att ta fram logaritmer med andra baser).

Den naturliga logaritmen

Definition. Vi definierar funktionen In: ]0,c0[— R som den deriverbara funktion med
definitionsméngd |0, oo och virdeméngd R som uppfyller att

In(zy) =lnz+1Iny, z,y>0, (1)

och

In(z) <z —1, xz>0ochaz#1. (2)

10



Den finns nu tva uppenbara fragor: hur vet vi att en funktion med dessa egenskaper éverhuvud-
taget existerar och om det finns sadana funktioner, hur vet vi att det bara finns en? Detta &r en
fraga om existens och entydighet, nagot vi tryckt hart pa nér vi arbetat med ekvationslosning
(vi har konsekvent striavat efter att behalla ekvivalenser).

Niésta problem &ar att vi behover derivatan och gransvarden for att bevisa detta. Ni kommer fa
se dessa begrepp mer ordentligt i nésta analyskurs, men vi kommer anvinda dessa verktyg for
att svara pa fragorna ovan. Men innan dess, lat oss undersoka vilka konsekvenser vi erhaller
endast av definitionen ovan.

Lat z,y > 0. Da géller foljande egenskaper.

1. Viser att In(1) =0 ty
In(1) =In(1-1) =In(1) +In(1) <« In(1)=0.

2. Vi erhaller en regel for kvoter genom

In(z) = In (gy) ~In (%) +hn(y) & In (f) = In(z) — In(y).

Y

3. En foljd av foregaende tva egenskaper ér att
1
In(—)=-1 )
n ( :c) n(x)

Inz? =plnz.

4. For p € Z giller att

Denna egenskap foljer av de foregaende, vilket kan visas genom att betrakta 2 = x-x---x
(om p > 0). For p < 0 kan vi betrakta —Ina?. Observera att vi inte kan sdga nagot om
fallet da p ej ar ett heltal i nuldget; vi aterkommer till detta under nésta foreldsning.

5. Eftersom In(t) <t —1 for t # 1 (och t # 0) sa giller att (med t = 1/x)

1 1 1—
—lnx:1n<—><——1= xa

T T T

sa
r—1

<ln(zr) <z—1, z>0ochaz#l. (3)
x

6. Tva foljder av foregaende dubbelolikhet &r att

(a) om x > 1 sa ar Inz > 0;

(b) om0 <z <1lsaérlnz<0.

7. Den naturliga logaritmen In &r stréngt vixande: lat xo > x; > 0. Da &r 2> 1, sa
I

x
0<In=2 = Inzo —Inzy < Inz <lInas.
T

4 Bevis for att In existerar
Vi visar nu att In existerar och &r entydigt bestdmd. Som ndmnt ovan sa behover vi verktyg vi

inte gatt igenom ordentligt, men aterkom gérna till detta avsnitt nér ni studerat griansviarden
och derivata i nésta kurs.
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Sats. Lat L: ]0,0o[— R vara en deriverbar funktion. Da géller att
L(zy) = L(z) + L(y), for alla z,y > 0,

om och endast om

LA)=0 och L'(z)=L(1)

SN

Bevis. Vi antar forst att L(zy) = L(z)+ L(y). Enligt tidigare vet vi att detta medfor att L(1) = 0.
Vidare sa erhaller vi att

L(z+h)— L(z) L(z)+ L(1+1%) - L(z)

/ 1 . 1 T
Po == =% h = h
1 L(1+4 1 L(1+%)—-L(1) 1
S k) N PO ] G ) O R T
h—0 h/x h—0 T h/x x

Om vi istéllet antar att L'(z) = L'(1) £ och L(1) = 0 sa ser vi att for y > 0 sa giller att

% (L(zy) =y L'(zy) =y- L:;;yl) N L/il),

sa L(x) och L(xzy) har samma derivata (vi anvénde hir kedjeregeln for att beriikna derivatan).
Da kan dessa uttryck endast skilja sig at med en konstant, sig

L(zy) = L(x) + C,
for nagot C' € R. Men da L(1) = 0 sa vet vi att
Lly) = L(1-y) = L(1) +C =C,

L(zy) = L(z) + L(y).

<>
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Sats. For funktionen L(z) = In(x) géller att L'(1) = 1.

Bevis. Detta faktum foljer ty for h # 0 sa &ar

L(1+%) o R\ oz h
T_EL(1+;)<E<1+;—1>_1

samt N
L(1+*= 1 -1 1
h/x h x h  1+h/x 1+2
enligt olikhet (3). Eftersom detta géller for alla h # 0 sa foljer det att
L(l+2
lim M =1
h—0  h/x

da bade 6vre och undre grans blir 1 da A — 0. Kom ihag instingningsprincipen till TATA41!
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Funktionen L(x) = In(x) kan saledes definieras som den primitiva funktion L(xz) till L'(z) = -
som uppfyller att L(1) = 0.
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