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1 Komplexa tal pa polir form

Ett komplex tal z = a + bt kan som bekant betraktas som en punkt i komplexa talplanet med
tva koordinater (a,b). En annan variant for att beskriva z &r att istéllet ange ett avstand r till
origo och en vinkel; vi kallar detta for polar form.

Im

Lite geometri visar att

a=rcost och b=rsinf,

sa
z=a+bi =rcosf+irsinf = r(cosf +isinf).

Som bekant dr r = |z|, men hur uttrycker vi 7

Definition. Argumentet arg 2z for ett komplext tal z definieras som alla vinklar ¢ sa att

z = |z|(cosp + isin ).

Observera att arg z &ar en flervird funktion! Lite bokigt att hantera ordentligt alltsa. Nar vi
sdger "argumentet for z” menar vi oftast nagot virde pa ¢ sa att z = r(cos ¢ + isin ).

1.1 Den komplexa exponentialfunktionen

Tidigare har vi betraktat funktion exp for reella argument. Kan vi utvidga definitionen till
komplexa tal? Féljande definition visar att detta dr mojligt.
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Definition. For alla ¢ € R sa definierar vi ¢’ = cos ¢ + i sin ¢.

Vi observerar att ' ir ett tal pa enhetscirkeln ty

€] = |cos ¢ +isinp| = \/cos2cp+sin2g0:1

enligt trigonometriska ettan. Vi kan alltsa betrakta e*? som en punkt pa cirkeln |z| = 1:

Im

€' = cosp +ising

Det visar sig att de flesta "regler” som géller for den vanliga exponentialfunktionen fortfarande
dr sanna. Mérk dock att olikheter som involverar komplexa storheter oftast ar nonsens (varfor?).

1 .
1
() o =e

(ii) eiwez‘@ _ 6i(<,0+9)

I

(iii) (e"?)™ = €™ for n € Z (obs endast heltal);

Punkt (iii) kallas de Moivres formel. Dessa likheter visas helt enkelt genom att anvinda
definitionen av e?. Vi kikar nirmare pa (i):

1 1 cos p — i sin cos p — i sin @

oo cos p + isin - (cos @ +isinp)(cosp —ising)  cos? ¢ +sin® @

= cosp — isin g = cos(—) + isin(—p) =¥

ty cos(—¢) = cos ¢ och sin(—p) = —sin p.



@ Exempel

5
Skriv talet z = (? _‘Z> pa polar form.
—1

Loésning. Det komplexa talet v/3 — 4 ligger i fjirde kvadranten och kan skrivas
V3 —i=+3+1e /0 = 9¢7m/6,

Pa samma sétt,

1—i=+2e/4

A P 5
<\/§ — Z> _ (ie_m/ﬁ—s—iwﬂl) _ 95/2,57/12
1—4 V2 '

Exempel

Anvind den komplexa exponentialfunktionen for att visa additionsformlerna for sinus och
cosinus.

Detta medfor att

N

Losning. Detta &r ett ganska elegant sétt att ta fram additionsformlerna pa. Vi betraktar
foljande samband mellan reella u och v:

') — el — (cosu + i sinu)(cos v + isinv)

= cosucosv — sinusinv + i(sinu cos v 4 cosusinv).

utv)

Eftersom e'“*) = cos(u + v) + i sin(u + v) maste da

cos(u + v) = cos u cosv — sinusin v

och

sin(u + v) = sinu cosv + cosusin v

eftersom realdelen och imaginédrdelen maste stimma G6verens. Observera dock att argumentet
blir cirkuldrt om man visat punkt (ii) ovan med hjélp av additionsformlerna.

Ibland kan det underlédtta att betrakta en sa kallad "komplex form” av ett uttryck. Om vi har
nagot som innehaller sinx eller cos z kan ju dessa betraktas som imaginér- eller realdel av e,
Vi visar med ett exempel.

- Exempel
sin 3z = Im (") = Im ((¢’*)*) = Im ((cosz + isinz)?)
= Im (C083 x + 3i cos® z sin x + 3i% cos z sin’ z + 4% sin® :c)

3

=3cos’xsinx —sin®z = 3sinx — 4sin® z.




1.2 Eulers formler

Om vi l6ser ut cos ¢ och sin ¢ ur de ekvationer vi far fran definitionen av e? och e~ sa ser vi
att

€'Y = cos ¢ + isin p, 2cosp =€ +e 7,
e ¥ =cosp —isiny, 2isinp = e —e Y.
Vi skriver ofta sambanden som
e +e e — e
CoSp = ——— och singp = ————.
2 21

Dessa brukar kallas for Eulers formler och dr mycket anvéindbara. Bara med hjilp av trigono-
metriska ettan och Eulers formler kan man ofta hérleda de flesta trigonometriska samband vi
stoter pa, dven om det inte alltid blir sa enkla kalkyler.

L

Exempel

Undersok vilka x som uppfyller 4 sin 2z sin 4x — 8sin x sin 2z cos 3z = 1 genom att skriva om
vénsterledet som en summa av sin / cos-termer och losa ekvationen som uppstar.

Losning. Vi anviander Eulers formler och finner att

sinz sin 2z cos 3z = — (€ — ™) (¥ — 77" (¥ + 777

-4
08)

— (66136 L1924 efﬁzx o 62133 o 672190 - 64136 - 6741:13)

(1 + cos6x — cos 2z — cos4x)

| = 0o

samt

sin 2z sin 4z = (66”” + e 0T _ 2w 6_2”)

—4
1
=-3 (cos 6z — cos2x) .

Med dessa samband kan vi skriva om ekvationen i fraga enligt
1
—2cosbx +2cos2x 4+ 2+ 2cosbxr —2cos2x —2cosdr =1 <& cosdx = 5>

sadr ==+71/3+2mn & 1 ==xn/12+7n/2, dir n € Z.
Svar'x:jzl—k@ n e’
' 12 27 ‘

2 Binomiska ekvationer

Uttrycket binom innebér ett polynom med tva termer (dér den ena termen oftast &r en konstant),
sa vi betraktar uttryck av typen z" — w, dir z,w € C, n € Z, samt w och n &r kdnda storheter.
Hur I6ser vi ut z ur en ekvation av typen z" = w? Tanken ar att vi arbetar med det hela pa
polér form, sa:

(i) Skriv z och w pa polir form: z = re® och w = pe®. Hir kommer p och 6 att vara kiinda, p
och r > 0, samt ¢,0 € R.



(i) Eftersom z = re’® sa dr 2" = r"e™® och vi forsoker alltsa 16sa ekvationen r"e™? = pe'.
(iii) Isolera absolutbeloppet och argumentet i ekvationen. Vi léser

rheny — pew‘

Absolutbeloppet:

[rme™?| = |pe?| o rMm=p & r=p'/"
dir vi endast har en 16sning (den positiva) r = p'/™ ty p > 0.
Argumentet:

, , 0 + 2k
arg(r"e™?) = arg(pe”?) & np=0+21k & @= er , keZ,
n

dar vi erhaller flera mojligheter eftersom arg z &r en flervard funktion.

(iv) Lista upp vilka l6sningar vi erhaller. Observera att det ricker med n stycken eftersom
det bara finns n rotter till ekvationen! Vilka? Bara vi tar en f6ljd med n vérden, till
exempel £ =0,1,2,...,n — 1, sa far vi med allt. Skissa in l6sningarna i en cirkel. Nar vi
tagit n stycken i f6ljd kommer vi tillbaka till den punkten vi startade i.

5% Exempel
Finn alla komplexa lésningar till 25 + 729 = 0.
Ange eventuella 16sningar pa formen z = a + b, a, b € R.

Loésning. Vi borjar med att skriva —729 pa polér form:
—729 = 7296 = 3%,
Lat z = re’?, dir r > 0. D& maste 2¢ = r%e%%% = 3% 53

0 =35 r>0,

=729 o 000 = 367 o
60 =7+ 2mn, n € Z.

Alltsa &r r% = 35 och 6p = 7 + 27n dér n dr heltal (absolutbeloppet och argumenten maste
stdimma Gverens). Detta ger att r = 3 och att ¢ = 7/6 4+ nw/3. Vara losningar blir nu

5y = Sei(n/6+n7r/3) _

3e!1+2m)m/6 n=0,1,2,3,4,5.
Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar som &r unika (nir n = 6 far vi samma komplexa

tal som ndr n = 0). Observera dock att for ekvivalensen ovan maste vi ha n € Z godtycklig. Om
vi forenklar dessa far vi l6sningarna

3 3
2= +3i, z:ié(\/g—ki), z=+4=(v3—1).

3 3
Svar: z = +3i, i§(\/§+ i), ié(\/ﬁ — ).
Losningarna ligger alltid jamnt fordelade pa en cirkel i komplexa talplanet.

bt



Ibland finns det inget "trevligt” sétt att skriva losningarna pa rektangulér form (dvs a + bi).
Skriv da inte ut med cos och sin utan ldmna istéllet 16sningarna pa polédr form. Det &r enklare
att ldsa.

A

Uttryck i stil med w'/™ (med Imw # 0) har ingen mening i denna kurs. Om n = 2 till exempel
skulle det innebéra att vi tar roten ur ett komplex tal. Hur skulle det definieras? Vi lamnar
sadana ovningar till en kurs i komplex analys.

L

@ Exempel

Los ekvationen z2 = i.

Losning. Lat z = re??, r > 0 och 6 € R. Eftersom i = €'™/? sa giller att

r2=1,1r>0,

2 _ . 2 020 _ _im/2
Zr=1 <<= TreT =e€ =
{292%/2-%27?7@ n e Z.

Alltsa ér r?> = 1 och 2¢ = 7/2 + 2mn dér n ér heltal (absolutbeloppet och argumenten maste
stdimma overens). Detta ger att r = 1 och att ¢ = /4 4+ nx. Vara 16sningar blir nu

1+

7

5= ez'(Tr/4+n7r) — ieiﬂ/4 -+

Definition. Vi definierar exp(z) for z € C enligt

exp(z) = e%e® = ¢%(cos b + isin b)

om z=a+ bi, a,b € R.




:@’.

Los ekvationen e® = 1 + 21.

Exempel

Losning. Lat z = a + bi, a,b € R. Da giller att
=142 < e%e’=1+2i.

Om vi tar beloppet av ekvationen erhaller vi

. 1
le%e®| = et = |14+ 2i| =V5 < azln\/5:§ In5.

Om e® = /5 maste
w142 cosb = 1/V/5,

© - V5 < {SianQ/\/g.

Vi ser att . .
cosb=— & b= +farccos <—) +2mn, n € Z,

V5 V5

och da sinb > 0 sa ges samtliga 16sningar till (1) av

1
b = arccos | — | + 2mn.
<\/5 )

Kontrollera gérna att sinb = 2/5 som sig bor.

1 1
Svar: z = —Inb+i | arccos | —= | +27n |, n € Z.
s (e (J5) 20

Det hér ar ett satt vi skulle kunna introducera logaritmer av komplexa tal pa. Observera att

det dyker upp odndligt manga majligheter.
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