Innehåll

Förord v

1 Inledning 1 1.1 Matematiska modeller . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Numeriska beräkningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Felanalys och datoraritmetik 9 2.1 Felkällor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.2 Grundbegrepp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 2.3 Felfortplantning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.4 Talrepresentation i datorer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.5 Avkortningsfel i flyttalsrepresentation . . . . . . . . . . . . . 25 2.6 Aritmetiska operationer med flyttal . . . . . . . . . . . . . . 27 2.7 Ackumulerade fel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.8 IEEE-standarden för flyttalsaritmetik . . . . . . . . . . . . . 35 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Funktionsberäkning 43 3.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.2 Numeriska resttermsuppskattningar . . . . . . . . . . . . . . 44 3.3 Standardfunktioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 3.4 Intervallreduktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.5 Trigonometriska funktioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4 Icke-lineära ekvationer 67 4.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 4.2 Grovlokalisering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 4.3 Iterationsmetoder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 4.4 Konvergensvillkor och konvergenshastighet . . . . . . . . . . 76 4.5 Feluppskattning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 4.5.1 Välkonditionerade och illa-konditionerade rötter . . . 83 4.6 Algebraiska ekvationer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 4.7 Kvadratrotsberäkning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 4.8 System av icke-lineära ekvationer . . . . . . . . . . . . . . . 93 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5 Interpolation 101 5.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 5.2 Interpolation med polynom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 5.3 Lineär interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 5.4 Newtons allmänna interpolationsformel . . . . . . . . . . . . 111 5.5 Nevilles schema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 5.6 Differens och differensschema . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 5.7 Interpolation – ekvidistanta fallet . . . . . . . . . . . . . . . 122 5.8 Lagranges interpolationspolynom . . . . . . . . . . . . . . . 124 5.9 Spline-interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 5.10 Lineära splinefunktioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 5.11 Kubiska splinefunktioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6 Derivering 147 6.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 6.2 Differensapproximationer av derivator . . . . . . . . . . . . . 148 6.3 Felet i differensapproximationer . . . . . . . . . . . . . . . . 149 6.4 Richardsonextrapolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

7 Integration 163 7.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 7.2 Newton-Cotes kvadraturformler . . . . . . . . . . . . . . . . 163 7.3 Rombergs metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 7.4 Svårigheter vid numerisk integration. . . . . . . . . . . . . . 174 7.5 Adaptiv kvadratur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8 Lineär algebra 181 8.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 8.2 Triangulära system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 8.3 Gausselimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 8.4 Pivotering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 8.5 Permutationer, Gausstransformationer . . . . . . . . . . . . 197 8.6 LR-faktorisering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 8.7 Symmetriska, positivt definita matriser . . . . . . . . . . . . 209 8.8 Bandmatriser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 8.9 Inversen till en matris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 8.10 Störningsteori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 8.11 Avrundningsfel vid Gausselimination . . . . . . . . . . . . . 231 8.12 Uppskattning av konditionstal . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 8.13 Överbestämda system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 8.14 QR-faktorisering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

9 Approximation 257 9.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 9.2 Viktiga begrepp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259 9.3 Minsta kvadratmetoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 9.4 Ortogonala polynom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 9.5 Legendrepolynom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276 9.6 Chebyshevpolynom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 9.7 Chebyshevapproximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

10 Ordinära differentialekvationer 297 10.1 Inledning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297 10.2 Begynnelsevärdesproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301 10.3 Trunkeringsfel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 10.4 Runge-Kutta-metoder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 10.5 En implicit metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312 10.6 Differensekvationer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314 10.7 Stabilitet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 10.8 Runge-Kutta med adaptiv steglängdskontroll . . . . . . . . . 326 10.9 Randvärdesproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331 10.10 Differensmetoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 10.11 En finita elementmetod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338 10.12 Inskjutningsmetoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 Datorövningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353 Referenser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355

Svar till övningarna 355