
ÒÅÎÐÅÌÛ ÂËÎÆÅÍÈß ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÑÎÁÎËÅÂÀ
Â ÎÁËÀÑÒÈ Ñ ÏÈÊÎÌ È Â Ã�ËÜÄÅÐÎÂÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Â. Ã. Ìàçüÿ, Ñ. Â. Ïîáîð÷èé

� 1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà Ñîáîëåâà î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà W l
p(Ω) â Lq(Ω) áûëà äîêàçàíà

Ñ. Ë. Ñîáîëåâûì [1, 2] è äîïîëíåíà Ý. Ãàëüÿðäî [3] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îáëàñòü Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíóñà. Åñëè l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
1 ≤ p < ∞ è lp < n, òî ïîêàçàòåëü q â óïîìÿíóòîé òåîðåìå ïðèíèìàåò
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå q = np/(n− lp).
Â. Ã. Ìàçüÿ [12] ïîëó÷èë äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn îáùåãî âèäà íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W 1
p (Ω) → Lq(Ω) â

òåðìèíàõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ (ïðè p = 1) èëè åìêîñòíûõ íåðà-
âåíñòâ (ïðè p > 1). Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áûëî íàéäåíî
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå q, ïðè êîòîðîì ïðîñòðàíñòâîW 1

p (Ω) íåïðåðûâíî âëî-
æåíî â Lq(Ω) äëÿ îáëàñòè ñî ñòåïåííûì ïèêîì:

Ω = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn ∈ (0, 1), |x′| < ϕ(xn)} , n ≥ 2, (1.1)

ãäå ϕ(t) = const · tλ, λ > 1. Ýòî çíà÷åíèå åñòü

q = (1 + λ(n− 1))p/(1 + λ(n− 1)− p) ïðè 1 ≤ p < 1 + λ(n− 1).

Òåîðåìà âëîæåíèÿ W l
p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ñ ñîáîëåâñêèì ïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì

áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà îáëàñòè áîëåå øèðîêîãî êëàññà, ÷åì îáëàñòè ñ óñëî-
âèåì êîíóñà: îáëàñòè ñ óñëîâèåì ãèáêîãî êîíóñà (Î. Â. Áåñîâ [4]), îáëàñòè ñ
óñëîâèåì Äæîíà (Þ. Ã. Ðåøåòíÿê [6], Á. Áîÿðñêèé [7]). Âûÿñíèëîñü (Ñ. Áàêëè
è Ï. Êîñêåëà [8]), ÷òî îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà îáðàçóþò â íåêîòîðîì
ñìûñëå ñàìûé øèðîêèé êëàññ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ âåðíà òåîðåìà âëîæåíèÿ
ñ ñîáîëåâñêèì ïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì.
Ï. Õàéëàø è Ï. Êîñêåëà [9] äîêàçàëè òåîðåìó âëîæåíèÿ W 1

p (Ω) ⊂ Lq(Ω)
äëÿ îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé λ-óñëîâèþ Äæîíà ïðè λ > 1. Â ýòîé ðàáîòå
ïîêàçàòåëü q ìàêñèìàëåí ïðè p = 1 è �ïî÷òè ìàêñèìàëåí� ïðè p > 1. Ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíûé ïîêàçàòåëü q â ýòîé òåîðåìå âëîæåíèÿ ïðè p > 1 áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòå Ò. Êèëüïåëÿéíåíà è È. Ìàëû [10]. Î. Â. Áåñîâ [5] óñòàíîâèë
òåîðåìó âëîæåíèÿ W l

p(Ω) ⊂ Lq(Ω) äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà îáëàñòåé, ñîäåðæà-
ùåãî îáëàñòè ñ λ-óñëîâèåì Äæîíà. Â ÷àñòíîñòè, â [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
îáëàñòåé ñ λ-óñëîâèåì Äæîíà, λ > 1, â ñëó÷àå lp < λ(n − 1) + 1 óïîìÿíóòîå
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âëîæåíèå èìååò ìåñòî äëÿ q = np/(1+λ(n−1)− lp). Ýòîò ïîêàçàòåëü, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåóëó÷øàåì (ñì. C. Â. Ïîáîð÷èé [11], Ä. À. Ëàáóòèí [22]).
Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü (1.1) óäîâëåòâîðÿåò λ-óñëîâèþ Äæîíà, òåì íå ìåíåå

äëÿ íåå ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü q ïðåâîñõîäèò ïîêàçàòåëü â òåîðåìå âëîæåíèÿ
äëÿ êëàññà îáëàñòåé ñ λ-óñëîâèåì Äæîíà. Îáëàñòè ñ âíåøíèìè ïèêàìè �
ïðîñòåéøèå îáëàñòè, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ òåîðåìà Ñîáîëåâà, ÷àñòî âñòðå-
÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Âûÿñíåíèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ
âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → Lq(Ω) (èëè W l
p(Ω) → C(Ω)∩L∞(Ω)) äëÿ òàêèõ îáëàñòåé

ïðèâëåêàëî âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ä. À. Ëàáóòèí [20] äîêàçàë
òåîðåìó âëîæåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì ïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà îáëàñòåé, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò èìåòü âíåøíèå ñòåïåííûå çà-
îñòðåíèÿ. Îòíîñèòåëüíî àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòåïåííûõ ïèêîâ ñì.
òàêæå êíèãó Ð. À. Àäàìñà [23] (Sec. 5.35, 5.36), ðàáîòû È. Ã. Ãëîáåíêî [19],
Ì. Ôóêóøèìà è Ì. Òîìèñàêè [24]. Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè åùå ðàáîòó Ä. À. Ëà-
áóòèíà [21], ãäå èçó÷àëàñü òåîðåìà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â ïðîñò-
ðàíñòâî Lq äëÿ îáëàñòåé ñ ã¼ëüäåðîâûìè ãðàíèöàìè.
Â. Ã. Ìàçüÿ [13, 14], [15, 4.4, 5.1] ïîëó÷èë, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâà W 1
p (Ω) â Lq(Ω)

è â C(Ω)∩L∞(Ω) äëÿ îáëàñòè (1.1) êàê ñëåäñòâèÿ êðèòåðèåâ íåïðåðûâíîñòè
âëîæåíèé â òåðìèíàõ åìêîñòíûõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Â ñëó÷àå
íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè ϕ, ϕ(0) = 0, ýòè óñëîâèÿ
èìåþò âèä

sup
z∈(0,1)

{(∫ z

0
ϕ(t)n−1dt

) 1
q
(∫ 1

z
ϕ(t)

n−1
1−p dt

) p−1
p

}
<∞

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W 1
p (Ω) → Lq(Ω) ïðè

1 < p ≤ q <∞ è ∫ 1

0
ϕ(t)

n−1
1−p dt <∞

äëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W 1
p (Ω) → C(Ω) ∩ L∞(Ω).

Â ðàáîòå àâòîðîâ [17] (ñì. òàêæå êíèãó [18, 8.2, 8.3]) ýòîò ðåçóëüòàò áûë
îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîcòðàíñòâàW l

p(Ω), l ≥ 1, è îáëàñòè, èìåþùåé íà ãðàíèöå
âåðøèíó âíåøíåãî ïèêà, çàîñòðåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ϕ. Îä-
íàêî ïðè l > 1 íà ôóíêöèþ ϕ íàêëàäûâàëîñü äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå
c−1 ≤ ϕ(2t)/ϕ(t) ≤ c, c = const > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî òðåáîâàíèå
ñíèìàåòñÿ.
Íèæå ìû äàåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäâàðè-

òåëüíî ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � òî÷êà â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñ

íîðìîé |x| = (x2
1 + · · · + x2

n)1/2. Ïðè r > 0 ñèìâîë Br(x) îçíà÷àåò îòêðûòûé
øàð â Rn ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r. Äàëåå Br = Br(0). Áóäåì òàêæå ïèñàòü
B(n)

r , ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ðàçìåðíîñòü øàðà Br.
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×åðåç Zn
+ îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ ñ öåëûìè

íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Ýëåìåíò α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+ íàçûâàåòñÿ

ìóëüòèèíäåêñîì, à ÷èñëî |α| = α1+. . .+αn � åãî äëèíîé. Åñëè x ∈ Rn, α ∈ Zn
+,

òî
α! = α1! . . . αn!, xα = xα1

1 . . . xαn
n .

Ïîëîæèì

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

, α ∈ Zn
+.

Åñëè l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî âåêòîð ∇lu = {Dαu}|α|=l íàçûâàåòñÿ ãðàäèåí-

òîì ôóíêöèè u ïîðÿäêà l. Ïî îïðåäåëåíèþ |∇lu| =
(∑

|α|=l |Dαu|2
)1/2

.

×åðåç P(n)
l (èëè ïðîñòî Pl äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n) îáîçíà÷èì êëàññ ïîëèíî-

ìîâ â Rn ñòåïåíè íå âûøå l, l = 0, 1, . . .
Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn (ò.å. îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî) è l � íåîòðèöà-

òåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ñèìâîë C l(Ω) îçíà÷àåò êëàññ (âåùåñòâåííûõ) ôóíêöèé
u ∈ C(Ω), èìåþùèõ ïðîèçâîäíûå Dαu ∈ C(Ω) ïðè |α| ≤ l. Êðîìå òîãî,
ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
C∞(Ω). Äàëåå C∞

0 (Ω) � êëàññ ôóíêöèé èç C∞(Ω) ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè
â Ω. Ïðîñòðàíñòâî C l(Ω) îáðàçîâàíî òåìè ôóíêöèÿìè èç C l(Ω), âñå ïðîèç-
âîäíûå êîòîðûõ ïîðÿäêîâ 0, . . . , l èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ íà Ω.
Ïðîñòðàíñòâî ñóæåíèé íà Ω ôóíêöèé èç C∞(Rn) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C∞(Ω).
Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðîñòðàíñòâî Lp(Ω) ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé u,

îïðåäåëåííûõ íà Ω, äëÿ êîòîðûõ

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

)1/p

<∞, p <∞,

è
‖u‖L∞(Ω) = ess sup{|u(x)| : x ∈ Ω} <∞.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì òàêæå ïèñàòü ‖ · ‖p,Ω âìåñòî ‖ · ‖Lp(Ω).
×åðåç Lp,loc(Ω) îáîçíà÷èì êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Ω, êîòîðûå ñóì-

ìèðóåìû ñî ñòåïåíüþ p (èëè ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû ïðè p = ∞) íà êàæäîì
êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå Ω.
Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, l = 1, 2, . . . è 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðîñòðàíñòâî Ll

p(Ω)
ñîñòîèò èç ôóíêöèé êëàññà Lp,loc(Ω), îáîáùåííûé ãðàäèåíò êîòîðûõ ïîðÿäêà
l ïðèíàäëåæèò Lp(Ω). Ïî îïðåäåëåíèþW l

p(Ω) = Lp(Ω)∩Ll
p(Ω). Ïðîñòðàíñòâî

W l
p(Ω) ñíàáæàåòñÿ íîðìîé

‖u‖W l
p(Ω) = ‖u‖p,Ω + ‖∇lu‖p,Ω, (1.2)

à ïðîñòðàíñòâî Ll
p(Ω) � íîðìîé

‖u‖Ll
p(Ω) = ‖u‖p,D + ‖∇lu‖p,Ω,
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ãäå D � îãðàíè÷åííàÿ âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü Ω, ò.å. D ⊂ Ω. Ðàçëè÷íûå
ïîäîáëàñòè D ïðèâîäÿò ê ýêâèâàëåíòíûì íîðìàì [15, 1.1.13]. Ìû ïðèíèìàåì
ñîãëàøåíèå L0

p(Ω) = W 0
p (Ω) = Lp(Ω).

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå êëàññû îáëàñòåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îáëàñòü Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíóñà, åñëè êàæäàÿ òî÷êà Ω ÿâëÿåò-
ñÿ âåðøèíîé ñîäåðæàùåãîñÿ â Ω çàìêíóòîãî êîíóñà, êîíãðóýíòíîãî êîíóñó

{x ∈ Rn : x2
1 + . . .+ x2

n−1 ≤ ax2
n, 0 ≤ xn ≤ b}, a, b = const > 0.

Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1,
åñëè êàæäàÿ òî÷êà ãðàíèöû ∂Ω èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî ìíîæåñòâî
U ∩Ω ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî íåðàâåíñòâîì xn < f(x1, . . . , xn−1) â ëîêàëü-
íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè G ⊂ Rn−1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ â ýòîé îáëàñòè óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Ðàññìîòðèì êëàññ îáëàñòåé âèäà

Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω}, n ≥ 2. (1.3)

Îòíîñèòåëüíî îáëàñòè ω ⊂ Rn−1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà è óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíóñà, à ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà
ïðîìåæóòêå [0, 1], âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå, à òàêæå

ϕ(0) = lim
z→+0

ϕ′(z) = 0.

Îáëàñòü âèäà (1.3) áóäåì íàçûâàòü ïèêîì â Rn. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ω ëåæèò âìåñòå ñ çàìûêàíèåì â øàðå B(n−1)

1 .
Äàëåå â � 5 áóäåò îïèñàí åùå îäèí êëàññ òàê íûçûâàåìûõ ã¼ëüäåðîâûõ

îáëàñòåé.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, êàñàþùèåñÿ ïèêà (1.3).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Ω � ïèê â Rn, l = 1, 2, . . ., 1 < p ≤ q <∞. Ïðîñòðàíñò-
âî W l

p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû
âåëè÷èíû A0, A1, ãäå

Aγ = sup
z∈(0,1)

Aγ(z), (1.4)

Aγ(z) =

 z∫
0

(z − t)q(l−1)(1−γ)ϕ(t)n−1dt

 1
q
 1∫

z

ϕ(t)
n−1
1−p (t− z)

p(l−1)γ
p−1 dt


p−1

p

.

Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
1(Ω) → Lq(Ω), 1 ≤ q < ∞, ðàâíî-

ñèëüíà íåðàâåíñòâó

sup
z∈(0,1)

ϕ(z)1−n
(∫ z

0
(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

<∞. (1.5)
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Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W l
p(Ω) ⊂ Lq(Ω) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 < p ≤ q < ∞, l = 1, 2, . . . Òîãäà ïîëíàÿ
íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → Lq(Ω) äëÿ n-ìåðíîãî ïèêà Ω
ðàâíîñèëüíà óñëîâèÿì

lim
z→+0

A0(z) = lim
z→+0

A1(z) = 0, (1.6)

ãäå âåëè÷èíà Aγ(z) îïðåäåëåíà â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Ïðè 1 ≤ q < ∞
îïåðàòîð âëîæåíèÿ: W l

1(Ω) → Lq(Ω) âïîëíå íåïðåðûâåí â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè

lim
z→+0

ϕ(z)1−n
(∫ z

0
(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

= 0. (1.7)

Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ çàîñòðåíèå n-ìåðíîãî
ïèêà Ω. Ïîëîæèì Φ(z) = ϕ(z)(n−1)(q−1−p−1)zl−p−1+q−1 ïðè 1 ≤ p ≤ q < ∞.
Òîãäà óñëîâèå

sup {Φ(z) : z ∈ (0, 1)} <∞ (1.8)

äîñòàòî÷íî äëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
p(Ω) → Lq(Ω), à

óñëîâèå
lim

z→+0
Φ(z) = 0 (1.9)

äîñòàòî÷íî äëÿ åãî ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè. Óñëîâèÿ (1.8), (1.9) è íåîáõîäèìû,
åñëè ϕ(2z) ≤ const · ϕ(z), z ∈ (0, 1/2).

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → C(Ω) ∩
L∞(Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè p ∈ (1,∞) è l = 1, 2, . . ., òî íåïðåðûâíîñòü îïåðà-
òîðà âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → C(Ω) ∩ L∞(Ω) äëÿ n-ìåðíîãî ïèêà ðàâíîñèëüíà
íåðàâåíñòâó ∫ 1

0

z(l−1)p/(p−1)

ϕ(z)(n−1)/(p−1)
dz <∞. (1.10)

Óêàçàííûé îïåðàòîð âëîæåíèÿ âïîëíå íåïðåðûâåí. Ïðîñòðàíñòâî W l
1(Ω)

íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω) ∩ L∞(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup {zl−1ϕ(z)1−n : z ∈ (0, 1)} <∞, (1.11)

à äëÿ ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè ýòîãî îïåðàòîðà âëîæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû

lim
z→+0

zl−1ϕ(z)1−n = 0. (1.12)
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Åñëè îáëàñòü ω â (1.3) ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1, òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû
íåïðåðûâåí (èëè êîìïàêòåí) îïåðàòîð âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → C(Ω).

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïðèâåäåì îäèí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðè-
ìåíåíèå òåîðåì 1.1 è 1.2.

Ïðèìåð. Òåîðåìà Ñîáîëåâà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ω ⊂ Rn ñ óñëîâèåì êîíóñà ïðîñòðàíñòâî W l

p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω)
ïðè q = np/(n − lp), åñëè lp < n. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü q íàèëó÷øèé, à
îïåðàòîð âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → Lq(Ω) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì. Ìû
ñåé÷àñ óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ îáëàñòè, íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ êîíóñà, ïðå-
äåëüíûé ïîêàçàòåëü q â ñëó÷àå lp < n ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç
ïðîìåæóòêà (p, np/(n − lp)), ïðè÷åì îïåðàòîð âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → Lq(Ω)
ìîæåò áûòü âïîëíå íåïðåðûâíûì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü p ≥ 1, lp < n è
q ∈ (p, np/(n − lp)). Òîãäà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn, äëÿ
êîòîðîé
1) îïåðàòîð âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → Lq(Ω) êîìïàêòåí;
2) ïðîñòðàíñòâî W l

p(Ω) íå âëîæåíî â Lr(Ω) ïðè r > q.
Ñîãëàñíî òåîðåìàì 1.1 è 1.2 (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 1.1) â êà÷åñòâå Ω ìîæíî
âûáðàòü ïèê (1.3), ãäå

ϕ(z) = zλ(1− log z), λ = (l − 1/p+ 1/q)/((n− 1)(1/p− 1/q)).

Ñëåäóþùèå äâà ïàðàãðàôà íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. � 4 ïîñâÿùåí
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 1.1�1.3. Â òîì æå � 4 ðàññìîòðåíî ïðèëîæåíèå òåîðå-
ìû 1.1 ê çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2l, l ≥ 1. Â
� 5 ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà W l

p(Ω) â Lq(Ω) è â C(Ω)
äëÿ ã¼ëüäåðîâûõ îáëàñòåé.

� 2. Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà â îáëàñòè ñ ïèêîì
è ñãëàæèâàíèå ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ïèê

Ôîðìóëèðóåìàÿ íèæå ëåììà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü Ω � ïèê â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ Ll
p(Ω) è u(y, z) = 0

â îêðåñòíîñòè z = 1. Òîãäà âåðíà îöåíêà

‖u‖p,Ω ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, 1 ≤ p ≤ ∞, l = 1, 2, . . . ,

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò âñå ïðîìåæóòî÷íûå ïðîèçâîäíûå
Dαu ∈ Lp,loc(Ω), |α| = 0, . . . , l − 1 (ñì., íàïðèìåð, Â. Ã. Ìàçüÿ [15, 1.1.2]), òî
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé l = 1. Îáùèé ñëó÷àé òîãäà ëåãêî âûâîäèòñÿ
èíäóêöèåé ïî l. Èìååì

u(ϕ(z)η, z) = −
∫ 1

z

∂

∂t
(u(ϕ(t)η, t)dt
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ïðè ï.â. η ∈ ω è ï.â. z ∈ (0, 1). Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ïðè
p = ∞. Ïóñòü p <∞. Òîãäà

|u(ϕ(z)η, z)|p ≤ c
∫ 1

z
|(∇u)(ϕ(t)η, t)|pdt,

îòêóäà

‖u‖p
p,Ω =

∫ 1

0
ϕ(z)n−1dz

∫
ω
|u(ϕ(z)η, z)|pdη ≤

≤ c
∫ 1

0
ϕ(z)n−1dz

∫ 1

z
dt
∫

ω
|(∇u)(ϕ(t)η, t)|pdη.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò

c
∫ 1

0
ϕ(t)n−1dt

∫
ω
|(∇u)(ϕ(t)η, t)|pdη = c ‖∇u‖p

p,Ω,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Èç ëåììû 2.1 è òåîðåìû Ñîáîëåâà îá ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâêàõ [2, � 9],

[15, 1.1.15], âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïðîñòðàíñòâà Ll
p(Ω), W l

p(Ω) è ∩l
k=0L

k
p(Ω) ñîâïàäàþò äëÿ n-

ìåðíîãî ïèêà Ω ïðè âñåõ l = 1, 2, . . . è 1 ≤ p ≤ ∞. Â ÷àñòíîñòè, íîðìà (1.2)
ýêâèâàëåíòíà íîðìå

∑
|α|≤l ‖Dαu‖p,Ω è ëþáîé íîðìå âèäà ‖u‖p,G + ‖∇lu‖p,Ω,

ãäå G � âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü Ω, ò.å. G ⊂ Ω.

Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ çàîñòðåíèå ïèêà (1.3). Ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ýòó ôóíêöèþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû âëîæå-
íèÿ áîëåå ãëàäêîé è óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâà-
íèÿì.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà îòðåçêå
[0, 1], âîçðàñòàåò íà ýòîì îòðåçêå è, êðîìå òîãî, ϕ(0) = limz→+0 ϕ

′(z) = 0.
Òîãäà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì l ñóùåñòâóþò âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f ∈
C l((0, 1]) è ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ϕ, l, òàêèå,
÷òî limz→+0 f(z) = limz→+0 f

′(z) = 0,

c−1ϕ(z) ≤ f(z) ≤ c ϕ(z) (2.1)

è
|f (k)(z)| ≤ c f(z)1−k, k = 1, . . . , l, (2.2)

äëÿ âñåõ z ∈ (0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ C l(R1), ψ(t) = 0 ïðè t ≤ 0, ψ(t) = 1 ïðè t ≥ 1
è ψ âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0, 1]. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi} ïî
ïðàâèëó

z0 = 1, zi+1 + ϕ(zi+1) = zi, i = 0, 1, . . .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi} óáûâàåò, zi → 0, à, êðîìå òîãî,

z−1
i+1zi → 1, ϕ(zi+1)

−1ϕ(zi) → 1.

Ïîëîæèì
ψ0(z) = ψ((z − z1)/(z0 − z1)), z ∈ (0, 1],

à ïðè i = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψi ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψi(z) =

{
ψ((z − zi+1)/(zi − zi+1)), åñëè z ∈ (0, zi],
1− ψ((z − zi)/(zi−1 − zi)), åñëè z ∈ (zi, 1].

Òîãäà 0 ≤ ψi ≤ 1, ψi ∈ C l((0, 1]) ïðè i ≥ 0, à òàêæå

suppψi = [zi+1, zi−1], i ≥ 1,
∑∞

i=0
ψi(z) = 1, z ∈ (0, 1].

Ïðîâåðèì, ÷òî òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé

f(z) =
∑∞

i=0
ϕ(zi)ψi(z), z ∈ (0, 1].

Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå f ∈ C l((0, 1]). Äàëåå, åñëè z ∈ [zi+1, zi],
i ≥ 0, òî ψi(z) + ψi+1(z) = 1, ïîýòîìó

f(z) = ϕ(zi)ψi(z) + ϕ(zi+1)ψi+1(z) ∈ [ϕ(zi+1), ϕ(zi)],

ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(zi+1)/ϕ(zi) ≤ f(z)/ϕ(z) ≤ ϕ(zi)/ϕ(zi+1), z ∈ [zi+1, zi].

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (2.1) âåðíà ïðè c = sup{ϕ(zi)/ϕ(zi+1) : i ≥ 0}. Â
÷àñòíîñòè, limz→+0 f(z) = 0.
Äëÿ ïðîâåðêè ìîíîòîííîñòè f çàìåòèì, ÷òî

f(z) = ϕ(zi+1) + (ϕ(zi)− ϕ(zi+1))ψi(z), z ∈ [zi+1, zi], i ≥ 0.

Îòñþäà f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê ψi âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå
[zi+1, zi]. Êðîìå òîãî, ïðè k = 1, . . . , l è z ∈ [zi+1, zi] èìååì

f (k)(z) =
ϕ(zi)− ϕ(zi+1)

(zi − zi+1)k
ψ(k)

(
z − zi+1

zi − zi+1

)
,

îòêóäà ïðè òåõ æå z è k

|f (k)(z)| ≤ c ϕ(zi+1)
1−kess sup {ϕ′(t) : t ∈ (zi+1, zi)}.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî limz→+0 f
′(z) = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2). Ëåììà

äîêàçàíà.
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� 3. Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè,
ñãëàæåííîé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

Çäåñü ìû äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áóäåò èñ-
ïîëüçîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1. Ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàåì çàìå-
÷àíèå, âûòåêàþùåå èç òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâêàõ â ïðîñòðàíñò-
âàõ Ñîáîëåâà.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ êîíóñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Π :
W l

p(D) → Pl−1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì, ò.å. Π2 = Π. Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ W l
p(D)

è k = 0, . . . , l − 1 âåðíà îöåíêà [2, � 9], [15, 1.1.15]

‖∇k(u− Πu)‖p,D ≤ c ‖∇lu‖p,D, k = 0, . . . , l − 1,

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò u. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåì íàçûâàòü
îáîáùåííûì íåðàâåíñòâîì Ïóàíêàðå.

Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ïðîåêòîðà:W l
p(D) →

Pl−1, ïðèãîäíûé äëÿ ëþáîé îáëàñòè D. Ïóñòü K ∈ C∞
0 (D),∫

K(x)dx = 1 è
∫
K(x)xαdx = 0 äëÿ âñåõ α ∈ Zn

+, 1 ≤ |α| ≤ l − 1.

Òîãäà íåïðåðûâíûé ïðîåêòîð W l
p(D) 3 u 7→ Πu ∈ Pl−1 ìîæíî îïðåäåëèòü

ôîðìóëîé

(Πu) (x) =
∑
|α|<l

xα

α!

∫
D

(Dαu)(y)K(y)dy =
∑
|α|<l

(−x)α

α!

∫
D
u(y)DαK(y)dy.

Ïóñòü l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ êëàññà C l(0, 1), òàêàÿ, ÷òî limz→0 f(z) = 0 è

|f (k)(z)| ≤ const f(z)1−k, k = 1, . . . , l, z ∈ (0, 1).

Ââåäåì ôóíêöèþ K ∈ C∞
0 (B

(n−1)
1 ), äëÿ êîòîðîé∫

K(y)yαdy = 0, α ∈ Zn−1
+ , 1 ≤ |α| ≤ l − 1. (3.1)

Ðàññìîòðèì îáëàñòü

G = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < f(z)} , n ≥ 2,

è ïîëîæèì äëÿ v ∈ Lp(G)

(Tv)(z) =
∫
|η|<1

K(η)v(f(z)η, z)dη, z ∈ (0, 1). (3.2)
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Íèæå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿ-
ùèå òîëüêî îò n, l, p,K, f .

Ëåììà 3.1. Ïóñòü u ∈ W l
p(G), 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α �

ìóëüòèèíäåêñ èç Zn−1
+ , |α| < l. Ïóñòü Dαu îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

u ïî ïåðåìåííûì y1, y2, . . . , yn−1. Òîãäà ôóíêöèÿ

(0, 1) 3 z 7→ uα(z) = (T (Dαu))(z)

èìååò ïðîèçâîäíûå u(s)
α ∈ Lp,loc(0, 1) äëÿ âñåõ s = 0, . . . , l. Êðîìå òîãî, ïðè

l − |α| ≤ s ≤ l è ïî÷òè âñåõ z ∈ (0, 1) âåðíà îöåíêà

|u(s)
α (z)| ≤ c f(z)l−|α|−s−(n−1)/pU(z), (3.3)

ãäå
U(z) =

( ∫
|y|<f(z)

|(∇lu)(y, z)|pdy
)1/p

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

vα(z) =
∫
|η|<1

(DαK)(η)u(f(z)η, z)dη. (3.4)

Òîãäà uα(z) = ( − f(z))−|α|vα(z). Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ v(s)
α ïðè

s ≤ l ìîæåò áûòü íàéäåíà äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
â (3.4), òî uα ∈ W l

p(ε, 1− ε) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (3.3) íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ α = 0, s = l. Èç (3.2)

âûâîäèì

(Tu)(l)(z) =
∫
|η|<1

K(η)
∂l

∂zl
[u(f(z)η, z)]dη.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû (ñì. Â. Ã. Ìàçüÿ [15, ñ. 21], Ë. Å. Ôðåíêåëü
[25]) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè, ïîëó÷èì

∂l

∂zl
[u(f(z)η, z)] =

∂lu

∂zl
(y, z)|y=f(z)η+

+
∑

1≤|β|≤l

(Dβu)(f(z)η, z)ηβ
∑
κ,λ

cκ,λ(f (κ1)(z))λ1 . . . (f (κm)(z))λm ,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì β = (β, βn) ∈ Zn
+ è κ, λ ∈ Zm

+ , òàêèì,
÷òî |β| > 0,∑m

i=1
λi = |β|,

∑m

i=1
λiκi = l − βn; λi, κi ≥ 1, i = 1, . . . ,m,

à cκ,λ � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Ïîñêîëüêó |f (κi)(z)| ≤ c f(z)1−κi , òî ìîäóëü
îáùåãî ÷ëåíà â ñóììå ïî κ, λ íå ïðåâîñõîäèò c f(z)|β|−l. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

(Tu)(l)(z) =
∑

1≤|β|≤l
ψβ(z)Iβ(z), z ∈ (0, 1), (3.5)
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â êîòîðîì β = (β, βn) ∈ Zn
+, |β| > 0 ïðè |β| < l,

Iβ(z) =
∫
|η|<1

K(η)ηβ(Dβu)(f(z)η, z)dη (3.6)

è ψβ � èçìåðèìûå ôóíêöèè íà (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

|ψβ(z)| ≤ c f(z)|β|−l, 1 ≤ |β| ≤ l. (3.7)

Äîïóñòèì, ÷òî |β| < l è ïîëîæèì v(η, z) = (Dβu)(f(z)η, z). Çàôèêñèðóåì
z ∈ (0, 1) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì èç P(n−1)

l−|β|−1. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå (3.1), ïîëó÷àåì

|Iβ(z)| =
∣∣∣∣ ∫
|η|<1

K(η)ηβ(v(η, z)−Q(η))dη
∣∣∣∣ ≤

≤ c inf
Q
‖v(·, z)−Q‖p,B1 . (3.8)

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1 ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.8) íå áîëüøå, ÷åì

c ‖(∇′
l−|β|v)(·, z)‖p,B1 ,

ãäå (∇′
l−|β|v)(η, z) � ãðàäèåíò ïîðÿäêà l − |β| ïî ïåðåìåííûì η1, . . . , ηn−1.

Çàìåíà η = y/f(z) äàåò

|Iβ(z)| ≤ c f(z)(1−n)/p+l−|β|U(z). (3.9)

Îöåíêà (3.9) âåðíà è ïðè |β| = l. Çäåñü (3.9) ñëåäóåò èç (3.6) ñ ïîìîùüþ
íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà. Îáúåäèíÿÿ (3.5), (3.7) è (3.9), ïðèõîäèì ê îöåíêå

|(Tu)(l)(z)| ≤ c f(z)(1−n)/pU(z). (3.10)

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3) óñòàíîâëåíî ïðè s = l è α = 0. Çàìåíÿÿ u
íà Dαu è l íà l − |α| â (3.10), ìû ïîëó÷èì (3.3) òàêæå â ñëó÷àå 0 ≤ |α| < l è
s = l − |α|.
Ñëó÷àé l ≥ s > l − |α|, |α| > 0. Ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå âûâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî (3.5):

u(s)
α (z) =

∑
1≤|β|≤l−|α|

ϕβ(z)
∫
|η|<1

K(η)ηβ(Dµu)(f(z)η, z)dη+

+
s+|α|−l∑

i=1

∑
|γ|=l−|α|

σi,γ(z)
di

dzi

∫
|η|<1

Kγ(η)(Dνu)(f(z)η, z)dη. (3.11)

Çäåñü
β = (β, βn) ∈ Zn

+, µ = (α + β, βn),

γ = (γ, γn) ∈ Zn
+, ν = (α + γ, γn),
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à ôóíêöèè ϕβ, σi,γ îïðåäåëåíû íà (0, 1), èçìåðèìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

|ϕβ(z)| ≤ c f(z)|β|−s, |σi,γ(z)| ≤ c f(z)i+|γ|−s.

Êðîìå òîãî, |β| > 0, åñëè |β| < l − |α|, à Kγ ∈ C∞
0 (B

(n−1)
1 ) � íåêîòîðûå

ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè. Â ñèëó (3.1) èìååì∫
K(η)ηβQ(η)dη = 0, åñëè |β| < l − |α|, Q ∈ P(n−1)

l−|µ|−1,

è ìîäóëü èíòåãðàëà â ñóììå ïî β â (3.11) ìàæîðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåí-
íîãî íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå òàê æå, êàê îöåíêà (3.9) áûëà ïîëó÷åíà èç (3.8).
Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü îáùåãî ÷ëåíà â ýòîé ñóììå íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé
÷àñòè (3.3).
Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå äâîéíîé ñóììû â (3.11). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iα,γ(z) ïî-

ñëåäíèé èíòåãðàë â (3.11). Çàïèøåì åãî â âèäå

Iα,γ(z) = (− f(z))−|α|Sα,γ(z),

ãäå
Sα,γ(z) =

∫
|η|<1

Kα,γ(η)(Dγu)(f(z)η, z)dη (3.12)

è Kα,γ(η) = (DαKγ)(η). Ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣ di

dzi
Iα,γ(z)

∣∣∣ ≤ c
∑i

j=0

∣∣∣ di−j

dzi−j

(
f(z)−|α|

) dj

dzj
Sα,γ(z)

∣∣∣.
Ìîäóëü ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ â îáùåì ÷ëåíå ïîñëåäíåé ñóììû íå ïðåâîñõîäèò
c f(z)j−i−|α|. Îòñþäà

∣∣∣σi,γ(z)
di

dzi
Iα,γ(z)

∣∣∣ ≤ c
∑i

j=0
f(z)|γ|−s−|α|+j

∣∣∣ dj

dzj
Sα,γ(z)

∣∣∣. (3.13)

Îöåíèì âòîðîé ñîìíîæèòåëü â îáùåì ÷ëåíå ñóììû. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ñëó÷àé j = 0. Òàê êàê

∫
Kα,γQdη = 0 äëÿ âñåõ Q ∈ P(n−1)

|α|−1 , òî

|Sα,γ(z)| ≤ c inf
Q
‖w(·, z)−Q‖

p,B
(n−1)
1

,

ãäå w(η, z) = (Dγu)(f(z)η, z). Èñïîëüçóåì çàìå÷àíèå 3.1, à çàòåì ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííîé η = y/f(z). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê îöåíêå

|Sα,γ(z)| ≤ c f(z)|α|+(1−n)/pU(z). (3.14)

Òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.13), ñîîòâåòñòâóþùåå j = 0, íå
áîëüøå ïðàâîé ÷àñòè â (3.3).
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Ïóñòü 1 ≤ j ≤ i. Òîãäà j + |γ| ≤ s ≤ l, è ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà j ôóíêöèè
Sα,γ(z) ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
(3.12). Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàéäåì, ÷òî

dj

dzj
Sα,γ(z) =

∑
1≤|δ|≤j

gδ(z)Jδ(z).

Çäåñü δ = (δ, δn) ∈ Zn
+,

Jδ(z) =
∫
|η|<1

Kα,γ(η)ηδ(Dδ+γu)(f(z)η, z)dη

è |gδ(z)| ≤ c f(z)|δ|−j. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè |δ| < |α| ôóíêöèÿ

B
(n−1)
1 3 η 7→ ηδKα,γ(η)

èìååò íóëåâûå ìîìåíòû äî ïîðÿäêà |α| − |δ| − 1 âêëþ÷èòåëüíî. Îòñþäà

|Jδ(z)| ≤ c inf
{
‖w(·, z)−Q‖

p,B
(n−1)
1

: Q ∈ P(n−1)
|α|−|δ|−1

}
,

ãäå w(η, z) = (Dδ+γu)(f(z)η, z). Òàê êàê w(·, z) ∈ W |α|−|δ|
p (B

(n−1)
1 ) ïðè ï.â.

z ∈ (0, 1), òî ïðèìåíèìî îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäíèé èíôèìóì ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé

c ‖(∇′
|α|−|δ|w)(·, z)‖

p,B
(n−1)
1

,

â êîòîðîé ∇′
|α|−|δ| îçíà÷àåò ãðàäèåíò ïî ïåðâûì n−1 ïåðåìåííûì. Ïðèíèìàÿ

âî âíèìàíèå, ÷òî |α| = l − |γ|, ïîëó÷àåì

|gδ(z)Jδ(z)| ≤ c f(z)|α|−j+(1−n)/pU(z). (3.15)

Åñëè |α| = |δ|, òî |δ + γ| = l, è âåëè÷èíà |Jδ(z)| îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà. Çäåñü îïÿòü èìååò ìåñòî (3.15). Èç îöåíîê (3.13)�(3.15)
ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü îáùåãî ÷ëåíà äâîéíîé ñóììû â (3.11) íå ïðåâîñõîäèò
ïðàâîé ÷àñòè â (3.3). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

� 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.1 � 1.3

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà èçâåñòíûõ ôàêòà.
Ïåðâûé � ýòî òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé èç ïèêà (1.3) â êðóãîâîé ïèê
ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà W l

p (ñì. [16], [18, 5.4.1]). Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � ïèê âèäà (1.3), ãäå ω � îáëàñòü êëàññà C0,1.
Ïðè M ≥ 1 ïîëîæèì

G = {x = (y, z) ∈ Rn : |y| < Mϕ(z), z ∈ (0, 1)}.
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Òîãäà äëÿ ëþáûõ 1 ≤ p ≤ ∞ è l = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâ-
íûé îïåðàòîð E : W l

p(Ω) → W l
p(G), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîë-

æåíèÿ, ò.å. Eu|Ω = u äëÿ âñåõ u ∈ W l
p(Ω).

Âòîðîé ôàêò � ýòî äâóõâåñîâîå íåðàâåíñòâî Õàðäè äëÿ ïðîèçâîäíûõ âûñî-
êîãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëàõ ÷èñëîâîé îñè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëå-
æèò Â. Ä. Ñòåïàíîâó [26].

Ëåììà 4.2. Ïóñòü −∞ ≤ a < b ≤ ∞, 1 < p ≤ q < ∞ è l ≥ 1. Äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò f , ÷òî

 b∫
a

∣∣∣∣w(x)

b∫
x

(t− x)l−1f(t)dt
∣∣∣∣qdx

1/q

≤ C

 b∫
a

|v(x)f(x)|pdx

1/p

, (4.1)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè êîíå÷íûìè âåëè÷èíû A0, A1, ãäå

Aγ = sup
z∈(a,b)

Aγ(z, a, b),

Aγ(z, a, b) =

 z∫
a

(z − t)q(l−1)(1−γ)|w(t)|qdt

 1
q
 b∫

z

(t− z)
p(l−1)γ

p−1 |v(t)|
p

1−pdt


p−1

p

.

Áîëåå òîãî, åñëè C � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ â (4.1), òî

max{A0, A1} ≤ C ≤ c (p, q, l) max{A0, A1}.

Ïðè ýòîì îïåðàòîð Lp,v(a, b) 3 f 7→ g ∈ Lq,w(a, b), äåéñòâóþùèé èç ïðîñò-
ðàíñòâà Lp,v(a, b) ñ íîðìîé ‖f‖Lp,v(a,b) = ‖fv‖Lp(a,b) â ïðîñòðàíñòâî Lq,w(a, b)
ñ íîðìîé ‖g‖Lq,w(a,b) = ‖gw‖Lq(a,b) ïî ôîðìóëå

g(x) =
∫ b

x
(t− x)l−1f(t)dt,

âïîëíå íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòå ñ êîíå÷íîñòüþ âå-
ëè÷èí A0, A1 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

lim
z→a

Aγ(z, a, b) = lim
z→b

Aγ(z, a, b) = 0, γ ∈ {0; 1}.

Ïðè p = 1 ≤ q <∞ íåðàâåíñòâî (4.1) âåðíî ñ íàèëó÷øåé ïîñòîÿííîé

C = sup
z∈(a,b)

|v(z)|−1
(∫ z

a
(z − t)q(l−1)|w(t)|qdt

)1/q

,

à ïðè q = ∞, p > 1 � ñ íàèëó÷øåé ïîñòîÿííîé

C = sup
z∈(a,b)

|w(z)|
(∫ b

z
(t− z)(l−1)p/(p−1)|v(t)|−p/(p−1)

)(p−1)/p

.
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Äàëåå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå ëèøü
îò n, p, q, l, ω, ϕ. Ïî îïðåäåëåíèþ a ∼ b, åñëè c−1 ≤ a/b ≤ c.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Íåîáõîäèìîñòü íåðàâåíñòâ (1.5) è

max{A0, A1} <∞.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω). Ïîäñòàâèì â íå-

ðàâåíñòâî
‖u‖Lq(Ω) ≤ c ‖u‖W l

p(Ω) (4.2)

ôóíêöèþ

Ω 3 x = (y, z) 7→ u(x) =
∫ 1

z
(t− z)l−1f(t)dt,

ãäå f ∈ Lp,loc(0, 1). Ââèäó ëåììû 2.1 äëÿ òàêèõ u îöåíêà (4.2) ðàâíîñèëüíà
äâóõâåñîâîìó íåðàâåíñòâó

 1∫
0

ϕ(z)n−1dz

∣∣∣∣∣∣
1∫

z

(t− z)l−1f(t)dt

∣∣∣∣∣∣
q

1
q

≤ c

 1∫
0

|f(z)|pϕ(z)n−1dz


1
p

.

Òåïåðü (1.5) (ïðè p = 1) è êîíå÷íîñòü âåëè÷èí A0, A1, îïðåäåëåííûõ â (1.4)
(ïðè p > 1), âûòåêàþò èç ëåììû 4.2.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p > 1 è âåëè÷èíû (1.4) êîíå÷íû ïðè γ = 0 è γ = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà (4.2) âåðíà äëÿ âñåõ u ∈ W l
p(Ω).

Èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð, [15, 1.1.9], [18, 1.3.2, 1.3.3]), ÷òî îáëàñòü ω â (1.3)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé êëàññà C0,1. Ïîñêîëü-
êó äëÿ êàæäîé òàêîé îáëàñòè âåðíà ëåììà 4.1 î ïðîäîëæåíèè â êðóãîâîé
ïèê ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü Ω â (1.3) ÿâëÿåòñÿ
êðóãîâûì ïèêîì, ò.å. ω = B

(n−1)
1 . Êðîìå òîãî, ââèäó ëåììû 2.2 ìîæíî ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ â (1.3) óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì

ϕ ∈ C l((0, 1]), |ϕ(k)(z)| ≤ c ϕ(z)1−k, k = 1, . . . , l, z ∈ (0, 1). (4.3)

Çàôèêñèðóåì δ ∈ (0, 1) è äîïóñòèì, ÷òî u ∈ W l
p(Ω), u(x) = 0 ïðè z > δ. Ìû

ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðíà îöåíêà

‖u‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω), (4.4)

ãäå
A(δ) = max

γ∈{0;1}
sup

z∈(0,δ)

Aγ(z, δ), (4.5)

Aγ(z, δ) =

 z∫
0

(z − t)q(l−1)(1−γ)ϕ(t)n−1dt

 1
q
 δ∫

z

ϕ(t)
n−1
1−p (t− z)

p(l−1)γ
p−1 dt


p−1

p

. (4.6)
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Çàìåòèì, ÷òî èç êîíå÷íîñòè âåëè÷èí A0, A1 âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü A(δ)
ïðè δ ∈ (0, 1], òàê êàê âåëè÷èíà Aγ â (1.4) ìàæîðèðóåò âåëè÷èíó (4.6). Äàëåå
íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà

A(δ) ≥ c ϕ(δ)l−n/p+n/q, (4.7)

èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî l − n/p + n/q ≥ 0 (òàê êàê ëåâàÿ
÷àñòü (4.7) îãðàíè÷åíà) è, çíà÷èò, ïîêàçàòåëü q íå ïðåâîñõîäèò ïðåäåëüíîãî
ñîáîëåâñêîãî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (4.7) ïðè ìàëûõ δ > 0. Äëÿ òàêèõ δ,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.5), (4.6), èìååì

A(δ) ≥ A1(δ − ϕ(δ), δ) ≥

≥

 δ−ϕ(δ)∫
δ−2ϕ(δ)

ϕ(t)n−1dt


1/q δ∫

δ−ϕ(δ)

ϕ(t)
n−1
1−p (t− δ + ϕ(δ))(l−1)p′dt


1/p′

.

Òàê êàê ϕ(δ+O(ϕ(δ))) = ϕ(δ) + o(ϕ(δ)), òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà íå ìåíüøå

c ϕ(δ)n/qϕ(δ)(1−n)/p

(∫ ϕ(δ)

0
t(l−1)p′dt

)1/p′

,

÷òî íå ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè (4.7). Èòàê, (4.7) èìååò ìåñòî.
Îòìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè (4.4) äëÿ ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ ïðè z >

δ âûòåêàåò (4.2) äëÿ âñåõ u ∈ W l
p(Ω). ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ε ∈ (0, 1) �ñðåçàííûé ïèê� Ω(ε) = {x ∈ Ω : z > ε} ïðèíàäëå-
æèò êëàññó C0,1, ñëåäîâàòåëüíî, W l

p(Ω(ε)) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω
(ε)) ïî

òåîðåìå Ñîáîëåâà (ïîñëåäíÿÿ âåðíà, ò.ê. l − n/p+ n/q ≥ 0).
Ïóñòü K ∈ C∞

0 (B
(n−1)
1 ), âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1), à òàêæå

∫
K(y)dy = 1.

Äëÿ α ∈ Zn−1
+ , |α| < l ïîëîæèì

uα(z) = ϕ(z)1−n
∫
|y|<ϕ(z)

K(y/ϕ(z))(Dα
y u)(y, z)dy, z ∈ (0, 1),

è îïðåäåëèì �ïîëèíîì�

Q(x) =
∑

|α|<l
uα(z)yα/α!, x = (y, z) ∈ Ω.

Íàøà öåëü � óñòàíîâèòü îöåíêè

‖Q‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω), (4.8)

‖u−Q‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω), (4.9)

èç êîòîðûõ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò (4.4) è òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íîñòè
òåîðåìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (4.8). Ïóñòü

Qα(x) = uα(z)yα, α ∈ Zn−1
+ , |α| < l.

Ïîñêîëüêó uα(z) = 0 ïðè z > δ è ñóùåñòâóåò u(l)
α ∈ Lp,loc(0, 1), (ñì. ëåììó 3.1),

òî
uα(z) =

(−1)l

(l − 1)!

∫ δ

z
(t− z)l−1u(l)

α (t)dt (4.10)

ïðè ï.â. z ∈ (0, δ). Èìååì

‖Qα‖Lq(Ω) ≤ c

(∫ δ

0
ϕ(z)q|α|+n−1|uα(z)|qdz

)1/q

. (4.11)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ââèäó
(4.10) è ëåììû 4.2 íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà C(δ) â íåðàâåíñòâå(∫ δ

0
ϕ(z)q|α|+n−1|uα(z)|qdz

)1/q

≤ C(δ)

(∫ δ

0
ϕ(z)p|α|+n−1|u(l)

α (z)|pdz
)1/p

(4.12)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

C(δ) ∼ max
γ∈{0;1}

sup
z∈(0,δ)

{(∫ z

0
(z − t)q(l−1)(1−γ)ϕ(t)n−1+q|α|dt

)1/q

×

×
(∫ δ

z
ϕ(τ)(n−1+p|α|)/(1−p)(τ − z)p′(l−1)γdτ

)1/p′ }
, 1/p+ 1/p′ = 1.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ϕ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû (4.6), ïîýòîìó îöåíêà (4.12) âûïîëíåíà ïðè
C(δ) = cA(δ). Äàëåå, ñîãëàñíî ëåììå 3.1

ϕ(z)p|α|+n−1|u(l)
α (z)|p ≤ c

∫
|y|<ϕ(z)

|(∇lu)(y, z)|pdy

ïðè ï.â. z ∈ (0, 1), ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (4.12) íå áîëüøå ïðàâîé ÷àñòè
(4.8). Èòàê, äëÿ âñåõ α ∈ Zn−1

+ , |α| < l, ëåâàÿ ÷àñòü (4.11) ìàæîðèðóåòñÿ
âåëè÷èíîé cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω). Òåì ñàìûì îöåíêà (4.8) äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (4.9). Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk}k≥0

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z0 = δ, zk+1 + ϕ(zk+1) = zk, k ≥ 0.

Òîãäà
zk ↘ 0, zk+1z

−1
k → 1, ϕ(zk+1)ϕ(zk)−1 → 1.

Ðàññìîòðèì ÿ÷åéêè

Ωk = {x : z ∈ (zk+1, zk), |y| < ϕ(z)} , k ≥ 0.
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Ïîñêîëüêó Ωk ∈ C0,1 è l − n/p+ n/q ≥ 0, òî ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà

‖v‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)n/q−n/p
(
‖v‖Lp(Ωk) + ϕ(zk)l‖∇lv‖Lp(Ωk)

)
, (4.13)

ãäå k = 0, 1, . . . è v ∈ W l
p(Ωk) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî îòîáðà-

æåíèå
W l

p(B
(n−1)
ϕ(z) ) 3 u(·, z) 7→ Q(·, z)

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì èç W l
p(B

(n−1)
ϕ(z) ) íà P(n−1)

l−1 (ñì. ïðèìåð â íà÷àëå � 3). Â
ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1 èìååì∫

|y|<ϕ(z)
|u(y, z)−Q(y, z)|pdy ≤ c ϕ(z)lp

∫
|y|<ϕ(z)

|∇lu(y, z)|pdy

äëÿ ï.â. z ∈ (0, δ). Îòñþäà è èç (4.13) ïðè v = u−Q ñëåäóåò, ÷òî

‖u−Q‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)l−n/p+n/q
(
‖∇lu‖Lp(Ωk) + ‖∇lQ‖Lp(Ωk)

)
. (4.14)

Îöåíèì âåëè÷èíó ‖∇lQ‖Lp(Ωk). Ïóñòü ìóëüòèèíäåêñû

α = (α1, . . . , αn−1), γ = (γ1, . . . , γn−1), γ = (γ, γn)

òàêîâû, ÷òî |α| < l, |γ| = l. Ïóñòü, êàê è âûøå, Qα(x) = uα(z)yα. Åñëè γi > αi

äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , n− 1, òî DγQα(x) = 0. Åñëè γ ≤ α (ò.å. γi ≤ αi äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , n− 1), òî â ýòîì ñëó÷àå

|DγQα(x)| ≤ c ϕ(z)|α|−|γ||u(γn)
α (z)|, x = (y, z) ∈ Ω.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1

|DγQα(x)|p ≤ c ϕ(z)1−n
∫
|y|<ϕ(z)

|∇lu(y, z)|pdy,

îòêóäà
‖∇lQα‖Lp(Ωk) ≤ c ‖∇lu‖Lp(Ωk), k ≥ 0.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà è (4.14) äàþò

‖u−Q‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)l−n/p+n/q‖∇lu‖Lp(Ωk), k ≥ 0. (4.15)

Îòñþäà è èç àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà(∑
k
aq

k

)1/q
≤
(∑

k
ap

k

)1/p
, ak ≥ 0, q ≥ p,

ïîëó÷àåì
‖u−Q‖Lq(Ω) ≤ c ϕ(δ)l−n/p+n/q‖∇lu‖Lp(Ω).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.7), ïðèõîäèì ê (4.9). Òåîðåìà äîêàçàíà ïðè p > 1.
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Ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè
ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé p = 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.5) àíàëîãè÷íûå
(è äàæå íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûå) ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê îöåíêå (4.4), â
êîòîðîé p = 1, u ∈ W l

1(Ω), u(x) = 0 ïðè z > δ è

A(δ) = sup
z∈(0,δ)

ϕ(z)1−n
(∫ z

0
(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

. (4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (1.6), (1.7). Ñî-
îáðàæåíèÿ, âûñêàçàííûå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 1.1,
ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ω = B

(n−1)
1 äëÿ ïèêà (1.3). Ìîæíî òàêæå

ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì (4.3).
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â òåîðåìå 1.1 äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî δ ∈ (0, 1) è
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ W l

p(Ω), òàêîé, ÷òî u(y, z) = 0 ïðè z > δ, áûëà
ïîëó÷åíà îöåíêà (4.4), ãäå A(δ) îïðåäåëÿåòñÿ â (4.5)�(4.6) äëÿ p > 1 è â (4.16)
äëÿ p = 1. Ïóñòü

η ∈ C∞([0,∞)), 0 ≤ η ≤ 1, η|[0,1/2] = 1, η|(1,∞) = 0.

Ïðè δ ∈ (0, 1/2) ïîëîæèì ηδ(x) = η(z/δ) ïðè x = (y, z) ∈ Ω. Â ñèëó âûøåñêà-
çàííîãî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W l

p(Ω) èìååì

‖u‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇l(ηδu)‖Lp(Ω) + ‖u‖Lq(Ω(δ/2)),

ãäå
Ω(ε) = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (ε, 1), |y| < ϕ(z)} .

Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà

‖u‖q,Ω ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω) +Mδ‖u‖W l−1
p (Ω(δ/2)) + ‖u‖Lq(Ω(δ/2)) (4.17)

ñ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîéMδ, íå çàâèñÿùåé îò u. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ
òåîðåìû ñëåäóåò ðàâåíñòâî limδ→0A(δ) = 0, à èç îöåíêè (4.7) � íåðàâåíñòâî
l−n/p+n/q > 0. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïðîñòðàíñòâîW l

p(Ω(ε)) êîìïàêòíî âëîæåíî â
Lq(Ω

(ε)) è â W l−1
p (Ω(ε)) äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) (ñì. [2, � 11], [3]). Òåïåðü îöåíêà

(4.17) ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî äèàãîíàëüíîãî ïðîöåññà âûäåëèòü
èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé â W l

p(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùóþñÿ â Lq(Ω)
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1.6), (1.7). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî W l

p(Ω) êîìïàêòíî
âëîæåíî â Lq(Ω) ïðè p > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñò-
âå ôóíêöèé f ∈ Lp,loc(0, 1) ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖fϕ(n−1)/p‖Lp(0,1). Òîãäà ìíîæå-
ñòâî ôóíêöèé

Ω 3 (y, z) 7→ (Tf)(y, z) =
∫ 1

z
(t− z)l−1f(t)dt, (4.18)
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ãäå f ∈ U , îãðàíè÷åíî â W l
p(Ω) ïî ëåììå 2.1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk}k≥1 ⊂ U , äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tfk}
ñõîäèòñÿ â Lq(Ω), ÷òî ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(0, 1) 3 z 7→
∫ 1

z
(t− z)l−1fk(t)dt, k = 1, 2, . . . ,

â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé g ∈ Lq,loc(0, 1) ñ íîðìîé ‖gϕ(n−1)/q‖Lq(0,1). Èòàê, åñëè
ðàññìàòðèâàòü Tf â (4.18) êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé z ∈ (0, 1), òî îïåðàòîð
f 7→ Tf âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â óêàçàííûõ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ íà èíòåðâàëå (0, 1). Òîãäà óñëîâèå (1.6) ñëåäóåò èç ëåììû 4.2.
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî W l

1(Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(Ω). Ïðîâåðèì óñëîâèå
(1.7). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî íå âûïîëíåíî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rk} è {εk}, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ
è

ϕ(rk + εk)1−n
(∫ rk

0
(rk − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

≥ const > 0.

Ïîëîæèì

uk(x) =
∫ 1

z
(t− z)l−1χ(rk,rk+εk)(t)dt, x = (y, z) ∈ Ω

(çäåñü χE �õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E). Òîãäà ïî ëåììå 2.1

‖uk‖W l
1(Ω) ∼ ‖∇luk‖L1(Ω) ≤ c

∫ rk+εk

rk

ϕ(z)n−1dz ≤ c ϕ(rk + εk)n−1εk.

Èç îïðåäåëåíèÿ uk òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

‖uk‖q
Lq(Ω) ≥ c

∫ rk

0
ϕ(z)n−1dz

(∫ rk+εk

rk

(t− z)l−1dt
)q

≥

≥ c εq
k

∫ rk

0
ϕ(z)n−1(rk − z)(l−1)qdz.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vk = uk/‖uk‖W l
1(Ω) èìååì

‖vk‖Lq(Ω) ≥
c

ϕ(rk + εk)n−1

 rk∫
0

(rk − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

 1
q

≥ const> 0.

Â ñèëó ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
1(Ω) → Lq(Ω) ñóùåñò-

âóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}, ñõîäÿùàÿñÿ â Lq(Ω). Èç ïðåäûäóùåãî íå-
ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî ýòîò ïðåäåë � íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Íî vk(x) = 0 ïðè
z > rk+εk, è óïîìÿíóòàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü òîëüêî íóëåâîé
ïðåäåë. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (1.7) è òåîðåìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.1. Ïîëàãàÿ p′ = p/(p − 1), èç îïðåäåëåíèÿ
(4.6) è ìîíîòîííîñòè ϕ âûâîäèì

Aγ(z, δ) ≤ z1/q+(l−1)(1−γ)ϕ(z)
n−1

q

 δ∫
z

ϕ(t)
n−1
1−p t(l−1)p′γdt

1/p′

≤

≤ z1/q

(∫ δ

z
t(l−1)p′ϕ(t)(n−1)(1/q−1/p)p′dt

)1/p′

≤

≤ z1/q Ψ(δ)

(∫ ∞

z
t−p′/q dt

t

)1/p′

≤ (q/p′)1/p′Ψ(δ), (4.19)

ãäå Ψ(δ) = sup {Φ(t) : t ∈ (0, δ)}. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà Aγ â (1.4) íå
áîëüøå êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé òîëüêî îò p, q, óìíîæåííîé íà ñóïðåìóì â (1.8).
Ïðè p = 1 èìååì

ϕ(z)1−n
(∫ z

0
(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

≤ Φ(z), z ∈ (0, 1). (4.20)

Èòàê, èç óñëîâèÿ (1.8) ñëåäóåò (1.5) ïðè p = 1 è êîíå÷íîñòü âåëè÷èí A0, A1

ïðè p > 1.
Ïóñòü èìååò ìåñòî (1.9). Ââèäó (4.20) òîãäà âåðíî è (1.7). Ïðè p > 1

ïðîâåðèì ðàâåíñòâà (1.6). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.19), äëÿ 0 < z < δ < 1
ïîëó÷èì

Aγ(z) ≤ c (p, q) sup
t∈(0,δ)

Φ(t) +
(∫ z

0
g(z, t)dt

)1/q (∫ 1

δ
h(z, t)dt

)1/p′

, (4.21)

ãäå

g(z, t) = (z − t)(l−1)q(1−γ)ϕ(t)n−1, h(z, t) = (t− z)(l−1)p′γϕ(t)
1−n
p−1 .

Ïóñòü ε > 0. Â ñèëó (1.9) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.21) ìåíüøå ε/2. Äëÿ îöåíêè âòîðîãî
ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (4.21), ðàâíîãî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñîìíîæèòåëåé,
çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé èç ñîìíîæèòåëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè z → 0, à âòîðîé
èìååò ìàæîðàíòó ϕ(δ)(1−n)/p. Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì δ íàéäåòñÿ òàêîå
÷èñëî ζ ∈ (0, δ), ÷òî ïðîèçâåäåíèå óêàçàííûõ ñîìíîæèòåëåé ìåíüøå ε/2 ïðè
âñåõ z ∈ (0, ζ). Ïðè òåõ æå z èìååì Aγ(z) < ε. Îòñþäà ñëåäóåò (1.6).
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (1.8) è (1.9) ñîîòâåòñòâåíî äëÿ íåïðåðûâíîñòè è

ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
p(Ω) → Lq(Ω) òåïåðü ñëåäóåò

èç òåîðåì 1.1 è 1.2.
Ïóñòü ϕ(2z) ∼ ϕ(z), z ∈ (0, 1/2). Ïðè p > 1 èç îïðåäåëåíèÿ Aγ(z) (ñì.

òåîðåìó 1.1) âûâîäèì

A1(z) ≥
(∫ z

z/2
ϕ(t)n−1dt

)1/q (∫ 2z

z
ϕ(t)

1−n
p−1 (t− z)(l−1)p′dt

)1/p′

≥
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≥ c (zϕ(z)n−1)1/qϕ(z)(1−n)/p
(∫ z

0
τ (l−1)p′dτ

)1/p′

,

îòêóäà A1(z) ≥ cΦ(z).
Ëåãêî òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè p = 1 ëåâàÿ ÷àñòü (4.20) íå ìåíüøå

cΦ(z). Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1.8), (1.9) òåïåðü âûòåêàåò èç òåîðåì 1.1, 1.2.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.1 çàêîí÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâîW l
p(Ω)

íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω) ∩ L∞(Ω). Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî (1.10). Ïðè
ìàëîì δ > 0 ïîëîæèì

uδ(x) =
∫ 1

z
(t− z)l−1gδ(t)dt, x = (y, z) ∈ Ω,

ãäå
gδ(t) = t(l−1)/(p−1)ϕ(t)(1−n)/(p−1)χ(δ,1−δ)(t)

è χ îçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. ßñíî, ÷òî uδ(x) = 0 ïðè z > 1−δ,
uδ ∈ C l−1(Ω) ∩ W l

∞(Ω) è, êðîìå òîãî, |(∇lu)(x)| ∼ gδ(z) äëÿ x ∈ Ω. Ââèäó
ëåììû 2.1 âåðíà îöåíêà

‖uδ‖W l
p(Ω) ≤ c ‖∇luδ‖Lp(Ω),

ñëåäîâàòåëüíî,

‖uδ‖p
W l

p(Ω) ≤ c Iδ, Iδ =
∫ 1−δ

δ
t(l−1)p/(p−1)ϕ(t)(1−n)/(p−1)dt.

Ïóñòü x = (y, z) ∈ Ω, z ∈ (0, δ). Äëÿ òàêèõ x èìååì

uδ(x) =
∫ 1

δ
(t− z)l−1gδ(t)dt ≤ c ‖uδ‖W l

p(Ω).

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè
z → 0, ïîýòîìó

Iδ =
∫ 1

δ
tl−1gδ(t)dt ≤ c I

1/p
δ .

Òàê êàê Iδ <∞, òî ∫ 1−δ

δ
t(l−1)p/(p−1)ϕ(t)(1−n)/(p−1)dt ≤ c.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìàëîãî ïàðàìåòðà δ íåðàâåíñòâî (1.10) âûòåêàåò èç
ïîñëåäíåé îöåíêè è òåîðåìû Ôàòó.
Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî (1.11) â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâ-

íîãî îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
1(Ω) → C(Ω) ∩ L∞(Ω). Åñëè (1.11) íåâåðíî, òî

íàéäåòñÿ òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
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{rk}, ÷òî rl−1
k ϕ(rk)1−n →∞. Ïóñòü η � ôóíêöèÿ, ââåäåííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 1.2. Ïîëîæèì

uk(x) = rl−1
k ϕ(rk)1−nη(z/rk), x = (y, z) ∈ Ω, k = 1, 2, . . . (4.22)

Òîãäà uk ∈ C∞(Ω), uk(x) = 0 ïðè z > rk è uk(x) = rl−1
k ϕ(rk)1−n ïðè z ∈

(0, rk/2). Êðîìå òîãî,

‖∇luk‖L1(Ω) ≤ c r−1
k ϕ(rk)1−n

∫ rk

rk/2
ϕ(z)n−1dz ≤ c.

Îòñþäà è èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} â
ïðîñòðàíñòâå W l

1(Ω). Îäíàêî

‖uk‖L∞(Ω) ≥ rl−1
k ϕ(rk)1−n →∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà W l
1(Ω) â C(Ω) ∩

L∞(Ω). Èòàê, (1.11) óñòàíîâëåíî.
Ïóñòü îïåðàòîð âëîæåíèÿ: W l

1(Ω) → C(Ω) ∩ L∞(Ω) âïîëíå íåïðåðûâåí.
Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (1.12). Åñëè (1.12) íàðóøåíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rk}, ÷òî rk → 0 è

inf {rl−1
k ϕ(rk)1−n} = c > 0.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî rk+1 < rk/2 ïðè k = 1, 2, . . .
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ïîñòðîåííàÿ â (4.22),
îãðàíè÷åíà â W l

1(Ω). Ïóñòü i > k, z ∈ (ri, rk/2) è x = (y, z) ∈ Ω. Äëÿ
ýòèõ x èìååì ui(x) = 0, uk(x) = rl−1

k ϕ(rk)1−n, ïîýòîìó ‖ui − uk‖L∞(Ω) ≥ c,
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} íå èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ â
L∞(Ω). Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè çàêîí÷åíî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.10). Óñòàíîâèì êîìïàêò-

íîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
p(Ω) → C(Ω) ∩ L∞(Ω). Êàê è â äîêàçàòåëüñò-

âå äîñòàòî÷íîñòè ïðåäûäóùèõ òåîðåì, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ω =
B

(n−1)
1 äëÿ ïèêà (1.3). Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò

äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì (4.3).
Ïóñòü δ ∈ (0, 1), u ∈ W l

p(Ω) è u(y, z) = 0 ïðè z > δ. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíà
îöåíêà (4.4), ãäå q = ∞ è

A(δ) =

(∫ δ

0

z(l−1)p′

ϕ(z)(n−1)/(p−1)
dz

)1/p′

, 1/p+ 1/p′ = 1. (4.23)

Çàìåòèì, ÷òî
A(δ) ≥ c ϕ(δ)(1−n)/pδl−1+1/p′ ≥ c ϕ(δ)l−n/p, (4.24)

çíà÷èò, lp > n, ïîñêîëüêó A(δ) → 0 ïðè δ → 0. Îòñþäà è èç òåîðåìû
Ñîáîëåâà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó ñ
ôóíêöèåé èç C(Ω).
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Êàê è â òåîðåìå 1.1, ââåäåì êâàçèïîëèíîì Q è ïðîâåðèì îöåíêè (4.8), (4.9)
ïðè q = ∞. Âûâîä íåðàâåíñòâà (4.9) ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäå-
íèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1, ïðèâîäÿùèå ê îöåíêå (4.15) ïðè q = ∞. Èç
ýòîé îöåíêè ïîëó÷àåì

‖u−Q‖L∞(Ω) ≤ c ϕ(δ)l−n/p‖∇lu‖Lp(Ω).

Îòñþäà è èç (4.24) âûòåêàåò (4.9).
Îáðàòèìñÿ ê (4.8). Êàê è âûøå, ïîëîæèì Qα(x) = uα(z)yα ïðè α ∈ Zn−1

+ ,
|α| < l. Òîãäà

‖Qα‖L∞(Ω) ≤ ‖uαϕ
|α|‖L∞(0,1).

Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (4.10), è ïî ëåììå 4.2 íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà C(δ)
â íåðàâåíñòâå

ess supz∈(0,1){ϕ(z)|α||uα(z)|} ≤ C(δ)

 δ∫
0

ϕ(z)p|α|+n−1|u(l)
α (z)|pdz

1/p

(4.25)

äàåòñÿ ôîðìóëîé

C(δ) = sup
z∈(0,1)

ϕ(z)|α|
(∫ δ

z
(t− z)(l−1)p′ϕ(t)(n−1+p|α|)/(1−p)dt

)1/p′

.

Òàê êàê C(δ) ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé (4.23), òî ‖Qα‖L∞(Ω) íå ïðåâîñõîäèò
ïðàâîé ÷àñòè (4.25), åñëè C(δ) çàìåíèòü íà A(δ). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.1 ïðàâàÿ ÷àñòü (4.25) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì
cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω). Îòñþäà ñëåäóåò (4.8).
Ïóñòü u ∈ W l

p(Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 1.2, ââåäåì ãëàäêóþ ñðåçêó ηδ(x) = η(z/δ) è ïîëó÷èì îöåíêó

‖u‖L∞(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω) +M(δ) ‖u‖W l−1
p (Ω(δ/2)) + ‖u‖L∞(Ω(δ/2)), (4.26)

ãäå Ω(ε) = {x ∈ Ω : z > ε} � ñðåçàííûé ïèê, àM(δ) � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå
çàâèñÿùåå îò u. Ïîñêîëüêó lp > n è Ω(ε) ∈ C0,1 ïðè ε ∈ (0, 1), òî ïðîñòðàíñòâî
W l

p(Ω(ε)) êîìïàêòíî âëîæåíî â L∞(Ω(ε)) è â W l−1
p (Ω(ε)) (ñì. [2, � 11], [3]).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî limδ→0A(δ) = 0, èç (4.26) ñòàíäàðòíûìè ðàññóæ-
äåíèÿìè âûâîäèì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â L∞(Ω) ìíîæåñòâà, îãðàíè-
÷åííîãî â W l

p(Ω). Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ïðè p > 1 çàêîí÷åíî. Ñ
î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè îíî ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé p = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü ω â (1.3) ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1. Ïî ëåììå 4.1

ëþáóþ ôóíêöèþ èç W l
p(Ω) ìîæíî ïðîäîëæèòü â êðóãîâîé ïèê G = {(y, z) :

z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)} ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà W l
p. Ãðàíèöà îáëàñòè G ëîêàëü-

íî ïðåäñòàâèìà ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïîýòîìó ([3], [15, 1.1.6])
ìíîæåñòâî C∞(G) ïëîòíî â W l

p(G). Â ýòîì ñëó÷àå C∞(Ω) ïëîòíî â W l
p(Ω).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3, òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ
èç W l

p(Ω) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì â L∞(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ C(Ω) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé èç C(Ω) ïî÷òè âñþäó. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.3 çàêîí÷åíî.

Ïðèëîæåíèå òåîðåìû 1.1 ê çàäà÷å Íåéìàíà

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è aαβ � âåùåñò-
âåííûå ôóíêöèè èç L∞(Ω), ãäå α, β � ïðîèçâîëüíûå ìóëüòèèíäåêñû ðàçìåð-
íîñòè n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |α| = |β| = l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aαβ =
aβα è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0, ÷òî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ {ξα}|α|=l ñ
âåùåñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè âåðíà îöåíêà∑

|α|=|β|=l
aαβ(x)ξαξβ ≥ c

∑
|α|=l

ξ2
α.

Ïóñòü åùå a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ const > 0.
Ïðè 2 ≤ q < ∞ îïåðàòîð Aq çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà
u 7→ (−1)l

∑
|α|=|β|=l

Dα
(
aαβD

βu
)

+ au

çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè
1) u ∈ Lq(Ω) ∩ Ll

2(Ω), Aqu ∈ Lq′(Ω), 1/q + 1/q′ = 1;
2) äëÿ âñåõ v ∈ Lq(Ω) ∩ Ll

2(Ω) âåðíî ðàâåíñòâî∫
Ω
vAqudx =

∫
Ω

(∑
|α|=|β|=l

aαβ(x)Dβu Dαv + a(x)uv
)
dx.

Èçâåñòíî [15, 4.10], [27], ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Lq(Ω) ∩ Ll
2(Ω) ïëîòíî â W l

2(Ω)
ïðè q ∈ [2,∞), òî ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ

Aqu = f (4.27)

äëÿ âñåõ f ∈ Lq′(Ω) ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ W l
2(Ω) ⊂ Lq(Ω).

Ïðèìåíÿÿ ñêàçàííîå ê îáëàñòè (1.3) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.1, ïðèõîäèì ê
òàêîìó óòâåðæäåíèþ.
Ïóñòü Ω � ïèê â Rn âèäà (1.3), â êîòîðîì ω ∈ C0,1. Òîãäà çàäà÷à Íåéìàíà

(4.27) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ f ∈ Lq′(Ω), q ≥ 2, â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè

sup
z∈(0,1)

{ z∫
0

(z − t)q(l−1)ϕ(t)n−1dt

1/q  1∫
z

ϕ(t)1−ndt

1/2 }
<∞

è

sup
z∈(0,1)

{ z∫
0

ϕ(t)n−1dt

1/q  1∫
z

ϕ(t)1−n(t− z)2(l−1)dt

1/2 }
<∞.
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� 5. Ã¼ëüäåðîâû îáëàñòè

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ìû ñôîðìóëèðóåì â äàííîì ïàðà-
ãðàôå òåîðåìó âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà W l

p(Ω) â ïðîñòðàíñòâî Lq(Ω) è â C(Ω)
äëÿ ã¼ëüäåðîâûõ îáëàñòåé. Îïèøåì óïîìÿíóòûé êëàññ îáëàñòåé.
Ïóñòü a ∈ (0,∞] è ω : [0, a) → [0,∞) � íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ âîãíóòàÿ

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ω(0) = 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè-
÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,ω,1 åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè X ∈ ∂Ω ñóùåñòâóþò ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x =
(x′, xn) : x′ ∈ Rn−1, xn ∈ R1 ñ íà÷àëîì â òî÷êå X è öèëèíäðè÷åñêàÿ îêðåñò-
íîñòü U = {(x′, xn) : |x′| < r, xn ∈ (−b, b)}, r < a/2, òàêèå, ÷òî

U ∩ Ω = {(x′, xn) : |x′| < r, −b < xn < f(x′)}

è
U ∩ ∂Ω = {(x′, xn) : |x′| < r, xn = f(x′)},

ãäå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â çàìêíóòîì øàðå B̄(n−1)
r óñëîâèÿì

f(x′) ∈ (−b, b), |f(x′)− f(y′)| ≤ ω(|x′ − y′|).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè x = (x′, xn) ∈ U ∩ Ω, y = (y′, yn) ∈ U è

xn − yn > ω(|x′ − y′|),

òî yn < f(y′), ò.å. y ∈ U∩Ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ Ω ∈ C0,ω ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ε > 0 êàæäàÿ òî÷êà çàìûêàíèÿ Ω ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ñîäåðæàùåãîñÿ
â Ω ïèêà, êîíãðóýíòíîãî ïèêó

{x : xn ∈ (0, ε), |x′| < ω−1(xn)}. (5.1)

Ïîëîæèì ϕ = ω−1. Òîãäà ϕ � íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
íà ïðîìåæóòêå [0, ε]. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà
òîì æå ïðîìåæóòêå è ñóùåñòâóåò limt→+0 ϕ

′(t) ≥ 0. Åñëè ïîñëåäíèé ïðåäåë
ïîëîæèòåëåí, òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíóñà, è äëÿ îáëàñòè Ω âåðíà
òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(0) = lim
t→+0

ϕ′(t) = 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü êëàññà C0,ω è ϕ = ω−1.
(i) Åñëè l ≥ 1 � öåëîå, 1 ≤ p ≤ q <∞ è

sup{tl−1/p+1/qϕ(t)(n−1)(1/q−1/p) : t ∈ [0, ε]} <∞ (5.2)

1ïðè ω(t) = tλ, λ ∈ (0, 1] ýòîò êëàññ îáîçíà÷àåòñÿ C0,λ
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ïðè íåêîòîðîì ε > 0, òî ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω).

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0∫ ε

0
t(l−1)p′ϕ(t)(1−n)p′/pdt <∞, 1/p+ 1/p′ = 1. (5.3)

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå �òðàíçè-
òèâíîå ñâîéñòâî� âëîæåíèé Ll

p(Ω) ⊂ Lq(Ω) (ñì., íàïðèìåð, [15, 4.9]).

Ëåììà 5.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü êîíå÷íîãî îáúåìà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî
 L1

1(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Ls(Ω) ïðè s ≥ 1, òî ïðè öåëîì l ≥ 1 è p ∈
[1,∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ pl(1−s−1) < 1, ïðîñòðàíñòâî Ll

p(Ω) íåïðå-
ðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω) ïðè

q = p/(1− pl(1− s−1)). (5.4)

Â ñëó÷àå pl(1 − s−1) = 1 ïðîñòðàíñòâî Ll
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω)

ïðè ëþáîì q <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1. (i) Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ îáëàñòè
Ω ∈ C0,ω ïðîñòðàíñòâà W l

p(Ω) è Ll
p(Ω) ñîâïàäàþò [15, 1.1.11].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ [0, ε] 3 t 7→ t1/sϕ(t)(1−n)(1−1/s) îãðàíè÷åíà äëÿ
íåêîòîðûõ ε > 0, s ≥ 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ðàáîòå Ä. À. Ëàáóòèíà [21], ïðîñòðàí-
ñòâî W 1

1 (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Ls(Ω).
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (5.2). Ïàðàìåòð s, îïðåäåëåííûé óðàâíåíèåì

(5.4), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ s ≥ 1, ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü (5.2) ðàâíà(
sup{t1/sϕ(t)(1−n)(1−1/s) : t ∈ [0, ε]}

)l
<∞.

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî è ëåììû 5.1 ïðîñòðàíñòâîW l
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî

â Lq(Ω).
(ii) Òàê êàê èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî lp > n, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç W l

p(Ω)
ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ïóñòü x ∈ Ω è Gx � ïèê ñ
âåðøèíîé x, êîíãðóýíòíûé ïèêó (5.1) è ñîäåðæàùèéñÿ â Ω. Ïî òåîðåìå 1.3
äëÿ âñåõ u ∈ W l

p(Ω) ∩ C(Ω) âåðíà îöåíêà

|u(x)| ≤ c ‖u‖W l
p(Gx)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò x, u. Òåì áîëåå âåðíà îöåíêà

|u(x)| ≤ c ‖u‖W l
p(Ω).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω) ∩ L∞(Ω).

Ïîñêîëüêó â W l
p(Ω) ïëîòíî ìíîæåñòâî W l

p(Ω) ∩ C(Ω) [3], òî îòñþäà ñëåäóåò
íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → C(Ω). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 5.1. Óñëîâèå (5.2) òî÷íî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: cóùåñòâóåò
îáëàñòü Ω ∈ C0,ω, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå (5.2) íåîáõîäèìî äëÿ íåïðåðûâíîñòè
îïåðàòîðà âëîæåíèÿ:W l

p(Ω) → Lq(Ω). Èç òåîðåìû 1.1 è ñëåäñòâèÿ 1.1 âûòåêà-
åò, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîé îáëàñòè ìîæíî âûáðàòü ïèê (5.1), åñëè ω−1(2z) ≤
const · ω−1(z) ïðè ìàëûõ z > 0.
Â òîì æå ñìûñëå òî÷íî è óñëîâèå (5.3).
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ÓÄÊ 517.5
Â. Ã. Ìàçüÿ, Ñ. Â. Ïîáîð÷èé. Òåîðåìû âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â
îáëàñòè ñ ïèêîì è â ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, èìåþùàÿ âåðøèíó èçîëèðîâàííîãî

âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå. Âûÿñíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
íà ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ çàîñòðåíèå ïèêà, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî Ñî-
áîëåâà â óêàçàííîé îáëàñòè íåïðåðûâíî (èëè êîìïàêòíî) âëîæåíî â ïðîñò-
ðàíñòâî Lq è â ïðîñòðàíñòâî C ∩L∞. Ïðèâîäÿòñÿ áîëåå íàãëÿäíûå äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ è íåîáõîäèìûìè äëÿ øèðîêîãî êëàññà îáëàñ-
òåé. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñôîðìóëèðîâàíû óñëî-
âèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2l,
l ≥ 1, â îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïðèâåäåíà òåîðåìà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà â Lq è â C äëÿ ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè.
Áèáëèîãð. 27 íàçâ.
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ÐÅÇÞÌÅ

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêò-
íîñòè îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ: W l

p(Ω) → Lq(Ω), W l
p(Ω) → C(Ω) ∩ L∞(Ω) äëÿ

îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïðèâîäÿòñÿ áîëåå ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.
Äàíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2l, l ≥ 1, â îáëàñòè ñ ïèêîì. Ñôîðìó-
ëèðîâàíà òåîðåìà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â Lq è â C äëÿ ã¼ëüäåðî-
âîé îáëàñòè.


