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Ï41 Òåîðåìû âëîæåíèÿ è ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé â íåëèï-øèöåâûõ îáëàñòÿõ:
Ìîíîãðàôèÿ. � ÑÏá., 2006. � 378 ñ.
Â ïðåäëàãàåìîé ìîíîãðàôèè èçó÷àþòñÿ òåîðåìû ïðîäîëæåíèÿ,âëîæåíèÿ è ïðîñòðàíñòâà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ êëàññîâ Ñîáîëå-âà â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé. Â íåé íàøëè îòðàæåíèå ñâîé-ñòâà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â òàê íàçûâàåìûõ ñèíãóëÿðíî âîçìó-ùåííûõ îáëàñòÿõ, ò.å. îáëàñòÿõ, çàâèñÿùèõ îò ìàëûõ èëè áîëü-øèõ ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè òåðÿåò ãëàä-êîñòü ïðè ñòðåìëåíèè óïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ ê ñâîèì ïðåäåëàì.Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà ïðîñòðàíñòâàì Ñîáîëåâà âîáëàñòÿõ ñ êîíêðåòíûìè îñîáåííîñòÿìè, â ÷èñëå êîòîðûõ ìîãóòáûòü âíåøíèå è âíóòðåííèå èçîëèðîâàííûå îñòðèÿ, íóëåâûå ðåáðà,

2π - ðåáðà è äðóãèå îñîáåííîñòè. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèëîæå-íèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ äèôôåðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìîíîãðàôèÿ ïðåäíàç-íà÷åíà äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, òåîðèè ôóíê-öèé è äðóãèì îáëàñòÿì ñîâðåìåííîãî àíàëèçà, ñâÿçàííûì ñ ïðîñò-ðàíñòâàìè Ñîáîëåâà. Êíèãà òàêæå áóäåò ïîëåçíà ñòóäåíòàì ñòàð-øèõ êóðñîâ óíèâåðñèòåòîâ è àñïèðàíòàì, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ âóêàçàííûõ îáëàñòÿõ. Îò ÷èòàòåëÿ òðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ ôóíêöè-îíàëüíîãî àíàëèçà.
ÁÁÊ 22.161.8, 22.193c© Â. Ã. Ìàçüÿ, Ñ. Â. Ïîáîð÷èéÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèéãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2006



ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ ïðîèçâîäíûìè èç Lp, íàçûâàåìûå ïðîñò-ðàíñòâàìè Ñîáîëåâà, çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîì àíàëè-
çå, íàïðèìåð, â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, òåîðèè ïîòåíöèàëà. Íà÷èíàÿ
ñ òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ýòè ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû
èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü, è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìíîãèå ñâÿçàííûå ñ
íèìè ïðîáëåìû ðåøåíû. Â ÷àñòíîñòè, áûëà ðàçâèòà áîëåå èëè ìåíåå
çàâåðøåííàÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà äëÿ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà âñåì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è íà îáëàñòÿõ ñ ðåãóëÿð-
íîé ãðàíèöåé, íàøåäøàÿ îòðàæåíèå â êíèãàõ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà [69],
×. Á. Ìîððè [129], È. Ì. Ñòåéíà [71], Ð. À. Àäàìñà [83], Î. Â. Áåñî-
âà, Â. Ï. Èëüèíà è Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî [9], Â. Ì. Ãîëüäøòåéíà è
Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà [21], Â. Ã. Ìàçüÿ [40], Ó. Ï. Çåìåðà [144], Â. È. Áó-
ðåíêîâà [91], Ä. Ð. Àäàìñà è Ë. È. Õåäáåðãà [82] è äðóãèõ. Îäíàêî
òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà äëÿ îáëàñòåé ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé
ðàçâèòà åùå íåäîñòàòî÷íî. Â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè äåëàåòñÿ ïî-
ïûòêà ÷àñòè÷íî çàïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

Êíèãà ñîäåðæèò âîñåìü ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâà-
ðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Çäåñü, êàê ïðàâèëî áåç äîêàçàòåëüñòâ, íî ñ íå-
îáõîäèìûìè ññûëêàìè è êîììåíòàðèÿìè ôîðìóëèðóþòñÿ èñïîëü-
çóåìûå äàëåå èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Â
ýòîé ãëàâå äàí òàêæå êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîäîëæåíèþ
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ôóíêöèé èç êëàññîâ Ñîáîëåâà çà ïðåäåëû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñ
ñîõðàíåíèåì êëàññà è îáçîð íåêîòîðûõ îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà. Ïðèâåäåííûå â ïåðâîé ãëàâå ñâåäåíèÿ
ñëóæàò ìàòåðèàëîì äëÿ ññûëîê â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Ãëàâû 2 è 3 ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â îáëàñ-
òÿõ, çàâèñÿùèõ îò ìàëûõ èëè áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì,
÷òî ãðàíèöà îáëàñòè òåðÿåò ãëàäêîñòü ïðè ñòðåìëåíèè óêàçàííûõ
ïàðàìåòðîâ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì. Åñòåñòâåííî îæèäàòü,
÷òî ïðè ýòîì �õîðîøèå� ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà âûðîæäà-
þòñÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ñêîðîñòü âûðîæäåíèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæå-
íèÿ âî âíåøíîñòü îáëàñòè è îïåðàòîðà ñóæåíèÿ íà ãðàíèöó îáëàñòè.
Äëÿ ýòîãî íóæíî ÿâíî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ïîäõîäÿùèõ õàðàê-
òåðèñòèê ýòèõ îïåðàòîðîâ (íàïðèìåð, èõ íîðì) îò óïîìÿíóòûõ âû-
øå ïàðàìåòðîâ. Òàêîé àíàëèç èíòåðåñåí íå òîëüêî ñàì ïî ñåáå: îí
îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì â ïîïûòêàõ îáîñíîâàòü ôîðìàëüíóþ àñèìï-
òîòèêó ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ îáëàñòÿõ (ñì. Â. Ã. Ìàçüÿ, C. À. Íà-
çàðîâ, Á. À. Ïëàìåíåâñêèé [120]).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε ìû äàåì â
ãëàâå 2 òî÷íûå äâóñòîðîííèå, çàâèñÿùèå îò ε îöåíêè íîðìû îïåðà-
òîðà ïðîäîëæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáî-
ëåâà íà ìàëîé n-ìåðíîé îáëàñòè äèàìåòðà ε èëè íà òîíêîì öèëèíä-
ðè÷åñêîì n-ìåðíîì ñëîå øèðèíû ε â ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà íà âñåì Rn. Ýòè îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ â ãëàâå 4 ïðè
ïîñòðîåíèè îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî
ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà íà îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì â
âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà íà Rn ñ îïòèìàëüíûì âåñîì.

Ãëàâà 3 ñîäåðæèò (ñðåäè ïðî÷èõ ðåçóëüòàòîâ) òî÷íûå äâóñòîðîí-
íèå, çàâèñÿùèå îò ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îöåíêè íîðìû
îïåðàòîðà ñóæåíèÿ íà ãðàíèöó, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå Ñîáî-
ëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà âíóòðåííîñòè èëè âíåøíîñòè ìàëîé îáëàñ-
òè à òàêæå íà âíóòðåííîñòè èëè âíåøíîñòè òîíêîãî öèëèíäðà. Ýòè
îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðè èññëåäîâàíèè ãðà-
íè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â íåëèïøèöåâûõ
îáëàñòÿõ.

Â ãëàâàõ 4 � 7 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â îáëàñ-
òÿõ, èìåþùèõ îñîáåííîñòè íà ãðàíèöå. Â ÷àñòíîñòè, òàêèìè îñîáåí-
íîñòÿìè ìîãóò áûòü èçîëèðîâàííûå ïèêè íàïðàâëåííûå êàê âíóòðü
îáëàñòè, òàê è â åå âíåøíîñòü, à òàêæå âõîäÿùèå è âûõîäÿùèå
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ðåáðà. Óêàçàííûå îñîáåííîñòè � ïðîñòåéøèå íåëèïøèöåâû îñîáåí-
íîñòè, ÷àñòî âñòå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Ïðåäìåòîì íàøåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ êëàññîâ Ñîáîëåâà â Lpè íåêîòîðûå äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû (âêëþ÷àÿ âûÿñíåíèå
óñëîâèé êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ), òåîðåìû î ïðîäîëæå-
íèè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà âî âíåøíîñòü îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ è îïèñàíèå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé ñ ãðàäèåíòîì,
ïðèíàäëåæàùèì Lp.

Ýòè òåîðåìû ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ðàññóæäåíèé îáùåãî õàðàê-
òåðà ïðèâîäÿò ê óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ê îïèñàíèþ ñòðóêòóðû ñïåêòðà
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. Î. À. Ëàäû-
æåíñêàÿ, Í. Í. Óðàëüöåâà [30], Â. Ã. Ìàçüÿ [40], Ä. Ãèëáàðã, Í. Òðó-
äèíãåð [17]). Íåêîòîðûå èç òàêèõ ïðèëîæåíèé ðàññìîòðåíû â ãëà-
âå 8.

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå êàæäîé ãëàâû ÷èòàòåëü íàéäåò âî
ââåäåíèÿõ ê ãëàâàì. Â êîíöå êàæäîé èç ãëàâ 2 � 8 ïðèâåäåíû êîì-
ìåíòàðèè, ñîäåðæàùèå çàìå÷àíèÿ ïî èñòîðèè ðàññìàòðèâàåìûõ âî-
ïðîñîâ è ññûëêè íà ëèòåðàòóðó.

Íàñòîÿùàÿ êíèãà áëèçêà ïî äóõó ê êíèãå àâòîðîâ [125]. Îäíàêî
îíè íåçàâèñèìû, õîòÿ è èìåþò ñóùåñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå. Ñîäåð-
æàíèå êíèãè áàçèðóåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ
àâòîðîâ.

Îò ÷èòàòåëÿ íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè òðåáóåòñÿ çíàíèå ñòàíäàðò-
íîãî óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ òàêæå çíàêîìñòâî ñ îñíîâíûìè ôàêòàìè ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà (òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíãàóçà, Õàíà�Áàíàõà, òåîðåìû îá
îòêðûòîì îòîáðàæåíèè è çàìêíóòîì ãðàôèêå), êîòîðûå ìîãóò áûòü
íàéäåíû, íàïðèìåð, â ïåðâûõ äåâÿòè ãëàâàõ êíèãè Ë. Â. Êàíòî-
ðîâè÷à è Ã. Ï. Àêèëîâà [25] èëè â ïåðâûõ ïÿòè ãëàâàõ ó÷åáíèêà
Ó. Ðóäèíà [65].

Ñäåëàåì ïîÿñíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Êàæäàÿ
ãëàâà ðàçáèòà íà ðàçäåëû. Íåêîòîðûå ðàçäåëû ñîñòîÿò èç ïîäðàçäå-
ëîâ. Ðàçäåëû è ïîäðàçäåëû èìåþò ñîîòâåòñòâåííî äâóçíà÷íóþ è
òðåõçíà÷íóþ íóìåðàöèþ. Òàê, 1.7 îçíà÷àåò ðàçäåë 7 ãëàâû 1, 3.1.2
� ïîäðàçäåë 2 ðàçäåëà 1 ãëàâû 3. Ìû èñïîëüçóåì íåçàâèñèìóþ
íóìåðàöèþ òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé è ò.ä. âíóòðè ðàçäåëîâ (èëè
ïîäðàçäåëîâ). Åñëè ðàçäåë (ïîäðàçäåë) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó òåî-
ðåìó èëè ëåììó, òî ýòà òåîðåìà èëè ëåììà íå íóìåðóåòñÿ. Ïðè
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ññûëêàõ íà ìàòåðèàë èç äðóãîãî ðàçäåëà (ïîäðàçäåëà) ñíà÷àëà óêà-
çûâàåòñÿ íîìåð ýòîãî ðàçäåëà (ïîäðàçäåëà). Íàïðèìåð, òåîðåìà 1.7
� (åäèíñòâåííàÿ) òåîðåìà â ðàçäåëå 1.7, òåîðåìà 1.8/2 � òåîðåìà 2
â ðàçäåëå 1.8, ëåììà 3.1.2/1 � ëåììà 1 â ïîäðàçäåëå 3.1.2, çàïèñü
(2.4.1/3) îçíà÷àåò ôîðìóëó (3) â ïîäðàçäåëå 2.4.1.
Ëèâåðïóëü Â. Ã. Ìàçüÿ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã Ñ. Â. Ïîáîð÷èé
Íîÿáðü 2005



Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå

ñâåäåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ïåðå÷èñëÿþòñÿ â îñíîâíîì õîðîøî èçâåñòíûå ôàêòû èçòåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, èñïîëüçóåìûå â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.Êàê ïðàâèëî, ýòè ôàêòû ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ è ñíàáæåíûíåîáõîäèìûìè ññûëêàìè. Äîêàçàòåëüñòâàìè ñîïðîâîæäàþòñÿ ëèøüòå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, íå ñòîëü øèðîêîèçâåñòíû.

1.1 Îáîçíà÷åíèÿ

1.1.1 Òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà è ïðîñòðàíñòâà ôóíê-

öèé

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � òî÷êà â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
Rn ñ íîðìîé

|x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1/2.

Ïðè r > 0 ñèìâîë Br(x) îçíà÷àåò îòêðûòûé øàð â Rn ñ öåíòðîì x

è ðàäèóñîì r. Äàëåå Br = Br(0). Áóäåì òàêæå ïèñàòü B(n)
r , ÷òîáûïîä÷åðêíóòü ðàçìåðíîñòü øàðà Br. Ïîëîæèì åùå

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà G ⊂ Rn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G, à ãðàíèöà
G � ÷åðåç ∂G. Êðîìå òîãî, ïóñòü χG � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

7
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ìíîæåñòâà G, ò.å. χG(x) = 1 ïðè x ∈ G è χG(x) = 0 â ïðîòèâíîìñëó÷àå. Äèàìåòðîì ìíîæåñòâà G íàçîâåì âåëè÷èíó
diam(G) = sup{|x− y| : x, y ∈ G}.

Åñëè G ⊂ Rn, λ ∈ R1, òî λG = {λx : x ∈ G}. Äëÿ E, G ⊂ Rn

ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè E è G åñòü
dist(E,G) = inf{|x− y| : x ∈ E, y ∈ G}.

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Ω îáîçíà÷àåòñÿ îòêðûòîå íåïóñòîå ïîäìíî-æåñòâî Rn. Îòêðûòîå íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îá-ëàñòüþ. Ïóñòü f : Ω → R1. Íîñèòåëü ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì
supp f = Ω ∩ {x : u(x) 6= 0}.

Åñëè G ⊂ Rn è G åñòü êîìïàêò, ñîäåðæàùèéñÿ â Ω, áóäåì ïèñàòü
G ⊂⊂ Ω.

Ïóñòü Zn � ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ñ öåëû-ìè êîìïîíåíòàìè, è ïóñòü Zn+ � ïîäïðîñòðàíñòâî Zn, îáðàçîâàííîåâåêòîðàìè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Ýëåìåíò
β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn+

íàçûâàåòñÿ ìóëüòèèíäåêñîì, à ÷èñëî |β| = β1+. . .+βn � åãî äëèíîé.Åñëè x ∈ Rn, β ∈ Zn+, òî
β! = β1! . . . βn!, xβ = xβ1

1 . . . xβn
n .

×åðåç P(n)
l (èëè ïðîñòî Pl äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n) îáîçíà÷èìêëàññ ïîëèíîìîâ â Rn ñòåïåíè íå âûøå l, l = 0, 1, . . .

Ïîëîæèì
Dj = ∂/∂xj , j = 1, . . . , n,

à òàêæå
Dβ = Dβ1

1 . . . Dβn
n =

∂|β|

∂xβ1
1 . . . ∂xβn

n

, β ∈ Zn+.

Åñëè l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî âåêòîð
∇lv = {Dβv}|β|=l
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íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè v ïîðÿäêà l. Ïî îïðåäåëåíèþ ïî-ëàãàåì ∇0v = v, ∇ = ∇1 è
|∇lv| =

(∑
|β|=l

∣∣Dβv
∣∣2)1/2

.

Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ â Ω ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C(Ω).Ïóñòü l � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ñèìâîë Cl(Ω) îçíà÷àåòêëàññ (âåùåñòâåííûõ) ôóíêöèé u ∈ C(Ω), èìåþùèõ ïðîèçâîäíûå
Dβu ∈ C(Ω) ïðè |β| ≤ l. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôå-ðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C∞(Ω). Äàëåå Cl0(Ω)� êëàññ ôóíêöèé èç Cl(Ω) ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè â Ω. Àíàëî-ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ C∞0 (Ω).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ v : E ⊂ Rn → R1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþÃ¼ëüäåðà íà E ñ ïîêàçàòåëåì λ ∈ (0, 1), åñëè

sup
x,y∈E,x6=y

|v(x)− v(y)|
|x− y|λ

<∞.

Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè λ = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-öèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà E.
Ïðè öåëîì l ≥ 0 è λ ∈ (0, 1] ïðîñòðàíñòâî Cl,λ(Ω) ñîñòîèò èçôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Cl(Ω), ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïîðÿäêà lóäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì λ (óñëîâèþ Ëèï-øèöà ïðè λ = 1) íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå Ω.
Ïðè l = 0, 1, . . . ïðîñòðàíñòâî Cl(Ω) îáðàçîâàíî òåìè ôóíêöèÿìèèç Cl(Ω), âñå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïîðÿäêîâ 0, . . . , l èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ íà Ω. Ïî îïðåäåëåíèþ C0(Ω) = C(Ω). Ïðîñò-ðàíñòâî ñóæåíèé íà Ω ôóíêöèé èç C∞(Rn) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
C∞(Ω).

Åñëè λ ∈ (0, 1] è l � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ïðîñòðàíñòâî
Cl,λ(Ω) ñîñòîèò èç ôóíêöèé êëàññà Cl(Ω), ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíûåïîðÿäêà l óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì λ (óñëî-âèþ Ëèïøèöà ïðè λ = 1) íà Ω . Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
Ω ïðîñòðàíñòâà Cl(Ω) è Cl,λ(Ω) ñòàíîâÿòñÿ áàíàõîâûìè, åñëè èõñíàáäèòü íîðìàìè

‖v‖Cl(Ω) =
∑l

j=0
sup{|(∇jv)(x)| : x ∈ Ω},

‖v‖Cl,λ(Ω) = ‖v|Cl(Ω) + sup
x,y∈Ω,x 6=y

|(∇lv)(x)− (∇lv)(y)|
|x− y|λ

.
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Â äàëüíåéøåì áóêâîé c áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-ÿííûå, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â îäíîé è òîéæå öåïî÷êå íåðàâåíñòâ. Ýòî íå îòíîñèòñÿ ê ïîñòîÿííûì, îáîçíà÷àå-ìûì ÷åðåç c0, c1, . . .
1.1.2 Èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà

Ïóñòü G � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî Rn. Îáîçíà÷åíèåmesn(G) (èëè ïðîñòî mes(G) ïðè ôèêñèðîâàííîì n) áóäåò èñïîëüçî-âàòüñÿ äëÿ n-ìåðíîé ìåðû Ëåáåãà ìíîæåñòâà G. Ñèìâîëû∫
G

v(x)dx èëè
∫
G

vdx

îçíà÷àþò èíòåãðèðîâàíèå ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà.Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn è 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðîñòðàíñò-âî Lp(Ω) ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé v, îïðåäåëåííûõ íà Ω, äëÿêîòîðûõ
‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v(x)|pdx
)1/p

<∞, p <∞, (1)

è
‖v‖L∞(Ω) = ess sup{|v(x)| : x ∈ Ω} <∞.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì òàêæå ïèñàòü ‖ · ‖p,Ω âìåñòî ‖ · ‖Lp(Ω).Åñëè Ω = Rn, òî Ω ÷àñòî îïóñêàåòñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ïðîñòðâíñòâè íîðì. Èíòåãðèðîâàíèå áåç óêàçàíèÿ ïðåäåëîâ îçíà÷àåò èíòåãðèðî-âàíèå ïî Rn.×åðåç Lp,loc(Ω) îáîçíà÷èì êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Ω, êîòî-ðûå ñóììèðóåìû ñî ñòåïåíüþ p (èëè ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû ïðè
p =∞) íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå Ω.Íà ñàìîì äåëå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ Lp(Ω) èëè Lp,loc(Ω) ÿâëÿ-þòñÿ íå ôóíêöèÿìè, à ýêâèâàëåíòíûìè êëàññàìè èçìåðèìûõ ôóíê-öèé. Äâå ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ðàâíû ïî÷òè âåçäå íà Ω.Ìû èãíîðèðóåì ýòî ðàçëè÷èå, êîãäà íå âîçíèêàåò íåäîðàçóìåíèÿ,è ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíòû Lp,loc(Ω) ïðîñòî êàê ôóíêöèè íà Ω.Ïðîñòðàíñòâî Lp,loc(Ω) ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì ìåòðèçóåìûì, åñëèîíî ñíàáæåíî ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ïîëóíîðì ‖ · ‖Lp(ωk), ãäå {ωk}k≥1� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ
ωk ⊂⊂ ωk+1 è ∪k ωk = Ω. Ìåòðèêà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà ôîðìóëîé∑

k≥1

2−k‖u− v‖p,ωk

1 + ‖u− v‖p,ωk

, u, v ∈ Lp,loc(Ω),
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à ñõîäèìîñòü â Lp,loc(Ω) åñòü ñõîäèìîñòü â Lp(ω) äëÿ êàæäîãî îòê-ðûòîãî ω ⊂⊂ Ω.
Ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω) áóäåì èíîãäà ðññìàòðèâàòü è ïðè p ∈ (0, 1).

Ïðè ýòèõ p ôóíêöèîíàë (1) áóäåò óæå íå íîðìîé, à ïñåâäîíîðìîé,1íî ïðîñòðàíñòâî Lp(Ω) ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì, åñëè îï-ðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè u, v êàê ‖u− v‖pp,Ω.Íàïîìíèì íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà. Ïðåäïîëîæèì,÷òî 1 ≤ p ≤ ∞ è 1/p+ 1/p′ = 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà∫
Ω

|uv|dx ≤ ‖u‖p,Ω‖v‖p′,Ω

èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ u ∈ Lp(Ω) è v ∈ Lp′(Ω).
Èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, G ⊂ Rs

� îòêðûòûå ìíîæåñòâà è f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Ω×G ⊂ Rn+s.Òîãäà ∥∥∥∫
G

f(·, y)dy
∥∥∥
p,Ω
≤
∫
G

‖f(·, y)‖p,Ωdy, 1 ≤ p ≤ ∞. (2)

Íåðàâåíñòâî Õàðäè. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, s 6= 1/p, è ïóñòü

F (x) =

x∫
0

f(t)dt ïðè s > 1/p, F (x) =

∞∫
x

f(t)dt ïðè s < 1/p.

Òîãäà
‖x−sF‖p,(0,∞) ≤

1
|s− 1/p|

‖x1−sf‖p,(0,∞). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ (2) è (3) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, âêíèãå Î. Â. Áåñîâà, Â. Ï. Èëüèíà è Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî [9] (ãë. 1, � 2).Áîëåå îáùèå âåñîâûå íåðàâåíñòâà Õàðäè áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû âðàçä. 4.1 è 5.1.
1ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïñåâäîíîðìèðîâàííûì, åñëè íà åãî

ýëåìåíòàõ îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë ‖x‖ ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1) åñëè
‖x‖ = 0, òî x = 0; 2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖, ãäå λ � ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü; 3) åñëè
‖xk‖ → 0 è ‖yk‖ → 0, òî ‖xk + yk‖ → 0.
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1.2 Ôóíêöèè ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîä-

íûìè

1.2.1 Ñðåäíèå ôóíêöèè è ïðîèçâîäíûå

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ïî Ñîáîëåâó[67, 68, 69].
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Ω � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn,

u, v ∈ L1,loc(Ω) è α ∈ Zn+ � ìóëüòèèíäåêñ. Åñëè∫
Ω

uDαηdx = (−1)|α|
∫

Ω

vηdx

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà η ∈ C∞0 (Ω), òî ãîâîðÿò, ÷òî v ÿâëÿåòñÿîáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u â Ω è ïèøóò v = Dαu.
Ïóñòü

K ∈ C∞0 (Rn), suppK ⊂ B1,

∫
Kdx = 1.

Ñ ëþáîé ôóíêöèåé u ∈ L1,loc(Ω) ñâÿæåì ñåìåéñòâî åå óñðåäíåíèé
(Mhu)(x) =

1
hn

∫
K
(x− y

h

)
u(y)dy, h > 0. (1)

Ôóíêöèÿ K íàçûâàåòñÿ óñðåäíÿþùèì ÿäðîì, à h � ðàäèóñîì óñðåä-íåíèÿ. Ôîðìóëà (1) èìååò ñìûñë ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òàêèõ x,÷òî Bh(x) ⊂ Ω. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð, Ñ. Ë. Ñîáîëåâ [69, ñ. 19�20, 41]) è ìîæåò áûòü ëåãêîóñòàíîâëåíî íåïîñðåäñòâåííî.
Ëåììà. (i) Åñëè u ∈ L1,loc(Rn), òî Mhu ∈ C∞(Rn), ïðè÷åì

(
DαMhu

)
(x) =

∫ (
DαKh

)
(x− y)u(y)dy,

ãäå α ∈ Zn+ è Kh(x) = h−nK(x/h).(ii) Â ñëó÷àå u ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, èìååì Mhu → u â Lp(Rn)ïðè h→ +0.(iii) Åñëè u ∈ Lp,loc(Ω), 1 ≤ p <∞, è G � âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü,ò.å. G ⊂⊂ Ω, òî Mhu→ u â Lp(G) ïðè h→ 0.(iiii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ L1,loc(Ω) èìååò ïðîèçâîä-
íóþ Dαu â Ω. Òîãäà (DαMhu

)
(x) =

(
MhD

αu
)
(x), åñëè Bh(x) ⊂ Ω.
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Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, ìîæíî äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå îáîáùåí-íîé ïðîèçâîäíîé, ðàâíîñèëüíîå ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü u, v ∈ L1,loc(Ω) è α ∈ Zn+. Ôóíêöèÿ

v íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Dαu ôóíêöèè u â Ω, åñëèñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}k≥1 ⊂ C∞(Ω), äëÿ êîòî-ðîé uk → u è Dαuk → v â L1,loc(Ω).
1.2.2 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâîRn, 1 ≤ p ≤ ∞ è l � íàòóðàëüíîå÷èñëî. Ïðîñòðàíñòâî Llp(Ω) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ
Lp,loc(Ω), âñå îáîáùåíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïîðÿäêà l ñóùåñòâó-
þò è ïðèíàäëåæàò Lp(Ω). Ïðîñòðàíñòâà W l

p(Ω) è V lp (Ω) îïðåäåëÿ-þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
W l
p(Ω) = Lp(Ω) ∩ Llp(Ω), V lp (Ω) = ∩lk=0L

k
p(Ω).

Â ñëó÷àå l = 0 ìû ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèå L0
p = W 0

p = V 0
p = Lp.

Ïðîñòðàíñòâà W l
p(Ω) è V lp (Ω), ñíàáæåííûå íîðìàìè
‖u‖W l

p(Ω) = ‖u‖p,Ω + ‖∇lu‖p,Ω,

‖u‖V l
p(Ω) =

∑l

k=0
‖∇ku‖p,Ω,

ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè (ñì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâ [69, ñ. 76]).Ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Llp(Ω) ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Èìåííî, Llp(Ω) åñòüïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé â Ω ñ ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà lèç Lp(Ω) (ñì. Æ. Äåíè, Æ. Ë. Ëèîíñ [97] ïðè l = 1 è Â. Ã. Ìàçüÿ[40, 1.1.2] ïðè l ≥ 1). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèèèç Llp(Ω) èìåþò âñå ïðîìåæóòî÷íûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ ìåíüøå
l, ïðèíàäëåæàùèå Lp,loc(Ω).

Åñëè Ω � îáëàñòü, òî ïðîñòðàíñòâî Llp(Ω) ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûìáóäó÷è ñíàáæåíî íîðìîé
‖u‖Ll

p(Ω) = ‖u‖p,ω + ‖∇lu‖p,Ω, (1)

ãäå ω � âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü Ω, ò.å. ω ⊂⊂ Ω. Èçìåíåíèå ïîäîá-ëàñòè ω ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé íîðìå [40, 1.1.13].Âêëþ÷åíèÿ V lp (Ω) ⊂ W l
p(Ω) ⊂ Llp(Ω) î÷åâèäíû è ìîãóò áûòü

çàìåíåíû ðàâåíñòâàìè äëÿ îáëàñòè ñ �õîðîøåé� ãðàíèöåé (ñð. ñëåä-ñòâèå 1.5.1). Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, îáëàñòè [131], [40, 1.1.4], [59], äëÿ



14 Ãëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

êîòîðûõ îäíî èç óêàçàííûõ âêëþ÷åíèé èëè äàæå îáà îêàçûâàþòñÿñòðîãèìè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè u � ýëåìåíò îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ Llp(Ω),
W l
p(Ω) èëè V lp (Ω), òî u � ôóíêöèÿ â Ω, îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþäî ìíîæåñòâà ëåáåãîâîé ìåðû íóëü. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

u ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ãëàäêîé è ò.ï., åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
v, ñîâïàäàþùàÿ ñ u ïî÷òè âñþäó â Ω è v ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé,ãëàäêîé è ò.ï.

1.2.3 Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç

L1
p(Ω)

Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ, îïðå-äåëåííàÿ â Ω, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ïðÿìîé `, åñëè îíà àáñî-ëþòíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì çàìêíóòîì îòðåçêå `, ñîäåðæàùåìñÿâ Ω. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà L1
p(Ω) âòåðìèíàõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ èç Lp,loc(Ω), p ≥ 1, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
L1
p(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ (áûòü ìîæåò, èçìå-

íåííàÿ íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ëåáåãîâîé ìåðû) àáñîëþòíî íåïðå-ðûâíà íà ïî÷òè âñåõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, èåå êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèíàäëåæàò Lp(Ω).Êðîìå òîãî, êëàññè÷åñêèé ãðàäèåíò ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ îáîáùåí-íûì ãðàäèåíòîì ïî÷òè âñþäó â Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â êíèãàõ Â. Ì. Ãîëüäøòåé-íà è Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà [21, ñ. 122], Â. Ã. Ìàçüÿ [40, ñ. 13].Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé íàïî÷òè âñåõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, áûëî ïîëî-æåíî â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ òèïà L1

p(Ω) â
ðàáîòàõ Á. Ëåâè [117], Ë. Òîíåëëè [139], Äæ. Êýëêèíà [94], ×. Ìîððè[128] è äð.

1.2.4 Îá óñòðàíèìûõ îñîáåííîñòÿõ

Äëÿ òî÷êè x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn è 1 ≤ i ≤ n ïîëîæèì
pi(x) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, Þ. Ã. Ðåøåòíÿê [64, ñ. 15])äàåò ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâà óñòðàíèìûõ îñî-áåííîñòåé äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.
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Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ V lp (Ω \ F ), ãäå Ω ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî
è F ⊂ Ω � çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî Ω ìíîæåñòâî, ïðîåêöèè pi(F )êîòîðîãî èìåþò ëåáåãîâó ìåðó íóëü â Rn−1 ïðè âñåõ i = 1, . . . , n.Òîãäà u ∈ V lp (Ω).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ îò-íîñèòåëüíî çàìêíóòûõ â Ω ïîäìíîæåñòâ F íóëåâîé (n− 1)-ìåðíîéìåðû Õàóñäîðôà.

1.3 Êëàññû îáëàñòåé

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû îáëàñòåé â Rn èôîðìóëèðóþòñÿ ñâÿçè ìåæäó íèìè. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ
Cl è Cl,λ, ãäå l � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è λ ∈ (0, 1].
Îïðåäåëåíèå 1. Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn ïðèíàäëåæèòêëàññó Cl (Cl,λ), åñëè êàæäàÿ òî÷êà ∂Ω èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü

U , ÷òî ìíîæåñòâî U ∩ Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íåêîòîðîé äåêàðòîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò íåðàâåíñòâîì xn< f(x1, . . . , xn−1), ãäå f ∈ Cl(G)
(f ∈ Cl,λ(G)) è G � îáëàñòü â Rn−1.

Îáëàñòè êëàññà C0,1 áóäåì íàçûâàòü åùå îáëàñòÿìè ñ ëèïøèöå-âîé ãðàíèöåé.
Îïðåäåëåíèå 2. Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíîìíîæåñòâà E ⊂ Ω, åñëè ëþáîé ëó÷ ñ íà÷àëîì â E èìååò åäèíñòâåí-íóþ îáùóþ òî÷êó ñ ∂Ω.
Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé îòíîñè-òåëüíî íà÷àëà ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò (r, ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åå ãðàíèöà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r = r(ω) ñ íåïðåðûâíîéôóíêöèåé Sn−1 3 ω 7→ r(ω). Òàêàÿ îáëàñòü, âïðî÷åì, ìîæåò íåïðèíàäëåæàòü êëàññó C [125, p. 74].
Îáëàñòè êëàññà C0,1 ñâÿçàíû ñ îáëàñòÿìè, çâåçäíûìè îòíîñè-òåëüíî øàðà, ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Â. È. Áóðåíêîâ [91, 4.3],Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.1.8]).

Ëåììà 1. Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî øàðà,ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1.
Ââåäåì åùå îäèí êëàññ îáëàñòåé.
Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ êîíóñà, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a, b ∈ (0,∞), ÷òîêàæäàÿ òî÷êà Ω ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ñîäåðæàùåãîñÿ â Ω âìåñòå ñî
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ñâîèì çàìûêàíèåì êîíóñà, êîíãðóýíòíîãî êîíóñó
{x : x2

1 + . . .+ x2
n−1 < ax2

n, 0 < xn < b}.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáëàñòü êëàññà C0,1 óäîâëåòâîðÿåò óñ-ëîâèþ êîíóñà. Ïðèìåð øàðà ñ óäàëåííûì öåíòðîì ïîêàçûâàåò, ÷òîîáðàòíîå íåâåðíî. Îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì.Â. Ï. Ãëóøêî [19], Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.1.9]).
Ëåììà 2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñ-ëîâèþ êîíóñà. Òîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëàîáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî øàðà.

Èç ëåìì 1 è 2 ïîëó÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ óñëîâèþ êîíóñà, åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñ-òåé ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé.

1.4 Ïëîòíîñòü ôóíêöèé èç C∞ â ïðîñò-

ðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

Èç ëåììû 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ëþáîãî èç ïðîñòðàíñòâ
Llp(Ω), W l

p(Ω) èëè V lp (Ω) ïðè p < ∞ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíáåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà âíóòðåííèõ ïîäîá-ëàñòÿõ Ω. Íà ñàìîì äåëå àïïðîêñèìàöèþ òàêèìè ôóíêöèÿìè ìîæíîîñóùåñòâèòü íà Ω. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí Æ. Äåíè èÆ. Ë. Ëèîíñîì [97] â ñëó÷àå l = 1, à ïðè l ≥ 1 � Í. Ìåéåðñîì èÆ. Ñåððèíîì [126].
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, 1 ≤ p < ∞ è
l = 1, 2, . . . .
(i) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Llp(Ω) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ui} ⊂ C∞(Ω) ∩ Llp(Ω), ÷òî

ui → u â Lp,loc(Ω) è ‖∇l(ui − u)‖p,Ω → 0.

(ii)ÌíîæåñòâàW l
p(Ω)∩C∞(Ω) è V lp (Ω)∩C∞(Ω) ïëîòíû â ïðîñòðàí-

ñòâàõ W l
p(Ω) è V lp (Ω) ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 1 ïðîñòðàíñòâî C∞(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ìîæåò áûòü çàìåíåíî ïðîñòðàíñòâîì C∞(Ω). Íåîáõîäèìîå è äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà C∞(Ω) â ïðîñòðàíñòâàõ
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Ñîáîëåâà íåèçâåñòíî. Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå äàåò ïðî-ñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Ïðåäïîëîæèì,÷òî Ω ëèáî çâåçäíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè, ëèáî ïðèíàäëåæèò êëàññó
C. Òîãäà ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíî â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Llp(Ω),
W l
p(Ω) è V lp (Ω), p ∈ [1,∞).
Äëÿ îáëàñòåé êëàññà C òåîðåìà 2 äîêàçàíà Ý. Ãàëüÿðäî [102], àäëÿ çâåçäíûõ îáëàñòåé äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â êóðñå Â. È. Ñìèð-íîâà [66].

1.5 Íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå è ýêâèâàëåíò-

íûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

1.5.1 Îáîáù¼ííîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,îáîáùàþùåå õîðîøî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿîáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé êëàññà C, è ïóñòü ω �ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî ω ⊂⊂ Ω.Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Llp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, ñóùåñòâóåòïîëèíîì P ∈ Pl−1 âèäà

P (x) =
∑

|β|<l
xβ
∫

Ω

ϕβ(y)u(y)dy,

ãäå ôóíêöèè ϕβ , |β| < l, ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞0 (ω) è íå çàâèñÿòîò u, à ïðè âñåõ k = 0, . . . , l − 1 âåðíà îöåíêà
‖∇k(u− P )‖p,Ω ≤ c (n, l, p, ω,Ω) ‖∇lu‖p,Ω. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èìååòñÿ â êíèãå Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.1.11].Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì âàæíîå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâà Llp(Ω), W l

p(Ω) è V lp (Ω) ñîâïàäàþò äëÿîáëàñòè, ïðåäñòàâèìîé â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñ-òåé êëàññà C.
Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà âåðíà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îãðà-íè÷åííîé îáëàñòè ñ óñëîâèåì êîíóñà (ñì. ëåììû 1.3/1 è 1.3/2).Âïðî÷åì, äëÿ òàêîé îáëàñòè ýòà òåîðåìà â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîéâëîæåíèÿ Ñîáîëåâà äîïóñêàåò áîëåå îáùóþ ôîðìóëèðîâêó.
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü îáëàñòü Ω òà æå, ÷òî è â òåîðåìå. Ïîëîæèì
Ωε = εΩ ïðè ε > 0 è êàæäîé ôóíêöèè u ∈ Llp(Ωε) ñîïîñòàâèì
ïîëèíîì Pε = P (u ◦ Sε) ◦ S−1

ε , ãäå Sε(x) = ε x è P � ïîëèíîì èçòåîðåìû. Òîãäà ïðè âñåõ k = 0, . . . , l − 1 âåðíà îöåíêà
‖∇k(u− Pε)‖p,Ωε

≤ c εl−k ‖∇lu‖p,Ωε

ñ òîé æå êîíñòàíòîé c, ÷òî è â (1).
Äàëåå ïîëåçíûì îêàæåòñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåòëèíåéíûé ôóíêöèîíàë L1
p(Ω) 3 v 7→ `(v) ∈ R1, äëÿ êîòîðîãî

‖v − `(v)‖p,Ω ≤ C ‖∇v‖p,Ω, C = const,
ïðè âñåõ v ∈ L1

p(Ω). Òîãäà äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò òàêîå
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Llp(Ω) 3 v 7→ Q ∈ Pl−1, ÷òî ïðè 0 ≤ k ≤ l− 1âåðíà îöåíêà

‖∇k(v −Q)‖p,Ω ≤ cCl−k‖∇lv‖p,Ω,

ãäå c = c (n, p, l) è v � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Llp(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ Llp(Ω) è α ∈ Zn+ � ìóëüòèèíäåêñ äëèíû
l − 1. Ïîñêîëüêó Dαv ∈ L1

p(Ω), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî `α, ÷òî
‖Dαv − `α‖p,Ω ≤ C ‖∇(Dαv)‖p,Ω.

Îòñþäà
‖∇l−1v1‖p,Ω ≤ cC ‖∇lv‖p,Ω,

ãäå
v1(x) = v(x)−

∑
|α|=l−1

`αx
α/α!.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñòðîèì ïðè êàæäîì k = 1, . . . , l ôóíê-öèþ vk ∈ Ll−kp (Ω) âèäà
vk(x) = vk−1(x)−

∑
|α|=l−k

`αx
α/α!,

äëÿ êîòîðîé âåðíà îöåíêà
‖∇l−kvk‖p,Ω ≤ cC ‖∇l−k+1vk−1‖p,Ω

(ìû ñ÷èòàåì v0 = v). Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû `α ÿâëÿþòñÿëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè îò v. Òàêèì îáðàçîì,
Q(x) =

∑
|α|≤l−1

`αx
α/α!

åñòü òðåáóåìûé ïîëèíîì. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
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1.5.2 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â W l
p(Ω)

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ øèðîêèé êëàññ ýêâèâàëåíò-íûõ íîðìèðîâîê ïðîñòðàíñòâà W l
p(Ω) (ñì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâ [69, � 9],

Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.1.15]).
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèþ Llp(Ω) ⊂ Lp(Ω), è ïóñòü F (u) � íåïðåðûâíàÿ ïîëóíîðìà â
W l
p(Ω), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà Pl−1. Òîãäà íîðìà â W l

p(Ω)
ýêâèâàëåíòíà íîðìå F (u) + ‖∇lu‖p,Ω.

Èç ñëåäñòâèÿ 1.5.1 âûòåêàåò, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà äëÿ îáëàñòåé,ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé êëàññà C è, â÷àñòíîñòè, äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþêîíóñà.
Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω òàêîâà, ÷òî Llp(Ω) = V lp (Ω), íà-ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíóñà. Åñëè íåïðåðûâíûé ëèíåé-íûé îïåðàòîð Π : W l

p(Ω) → Pl−1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Π2 = Π
(ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî Pl−1), òî â òåîðåìåâ êà÷åñòâå F (u) ìîæíî âûáðàòü ïîëóíîðìó ‖Πu‖p,Ω.Òàê êàê Π(u − Πu) = 0, èç òåîðåìû ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòüïîëóíîðì ‖∇lu‖p,Ω è ‖u−Πu‖V l

p(Ω). Â ÷àñòíîñòè, ïðè 0 ≤ k ≤ l− 1âåðíà îöåíêà
‖∇k(u−Πu)‖p,Ω ≤ c(l, n, p,Ω)‖∇lu‖p,Ω. (2)

Ïóñòü ε � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð è Ωε = {ε x : x ∈ Ω}. Ïîëàãàÿ
Φ(x) = ε x, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈W l

p(Ωε) ïîëó÷èì îöåíêó
‖∇k

(
v − (Π(v ◦ Φ)) ◦ Φ−1

)
‖p,Ωε

≤ c εl−k‖∇lv‖p,Ωε
,

ãäå 0 ≤ k ≤ l − 1, à êîíñòàíòà c òà æå, ÷òî è â (2).Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ ïðîåêòîðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîéîáëàñòè.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü

ψ ∈ C∞0 (Ω),
∫

Ω

ψ(x)dx = 1. (3)

Òîãäà ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé
(Πu) (x) =

∑
|α|<l

1
α!

∫
Ω

(
Dαu

)
(y)(x− y)αψ(y)dy, u ∈ Llp(Ω), (4)
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äåéñòâóåò êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâå Pl−1.Êðîìå òîãî, ïîëèíîì Πu ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå
(Πu)(x) =

∑
|β|<l

xβ
∫

Ω

ϕβ(y)u(y)dy,

ãäå ϕβ ∈ C∞0 (Ω), òàê ÷òî îòîáðàæåíèå Llp(Ω) 3 u 7→ Πu ∈ Pl−1íåïðåðûâíî.
Ïðèìåð 2. Åñëè âìåñòå ñ (3) åùå âûïîëíåíû óñëîâèÿ∫

ψ(x)xαdx = 0

äëÿ âñåõ α ∈ Zn+, 1 ≤ |α| ≤ l−1, òî ïðîåêòîð Llp(Ω) 3 u 7→ Πu ∈ Pl−1ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé
(Πu) (x) =

∑
|α|<l

xα

α!

∫
Ω

(
Dαu

)
(y)ψ(y)dy, (5)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå∑
|α|<l

(−x)α

α!

∫
Ω

u(y)Dαψ(y)dy,

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Π : Llp(Ω)→ Pl−1.

1.5.3 Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæå-

íèÿ: Ll
p(Ω)→ Lq(Ω)

Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ïóñòü X ⊂ Y . Áóäåìãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íåïðåðûâíî âëîæåíî â Y (èëè îïåðà-òîð âëîæåíèÿ: X → Y íåïðåðûâåí), åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-íèå: X → Y íåïðåðûâíî.Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãîîïåðàòîðà âëîæåíèÿ: Llp(Ω) → Lq(Ω) ðàâíîñèëüíî ñïðàâåäëèâîñòèíåðàâåíñòâà òèïà Ïóàíêàðå.
Ëåììà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, q > 0 è Pl−1 ⊂ Lq(Ω). Äëÿ òîãî,
÷òîáû ïðîñòðàíñòâî Llp(Ω), p ≥ 1, áûëî íåïðåðûâíî âëîæåíî â
Lq(Ω), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ u ∈ Llp(Ω) íåðàâåí-ñòâî

inf{‖u−Q‖q,Ω : Q ∈ Pl−1} ≤ C ‖∇lu‖p,Ω (1)
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âûïîëíÿëîñü ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿ-ùåé îò u.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â îïðåäåëåíèè (1.2.2/1) âûáå-ðåì â êà÷åñòâå ω îòêðûòûé øàð B ⊂⊂ Ω. Òîãäà

‖u‖q,Ω ≤ C
(
‖u‖p,B + ‖∇lu‖p,Ω

)
äëÿ âñåõ u ∈ Llp(Ω) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C = C(n, p, l,Ω, B) > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü â (1) íå ïðåâîñõîäèò

C
(
inf {‖u−Q‖p,B : Q ∈ Pl−1}+ ‖∇lu‖p,Ω

)
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.5.1 â øàðå B, ïîëó÷àåì (1).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (1) èìååò ìåñòî. Òàê êàê Pl−1 ⊂ Lq(Ω),

òî âåðíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå Llp(Ω) ⊂ Lq(Ω). Ðàñ-
ñìîòðèì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Llp(Ω)
â ïðîñòðàíñòâî Lq(Ω). Ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî è çàìêíóòî, à,çíà÷èò, íåïðåðûâíî ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå (ñì., íàïðè-ìåð, Ðóäèí [65, 2.15]). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

Ïðè l = 1 ëåììà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Æ. Äåíè è Æ. Ë. Ëèîí-ñà [97].

1.6 Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé âî âíåøíîñòü

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïðîäîë-æåíèè ôóíêöèé èç êëàññîâ Ñîáîëåâà âî âíåøíîñòü îáëàñòè îïðåäå-ëåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà. Íà÷íåì ñ õîðîøî èçâåñòíîé ïðîöåäóðûîòðàæåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (ñì. Ì. Ð. Õåñòåíñ [108], Ë. Ëèõòåí-øòåéí [118]) äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé ÷åðåç ïëîñêóþ ÷àñòü ãðà-íèöû.
Ïóñòü ω � îáëàñòü â Rn−1, x = (x′, xn) ∈ Rn, x′ = (x1, . . . , xn−1),è ïóñòü a ∈ (0,∞). Ïîëîæèì Ω+ = ω× (0, a) è Ω = ω× (−a/l, a), ãäå

l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ôóíêöèè u, îïðåäåëåííîé â Ω+, ïîñòàâèì âñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ Eu, îïðåäåëåííóþ â Ω ðàâåíñòâîì

(Eu)(x) =
{
u(x), åñëè x ∈ Ω+,∑l
j=1 aju(x

′,−jxn), åñëè x ∈ Ω \ Ω+,
(1)
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ãäå êîýôôèöèåíòû aj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé
l∑

j=1

(−j)kaj = 1, k = 0, 1, . . . , l − 1. (2)

Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê åå îïðåäåëèòåëü(îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà) îòëè÷åí îò íóëÿ.
Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå u 7→ Eu, çàäàííîå ôîðìóëàìè (1) è (2),îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íà Ω+ ôóíêöèè èç êëàññà
C∞(ω × (−∞, a)), òî Eu ∈ Cl−1(Ω);2) åñëè u ∈ Lkp(Ω+), òî Eu ∈ Lkp(Ω) äëÿ k = 0, . . . , l è 1 ≤ p ≤ ∞;ïðè ýòîì âåðíà îöåíêà

‖∇k(Eu)‖p,Ω ≤ c ‖∇ku‖p,Ω+ ,

â êîòîðîé ïîñòîÿííóþ c ìîæíî âûáðàòü çàâèñÿùåé òîëüêî îò l.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èìååòñÿ, íàïðèìåð, â [40, 1.1.16].
Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü Q ⊂ Rn � îòêðûòûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðåá-ðàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþâûøå ïðîöåäóðó îòðàæåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âäîëü ðàçëè÷íûõêîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé, ïðîäîëæèì ôóíêöèþ èç Q â áîëåå øè-ðîêèé ïàðàëëåëåïèïåä. Óìíîæàÿ ýòî ïðîäîëæåíèå íà ãëàäêóþ ñðå-çàþùóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå èç Q íà Rn. Òàêèì îáðà-çîì, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:

V lp (Q)→ V lp (R
n). Òà æå ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåð-æäåíèþ. Ïóñòü Q � îïèñàíííûé âûøå ïàðàëëåëåïèïåä è G � îá-ëàñòü â Rm. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ:

V lp (Q×G)→ V lp
(
Rn ×G

)
, 1 ≤ p ≤ ∞, l ≥ 1,

íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò G.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è l ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî. Ãîâîðÿò,÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω ⊂ Rn ïðèíàäëåæèò êëàññó EV lp , åñëèñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

E : V lp (Ω)→ V lp (R
n), (3)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ, ò.å. Eu∣∣
Ω

= u äëÿ âñåõ
u ∈ V lp (Ω).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω � îáëàñòü â Rn êëàññà Cl. Êîìáèíèðóÿïðîöåäóðó (1) � (2) ñ ðàçáèåíèåì åäèíèöû è ëîêàëüíûì îòîáðà-æåíèåì Ω íà öèëèíäð, ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (3). Ýòà êîíñòðóêöèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæå-íèÿ áûëà îáîñíîâàíà â ðàáîòàõ Â. Ì. Áàáè÷à [2] è Ñ. Ì. Íèêîëüñêî-ãî [56]. Òàêèì îáðàçîì, äàâíî èçâåñòíî, ÷òî îáëàñòè èç Cl ïðèíàäëå-æàò êëàññó EV lp ïðè âñåõ p ≥ 1 è l = 1, 2, . . .
À. Êàëüäåðîí [93] ïîêàçàë, ÷òî êëàññó EV lp , p ∈ (1,∞), ïðèíàä-

ëåæàò îáëàñòè èç C0,1. Êîíñòðóêöèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Êàëü-äåðîíà îñíîâàíà íà íåêîòîðîì èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíê-öèé èç V lp (Ω) è òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-íûõ îïåðàòîðîâ â Lp. Àíàëîãè÷íûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíî-
ãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: W l̄

p(Ω) → W l̄
p(R

n), p ∈ (1,∞), äëÿ àíè-çîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà áûë èñïîëüçîâàí Î. Â. Áåñîâûìè Â. Ï. Èëüèíûì [8]. Çäåñü l̄ = (l1, . . . , ln), l1, . . . , ln � íàòóðàëüíûå
÷èñëà, à ôóíêöèè u èçW l̄

p(Ω) õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíå÷íîñòüþ íîðìû
‖u‖W l̄

p(Ω) = ‖u‖p,Ω +
∑n

i=1
‖Dli

i u‖p,Ω. (4)

Êëàññ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ ïðèãîäíà îïèñàííàÿ â [8] êîíñòðóê-öèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ, ñîäåðæèò â ñëó÷àå l1 = l2 = . . . = lnêëàññ C0,1.Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ â èçîòðîïíîì ñëó-÷àå, îõâàòûâàþùèé è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ p = 1, p = ∞, áûëïðåäëîæåí È. Ñòåéíîì [71] (ãë. VI, � 3). Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìóÑòåéíà.Îáëàñòü Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ëèïøèöåâîé îáëàñòüþ,åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå T äåêàðòîâûõêîîðäèíàò, ÷òî
TΩ =

{
x = (x′, xn) ∈ Rn : x′ ∈ Rn−1, xn > ϕ(x′)

}
, (5)

ãäå ϕ � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà íà Rn−1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn è ïóñòü ñóùåñòâó-þò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà r,M , íàòóðàëüíîå ÷èñëî N è ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Ui}i≥1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
1) åñëè x ∈ ∂Ω, òî Br(x) ⊂ Ui ïðè íåêîòîðîì i;
2) êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Ui íå ïðåâîñõîäèò N ;
3) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ëèïøèöåâà îá-ëàñòü Ωi ñ ôóíêöèåé ϕi, òàêàÿ, ÷òî Ui ∩ Ω = Ui ∩ Ωi è

|ϕi(x′)− ϕi(y′)| ≤M |x′ − y′|, x′, y′ ∈ Rn−1.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð E, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèè,îïðåäåëåííûå íà Ω â ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà Rn è èìåþùèéñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
a) Eu∣∣

Ω
= u;

b) îïåðàòîð E : V lp (Ω)→ V lp (R
n) íåïðåðûâåí äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è

l = 0, 1, 2, . . .;
c) íîðìà ‖E‖V l

p(Ω)→V l
p(Rn) îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëü-

êî îò n, p, l, r,M,N .
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Ñòåéíà íå çàâèñèò îò p è

l. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå òåîðåìû 2 âûïîëíåíî äëÿ îáëàñòè êëàññà
C0,1.
Çàìå÷àíèå 2. Îáúåäèíÿÿ òåîðåìó 2 ñ ëåììàìè 1.3/1-2, ïîëó÷àåì,÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîíóñà, ÿâ-ëÿåòñÿ ñóììîé êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé èç EV lp ïðè âñåõ l = 1, 2, . . .è 1 ≤ p ≤ ∞.
Êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè êëàññó EV lp íåèçâåñòåí. Ñëó-÷àé p = n = 2, l = 1 ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Ñ. Ê. Âîäîïüÿíîâ,Â. Ì. Ãîëüäøòåéí è Ò. Ã. Ëàòôóëëèí [16] ïîêàçàëè, ÷òî îäíîñâÿçíàÿïëîñêàÿ îáëàñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó EV 1

2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åå ãðàíèöà åñòü êâàçèîêðóæíîñòü, ò.å. îáðàç îêðóæíîñòèïðè êâàçèêîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè ïëîñêîñòè íà ñåáÿ. Ïî òåîðåìåÀëüôîðñà [1] ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
|x− z| ≤ c |x− y|, c = const,

ãäå x, y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ∂Ω, à z � ëþáàÿ òî÷êà òîé èç äóãêðèâîé ∂Ω, ñîåäèíÿþùèõ x è y, êîòîðàÿ èìååò ìåíüøèé äèàìåòð.Ïëîñêàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êâàçèîêðóæíîñòüþ, ïðèíàäëå-æèò êëàññó EV lp ïðè âñåõ p ∈ [1,∞] è l = 1, 2, . . . (ñì. Â. Ì. Ãîëüä-
øòåéí, Ñ. Ê. Âîäîïüÿíîâ [103] ïðè l = 1 è Ï. Äæîíñ [112] ïðè
l ≥ 1). Â. Ì. Ãîëüäøòåéí [20] óñòàíîâèë, ÷òî èç îäíîâðåìåííîãîâêëþ÷åíèÿ ïëîñêîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè è åå äîïîëíåíèÿ â EV lpâûòåêàåò, ÷òî òàêàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ êâàçèêðóãîì. Â óïîìÿíóòîéðàáîòå Ï. Äæîíñà îïèñàí êëàññ n-ìåðíûõ îáëàñòåé èç EV lp , ñîäåð-æàùèé C0,1 è ñîâïàäàþùèé ñ êëàññîì êâàçèêðóãîâ ïðè n = 2.Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò Äæîíñà [112].
Òåîðåìà 3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, è äëÿ íåêîòîðûõ ε ∈ (0,∞) è
δ ∈ (0,∞] ëþáûå òî÷êè x, y ∈ Ω, |x− y| < δ, ìîãóò áûòü ñîåäèíåíûñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ ⊂ Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì

`(γ) ≤ |x− y|/ε, dist(z, ∂Ω) ≥ ε |x− z||y − z|/|x− y|,
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ãäå `(γ) � äëèíà γ è z � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà γ. Òîãäà Ω ïðèíàäëåæèòêëàññó EV lp äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞] è l = 1, 2, . . . Ïðè ýòîì ëèíåéíûé
îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lp (R

n) ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òà-êèì îáðàçîì, ÷òî åãî íîðìà îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ çàâè-ñèò òîëüêî îò n, p, l, ε, δ è diam (Ω).
Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Ñòåéíà, îïå-ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Äæîíñà çàâèñèò îò l. Îáëàñòè, îïèñàííûå âòåîðåìå 3, íàçûâàþòñÿ åùå (ε, δ)-îáëàñòÿìè.
Òåîðåìà 3 îáîáùåíà íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ W l̄

pâ ðàáîòàõ Á. Ë. Ôàéíà [74] è Ï. À. Øâàðöìàíà [76]. Îáîáùåíèåòîé æå òåîðåìû íà ñëó÷àé âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïîëó÷åíîâ ðàáîòå Ñ. Ê. ×óà [95]. Íåäàâíî Ë. Ã. Ðîäæåðñ [136] ïîñòðîèëäëÿ (ε, δ)-îáëàñòè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lp (Ω)→ V lp (R

n), íå çàâèñÿùèé îò l, p.

1.7 Òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðàâ Ω. Ïðè q ∈ (0,∞) îáîçíà÷èì ÷åðåç Lq(Ω, µ) ïðîñòðàíñòâî µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé â Ω, ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ q ïî îòíîøå-íèþ ê ìåðå µ. Åñëè â Lq(Ω, µ) îòîæäåñòâèòü µ-ýêâèâàëåíòíûå ôóíê-öèè, òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ñ íîðìîé

‖u‖Lq(Ω,µ) =
(∫

Ω

|u|qdµ
)1/q

ïðè q ≥ 1; ïðè q ∈ (0, 1) ýòî ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ïîëíûììåòðè÷åñêèì, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè u, v îïðåäå-ëèòü êàê ‖u − v‖qLq(Ω,µ). Â ñëó÷àå µ = mesn ìû îïóñêàåì ìåðó â
îáîçíà÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâ è íîðì.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà âëîæåíèÿÑ. Ë. Ñîáîëåâà [67, 68, 69] ñ äîïîëíåíèÿìè Â. Ï. Èëüèíà [23] èÝ. Ãàëüÿðäî [102].
Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,∞) è l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì,÷òî Ω � îáëàñòü â Rn, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî÷èñëà îáëàñòåé êëàññà EV lp . Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ s-ìåðíóþ ìåðó Ëå-
áåãà íà Ω ∩ Rs, s ≤ n. Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ C∞(Ω) ∩ V lp (Ω) âåðíàîöåíêà ∑k

j=0
‖∇ju‖Lq(Ω,µ) ≤ C ‖u‖V l

p(Ω), (1)
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ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò u, à ïàðàìåò-ðû n, s, p, q, l, k óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
1) p > 1, 0 < n− p(l − k) < s ≤ n, p ≤ q ≤ sp/(n− (l − k)p);
2) p = 1, 0 < n+ k − l ≤ s ≤ n, 1 ≤ q ≤ s/(n− l + k);
3) p > 1, n = p(l − k), s ≤ n, p ≤ q <∞.
Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé
4) p > 1, n < p(l − k) èëè
5) p = 1, n ≤ l − k, òî∑k

j=0
supΩ |∇ju| ≤ C ‖u‖V l

p(Ω).

Åñëè Ω ïðèíàäëåæèò êëàññó EV lp , òî â ñëó÷àå 4) óòâåðæäåíèå òåî-ðåìû ìîæåò áûòü óòî÷íåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
6) åñëè λ = l − k − n/p ∈ (0, 1), òî äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Ω) ∩ C∞(Ω)

sup
x,y∈Ω, x 6=y

|∇ku(x)−∇ku(y)|
|x− y|λ

≤ C ‖u‖V l
p(Ω). (2)

7) Â ñëó÷àå (l−k−1)p = n íåðàâåíñòâî (2) âåðíî äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1)è u ∈ V lp (Ω) ∩ C∞(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â óïîìÿíóòîé ðàáîòåÝ. Ãàëüÿðäî [102] à òàêæå â êíèãàõ Ð. À. Àäàìñà [83, 5.1 � 5.19] èÂ. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.4]. Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíîòåîðåìû Ñîáîëåâà.
Çàìå÷àíèå 1. Èç 1) � 3) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ñóæåíèÿ

C∞(Ω) ∩ V lp (Ω) 3 u 7→ u
∣∣
Rs∩Ω

ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíåí äî ëèíåéíîãîíåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà: V lp (Ω)→ V kq (Rs ∩ Ω).
Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ óñëîâèþ êîíóñà. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.6/2, äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞è l = 1, 2, . . . ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëàîáëàñòåé êëàññà EV lp . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðå-

ðûâíî âëîæåíî â V kq (Ω) ïðè
(l − k)p < n, p ≥ 1, 1 ≤ q ≤ np/(n− (l − k)p).
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Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ëþáîãî q ∈ [1,∞), åñëè (l−k)p = n. Â ñëó÷àå
(l − k)p > n èëè p = 1, l − k ≥ n ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî
âëîæåíî â Ck(Ω) ∩ V k∞(Ω).
Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü Ω ∈ EV lp . Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 7) â

òåîðåìå Ñîáîëåâà, òî ìîæíî ïîêàçàòü [60], ÷òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω)
íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïîïîëíåíèå C∞(Ω) ïî íîðìå

‖u‖V k
∞(Ω) + sup

x,y∈Ω,x 6=y

|∇ku(x)−∇ku(y)|
|x− y|(1 + | log |x− y||)(p−1)/p

. (3)

Çàìå÷àíèå 4. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè p, l, n, k, λ â 4) �6) è ïîêàçàòåëü (p− 1)/p â (3) òî÷íû. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþïîäõîäÿùèõ ïðîáíûõ ôóíêöèé.Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà Ñîáîëåâà îáîáùàëàñü â ðàç-ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ.Â êíèãå Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.4.5] äàíî îáîáùåíèå òåîðåìû íà ñëó÷àéàáñòðàêòíîé ìåðû. Èìåííî, ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìåÑîáîëåâà è ïóñòü µ � òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà â Ω, ÷òî
sup

{
r−sµ

(
Ω ∩Br(x)

)
: x ∈ Rn, r > 0

}
<∞,

ãäå s > 0 (â ÷àñòíîñòè, åñëè s öåëîå, òî â êà÷åñòâå µ ìîæíî âçÿòü s-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà â Ω∩Rs). Òîãäà îöåíêà (1) îñòàåòñÿ âåðíîé ïðèâûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé 1), 2) èëè 3). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãîðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè Ñîáîëåâà äëÿôóíêöèé u ∈ C∞0 (Rn) è òåîðåìå Ä. Ð. Àäàìñà î ïîòåíöèàëàõ Ðèññà[80, 81] ïðè p > 1.Ïðèâåäåì îáîáùåíèå òåîðåìû Ñîáîëåâà íà àíèçîòðîïíûå ïðîñò-
ðàíñòâà W l̄

p(Ω), l̄ = (l1, . . . , ln) ∈ Zn, li > 0, ýëåìåíòû êîòîðûõ
õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíå÷íîñòüþ íîðìû (1.6/4).Ïóñòü l̄ � âåêòîð ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,
α ∈ Zn+. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäóóêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè è íåêîòîðûõ òðåáîâàíèÿõ ê îáëàñòè ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W l̄

p(Ω) èìååò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ
Dαu ∈ Lq(Ω) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Dαu‖q,Ω ≤ C ‖u‖W l̄
p(Ω) (4)

ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò u.Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (4) îñíîâàíî íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâ-ëåíèè ôóíêöèé ÷åðåç íåñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå. Àïïàðàò èíòåã-ðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûé â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ïðèìåíÿëñÿ
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äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì âëîæåíèÿ åùå Ñ. Ë. Ñîáîëåâûì [68, 69],ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ Â. Ï. Èëüèíà [24], Î. Â. Áåñîâà [4, 5, 6],Î. Â. Áåñîâà è Â. Ï. Èëüèíà [8] (ñì. òàêæå � 7 êíèãè [9]). Îòìåòèìçäåñü òàêæå ðàáîòûÞ. Ã. Ðåøåòíÿêà [62, 63] è Â. È. Áóðåíêîâà [12],ãäå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ÷åðåç èõ ïðîèçâîäíûåèçó÷àëèñü â èçîòðîïíîì ñëó÷àå.Î. Â. Áåñîâ [5] ïîëó÷èë èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé÷åðåç íåñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå, íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òàêíàçûâàåìûé ãèáêèé ðîã è ïîêàçàë, ÷òî íåðàâåíñòâî (4) âåðíî ïðèñîîòíîøåíèÿõ
θ = 1− (p−1 − q−1)

∑n

i=1
l−1
i −

∑n

i=1
αil

−1
i ≥ 0, (5)

è ïðè θ = 0

ëèáî 1 < p < q <∞, ëèáî 1 = p < q =∞, ëèáî 1 < p = q <∞,

ãäå Ω � îáëàñòü â Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ãèáêîãî ðîãà.Íå ïðèâîäÿ çäåñü ñòðîãîãî îïèñàíèÿ íàçâàííîãî êëàññà îáëàñòåé,çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè ñ óñëîâèåì ãèáêîãî ðîãà ìîãóò èìåòü çàîñò-ðåíèÿ íà ãðàíèöå, õàðàêòåð âûðîæäåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò êîì-ïîíåíò âåêòîðà l̄, à ïðè l1 = . . . = ln ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ îáëàñ-òåé (ñ óñëîâèåì ãèáêîãî êîíóñà) ñîäåðæèò êëàññ îáëàñòåé, óäîâëåò-âîðÿþùèõ óñëîâèþ Ô. Äæîíà (ïîñëåäíèé åùå íàçûâàåòñÿ êëàñ-ñîì J ïî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â êíèãå Â. Ì. Ãîëüäøòåéíà èÞ. Ã. Ðåøåòíÿêà [21]).Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæèòêëàññó J , åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êà x0 ∈ Ω è ïîñòîÿííàÿ c > 0, òàêèå,÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Ω ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà ñ x0 ñïðÿìëÿåìîéêðèâîé γ ⊂ Ω, âäîëü êîòîðîé
dist (y, ∂Ω) ≥ c |γ(x, y)|, (6)

ãäå y � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé γ, à |γ(x, y)| îçíà÷àåò äëèíó÷àñòè γ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x è y.Îïèñàííûå îáëàñòè ââåë â ðàññìîòðåíèå Ô. Äæîí [111]. Êëàññ
J ñîäåðæèò îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ êîíóñà ([21], ãë. 2,ðàçä. 2.2), íî, âîîáùå ãîâîðÿ, îáëàñòè êëàññà J óñòðîåíû äîñòàòî÷íîñëîæíî.Äëÿ èçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâW l

p(Ω) óñëîâèå (5) ïðè α = 0 èìååòâèä
θ = 1− n(p−1 − q−1)l−1 ≥ 0. (7)

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:äëÿ îáëàñòè Ω êëàññà J ïðîñòðàíñòâîW l
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â
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Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (7) è äîïîëíèòåëüíî
q <∞ ïðè θ = 0 è p > 1; q =∞ ïðè θ = 0 è p = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè θ > 0 ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòåÞ. Ã. Ðåøåòíÿêà [63] ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿôóíêöèè â îáëàñòè êëàññà J ÷åðåç åå ãðàäèåíò ïîðÿäêà l. Íà ñàìîìäåëå îãðàíè÷åíèå q =∞ ïðè θ = 0 è p = 1 ìîæåò áûòü ñíÿòî.
Á. Áîÿðñêèé [88] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn êëàññà Jïðîñòðàíñòâî L1

1(Ω) âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî L n
n−1

(Ω). Îòñþäà âû-
òåêàåò ðàâåíñòâî Llp(Ω) = V lp (Ω) ïðè âñåõ p ≥ 1 è l = 1, 2 . . ., àñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíûõ ðàññóæäåíèé îáùåãî õàðàêòåðà âû-âîäèòñÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: Llp(Ω) → Lq(Ω) ïðè
q ≤ np/(n − lp), p ≥ 1, lp < n. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ îáëàñòèêëàññà J ïðîñòðàíñòâî Llp(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â L∞(Ω)∩C(Ω)
ïðè lp > n (ñì. Þ. Ã. Ðåøåòíÿê [63], Â. Ì. Ãîëüäøòåéí, Þ. Ã. Ðå-øåòíÿê [21], ãë. 2, 4.3). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà âëîæåíèÿ, ñôîðìó-ëèðîâàííàÿ â çàìå÷àíèè 2 äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ óñëîâèåìêîíóñà, ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèòñÿ íà îáëàñòè êëàññà J .

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå êëàññ J � ñàìûé øèðîêèé êëàññ îáëàñ-òåé, äëÿ êîòîðîãî âåðíà òåîðåìà âëîæåíèÿ ñ ñîáîëåâñêèì ïðåäåëü-íûì ïîêàçàòåëåì. Â ðàáîòå [90] Ñ. Áàêëè è Ï. Êîñêåëà äîêàçàëè, ÷òîåñëè Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü è ïðîñòðàíñòâî
L1
p(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â L2p/(2−p)(Ω) ïðè íåêîòîðîì p ∈ [1, 2),òî Ω ïðèíàäëåæèò êëàññó J .
Óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò Á. Áîÿðñêîãî áûë îáîáùåí íà ñëó÷àéâåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â ðàáîòàõ Ñ. Ê. ×óà [96], Ð. Õóððè�Ñþðüÿíåí [109, 110], Ï. Õàéëàøà è Ï. Êîñêåëà [105], Ò. Êèëüïåëÿé-íåíà è ß. Ìàëû [116]. Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïî-ñëåäíåé ðàáîòå.
Ïðè λ ≥ 1 îãðàíè÷åííûå îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå λ-óñëîâèþÄæîíà, õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (7) çàìåíÿåòñÿíà c |γ(x, y)|λ. Êëàññ òàêèõ îáëàñòåé ðàñòåò ñ ðîñòîì λ è ïðè λ = 1ñîâïàäàåò ñ êëàññîì J . Â ðàáîòå [116] äëÿ îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþ-ùåé λ-óñëîâèþ Äæîíà, óñòàíîâëåíà îöåíêà

inf
t∈R1

(∫
Ω

|u− t|q%(x)adx
)1/q

≤ C
(∫

Ω

|∇u|p%(x)bdx
)1/p

, C = const,

ãäå
%(x) = dist(x, ∂Ω), b ≥ 1−n, a > −n, 1 ≤ p ≤ q <∞, q(n−p) ≤ np,

(n+ a)q−1 ≥ (λ(n+ b− 1) + 1)p−1 − 1
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è u � ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â Ω, äëÿ êîòîðîé %b/p∇u ∈ Lp(Ω).Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí Î. Â. Áåñîâûì [6, 7] íà âåñîâûåïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ëþáîãî ïîðÿäêà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà îá-ëàñòåé, ñîäåðæàùåãî îáëàñòè ñ λ-óñëîâèåì Äæîíà. Î. Â. Áåñîâ äî-êàçàë, â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ Llp(Ω) ⊂ Lq(Ω), ãäå
Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ λ-óñëîâèåì Äæîíà (λ ≥ 1),

1 < p < q <∞, l − (1 + λ(n− 1))/p+ n/q ≥ 0.

Ïîêàçàòåëü q íå ìîæåò áûòü óâåëè÷åí (ñì. Ä. À. Ëàáóòèí [29]).

1.8 Òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ïîêàçû-âàþùèõ, ÷òî ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííûå â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà,ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûìè â íåêîòîðûõ äðóãèõ ôóíê-öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé ëåììû, âåðíîéäëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.
Ëåììà. Åñëè Ω � îáëàñòü âRn è ω � òàêàÿ ïîäîáëàñòü, ÷òî ω ⊂⊂ Ω,òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Llp(Ω) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî
â V l−1

p (ω).
Ïðè p = 2 è l = 1 ýòî óòâåðæäåíèå åñòü êëàññè÷åñêàÿ ëåììàÔ. Ðåëëèõà [134]. Ïðè p = ∞ îíî âûòåêàåò èç òåîðåìû Àðöåëà�Àñêîëè. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæíî íàéòè, íà-ïðèìåð, â [40, 1.4.6].Ôîðìóëèðóåìàÿ íèæå òåîðåìà 1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè ïðîñò-ðàíñòâî Ñîáîëåâà íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Lq â îáëàñòèêîíå÷íîãî îáúåìà ñ íåïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì q, òî îïåðàòîð âëî-æåíèÿ êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn êîíå÷íîãî îáúåìà. Åñëè ïðîñò-ðàíñòâî Llp(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω), ãäå p ≥ 1 è q > 0, òî
îïåðàòîð âëîæåíèÿ: Llp(Ω)→ Lr(Ω) êîìïàêòåí ïðè ëþáîì r ∈ (0, q).
Â ýòîì óòâåðæäåíèè ïðîñòðàíñòâî Llp(Ω) ìîæíî çàìåíèòü íàW l

p(Ω)
èëè V lp (Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî r ≤ p è ââåäåì íàáîðîáëàñòåé {Ωj}j≥1, äëÿ êîòîðûõ Ωj ⊂⊂ Ωj+1, ∪jΩj = Ω. Äëÿ ëþáîãî
j = 1, 2, . . . è ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Llp(Ω) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâàÃ¼ëüäåðà ïîëó÷èì

c(r) ‖u‖r,Ω ≤ ‖u‖r,Ω\Ωj
+ ‖u‖r,Ωj ≤
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≤ [mesn(Ω \ Ωj)]
1
r−

1
q ‖u‖q,Ω + [mesn(Ω)]

1
r−

1
p ‖u‖p,Ωj

.

Ïîñêîëüêó mesn(Ω \ Ωj) → 0 è Llp(Ω) ⊂ Lq(Ω), òî ñóùåñòâóþòïîñòîÿííàÿ c > 0 è áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-òåëüíûõ ÷èñåë {δj}j≥1, íå çàâèñÿùèå îò u, òàêèå, ÷òî
‖u‖r,Ω ≤ δj ‖u‖Ll

p(Ω) + c ‖u‖p,Ωj , u ∈ Llp(Ω), j = 1, 2, . . . (1)

Ïóñòü {uk}k≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â åäèíè÷íîì
øàðå ïðîñòðàíñòâà Llp(Ω). Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ìíîæåñòâî,
îãðàíè÷åííîå â Llp(Ω), îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â Lp(Ωj) ïðè âñåõ
j ≥ 1. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûé äèàãîíàëüíûéìåòîä, âûäåëèì èç {uk} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}, ñõîäÿùóþñÿ â
Lp,loc(Ω). Êðîìå òîãî, èç (1) ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ i, j, k âûòåêàåòîöåíêà

‖vk − vi‖r,Ω ≤ 2δj + c ‖vk − vi‖p,Ωj . (2)

Ïóñòü ε > 0. Çàôèêñèðóåì íîìåð j, äëÿ êîòîðîãî δj < ε/4. Òàê êàê
{vk} ñõîäèòñÿ â Lp(Ωj), òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ïîñëåäíååñëàãàåìîå â (2) íå áîëüøå ε/2 ïðè âñåõ i, k ≥ N . Ïðè òåõ æå i, kèìååì ‖vk − vi‖r,Ω < ε. Èòàê, {vk} ñõîäèòñÿ â Lr(Ω), è çàêëþ÷åíèåòåîðåìû óñòàíîâëåíî â ñëó÷àå r ≤ p.Ïóñòü p < r < q è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} îãðàíè÷åíà â Llp(Ω).
Â ñèëó ïðåäûäóùåãî, íåêîòîðàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u∗k} ñõî-äèòñÿ â Lp(Ω). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷èì

‖u∗k − u∗i ‖r,Ω ≤ ‖u∗k − u∗i ‖θp,Ω‖u∗k − u∗i ‖1−θq,Ω , (3)

ãäå i, k � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è r−1 = θp−1 + (1 − θ)q−1.Òàê êàê θ ∈ (0, 1) è ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü â (3) îãðàíè÷åí, òî
‖uk − ui‖r,Ω → 0 ïðè k, i→∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Llp(Ω). Òå æå ðàññóæäåíèÿ
ïðèâîäÿò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó äëÿ ïðîñòðàíñòâ W l

p(Ω) è V lp (Ω).
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ìîæíî íàéòè â [125, 1.10] èâ[105]. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè Ω � îáëàñòü â Rn êîíå÷íîãî îáúåìà, òî ïðîñòðàí-ñòâî V lp (Ω), p > 1, âïîëíå íåïðåðûâíî âëîæåíî â V l−1
q (Ω) ïðè

ëþáîì q ∈ [1, p).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîðû ñóæåíèÿ è âëî-æåíèÿ, óïîìÿíóòûå â çàìå÷àíèÿõ 1.7/1�2 (è íåïðåðûâíûå ïî òåîðå-ìå 1.7), âïîëíå íåïðåðûâíû ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäóïàðàìåòðàìè p, n, s, k, l, q.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ≥ 1, l = 1, 2, . . ., 0 ≤ k ≤ l − 1. Ïðåäïîëîæèì,÷òî Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé êëàññà EV lp .
1o Åñëè s � òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî (l− k)p < n, n− (l− k)p < s ≤ nè 1 ≤ q < sp/(n− (l − k)p), òî îïåðàòîð ñóæåíèÿ

V lp (Ω) 3 u 7→ u
∣∣
Rs∩Ω

∈ V kq (Rs ∩ Ω) (4)

âïîëíå íåïðåðûâåí.
2o Åñëè (l−k)p = n, òî îïåðàòîð (4) âïîëíå íåïðåðûâåí ïðè ëþáîì
q ∈ [1,∞) è s ≤ n.
3o Åñëè (l − k)p > n, òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) âïîëíå íåïðåðûâíî
âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Ck(Ω) ∩ V k∞(Ω) ñ íîðìîé ∑k

i=0 supΩ |∇iu|.
Ïðè p > 1 ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Â. È. Êîíäðàøîâûì [26],à ïðè p = 1 � Ý. Ãàëüÿðäî [102]. Åå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî òàêæåíàéòè â êíèãàõ Ð. À. Àäàìñà [83, 6.1 � 6.7] è Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.4.6].Îòìåòèì, ÷òî åñëè s = n, à ïàðàìåòðû p, l, k, q, n � òå æå, ÷òîè â ïï. 1o, 2o, òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.7 èòåîðåìû 1.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ïàðàìåòðû p, l, k, n, s óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-ÿì 1o òåîðåìû 2. Åñëè q = sp/(n − (l − k)p), òî îïåðàòîð ñóæåíèÿ

V lp (Ω) 3 u 7→ u
∣∣
Rs∩Ω

íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð: V lp (Ω)→ V kq (Rs∩Ω)ïî òåîðåìå 1.7. Îäíàêî ýòîò îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðå-ðûâíûì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â Rn,ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü η ∈ C∞0 (B2), η = 1 íà B1.Ïîëîæèì
vi(x) = 2is/qxk1η(2

ix), x ∈ Ω, i = 1, 2, . . .

Òîãäà vi ∈ C∞0 (Ω) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i, è áåç òðóäà ïðîâåðÿåò-ñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vi}i≥1 îãðàíè÷åíà â V lp (Ω). Åñëè
Ai = {x ∈ Rn : 2−i−1 < |x| < 2−i}, i ≥ 1

è j ≥ i+ 2, òî
‖∇k(vi − vj)‖Lq(Rs∩Ai) = ‖∇kvi‖Lq(Rs∩Ai) ≥ const > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v2i} íå èìååò ïîäïîñëåäîâà-òåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ â V kq (Rs ∩ Ω).



Ãëàâà 2

Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé,

îïðåäåëåííûõ â

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

îáëàñòÿõ

Ãëàâà ñîñòîèò èç âîñüìè ðàçäåëîâ. Â ïåðâûõ äâóõ âûâîäÿòñÿ òî÷íûåäâóñòîðîííèå îöåíêè íîðì îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ âíóòðü è âîâíåøíîñòü ìàëîé îáëàñòè. Â ðàçä. 2.3 ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ìèíè-ìàëüíîé íîðìû îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ôóíêöèèèç êëàññà Ñîáîëåâà íà ìàëîé îáëàñòè â êëàññ Ñîáîëåâà íà âñåìåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðàçä. 2.4 èññëåäóåòñÿ îïåðàòîð ïðîäîë-æåíèÿ ôóíêöèé èç âíåøíîñòè óçêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ âíóòðüýòîãî ñëîÿ. Ñëåäóþùèé ðàçäåë íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð.Â íåì èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà íåêîòîðîãî ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà,êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ðàçä. 2.6 ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãîîïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâàÑîáîëåâà íà óçêîì öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå â ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñò-âà Ñîáîëåâà íà áîëåå øèðîêîì ñëîå. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ãëàâûðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû îáëàñòåé, çàâèñÿùèõ îò ìàëûõïàðàìåòðîâ, è óñòàíîâëåíû äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðì ñîîòâåòñòâó-þùèõ îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 2.8 ñòðîèòñÿîïòèìàëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâàíà ìàëîì òîíêîì öèëèíäðå � îáëàñòè, çàâèñÿùåé îò äâóõ ìàëûõ
33
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ïàðàìåòðîâ.Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèéèç ìàëîé îáëàñòè è òîíêîãî öèëèíäðà áóäóò èñïîëüçîâàíû â ãë. 4äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé âî âíåøíîñòü îáëàñòè ñ âåð-øèíîé ïèêà íà ãðàíèöå.Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ãëàâå.Çäåñü, â ÷àñòíîñòè, óñòàíàâëèâàþòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðìïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp (Ωε)→ V lp (Gδ), è F : V lp (Gδ \ Ωε)→ V lp (Gδ), (1)

ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, 0 < δ ≤ ∞,
Ωε = {εx : x ∈ Ω}, Gδ = {δx : x ∈ G}, Ωε ⊂ Gδ,

Ω è G � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, G ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò.Â ñëó÷àå δ =∞ ïîëàãàåì Gδ = Rn.
1o. Ïóñòü Rn \ Ω ∈ EV lp è ïóñòü dist(Ωε,Rn \ Gδ) ≥ c ε, ãäå distîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè è c > 0 � ïîñòîÿííàÿ,íå çàâèñÿùàÿ îò �ñèíãóëÿðíûõ� ïàðàìåòðîâ ε, δ. Òîãäà ñóùåñòâóåòëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ F , íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíàðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε, δ.
2o. Åñëè Ω ∈ EV lp , òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

inf ‖E‖ ∼


ε−n/p min{δn/p, εn/p−l} ïðè lp < n,
ε−l min{δl, | log ε|(1−p)/p} ïðè lp = n,
ε−n/p min{δn/p, 1} ïðè lp > n.

Ñèìâîë ∼ îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü, ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî
ε, δ. Ïðè óñëîâèè Ω ∈ EV lp â ãë. 2 èçó÷àåòñÿ òàêæå îïåðàòîð ïðîäîë-
æåíèÿ E : V lp (Ωε)→ V lp (R

n) ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé. Â ñëó÷àå êîãäà
(l − 1)p < n ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà òàêîé íîðìû ïðè ε → +0. Â÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè p = 2, l = 1, n ≥ 3, òî ëþáîé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖E‖ ≥
(
sn(n− 2) capΩ

mesn(Ω)

)1/2 1
ε
,

è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E , äëÿ êîòîðîãî

‖E‖ ≤
(
sn(n− 2) capΩ

mesn(Ω)

)1/2 1 + o(1)
ε

.
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Çäåñü sn � ïëîùàäü ñôåðû Sn−1, cap � åìêîñòü Âèíåðà â Rn è o(1)� ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ε→ +0.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äîêàçàíû äëÿ îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿâî âíåøíîñòü è âíóòðü òîíêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ. Ïîëîæèì

Ωε =
{
(y, z) ∈ Rn+s : y/ε ∈ ω ⊂ Rn, z ∈ Rs

}
,

Gδ =
{
(y, z) ∈ Rn+s : y/δ ∈ g ⊂ Rn, z ∈ Rs

}
,

ãäå ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü è g � îãðàíè÷åííàÿ îá-ëàñòü, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü ε îçíà÷àåò ìàëûé ïî-ëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, Ωε ⊂ Gδ, è ïóñòü E, F � ïðîèçâîëüíûåîïåðàòîðû ïðîäîëæåíèÿ, óêàçàííûå â (1). Òîãäà ïðèâåäåííûå âûøåóòâåðæäåíèÿ 1o è 2o âåðíû è äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ Ωε, Gδ.

2.1 Ïðîäîëæåíèå âíóòðü ìàëîé îáëàñòè

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà ïðîäîëæå-íèÿ: V lp (Gδ \ Ωε) → V lp (Gδ) ñ íîðìîé, îãðàíè÷åííîé ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî ε, δ. Çäåñü ε > 0, δ > 0, ε � ìàëûé ïàðàìåòð, Ωε ⊂ Gδ,
Ωε = {εx : x ∈ Ω}, Gδ = {δx : x ∈ G}, Ω è G � îãðàíè÷åííûå îáëàñòèâRn. ×åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèåëèøü îò n, p, l,Ω, G. Åñëè X ⊂ Rn è λ ∈ R1, òî λX = {λx : x ∈ X}.Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü ‖ · ‖p,l,G âìåñòî ‖ · ‖V l

p(G).

2.1.1 Îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå äëÿ îá-

ëàñòåé èç EV l
p

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ âåðñèþ òåîðåìû 1.5.2 äëÿ ïðî-ñòðàíñòâà V lp (Ω), ãäå Ω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé îáëàñòåé èç EV lp(ñì. îïðåäåëåíèå 1.6).
Ëåììà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿêîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé êëàññà EV lp . Åñëè F (v) �
òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëóíîðìà â V lp (Ω), ÷òî F (P ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî
íåíóëåâîãî ïîëèíîìà P ∈ Pl−1, òî íîðìà â V lp (Ω) ýêâèâàëåíòíà
íîðìå F (v) + ‖∇lv‖p,Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî

‖v‖p,l,Ω ≤ c (F (v) + ‖∇lv‖p,Ω) (1)
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äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ V lp (Ω). Åñëè (1) íå èìååò ìåñòà,
òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}k≥1 ⊂ V lp (Ω), äëÿ êîòîðîé
‖vk‖p,l,Ω = 1 è

F (vk) + ‖∇lvk‖p,Ω < 1/k, k = 1, 2, . . . (2)

Ïî ëåììå 1.8 ñóùåñòâóåò åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íå óìåíüøàÿîáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}), ñõîäÿ-ùàÿñÿ â V l−1
p (Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ïðåäåë vk â V l−1

p (Ω). Â ñèëó
(2) èìååì vk → v â V lp (Ω) è v ∈ Pl−1. Êðîìå òîãî, F (v) = 0ââèäó íåïðåðûâíîñòè F , è çíà÷èò, v = 0. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èòóñëîâèþ ‖vk‖p,l,Ω = 1. Ëåììà äîêàçàíà.Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â ëåììå, Ωε = εΩ,
ε ∈ (0,∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

V lp (Ωε) 3 v 7→ Pε ∈ Pl−1,

äëÿ êîòîðîãî
‖∇s(v − Pε)‖p,Ωε

≤ c εl−s‖∇lv‖p,Ωε
(3)

ïðè âñåõ s = 0, 1, . . . , l − 1 è v ∈ V lp (Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü

Pε(x) = ε−n
∑
|α|<l

1
α!

∫
Ωε

Dαv(y)(x− y)αψ(y/ε)dy,

ãäå ψ ∈ C∞0 (Ω) è ∫ ψdx = 1.Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ε = 1. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå
v 7→ P1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîåêòîðîì V lp (Ω) íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Pl−1 (ñì. ïðèìåð 1.5.2/1), òî â ïðåäûäóùåé ëåììå ìîæíî âû-áðàòü F (v) = ‖P1‖p,Ω. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç òîé æåëåììû ñ ïîìîùüþ çàìåíû v íà v − P1.

2.1.2 Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé èç îäíîé ìàëîé îá-

ëàñòè íà äðóãóþ

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ïðîñòîå óòâåðæäåíèå î ïðîäîëæåíèè ñ ðàñ-òÿæåíèåì, êîòîðîå áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
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Ëåììà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü êëàññà EV lp ïðè íåêîòîðûõ
l = 1, 2, . . . è p ∈ [1,∞]. Åñëè Ωε = εΩ, ε ∈ (0,∞), òî ñóùåñòâóåòëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Eε : V lp (Ωε)→ V lp (R

n), òàêîé, ÷òîîöåíêà
‖∇j(Eεu)‖p,Rn ≤ c

∑l

k=0
εk−j‖∇ku‖p,Ωε

(1)

âåðíà ïðè âñåõ u ∈ V lp (Ωε) è j = 0, 1, . . . , l.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.6 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íå-ïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ω) → V lp (R

n). Ëåãêîâèäåòü, ÷òî òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ìîæåò áûòü çàäàíôîðìóëîé
Eεu =

(
E(u ◦ Φ)

)
◦ Φ−1, ãäå Φ : Rn 3 x 7→ εx. (2)

Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ c â (1) ñîâïàäàåò ñ ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå
‖∇jEv‖p,Rn ≤ c ‖v‖p,l,Ω.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.6/2 èïóñòü E îçíà÷àåò îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ïî Ñòåéíó èç Ω â Rn.Ïîñêîëüêó E ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì: V jp (Ω)→ V jp (Rn)äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî j, òî âåðíà îöåíêà
‖∇j(Eεu)‖p ≤ c (j, p, n,Ω)

∑j

k=0
εk−j‖∇ku‖p,Ωε

, j = 0, 1, . . . ,

ãäå îïåðàòîð Eε îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2).Óñòàíîâèì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Ïóñòü G � îáëàñòü â Rn ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì è
Ω � åå ïîäîáëàñòü êëàññà EV lp . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1)
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (εΩ) → V lp (εG) ñíîðìîé, îãðàíè÷åííîé ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ωε = εΩ, Gε = εG. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Eε : V lp (Ωε) → V lp (R

n) � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, äëÿ
êîòîðîãî âåðíà îöåíêà (1) ïðè j = 0, 1, . . . , l. Ðàññìîòðèì åùå ëèíåé-íîå îòîáðàæåíèå

V lp (Ωε) 3 v 7→ Pε ∈ Pl−1,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.1.1/3). Ïîëîæèì
Ev = Pε + Eε(v − Pε), v ∈ V lp (Ωε).
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Òîãäà E ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε) → V lp (Gε). Âñèëó (2.1.1/3) è (1) èìååì
‖∇kEε(v − Pε)‖p,Rn ≤ c εl−k‖∇lv‖p,Ωε

, 0 ≤ k ≤ l.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó
‖Q‖p,Gε

≤ c ‖Q‖p,Ωε
, Q ∈ Pl−1,

ïîëó÷èì, ÷òî
‖∇kPε‖p,Gε ≤ c ‖∇kPε‖p,Ωε ≤

≤ c
(
‖∇kv‖p,Ωε

+ εl−k‖∇lv‖p,Ωε

)
, 0 ≤ k < l.

Èòàê, E � òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ω ∈ C0,1, òî çàêëþ÷åíèå ëåììû 2 ñïðàâåäëèâîäëÿ âñåõ ε ∈ (0,∞). Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïåðà-òîðà ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ωε) → V lp (Gε), ε ≥ 1, ñ óñëîâèåì ‖E‖ ≤ cñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ.

2.1.3 Îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V l
p (Gδ \Ωε)→ V l

p (Gδ)
ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íîðìîé

Ïóñòü Ω è G � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn (n ≥ 2). Ïðåäïîëîæèì,÷òî G ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü Ωε = εΩ, Gδ = δ G, ãäå
ε ∈ (0, 1/2) è δ > 0. Ñëó÷àé δ = ∞ òàêæå íå èñêëþ÷àåòñÿ; ïîîïðåäåëåíèþ G∞ = Rn. Áóäåì íàçûâàòü Ωε ìàëîé îáëàñòüþ.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω îäíîñâÿçíà è Rn \ Ω ∈ EV lp ïðè íåêîòîðûõ
p ∈ [1,∞] è l = 1, 2, . . . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ωε � ìàëàÿ îáëàñòü,
Ωε ⊂ Gδ è dist (Ωε, ∂Gδ) ≥ c ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðà-
òîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Gδ\Ωε)→ V lp (Gδ), íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíàðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε, δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû dist (Ω, ∂Gδε−1) ≥ c.Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáëàñòü g ⊂ Rn ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåìè ãëàäêîé ãðàíèöåé, òàêàÿ, ÷òî Ω ⊂ g, g ⊂ Gδε−1 è g íå çàâèñèòîò ïàðàìåòðîâ ε, δ. Çàìåòèì, ÷òî g \ Ω∈ EV lp è ïîëîæèì gε= εg.
Òàê êàê Ωε ⊂ gε ⊂ Gδ, òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ: V lp (gε \ Ωε) → V lp (gε) ñ íîðìîé, îãðàíè÷åííîé ðàâíî-
ìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Ññûëêà íà ëåììó 2.1.2/2 çàâåðøàåò äîêàçà-òåëüñòâî.
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2.2 Âíåøíîñòü ìàëîé îáëàñòè

Â ýòîì ðàçäåëå äàþòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà ïðî-äîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (Gδ), ãäå Ωε � ìàëàÿ îáëàñòü. Ìû ñîõðàíÿåìîáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ýêâèâàëåíòíîñòü
a ∼ b ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí îçíà÷àåò, ÷òî èõ îòíîøåíèå îãðàíè-÷åíî ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, íå çàâèñÿùèìèîò �ñèíãóëÿðíûõ� ïàðàìåòðîâ ε, δ.
2.2.1 Îöåíêè äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â øàðå

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åíàÿ îáëàñòü è ïóñòü Ωε = εΩ. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî Ωε ⊂ Bδ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì íåêîòîðûåçàâèñÿùèå îò ε, δ îöåíêè äëÿ ôóíêöèé èç Llp(Bδ). Ýòè îöåíêè áóäóòèñïîëüçîâàíû â ðàçä. 2.2.2, à òàêæå â ãëàâå 4.
Ëåììà. Ïóñòü Ωε ⊂ Bδ. Åñëè u ∈ Llp(Bδ) è u(x) ≥ 1 ïðè ïî÷òè âñåõ
x ∈ Ωε, òî

εlp−n‖∇lu‖pp,Bδ
+ δ−n‖u‖pp,Bδ

≥ c, lp < n, (1)

è
| log(δε−1)

∣∣p−1‖∇lu‖pp,Bδ
+ δ−n‖u‖pp,Bδ

≥ c, lp = n. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì % = 2 supx∈Ω |x|. Åñëè δ ≤ εmax{%, 2},òî
δ−n‖u‖pp,Bδ

≥ (max{%, 2} ε)−n ‖u‖pp,Ωε
≥ c,

è îöåíêè (1), (2) âåðíû.
Ïóñòü δ > εmax{%, 2}. Â ýòîì ñëó÷àå Ωε ⊂ B%ε/2 ⊂ B%ε ⊂ Bδ.Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì Ñîáîëåâà äëÿ ôóíê-öèé â øàðå Bδ, ñîãëàñíî êîòîðîìó (ñì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâ [69, � 7],Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.1.10])

u(x) = Q(x) +
∑

|α|=l

∫
Bδ

fα(x, y)
|x− y|n−l

Dαu(y)dy, x ∈ Bδ,

ãäå Q � ïîëèíîì èç Pl−1 âèäà
Q(x) = δ−n

∑
|γ|<l

(x
δ

)γ ∫
Bδ/2

φγ(y/δ)u(y)dy, (3)

φγ ∈ C∞0 (B1/2) � íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè ïðè |γ| ≤ l − 1,
à fα ïðè |α| = l ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè àðãóìåíòîâ x, y,îãðàíè÷åííûìè ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x, y, δ.
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Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî
c ≤ |Q(x)|p +

∑
|α|=l

(∫
Bδ

|Dαu(y)|dy
|x− y|n−l

)p
, x ∈ Ωε,

ïðèäåì ê îöåíêå
c εn ≤ ‖Q‖pp,Ωε

+
∑

|α|=l

∫
Ωε

dx

(∫
Bδ

|Dαu(y)|dy
|x− y|n−l

)p
. (4)

Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ê êàæäîìó èíòåãðàëó â (3) äàåò
|Q(x)|p ≤ c δ−n‖u‖pp,Bδ/2

, x ∈ Bδ.

Îòñþäà
‖Q‖pp,Ωε

≤ c1εn‖Q‖p∞,Bδ
≤ c2(ε/δ)n‖u‖pp,Bδ/2

. (5)

×òîáû îöåíèòü ñóììó â (4), çàôèêñèðóåì ìóëüòèèíäåêñ α, |α| = l,ïîëîæèì v = |Dαu| è îöåíèì îòäåëüíî èíòåãðàëû

I1 =
∫

Ωε

dx

(∫
B%ε

v(y)dy
|x− y|n−l

)p
, I2 =

∫
Ωε

dx

(∫
Bδ\B%ε

v(y)dy
|x− y|n−l

)p
.

Âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå I1 äîîïðåäåëèì v(y) íóëåì ïðè |y| ≥ %ε,ñäåëàåì çàìåíó y − x = z, à çàòåì ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ìèíêîâ-ñêîãî. Òîãäà
I
1/p
1 ≤

∫
B2%ε

dz

|z|n−l
‖v(·+ z)‖Lp(Rn) ≤ c εl‖v‖p,Bδ

. (6)

Äëÿ îöåíêè I2 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé p > 1. Çàìåòèì, ÷òî
|y − x| ≥ |y|/2 ïðè x ∈ Ωε, y ∈ Bδ \ B%ε. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâîÃ¼ëüäåðà, ïîëó÷èì

I2 ≤ c εn‖v‖pp,Bδ

(∫
Bδ\B%ε

|y|(l−n)p/(p−1)dy

)p−1

,

îòêóäà
I2 ≤

{
c εlp‖v‖pp,Bδ

, lp < n,

c εn
(
log δ

%ε

)p−1

‖v‖pp,Bδ
, lp = n.

(7)
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Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è ïðè p = 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè
y ∈ Bδ \B%ε, x ∈ Ωε, òî |y−x| ≥ c ε, è ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âîâíóòðåííåì èíòåãðàëå I2 íå ïðåâîñõîäèò c εl−nv(y). Òàêèì îáðàçîì,∫

Ωε

dx

∫
Bδ\B%ε

v(y)dy
|x− y|n−l

≤ c εl‖v‖1,Bδ
, l ≤ n.

Òåïåðü îöåíêè (1) è (2) ñëåäóþò èç (4) � (7). Ëåììà äîêàçàíà.
2.2.2 Îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ:

V l
p (Ωε)→ V l

p (Gδ)

Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîìðàçäåëà 2.2.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ωε ⊂ Rn � ìàëàÿ îáëàñòü è ïóñòü Ωε ⊂ Gδ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ∈ EV lp ïðè íåêîòîðûõ p ∈ [1,∞] è l = 1, 2, . . .Âåðíî ñîîòíîøåíèå

inf ‖E‖ ∼


ε−n/p min{δn/p, εn/p−l} ïðè lp < n,
ε−l min{δl, | log ε|(1−p)/p} ïðè lp = n,
ε−n/p min{δn/p, 1} ïðè lp > n,

ãäå E : V lp (Ωε) → V lp (Gδ) � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óò-âåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà EV lp
è Ωε ⊂ Bδ, ε ∈ (0, 1/2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ωε) → V lp (Bδ), íîðìà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó

‖E‖ ≤ c ε−n/p min{δn/p, 1}. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü Ω ⊂
B1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû çàïèøåì Ωε = (%−1Ω)%ε ïðè Ω ⊂ B%è èñïîëüçóåì %−1Ω âìåñòî Ω). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1.1 ñóùåñòâóåòòàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

V lp (Ωε) 3 u 7→ Pε ∈ Pl−1,

÷òî
‖∇j(u− Pε)‖p,Ωε ≤ c εl−j‖∇lu‖p,Ωε , 0 ≤ j ≤ l. (2)
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Ïðè δ ≤ 1 îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E(1) : V lp (Ωε) → V lp (Bδ), îïðå-äåëèì ôîðìóëîé
E(1)u = Pε + Eε(u− Pε), (3)

ãäå Eε : V lp (Ωε) → V lp (R
n) � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ,

ïîñòðîåííûé â ëåììå 2.1.2/1. Ïðîâåðèì îöåíêó
‖E(1)u‖p,l,Bδ

≤ c (δε−1)n/p‖u‖p,l,Ωε
, u ∈ V lp (Ωε). (4)

Èç (2.1.2/1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî
‖∇sEε(u− Pε)‖p,Rn ≤ c εl−s‖∇lu‖p,Ωε

, 0 ≤ s ≤ l. (5)

Îöåíèì âåëè÷èíó ‖Pε‖p,l,Bδ
. Ñ ýòîé öåëüþ çàôèêñèðóåì ìóëüòè-èíäåêñ α, |α| = s ≤ l − 1, è çàìåòèì, ÷òî

‖DαPε‖p,Bδ
≤ c δn/p

∑
|γ|≤l−1−s

δ|γ||Dα+γPε(0)|/γ!.

Ïîñêîëüêó
|Q(0)| ≤ c ε−n/p‖Q‖p,Ωε

, Q ∈ Pl−1,

òî
‖DαPε‖p,Bδ

≤ c (δε−1)n/p
∑

|γ|≤l−1−s
‖Dα+γPε‖p,Ωε .

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû íå ïðåâîñõîäèò
‖Dα+γu‖p,Ωε

+ ‖Dα+γ(u− Pε)‖p,Ωε
.

Îòñþäà è èç (2) ïîëó÷àåì
‖∇sPε‖p,Bδ

≤ c (δε−1)n/p
∑l

j=s
‖∇ju‖p,Ωε , s ≤ l − 1. (6)

Îöåíêè (5) è (6) ïðèâîäÿò ê (4).Ïóñòü 1 < δ ≤ ∞. Ââåäåì ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ η ∈ C∞0 (B1),
η
∣∣
B1/2

= 1, è ïîëîæèì
E(2)u = ηPε + Eε(u− Pε), u ∈ V lp (Ωε),

ãäå Pε è Eε èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è âûøå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
Ωε ⊂ Bε ⊂ B1/2, çíà÷èò, E(2) åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæå-
íèÿ: V lp (Ωε) → V lp (R

n). Êðîìå òîãî, îöåíêè (6) (ïðè δ = 1) è (5)ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
‖E(2)u‖p,l,Rn ≤ c ε−n/p‖u‖p,l,Ωε .
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Îïðåäåëèì E = E(1) ïðè δ ≤ 1 è E = E(2) ïðè δ > 1. Òîãäà âåðíàîöåíêà (1). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 çàêîí÷åíî.
Ëåììà 2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà EV lp è ïóñòü
Ωε ⊂ Bδ, ε ∈ (0, 1/2). Ïðè lp < n ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ωε) → V lp (Bδ), íîðìà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó

‖E‖ ≤ c min
{
(δε−1)n/p, ε−l

}
. (7)

Â ñëó÷àå lp = n ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp (Ωε)→ V lp (Bδ), äëÿ êîòîðîãî

‖E‖ ≤ c ε−l min
{
δl, | log ε|(1−p)/p

}
. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Eε è E(1) � îïåðàòîðû, ââåäåííûå ïðè äî-êàçàòåëüñòâå ëåììû 1. Çàìåòèì, ÷òî èç (2.1.2/1) ñëåäóåò îöåíêà
‖Eεu‖p,l,Rn ≤ c ε−l‖u‖p,l,Ωε

, u ∈ V lp (Ωε). (9)

Ïîëîæèì E = E(1), åñëè δn ≤ εn−lp è E = Eε â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Îáúåäèíÿÿ (4) è (9), ïðèõîäèì ê (7).Îáðàùàÿñü ê ñëó÷àþ lp = n, ìû ïîñòðîèì ñíà÷àëà ëèíåéíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E(3) : V lp (Ωε)→ V lp (R

n),

òàêîé, ÷òî
‖E(3)‖ ≤ c ε−l| log ε|(1−p)/p. (10)

Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü Ω ⊂ B1. Ïóñòü ϕ ∈ C∞(R1), ϕ(t) = 0 ïðè
t ≤ 1/3, ϕ(t) = 1 ïðè t ≥ 2/3. Ïîëîæèì

(E(3)u)(x) = uε w(x) + (Eε(u− uε)) (x), x ∈ Rn,

ãäå
w(x) = ϕ(log |x|/ log ε), (11)

u ∈ V lp (Ωε) è uε � ñðåäíåå çíà÷åíèå u íà Ωε. Ïîñêîëüêó Ωε ⊂ Bε è
w|Bε = 1, òî E(3)u|Ωε = u. Îòìåòèì, ÷òî w ∈ C∞0 (B1) è, çíà÷èò,

‖w‖p,l,Rn ≤ c ‖∇lv‖p,B1 .

Îòñþäà
‖w‖pp,l,Rn ≤ c | log ε|−p

∫
B1\Bε

|x|−lpdx ≤ c | log ε|1−p. (12)
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Îáúåäèíÿÿ (2.1.2/1), (12) è îöåíêè
|uε|( mesn(Ωε))1/p ≤ ‖u‖p,Ωε , (13)

‖u− uε‖p,Ωε
≤ c ε ‖∇u‖p,Ωε

, (14)

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
c εl‖E(3)u‖p,l,Rn ≤ | log ε|(1−p)/p‖u‖p,Ωε

+ ε
∑l

s=1
‖∇su‖p,Ωε

.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà îöåíêà (10). Ïîëîæèì
E =

{
E(3), åñëè δn > min{1, | log ε|1−p},
E(1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå E(1) îïðåäåëÿåòñÿ â (3). Òîãäà â ñèëó (4) è (10) ñïðàâåäëèâàîöåíêà (8). Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü

Λ(ε, δ) = inf
{
‖u‖p,l,Gδ

: u ∈ V lp (Gδ), u = 1 ï.â. Ωε} .
Òàê êàê

‖E‖ ≥ Λ(ε, δ)/ [mes (Ωε)]1/p, (15)

òî òðåáóåìàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íîðìû îïåðàòîðà E ÿâëÿåòñÿ ñëåäñò-âèåì äîêàçûâàåìîãî äàëåå íåðàâåíñòâà

cΛ(ε, δ) ≥


min{δn/p, εn/p−l} ïðè lp < n,
min{δl, | log ε|(1−p)/p} ïðè lp = n,
min{δn/p, 1} ïðè lp > n.

(16)

Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-âèþ Br0 ⊂ G (íàïîìíèì, ÷òî G ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò). Ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé Ωε 6⊂ Br0δ. Çäåñü ìû î÷åâèäíî èìååì
ε ≥ c δ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âêëþ÷åíèÿ Ωε ⊂ Gδ ñëåäóåò îöåíêà
ε diam (Ω) ≤ δ diam (G). Òàêèì îáðàçîì, ε ∼ δ, è ïðàâàÿ ÷àñòü â (16)
ýêâèâàëåíòíà εn/p ïðè ε ∈ (0, 1/2). Â òî æå âðåìÿ

Λ(ε, δ) ≥ [mes (Ωε)]1/p ∼ εn/p,
îòêóäà âûòåêàåò (16).

Îáðàòèìñÿ ê ïðîâåðêå (16) ïðè óñëîâèè Ωε ⊂ Br0δ. Çàôèêñèðóåìòàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r1, ÷òî Ω ⊂ Br1 . Åñëè r1ε ≥ r0δ, òî ε è δ
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ñðàâíèìû, è â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (16) óæå áûëî óñòàíîâëåíî.Ïóñòü r1ε < r0δ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü
r1 = r0 = 1. Òîãäà Ωε ⊂ Bε ⊂ Bε ⊂ Bδ ⊂ Gδ, è ïåðâîå íåðàâåíñòâî(16) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 2.2.1.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî íåðàâåíñòâà (16) ðàññìîòðèì äâàñëó÷àÿ. Åñëè lp = n, ε < δ ≤ 1, òî

Λ(ε, δ) ≥ inf{‖u‖p,l,Bδ
: u
∣∣
Ωε

= 1}, (17)

è îöåíêà
Λ(ε, δ) ≥ c min{δl, | log ε|(1−p)/p}

âûòåêàåò èç ëåììû 2.1.4. Åñëè lp = n, δ > 1, òî Ωε ⊂ B1 ⊂ Bδ ïðè
ε ∈ (0, 1/2). ßñíî, ÷òî çäåñü

Λ(ε, δ) ≥ inf
{
‖u‖p,l,B1 : u

∣∣
Ωε

= 1
}
, δ > 1. (18)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2.1 ê ôóíêöèè u ∈ V lp (B1), u|Ωε = 1, ïîëó÷èì
Λ(ε, δ) ≥ c | log ε|(1−p)/p.

Èòàê, âòîðîå íåðàâåíñòâî (16) óñòàíîâëåíî.Îáðàùàÿñü ê ñëó÷àþ pl > n, δ > 1, ìû âíîâü èñïîëüçóåì (18).Â ñèëó ñîáîëåâñêîãî âëîæåíèÿ V lp (B1) ⊂ L∞(B1) èíôèìóì â (18)îãðàíè÷åí ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò
n, l, p, òàê ÷òî Λ(ε, δ) ≥ c. Åñëè ε < δ ≤ 1, lp > n, òî âåðíà îöåíêà(17). Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ y = x/δ ∈ B1, x ∈ Bδ ïðèâîäèò êíåðàâåíñòâó

Λ(ε, δ) ≥ δn/p inf
{
‖v‖p,l,B1 : v

∣∣
Ωε/δ

= 1
}
,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå ìåíüøå c δn/p â ñèëó óïîìÿíóòîãî âû-øå ñîáîëåâñêîãî âëîæåíèÿ. Íåðàâåíñòâî (16) è òðåáóåìàÿ íèæíÿÿîöåíêà äëÿ ‖E‖ äîêàçàíû.
Ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ‖E‖. Çàôèêñèðóåì òàêîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî G ⊂ Br. Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 2 ñóùåñòâóåòîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp (Ωε)→ V lp (Brδ),

äëÿ íîðìû êîòîðîãî âåðíî íåðàâåíñòâî (1), (7) èëè (8). Ïîñêîëüêó
Gδ ⊂ Brδ, òî òîò æå îïåðàòîð E ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ:
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V lp (Ωε) → V lp (Gδ), íîðìà êîòîðîãî ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé, ýêâè-âàëåíòíîé ïðàâîé ÷àñòè ñôîðìóëèðîâàííîãî â òåîðåìå ñîîòíîøå-íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà äîïóñêàåò áîëåå êîðîòêóþ, íîìåíåå ÿâíóþ ôîðìóëèðîâêó. Èìåííî

inf ‖E‖ ∼ ε−n/p
[
cap

(
Ωε;V lp (Gδ)

)]1/p
, 1 ≤ p <∞, (19)

ãäå E � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (Gδ) è

cap
(
F ;V lp (D)

)
= inf

{
‖u‖pp,l,D : u ∈ C∞(D), u

∣∣
F
≥ 1
}

äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D è îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî F ⊂ D.
Ñîîòíîøåíèå (19) âûòåêàåò èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû è ñëå-äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3. Ïóñòü Ω è G � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, ïðè÷åì Gñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè
Ωε = εΩ, Gδ = δ G, ε ∈ (0, 1/2), 0 < δ ≤ ∞, Ωε ⊂ Gδ,

òî âåëè÷èíà
Γ(ε, δ) =

[
cap (Ωε; V lp (Gδ))

]1/p
ýêâèâàëåíòíà ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (16).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íåðàâåí-ñòâó (16), óáåäèìñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (16) íå ïðåâîñõîäèò cΓ(ε, δ).Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì âûáîðà ïîäõîäÿùåéïðîáíîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Gδ)∩C∞(Gδ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
u|Ωε

= 1. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî Ω ⊂ B1. Ïóñòü
η ∈ C∞0 (B1), η

∣∣
Ω

= 1, ψ ∈ C∞0 (B1), ψ
∣∣
B1/2

= 1,

è ïóñòü w � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (11). Òîãäà îäíà èç ôóíêöèé
u = 1, Gδ 3 x 7→ u(x) = η(x/ε), u = w èëè u = ψ

ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå òðåáóåìîé ïðîáíîé ôóíêöèè.
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2.3 Íàèëó÷øèé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

èç ìàëîé îáëàñòè

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.Êàê áûëî îòìå÷åíî â òåîðåìå 2.2.2, äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîäîë-æåíèÿ
E : V lp (Ωε)→ V lp (Gδ)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.2.2/15). Çäåñü ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ñëó-÷àå (l−1)p < n è δ =∞ îïåðàòîð E ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òàê, ÷òîáûåãî íîðìà óäîâëåòâîðÿëà îáðàòíîìó íåðàâåíñòâó ñ òî÷íîñòüþ äîìíîæèòåëÿ 1+o(1) â ïðàâîé ÷àñòè. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ωε � ìàëàÿ îáëàñòü, ïîëó÷åííàÿ ñæàòèåì îãðà-íè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, Ω ∈ EV lp . Òîãäà íîðìà ëþáîãî îïåðàòîðàïðîäîëæåíèÿ

E : V lp (Ωε)→ V lp (R
n)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
‖E‖ ≥ Λε|Ωε|−1/p,

à â ñëó÷àå l− 1 < n/p ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E , äëÿ êîòîðîãî

‖E‖ ≤ (1 + o(1)) Λε|Ωε|−1/p, (1)

ãäå |Ωε| = mesn(Ωε), o(1) � ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè
ε→ +0 è

Λε = inf
{
‖u‖p,l,Rn : u ∈ V lp (Rn), u = 1 ïî÷òè âñþäó â Ωε

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèòü íóæíî òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå îïåðà-òîðà E , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1). Ðàññìîòðèì ôóí-êöèþ f ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
f ∈ V lp (Rn), f

∣∣
Ωε

= 1, ‖f‖p,l,Rn ≤ (1 + ε)Λε.

Ïóñòü Eε : V lp (Ωε)→ V lp (R
n) � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, ââåäåííûé â

ëåììå 2.1.2/1. Ïîëîæèì
Eu = uε f + Eε(u− uε),
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ãäå u ∈ V lp (Ωε) è uε � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u íà Ωε. ßñíî, ÷òî
E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (R

n).
Ïðîâåðèì îöåíêó (1). Èñïîëüçóÿ (2.2.2/14) è (2.1.2/1), ïîëó÷èì

‖Eε(u− u)‖p,l,Rn ≤ c ε1−l‖u‖p,l,Ωε
.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è (2.2.2/13) âûâîäèì
‖E‖ ≤ (1 + ε)Λε|Ωε|−1/p + c ε1−l. (2)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.2

Λε ∼

 ε−l+n/p ïðè lp < n,
| log ε|(1−p)/p ïðè lp = n,
1 ïðè 0 < l − n/p < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ε1−l|Ωε|1/pΛ−1

ε → 0, åñëè ε→ +0.

Îòñþäà è èç (2) âûòåêàåò (1). Áîëåå òîãî, îöåíêà (1) ìîæåò áûòüóòî÷íåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

o(1) =


O(ε) ïðè lp < n,
O(ε| log ε|(p−1)/p) ïðè lp = n,
O(ε1−l+n/p) ïðè 0 < l − n/p < 1.

(3)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 2, l = 1 áîëåå äåòàëüíî. Íàì ïîíàäîáÿòñÿíåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåíñòâà ñ ìàëûì ïîëîæèòåëüíûìïàðàìåòðîì.

Ëåììà 1. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿíà÷àëî êîîðäèíàò, è ε > 0. Åñëè u ∈ V 1
2 (R2), u|Ω = 1 è u(x) = 0 ïðè

|x| > ε−1, òî
‖∇u‖2L2(R2) ≥

2π
| log ε|

(1− o(1)),

ãäå o(1) � ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ε→ +0, íå çàâèñÿ-ùàÿ îò u.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òàêîå % > 0, ÷òî B̄% ⊂ Ω. ßñíî, ÷òî

‖∇u‖2L2(R2) ≥ ‖∇u‖
2
L2(B1/ε\B̄%).
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Òàê êàê ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì u|∂B% = 1,
u|∂B1/ε

= 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ìåíüøå
èíòåãðàëà Äèðèõëå îò ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â êîëüöå B1/ε \ B̄%,óäîâëåòâîðÿþùåé òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Óïîìÿíóòàÿ ãàð-ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

B1/ε \ B̄% 3 x 7→ v(x) = log(ε|x|)/ log(ε%),

ïîýòîìó
‖∇u‖2L2(R2) ≥ ‖∇v‖

2
L2(B1/ε\B̄%) =

2π
| log(ε%)|

≥ 2π
| log ε|

(1− o(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Ëåììà 2. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è ε � ìàëûéïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Åñëè v ∈ V 1

2 (R2) è v|Ω = 1, òî ñïðàâåä-ëèâî íåðàâåíñòâî
ε2‖v‖2L2(R2) + ‖∇v‖2L2(R2) ≥

2π
| log ε|

(1− o(1))

ñ ïîëîæèòåëüíîé áåñêîíå÷íî ìåëîé o(1) ïðè ε→ +0, íå çàâèñÿùåéîò v.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ñäâèãà ðàññìîòðåíèå ñâîäèòñÿ ê îá-ëàñòè, ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü

σ ∈ C∞0 (B1), σ
∣∣
B1/2

= 1, 0 ≤ σ ≤ 1.

Ïîëîæèì σε(x) = σ(εx) è u = σεv. Òîãäà u|Ω = 1 ïðè äîñòàòî÷íîìàëîì ε, à òàêæå
‖∇u‖2L2(R2) =

∫
σ2
ε |∇v|2dx+

∫
v2|∇σε|2dx+

∫
σε∇σε∇(v2)dx =

=
∫
σ2
ε |∇v|2dx−

∫
σε(∆σε)v2dx.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê ôóíêöèè u, ïîëó÷èì
c ε2

∫
v2dx+

∫
|∇v|2dx ≥ 2π

| log ε|
(1− o(1)).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ çàìåíèòü ε íà c−1/2ε âïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå.



50 Ãëàâà 2. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â ...

Ìû òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá îïåðàòîðå ïðîäîëæåíèÿ:
V 1

2 (Ωε)→ V 1
2 (R2) ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé, ãäå Ωε � ìàëàÿ îáëàñòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà EV 1
2 cïëîùàäüþ |Ω| è Ωε = εΩ, ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.Òîãäà äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E : V 1

2 (Ωε) → V 1
2 (R2)âåðíà îöåíêà

‖E‖ ≥
(

2π
|Ω|

)1/2 1− o(1)
ε| log ε|1/2

,

è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E , äëÿ êîòîðîãî

‖E‖ ≤
(

2π
|Ω|

)1/2 1 + o(1)
ε| log ε|1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðà-âåíñòâî
1− o(1) ≤ Λε (| log ε|/2π)1/2 ≤ 1 + o(1). (4)

Ëåâîå íåðàâåíñòâî (4) âûâîäèòñÿ èç ëåììû 2 ñ ïîìîùüþ ïðåîá-ðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ x 7→ εx.
Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâîãî íåðàâåíñòâà ïîëîæèì % = sup{|x| : x ∈ Ω}è îïðåäåëèì ïðîáíóþ ôóíêöèþ u ∈ V 1

2 (R2) ðàâåíñòâîì

u(x) =

 1 ïðè |x| ≤ %ε,
log(%−1|x|)/ log ε ïðè %ε < |x| < %,
0 ïðè |x| ≥ %.

Òîãäà u|Ωε = 1 è
‖u‖2,R2 + ‖∇u‖2,R2 = (2π/| log ε|)1/2 +O

(
| log ε|−1

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáðàòèìñÿ ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ. Çäåñü �íàèëó÷øèé� îïåðà-òîð ïðîäîëæåíèÿ: V 1

2 (Ωε) → V 1
2 (Rn) áóäåò îõàðàêòåðèçîâàí â òåð-ìèíàõ åìêîñòè Âèíåðà (ñì. Ëàíäêîô [31]). Äëÿ ìíîãîìåðíîé îáëàñ-òè Ω ïîëîæèì

cap Ω = s−1
n (n− 2)−1 inf

{
‖∇u‖2L2(Rn) : u ∈ V 1

2 (Rn), u
∣∣
Ω

= 1
}
,

ãäå sn � ïëîùàäü ñôåðû Sn−1.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü Ω ⊂ Rn (n ≥ 3) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà
EV 1

2 , ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð è Ωε = εΩ. Òîãäà äëÿëþáîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E : V 1
2 (Ωε)→ V 1

2 (Rn) âåðíà îöåíêà

‖E‖ ≥
(
sn(n− 2) capΩ

|Ω|

)1/2 1
ε
,

ãäå |Ω| � îáúåì Ω, è ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E , äëÿêîòîðîãî
‖E‖ ≤

(
sn(n− 2) capΩ

|Ω|

)1/2 1 + o(1)
ε

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðà-âåíñòâî
1 ≤ α−1ε2−nΛ2

ε ≤ 1 + o(1),

ãäå α = sn(n− 2) capΩ.Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ íàéäåì, ÷òî
ε2−nΛ2

ε = inf
{

(ε‖u‖2,Rn + ‖∇u‖2,Rn)2 : u
∣∣
Ω

= 1
}
.

Îòñþäà ε2−nΛ2
ε ≥ α è, êðîìå òîãî, ε2−nΛ2

ε → α ïðè ε → +0.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

2.4 Âíóòðåííîñòü òîíêîãî öèëèíäðà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîëó÷åíû îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà ïðîäîë-æåíèÿ:
V lp (Gδ \ Ωε)→ V lp (Gδ),

ãäå Ωε ⊂ Gδ, Ωε � òîíêèé öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé øèðèíû, ñðàâíèìîéñ ε è Gδ � öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé øèðèíû, ñðàâíèìîé ñ δ.
2.4.1 Îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñ ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííîé íîðìîé

Ïóñòü ω è g � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n ≥ 2, è ïóñòü ω ∈ C0,1, àîáëàñòü g ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîëîæèì ωε = ε ω, gδ = δ g,ãäå ε ∈ (0, 1/2), 0 < δ ≤ ∞, g∞ = Rn. Ïóñòü s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.Ïîëîæèì
Ωε = ωε ×Rs ⊂ Rn+s, Gδ = gδ ×Rs ⊂ Rn+s.
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Äàëåå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèåòîëüêî îò n, s, p, l, ω, g. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿ-ùåãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà. Ïóñòü îáëàñòü ω îäíîñâÿçíà, ωε ⊂ gδ, è ïóñòü

dist (ωε,Rn \ gδ) ≥ cε.

Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è l = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò ëèíåéíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Gδ\Ωε)→ V lp (Gδ), íîðìà êîòîðîãî îãðà-íè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε, δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ. Ïóñòü d �îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn êëàññà C0,1, òàêàÿ, ÷òî

ω ⊂ d ⊂ d ⊂ gδ/ε

è d íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ε, δ. Ïîëàãàÿ dε = εd, ðàññìîòðèìöèëèíäðè÷åñêèå ñëîè
Dε = dε ×Rs, Tε = (dε \ ωε)×Rs.

Ïîñêîëüêó ωε ⊂ dε ⊂ dε ⊂ gδ, òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ëèíåéíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Tε) → V lp (Dε) ñ íîðìîé, îãðàíè÷åí-íîé ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.
Ïóñòü {ξj}j∈Zs îçíà÷àåò ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû â Rs, ïîä÷è-íåííîå ïîêðûòèþ {Qj}, ãäå

Qj = {z ∈ Rs : |zk − jk| < 1, k = 1, . . . , s}, j ∈ Zs.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |∇rξj | ≤ c ïðè j ∈ Zs, r = 0, . . . , l. Ïîëîæèì
T (j) = (d \ ω)×Qj ⊂ Rn+s, T (j)

ε = εT (j).

Îòìåòèì, ÷òî T (j) ∈ EV lp ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞, l = 1, 2, . . . (ñì. çàìå-
÷àíèå 1.6/1 è òåîðåìó 1.6/2). Ïî ëåììå 2.1.2/1 ñóùåñòâóåò ëèíåé-íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

E(j)
ε : V lp (T

(j)
ε )→ V lp (R

n+s),

äëÿ êîòîðîãî
‖∇k(E(j)

ε f)‖p,Rn+s ≤ c
∑l

i=0
εi−k‖∇if‖p,T (j)

ε
(1)
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ïðè âñåõ f ∈ V lp (T (j)
ε ) è 0 ≤ k ≤ l.Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1.1 ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
V lp (T

(j)
ε ) 3 u 7→ Pε,j ∈ P(n+s)

l−1 ,

÷òî
‖∇k(u− Pε,j)‖p,T (j)

ε
≤ c εl−k‖∇lu‖p,T (j)

ε
, 0 ≤ k ≤ l. (2)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå V lp (Tε) 3 u 7→ Eu ôîðìóëîé
Eu = v + w, (3)

ãäå
v(x) =

∑
j∈Zs

ξj(z/ε)Pε,j(x), (4)

w(x) =
∑

j∈Zs
ξj(z/ε)

(
E(j)
ε (uj − Pε,j)

)
(x), (5)

uj = u
∣∣
T

(j)
ε
, x = (y, z), y ∈ Dε, z ∈ Rs.

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå u 7→ Eu ëèíåéíî è Eu∣∣
Tε

= u.
Îöåíêà íîðìû îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ. Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî

‖Eu‖p,l,Dε
≤ c ‖u‖p,l,Tε

, u ∈ V lp (Tε). (6)

Ïóñòü Γ ⊂ Zs+ � ìíîæåñòâî ìóëüòèèíäåêñîâ, êîìïîíåíòàìè êî-òîðûõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äâà ÷èñëà 0 èëè 1. Ïîëîæèì
Πj =

{
z ∈ Rs : 0 < zk − jk < 1, k = 1, . . . , s

}
, j ∈ Zs.

Òîãäà ∑
γ∈Γ

ξj+γ(z) = 1, z ∈ Πj . (7)

Îáúåäèíÿÿ (4) è (7), ïîëó÷èì
v(x) = Pε,j(x) +

∑
γ∈Γ

ξj+γ(z/ε)
(
Pε,j+γ(x)− Pε,j(x)

)
,

åñëè
x = (y, z) ∈ D(j)

ε , D(j)
ε = ε (d×Πj).

Îòñþäà
c ‖∇kv‖p,D(j)

ε
≤ ‖∇kPε,j‖p,D(j)

ε
+

+
∑

γ∈Γ

∑k

i=0
εi−k‖∇i(Pε,j+γ − Pε,j)‖p,D(j)

ε
, k = 0, . . . , l. (8)
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Ïîëîæèì
S(j)
ε = {(y, z) : y/ε ∈ d \ ω, z/ε ∈ Πj}.

Òàê êàê
‖Q‖

p,D
(j)
ε
≤ c ‖Q‖

p,S
(j)
ε

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà Q ∈ P(n+s)
l−1 , òî â ïðàâîé ÷àñòè (8)

ìîæíî çàìåíèòü ‖ · ‖
p,D

(j)
ε

íà ‖ · ‖
p,S

(j)
ε
. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâûîöåíêè

‖∇kPε,j‖p,S(j)
ε
≤ ‖∇ku‖p,T (j)

ε
+ ‖∇k(u− Pε,j)‖p,T (j)

ε
,

‖∇i(Pε,j+γ − Pε,j)‖p,S(j)
ε
≤
∑

β=0,γ
‖∇i(u− Pε,j+β)‖p,T (j+β)

ε
,

ãäå γ ∈ Γ (ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âåðíà ïîñêîëüêó S(j)
ε ⊂ T (j+γ)

ε äëÿ âñåõ
γ ∈ Γ). Òàêèì îáðàçîì,

c ‖∇kv‖p,D(j)
ε
≤ ‖∇ku‖p,T (j)

ε
+

+
∑

γ∈Γ

∑k

i=0
εi−k‖∇i(u− Pε,j+γ)‖p,T (j+γ)

ε
.

Â ñèëó (2) îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé
c εl−k‖∇lu‖p,T (j+γ)

ε
, è, çíà÷èò,

c ‖∇kv‖p,D(j)
ε
≤ ‖∇ku‖p,T (j)

ε
+
∑

γ∈Γ
‖∇lu‖p,T (j+γ)

ε
, (9)

ãäå j ∈ Zs, k = 0, . . . , l. Òàê êàê êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ {T (j)
ε } çàâèñèòòîëüêî îò s, òî èç (9) ñëåäóåò, ÷òî

‖v‖p,l,Dε
≤ c ‖v‖p,l,Tε

. (10)

Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó ‖w‖p,l,Dε
. Çàôèêñèðóåì k, k = 0, . . . , l.Îáúåäèíÿÿ (5) è (7), íàéäåì, ÷òî

‖∇kw‖p,D(j)
ε
≤ c

∑
γ∈Γ

k∑
m=0

εm−k‖∇mE(j+γ)
ε

(
uj+γ − Pε,j+γ

)
‖p,Rn+s .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1) è (2), îöåíèì ñâåðõó îáùèé ÷ëåí ïîñëåä-íåé ñóììû ÷åðåç
c εl−k‖∇lu‖p,T (j+γ)

ε
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
‖w‖p,l,Dε

≤ c ‖∇lu‖p,Tε
.

Èç ýòîé îöåíêè è (10) âûâîäèì (6). Èòàê, îïåðàòîð (3)�(5) åñòüòðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Tε) → V lp (Dε). Òåîðåìàäîêàçàíà.
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2.4.2 Ñëó÷àé n = 1

Ñëó÷àé n = 1 íå îõâàòûâàåòñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé. Ìû ðàññìîò-ðèì åãî îòäåëüíî.
Òåîðåìà. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/2) è ïóñòü

Dε = (R1 \ [0, ε])×Rs ⊂ Rs+1.

(i) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Dε) → V lp (R
s+1)ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖E‖ ≥ c ε−l+1/p.

(ii) Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E, íîðìà êîòîðî-ãî óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíîìó íåðàâåíñòâó.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü x = (y, z) � òî÷êà â Rs+1, ãäå y ∈ R1,
z ∈ Rs. Ââåäåì ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (B(s)

2 ) è ψ ∈ C∞(ε,∞), òàêèå, ÷òî
ϕ
∣∣
B

(s)
1

= 1, ψ
∣∣
(ε,1)

= 1, ψ
∣∣
(2,∞)

= 0.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ
Dε 3 x 7→ u0(x) =

{
0 ïðè y < 0, z ∈ Rs,
ϕ(z)ψ(y) ïðè y > ε, z ∈ Rs,

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V lp (Dε). Ïîëîæèì v = Eu0. Òîãäà
‖E‖ ≥ ‖v‖p,l,Rs+1/‖u0‖p,l,Dε

è
‖E‖ ≥ c

(∫
B1

dz

∫ ε

0

∣∣∣∣∂lv∂yl (y, z)
∣∣∣∣pdy)1/p

. (1)

Çàìåòèì, ÷òî

1 = v(ε, z) =
∫ ε

0

dy1

∫ y1

0

dy2 . . . dyl−1

∫ yl−1

0

∂lv

∂yl
(y, z)dy ≤

≤ εl−1/p

(∫ ε

0

∣∣∣∣∂lv∂yl (y, z)
∣∣∣∣p dy)1/p

äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ B1. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü â (1) íå
ìåíüøå, ÷åì c ε−l+1/p.
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(ii) Ïóñòü
D+
ε = {x ∈ Dε : y > ε}, D−

ε = Dε \D+
ε ,

è ïóñòü u ∈ V lp (Dε). Ïîëîæèì u+ = u|D+
ε
, u− = u|D−ε è ïðîäîëæèì

îòäåëüíî ôóíêöèè u+, u− íà Rs+1. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ëè-íåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E+ : V lp (D

+
ε )→ V lp (R

s+1),

íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Ïóñòü åùå
ξ ∈ C∞(R1), ξ(t) = 0 ïðè t < 0, ξ(t) = 1 ïðè t > 1. Îïðåäåëèìôóíêöèþ

Rs+1 3 (y, z) 7→ v(y, z) = ξ(y/ε)(E+u+)(y, z). (2)

Î÷åâèäíî, v ∈ V lp (Rs+1), v− = 0, v+ = u+. Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî
‖v‖p,l,Rs+1 ≤ c ε−l+1/p‖u+‖p,l,D+

ε
. (3)

Ìû ïîëó÷èì (3) êàê ñëåäñòâèå îöåíêè
‖v‖p,l,Πε ≤ c ε−l+1/p‖u+‖p,l,D+

ε
,

ãäå Πε = {x ∈ Rs+1 : y ∈ (0, ε)}. Óñòàíîâèì ïîñëåäíþþ. Èç (2)âûòåêàåò, ÷òî
‖∇kv‖p,Πε

≤ c
∑k

i=0
εi−k‖∇i(E+u+)‖p,Πε

, k ≤ l. (4)

Ïðè i = k = l ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå íå áîëüøå c ‖u+‖p,l,D+
ε
.

Åñëè æå |γ| = i < l, òî ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ (0, ε) ïî òåîðåìå âëîæåíèÿÑîáîëåâà èìååì
‖(DγE+u+)(y, ·)‖p,Rs ≤ c ‖E+u+‖p,l,Rs+1 .

Îòñþäà
‖∇iE+u+‖p,Πε ≤ c ε1/p‖u+‖p,l,D+

ε
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà â (4) íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè â (3), èòåì ñàìûì îöåíêà (3) äîêàçàíà. Ìû ïîñòðîèëè ïðîäîëæåíèå
V lp (D

+
ε ) 3 u+ 7→ v ∈ V lp (Rs+1),
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òàêîå, ÷òî v− = 0 è âåðíà îöåíêà (3). Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ïðîäîë-æåíèå
V lp (D

−
ε ) 3 u− 7→ w ∈ V lp (Rs+1),

äëÿ êîòîðîãî w+ = 0 è
‖w‖p,l,Rs+1 ≤ c ε−l+1/p‖u−‖p,l,D−ε .

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E ìîæíî çàäàòüôîðìóëîé Eu = v + w. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.Îòìåòèì îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé òåîðåìû.
Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

E : V 1
1 (Dε)→ V 1

1 (Rs+1),

íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.

2.5 Ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð

Ïóñòü d � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn è ïóñòü K ∈ C∞0 (Rs). Äëÿôóíêöèè u, îïðåäåëåííîé â öèëèíäðå D = d×Rs ⊂ Rn+s, ïîëîæèì
(Mu)(x) =

∫
Rs

K(t)u(y, z + |y|t)dt, x = (y, z) ∈ D. (1)

Îòîáðàæåíèå u 7→ Mu áóäåò èñïîëüçîâàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëåïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èç òîíêîãî öèëèíäðà â åãîâíåøíîñòü. Çäåñü ìû èçó÷èì ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ (1). Â ýòîìðàçäåëå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-íûå, íå çàâèñÿùèå îò u, d è y.
Ëåììà 1. Ïóñòü l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫

K(t)tνdt = 0 (2)

äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ ν ∈ Zs+, |ν| ≤ l − 1. Åñëè u ∈ C∞(D), òîâåðíà îöåíêà
‖Dγ

y (Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l−|γ|‖(∇lu)(y, ·)‖p,Rs , (3)

ãäå y ∈ d \ {0}, γ ∈ Zn+, |γ| ≤ l, p ≥ 1. Êðîìå òîãî, åñëè n = 1 è dñîäåðæèò òî÷êó y = 0, òî
lim
y→0

∂k

∂yk
(Mu)(y, z) = 0, k = 0, . . . , l − 1, z ∈ Rs. (4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé γ = 0. Ïðèìåíÿÿôîðìóëó Òåéëîðà ê u(y, ·) è èñïîëüçóÿ (2), ïîëó÷àåì

(Mu)(y, z) = l|y|l
∫
K(t)dt

∫ 1

0

∑
|α|=l

tα

α!
(Dα

z u)(y, z+ τ |y|t)(t− τ)l−1dτ.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî èìååì
‖(Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l‖(∇lu)(y, ·)‖p,Rs ,

è, çíà÷èò, îöåíêà (3) âåðíà äëÿ γ = 0.Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l. Ïóñòü l = 1. Ëåãêîâèäåòü, ÷òî
lim
y→0

(Mu)(y, z) = (Mu)(0, z) = 0

ïðè n = 1 è z ∈ Rs. Êðîìå òîãî,
∂Mu

∂yi
=

yi
|y|
∑s

j=1

∫
tjK(t)

∂u

∂zj
(y, z + |y|t)dt+

+
∫
K(t)

∂u

∂yi
(y, z + |y|t)dt =Muyi +

yi
|y|
∑s

j=1
Mjuzj , (5)

ãäå 1 ≤ i ≤ n èMj åñòü îïåðàòîð âèäà (1) ñ ÿäðîì Kj(t) = tjK(t).Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî äàåò∥∥∥∂Mu

∂yi
(y, ·)

∥∥∥
p,Rs

≤ c ‖∇u(y, ·)‖p,Rs .

Ñëó÷àé l = 1 èñ÷åðïàí.Ïóñòü l ≥ 2 è ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû 1 ñïðàâåäëèâî äëÿïîðÿäêîâ íå âûøå l − 1. Ïðîâåðèì îöåíêó (3) ïðè 0 < |γ| ≤ l.
Çàìåòèì, ÷òî Dγ

y = Dα
y

∂
∂yi

ïðè íåêîòîðîì i = 1, . . . , n è α ∈ Zn+,
|α| = |γ| − 1 ≤ l − 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5), íàõîäèì

Dγ
yMu = Dα

y (Muyi) +
∑s

j=1
Dα
y (yi|y|−1Mjuzj ). (6)

Äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ïîñëåäíåé ñóììå âåðíà îöåíêà∥∥Dα
y

(
yi|y|−1(Mjuzj

)(y, ·)
)∥∥
p,Rs ≤

≤ c
∑

δ≤α
|y||δ|−|α|‖Dδ

y(Mjuzj
)(y, ·)‖p,Rs . (7)
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Íåðàâåíñòâî δ ≤ α îçíà÷àåò, ÷òî δi ≤ αi ïðè âñåõ i = 1, . . . , n.Òàê êàê ÿäðî Kj óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) ïðè |ν| ≤ l − 2, òîïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàòî-ðóMj è ôóíêöèè uzj
. Îòñþäà

‖Dδ
y(Mjuzj

)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l−1−|δ|‖(∇l−1uzj
)(y, ·)‖p,Rs .

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèìåíèìî òàêæå ê ïåðâîìó ÷ëåíóâ ïðàâîé ÷àñòè (6). Ïîýòîìó
‖Dα

y (Muyi
)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l−1−|α|‖(∇l−1uyi

)(y, ·)‖p,Rs .

Îáúåäèíÿÿ äâå ïîñëåäíèå îöåíêè ñ (6) è (7), ïðèõîäèì ê (3).
Ïóñòü n = 1 è 0 ∈ d. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (4) ïðè k = l− 1. Åñëè

y > 0, òî èç (6) ñëåäóåò
∂l−1Mu

∂yl−1
=
∂l−2Muy
∂yl−2

+
∑s

j=1

∂l−2Mjuzj

∂yl−2
.

Ïðè y < 0 çíàê + â ïðàâîé ÷àñòè íóæíî çàìåíèòü íà −. Òåïåðüðàâåíñòâî
lim
y→0

∂l−1Mu

∂yl−1
(y, z) = 0, z ∈ Rs,

âûòåêàåò èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî (4), ïðè-ìåíåííîãî ê uy è uzj
. Äîêàçàòåëüñòàî ëåììû 1 çàêîí÷åíî.

Â ñëåäóþùåé ëåììå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà
M : Llp(D)→ Llp(D) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ÿäðî K.
Ëåììà 2. Ïóñòü ðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ν ∈ Zs+, 1 ≤
|ν| ≤ l − 1. Òîãäà îïåðàòîð Llp(D) 3 u 7→ Mu ∈ Llp(D) îãðàíè÷åíïðè 1 ≤ p ≤ ∞, è âåðíà îöåíêà

‖∇lMu‖p,D ≤ c ‖∇lu‖p,D, u ∈ Llp(D). (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè l = 0, òî (8) ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðà-âåíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Òî æå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê íåïðåðûâ-íîñòè îïåðàòîðàM : Lp,loc(D)→ Lp,loc(D).
Ïðè l ≥ 1 è u ∈ C∞(D) ∩ Llp(D) äîêàæåì îöåíêó (8) èíäóêöèåé

ïî l. Ïóñòü l = 1. Òàê êàê ∂Mu/∂zj =M(∂u/∂zj) ïðè j = 1, . . . , sè èìååò ìåñòî (5), òî äëÿ n ≥ 2 òðåáóåìàÿ îöåíêà âûòåêàåò èç
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íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà M â Lp(D). Åñëè n = 1, òî ìû äîëæíûïðîâåðèòü àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
d = (a, b) 3 y 7→ (Mu)(y, z), ãäå z ∈ Rs.

Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé 0 ∈ (a, b). Çäåñü ôóíêöèÿ y 7→
(Mu)(y, z) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïðè y 6= 0 è, êðîìå òîãî,

lim
y→−0

(Mu)(y, z) = lim
y→+0

(Mu)(y, z) = u(0, z)
∫
K(t)dt.

Îòñþäà ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü óêàçàííîé ôóíêöèè, èòåì ñàìûì ñëó÷àé l = 1 èñ÷åðïàí.Ïóñòü l ≥ 2 è ïóñòü âêëþ÷åíèåMu ∈ Lkp(D) è íåðàâåíñòâî (8) (ñ
çàìåíîé l íà k) âåðíû äëÿ âñåõ k ≤ l− 1 è âñåõ u ∈ C∞(D)∩Lkp(D).
Äîêàæåì îöåíêó (8) äëÿ u ∈ C∞(D) ∩ Llp(D). Çàìåòèì, ÷òî

Dγ
yD

β
zMu = Dγ

y (MDβ
z u), (9)

ãäå y 6= 0, β ∈ Zs+, γ ∈ Zn+.Ïóñòü |β|+ |γ| = l. Åñëè γ = 0, òî
‖Dβ

zMu‖p,D = ‖MDβ
z u‖p,D ≤ c ‖∇lu‖p,D

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà M : Lp(D) → Lp(D). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî 0 < |γ| < l. Òîãäà ñîãëàñíî (9) è èíäóêöèîííîìó ïðåäïî-ëîæåíèþ (ïðèìåíåííîìó ê Dβ
z u) ïîëó÷èì

‖Dγ
yD

β
zMu‖p,D ≤ c ‖∇|γ|(Dβu)‖p,D ≤ c ‖∇lu‖p,D.

Ïóñòü |β| = 0, |γ| = l è ïóñòü Dγ
y = Dα

y
∂
∂yi

. Ââèäó (6) è (7) âåðíàîöåíêà
‖Dγ

y (Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤ ‖Dα
y (Muyi)(y, ·)‖p,Rs+

+c
∑s

j=1

∑
δ≤α
|y||δ|−|α|‖Dδ

y(Mjuzj
)(y, ·)‖p,Rs ,

ãäå Mj èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (5). Çàìåòèì, ÷òî ÿäðî KjîïåðàòîðàMj óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) ïðè 0 ≤ |ν| ≤ l−2. Ñëåäî-âàòåëüíî, ëåììà 1 ïðèìåíèìà êMj è ôóíêöèè uzj
. Òàêèì îáðàçîì,îáùèé ÷ëåí â ïîñëåäíåé ñóììå íå ïðåâîñõîäèò ‖(∇l−1uzj

)(y, ·)‖p,Rs .Èíòåãðèðóÿ ïî y ∈ d, ïðèõîäèì ê îöåíêå
‖DγMu‖p,D ≤ ‖DαMuyi‖p,D + c ‖∇lu‖p,D.
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Ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðà-âîé ÷àñòè íå áîëüøå c ‖∇l−1uyi‖p,D. Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà (8)äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé.
Â ñëó÷àå n = 1 è 0 ∈ d òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

lim
y→−0

∂l−1Mu

∂yl−1
(y, z) = lim

y→+0

∂l−1Mu

∂yl−1
(y, z), z ∈ Rs. (10)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü y > 0. Îáúåäèíÿÿ (5) è (6), ïîëó÷èì
∂l−1

∂yl−1
Mu =

∂l−2

∂yl−2
Muy +

∑s

j=1

∂l−2

∂yl−2
Mjuzj

. (11)

Â ñëó÷àå y < 0 çíàê + â ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò çàìåíèòü íà −. Ïîëåììå 1 (ïðèìåíåííîé ê Mj è uzj , j = 1, . . . , s) ñóììà â ïðàâîé÷àñòè (11) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè y → 0. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü (10)ðàâíà
lim
y→−0

∂l−2Muy
∂yl−2

(y, z),

â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

lim
y→+0

∂l−2Muy
∂yl−2

(y, z).

Ïîñëåäíèå äâà ïðåäåëà ñîâïàäàþò â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-æåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê uy.Âêëþ÷åíèå Mu ∈ Llp(D) è îöåíêà (8) äîêàçàíû äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ãëàêîé ôóíêöèè u ∈ Llp(D). Òàê êàê ãëàäêèå ôóíêöèè ïëîòíû â
Llp(D) ïðè p <∞ è îïåðàòîðM : Lp,loc(D)→ Lp,loc(D) íåïðåðûâåí,
òî óêàçàííîå âêëþ÷åíèå è íåðàâåíñòâî (8) âåðíû äëÿ âñåõ ôóíêöèé
u ∈ Llp(D), p <∞.

×òîáû óñòàíîâèòü (8) ïðè p =∞, ñëåäóåò ïîâòîðèòü ïðåäûäóùèåðàññóæäåíèÿ äëÿ u ∈ Ll∞(D). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 çàêîí÷åíî.
Â ôîðìóëèðóåìîé íèæå ëåììå 3 ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ðàçíîñòè

u−Mu â ñëó÷àå êîãäà K ÿâëÿåòñÿ óñðåäíÿþùèì ÿäðîì (ñð. 1.2.1).
Ëåììà 3. Ïóñòü l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïóñòü óñëîâèå (2) âûïîë-íåíî äëÿ âñåõ ν, 1 ≤ |ν| ≤ l − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∫ K(t)dt = 1.Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∇k(Mu− u)‖p,D ≤ c rl−k‖∇lu‖p,D, (12)



62 Ãëàâà 2. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â ...

ãäå 0 ≤ k ≤ l, r = sup{|y| : y ∈ d} è u � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
Llp(D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ C∞(D) ∩ Llp(D). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
Òåéëîðà ê u(y, ·), íàéäåì, ÷òî

∣∣(Mu)(y, z)− u(y, z)
∣∣ = ∣∣∣∣∫ K(t)

(
u(y, z + |y|t)− u(y, z)

)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ c |y|l

∫ ∣∣K(t)
∣∣dt∫ 1

0

∑
|β|=l

∣∣(Dβ
z u)(y, z + |y|τt)

∣∣ dτ.
Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ïðèâîäèò ê îöåíêå

‖Mu− u‖p,D ≤ c rl‖∇lu‖p,D. (13)

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l. Ïóñòü l = 1. Ïðè k = 0íåðàâåíñòâî (12) âûòåêàåò èç (13). Åñëè k = 1, òî (12) ñëåäóåò èçëåììû 2. Îöåíêà (12) â ñëó÷àå l = 1 óñòàíîâëåíà.Ïóñòü l ≥ 2 è ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû 3 âåðíî äëÿ ïîðÿäêîâíå âûøå l − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèèíäåêñû β ∈ Zs+, γ ∈ Zn+óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì |β| > 0, |β|+ |γ| = k ≤ l. Òîãäà
Dγ
y D

β
z (Mu− u) = Dγ

y (MDβ
z u−Dβ

z u).

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, ïðèìåíåííîå êM è Dβ
z u, ïðèâîäèòê íåðàâåíñòâó

‖Dβ Dγ(Mu− u)‖p,D ≤ c rl−|β|−|γ|‖∇l−|β|Dβu‖p,D.

Â ñëó÷àå |β| = 0, 0 < |γ| = k ≤ l ïîëîæèì Dγ
y = Dα

y
∂
∂yi

ïðè
íåêîòîðîì i = 1, . . . , n. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî

‖Dγ(Mu− u)‖p,D ≤

≤ ‖Dα(Muyi − uyi)‖p,D +
∑s

j=1
‖Dα(yi|y|−1Mjuzj )‖p,D, (14)

ãäåMj � îïåðàòîð âèäà (1) ñ ÿäðîì Kj(t) = tjK(t). ×òîáû îöåíèòüîáùèé ÷ëåí ñóììû â (14), ìû èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî (7), à çàòåìïðèìåíèì ëåììó 1 ê Mj è uzj . Â ðåçóëüòàòå óïîìÿíóòûé îáùèé÷ëåí îöåíèì ñâåðõó ÷åðåç
c rl−1−|α|‖∇l−1uzj‖p,D.
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Êðîìå òîãî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì
‖Dα(Muyi

− uyi
)‖p,D ≤ c rl−1−|α|‖∇l−1uyi

‖p,D,

è, çíà÷èò,
‖Dγ(Mu− u)‖p,D ≤ c rl−k‖∇lu‖p,D.

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (12) äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé çàêîí÷åíî. Âñèëó ïëîòíîñòè ãëàäêèõ ôóíêöèé â Llp(D), p < ∞, è ââèäó íåïðå-
ðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ u 7→ Mu â Lp,loc(D), íåðàâåíñòâî (12) âåðíî
äëÿ âñåõ u ∈ Llp(D), p <∞, è 0 ≤ k ≤ l.

Äëÿ ïðîâåðêè (12) ïðè p = ∞ ñëåäóåò ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿëåììû 3 äëÿ ôóíêöèè u ∈ Ll∞(D).
Â äîêàçûâàåìûõ íèæå ëåììàõ 4 è 5 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà îïåðàòî-ðà (1), äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèè u, íå çàâèñÿùèå îò y. Â ýòîìñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè u îïðåäåëåíû íà Rs.

Ëåììà 4. Ïóñòü u ∈ Lp(Rs), p ≥ 1. Òîãäà ïðè âñåõ γ ∈ Zn+ è
y ∈ B(n)

1 \ {0} âåðíà îöåíêà
‖Dγ

y (Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|−|γ|‖u‖p,Rs . (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |γ| = 0, òî (15) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðà-âåíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Ïóñòü |γ| = 1. Òîãäà ïðè i = 1, . . . , n èìååì
∂

∂yi
Mu =

∂

∂yi

(
1
|y|s

∫
K

(
t− z
|y|

)
u(t)dt

)
=

= − yi
|y|2

(
sMu+ M̃u

)
, (16)

ãäå M̃ � îïåðàòîð âèäà (1) ñ ÿäðîì
K̃(t) =

∑s

j=1
tjKtj (t).

Âíîâü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì îöåíêó (15)ïðè |γ| = 1.Ïóñòü k ≥ 2 è ïóñòü (15) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ Dγ
y

ïîðÿäêîâ |γ| ≤ k − 1. Åñëè |γ| = k, òî Dγ
y = Dα

y
∂
∂yi

ïðè íåêîòîðîì
i = 1, . . . , n. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16), íàéäåì, ÷òî

‖Dγ
y (Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤
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≤ c
∑

δ≤α
|y||δ|−α−1

[
‖Dδ

y(Mu)(y, ·)‖p,Rs + ‖Dδ
y(M̃u)(y, ·)‖p,Rs

]
.

Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó âêâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïðèõîäèì ê (15). Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò îöåíêó (15), åñëè ÿäðî K îïåðàòîðà

M èìååò íóëåâûå ìîìåíòû ïîðÿäêîâ 1, . . . , l − 1.
Ëåììà 5. Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (2) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ν ∈ Zs+,
1 ≤ |ν| ≤ l − 1. Òîãäà

‖Dγ
y (Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l−|γ|‖∇lu‖p,Rs , (17)

ãäå y ∈ B(n)
1 \ {0}, γ ∈ Zn+, |γ| ≥ l ≥ 0 è u � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ

èç Llp(Rs).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì (17) èíäóêöèåé ïî l. Åñëè l = 0, òî(17) ñëåäóåò èç ëåììû 4. Ïóñòü l ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñò-âî

‖Dβ
y (Mu)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l−1−|β|‖∇l−1u‖p,Rs

èìååò ìåñòî äëÿ u ∈ Ll−1
p (Rs), |β| ≥ l − 1, åñëè ÿäðî îïåðàòîðàM

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) ïðè 1 ≤ |ν| ≤ l − 2.
Ïóñòü |γ| ≥ l. Òîãäà Dγ

y = Dα
y

∂
∂yi

ïðè íåêîòîðîì i = 1, . . . , n.
Èìååì
‖Dγ

y (Mu)(y, ·)‖p,Rs =
∥∥∥∥Dα

y

(
yi
|y|
∑s

j=1
(Mjuzj )(y, ·)

)∥∥∥∥
p,Rs

≤

≤ c
(
S1 + S2

)
, (18)

ãäåMj � îïåðàòîð âèäà (1) ñ ÿäðîì Kj(t) = tjK(t),
S1 =

∑s

j=1

∑
δ≤α,|δ|≤l−1

|y||δ|−|α|‖Dδ
y(Mjuzj

)(y, ·)‖p,Rs ,

à S2 � ñóììà ñ òåì æå îáùèì ÷ëåíîì äëÿ èíäåêñîâ 1 ≤ j ≤ s,
δ ≤ α, |δ| ≥ l. Ïîñêîëüêó ÿäðî Kj óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) ïðè
|ν| ≤ l − 2, òî ïðè |δ| ≤ l − 1 âåðíà îöåíêà

‖Dδ
y(Mjuzj

)(y, ·)‖p,Rs ≤ c |y|l−1−|δ|‖∇l−1uzj
‖p,Rs . (19)

Ïîñëåäíÿÿ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê íåðàâåíñòâî (3) â ëåììå 1. Ïîèíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (ïðèìåíåííîìó êMj è uzj ) îöåíêà(19) âåðíà è ïðè |δ| ≥ l. Òåïåðü (17) ñëåäóåò èç (18), (19). Äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
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2.6 Ïðîäîëæåíèå âî âíåøíîñòü òîíêîãî

öèëèíäðà

Öåëü íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � ïîëó÷èòü äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðìûîïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε) → V lp (Gδ) èç òîíêîãî öèëèíäðè-÷åñêîãî ñëîÿ íà áîëåå øèðîêèé. Çäåñü Ωε = ωε ×Rs, Gδ = gδ ×Rs

� öèëèíäðè÷åñêèå ñëîè â Rn+s, ωε = ε ω, gδ = δ g, ωε ⊂ gδ, ω è g �îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, ω ∈ C0,1, à îáëàñòü g ñîäåðæèò íà÷àëîêîîðäèíàò, ε ∈ (0, 1/2), 0 < δ ≤ ∞, g∞ = Rn. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ìû äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ω ⊂ B(n)

1 .Òî÷êó x ∈ Rn+s áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x = (y, z), ãäå y ∈
Rn, z ∈ Rs. ×åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,çàâèñÿùèå òîëüêî îò l, n, s, p, g, ω. Ñîîòíîøåíèå a ∼ b îçíà÷àåò, ÷òî
c−1 ≤ a/b ≤ c. Êàê è âûøå, ìû ïèøåì äëÿ êðàòêîñòè ‖·‖p,l,D âìåñòî
‖ · ‖V l

p(D).
2.6.1 Òðè ëåììû î ôóíêöèÿõ â òîíêîì öèëèíäðå

Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (ω) è ∫ ψ(y)dy = 1. Êàæäîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ωε)ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ
Qε(x) = ε−n

∑
γ∈Zn

+,|γ|<l

1
γ!

∫
ωε

Dγ
ξ u(ξ, z)(y − ξ)

γψ(ξ/ε)dξ, (1)

ãäå x = (y, z) ∈ Rn+s.
Ïóñòü K ∈ C∞0 (B(s)

1 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∫ K(z)dz = 1 è óñëîâèå(2.5/2) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ν ∈ Zs+, 1 ≤ |ν| ≤ l − 1. Äàëåå Mîçíà÷àåò îïåðàòîð, çàäàííûé ôîðìóëîé (2.5/1) ñ ÿäðîì K.
Ëåììà 1. Îòîáðàæåíèå V lp (Ωε) 3 u 7→ MQε ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì: V lp (Ωε)→ V lp (Gδ), 1 ≤ p ≤ ∞, gδ ⊂ B(n)

1 .Áîëåå òîãî, âåðíà îöåíêà
‖∇k(MQε)‖p,Gδ

≤

≤ c (δε−1)n/p
∑l

i=k
‖∇iu‖p,Ωε

, k = 0, . . . , l. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (1), ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Qε(y, z) = ε−n

∑
|γ|<l

(y
ε

)γ ∫
ωε

ψγ

(ξ
ε

)
u(ξ, z)dξ,
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ãäå ψγ ∈ C∞0 (ω) è ψγ íå çàâèñÿò îò u. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå
V lp (Ωε) 3 u 7→ Qε ∈ V lp (Gδ)

íåïðåðûâíî, è ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 2.5/2.Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå îöåíêè (2). Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì Qε(x) ââèäå
Qε(x) =

=
1
εn

∑
|α|<l

1
α!

∑
κ≤α

(−1)|α−κ|
(α

κ

)
yκ
∫
ωε

Dα
ξ u(ξ, z)ξ

α−κψ
(ξ
ε

)
dξ.

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â Ωε. Ïðè α,κ ∈ Zn+, α ≥ κ,ïîëîæèì
ϕ(ξ) = Dα−κ(ξα−κψ(ξ)

)
è

(Φα,κf)(z) = ε−n
∫
ωε

f(ξ, z)ϕ(ξ/ε)dξ. (3)

Òîãäà
Qε(y, z) =

∑
|α|<l

1
α!

∑
κ≤α

(α
κ

)
yκ(Φα,κv)(z),

ãäå
v(y, z) = (Dκ

y u)(y, z).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè β ∈ Zs+, γ ∈ Zn+, |β| + |γ| = k ≤ l, ñïðàâåäëèâàîöåíêà
‖Dγ

yD
β
zMQε‖p,Gδ

≤

≤ c
∑

|α|<l

∑
κ≤α
‖Dγ

y

(
yκDβ

zMΦα,κv)‖p,Gδ
. (4)

×òîáû îöåíèòü îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû, ìû ðàññìîòðèì òðèñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü |κ| ≤ |γ|. Òîãäà

Dβ
zMΦα,κv =MΦα,κ(Dβ

z v) =MΦα,κ(Dκ
yD

β
z u).

Ïîëàãàÿ w(z) = (Φα,κDβ
z v)(z), ïîëó÷àåì ïðè y ∈ gδ \ {0}

‖Dγ
y

(
yκ(Mw)(y, ·)

)
‖p,Rs ≤
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≤ c
∑

λ≤γ,λ≤κ
|y||κ|−|λ|‖Dγ−λ

y (Mw)(y, ·)‖p,Rs .

Ïîñêîëüêó w ∈ L|γ|−|κ|p (Rs), òî èç ëåììû 2.5/5 ñëåäóåò, ÷òî
‖Dγ

y

(
yκ(Mw)(y, ·)

)
‖p,Rs ≤ c ‖∇|γ|−|κ|w‖p,Rs ≤

≤ c
∑

|ν|=k
‖Φα,κ(Dνu)‖p,Rs ≤

≤ c ε−n/p‖∇ku‖p,Ωε
, k = |β|+ |γ|.

Çäåñü ν ∈ Zn+s
+ � ìóëüòèèíäåêñ äëèíû k. Êðîìå òîãî, áûëî èñïîëü-çîâàíî íåðàâåíñòâî∣∣∣(Φα,κf)(z)

∣∣∣ ≤ c ε−n/p‖f(·, z)‖p,ωε . (5)

Èíòåãðèðóÿ ïî y ∈ gδ, ïðèõîäèì ê îöåíêå∥∥Dγ
y

(
yκDβ

zMΦα,κv
)∥∥
p,Gδ
≤ c (δ/ε)n/p‖∇ku‖p,Ωε

. (6)

2. Ïóñòü |κ| > k = |β| + |γ|. Ïîëîæèì w(z) =
(
Φα,κv

)
(z) è

îáîçíà÷èì ÷åðåçM′ îïåðàòîð âèäà (2.5/1) ñ ÿäðîì DβK. Òîãäà
DβMw =

(
− |y|−|β|

)
M′w,

è ìû èìååì
‖Dγ

y

(
yκ(Dβ

zMw)(y, ·)
)
‖p,Rs ≤

≤ c
∑

λ≤γ

∣∣Dλ
y

(
|y|−|β|yκ)∣∣‖Dγ−λ

y

(
M′w

)
(y, ·)‖p,Rs ≤

≤ c
∑

λ≤γ
|y||κ|−|β|−|λ|‖Dγ−λ

y

(
M′w

)
(y, ·)‖p,Rs , y ∈ gδ \ {0}.

Ïî ëåììå 2.5/4 êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñëåäíåé ñóììû íå ïðåâîñõîäèò
c |y||κ|−k‖w‖p,Rs ,
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÷òî, î÷åâèäíî, íå áîëüøå c ‖w‖p,Rs ïðè |y| < 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç(5) ñëåäóåò îöåíêà
‖w‖p,Rs ≤ c ε−n/p‖Dκu‖p,Ωε .

Èíòåãðèðóÿ ïî y ∈ gδ, óáåäèìñÿ, ÷òî âåëè÷èíà c(δ/ε)n/p‖∇|κ|u‖p,Ωεÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ ëåâîé ÷àñòè â (6).
3. Ïóñòü |γ| < |κ| ≤ k = |β|+ |γ|. Çàôèêñèðóåì òàêîé ìóëüòèèí-

äåêñ µ ∈ Zs+, ÷òî µ ≤ β è |µ|+|κ| = k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃ îïåðàòîð
âèäà (2.5/1) ñ ÿäðîì Dβ−µK. Òîãäà

Dβ
z

(
MΦα,κv

)
= Dβ−µ

z Mw = (−|y|)|µ|−|β|M̃w, y ∈ gδ \ {0},

ãäå w(z) =
(
Φα,κDµ

z v
)
(z). Òàêèì îáðàçîì,

‖Dγ
y

(
yκ(DβMΦα,κv

)
(y, ·)

)
‖p,Rs =

= ‖Dγ
y

(
yκ|y||γ|−|κ|

(
M̃w

)
(y, ·)

)
‖p,Rs ≤

≤ c
∑

λ≤γ
|y||γ|−|λ|‖

(
Dγ−λ
y M̃w

)
(y, ·)‖p,Rs .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.5/4 , îöåíèì ñâåðõó êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåä-íåé ñóììå âåëè÷èíîé c ‖w‖p,Rs , êîòîðàÿ íå áîëüøå
c ε−n/p‖Dµ

zD
κ
y u‖p,Ωε

â ñèëó (5). Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî y ∈ gδ ïðèõîäèì ê (6).
Èòàê, îáùèé ÷ëåí ñóììû â (4) íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè â(2). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðèâîäèòñÿ àíàëîã îáîáùåííîãî íå-ðàâåíñòâà Ïóàíêàðå äëÿ ôóíêöèé â òîíêîì öèëèíäðå.

Ëåììà 2. Ïóñòü u ∈ V lp (Ωε) è ïóñòü Qε � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
â (1). Òîãäà

‖∇i(u−Qε)‖p,Ωε
≤ c εl−i‖∇lu‖p,Ωε

(7)

äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , l − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü (7) äëÿ ε = 1 à çàòåìèñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ. Ïðè ε = 1 ïîëîæèì P = P1,
Ω = Ω1 = ω ×Rs. Ïóñòü

u ∈ V lp (Ω), α ∈ Zn+, β ∈ Zs+, |α|+ |β| = i < l.

Òîãäà
Dα
yD

β
z (u− P ) = Dα

y (Dβ
z u−H)−

∑
γ
Dβ
z Sγ , (8)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ìóëüòèèíäåêñû γ ∈ Zn+, òàêèå,÷òî γ ≥ α è l > |γ| ≥ l − |β|,
Sγ(y, z) =

1
(γ − α)!

∫
ω

Dγ
ξ u(ξ, z)(y − ξ)

γ−αψ(ξ)dξ,

H(y, z) =
∑

|γ|≤l−1−|β|

1
γ!

∫
ω

Dγ
ξD

β
z u(ξ, z)(y − ξ)γψ(ξ)dξ.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
V l−|β|p (ω) 3 v 7→

∑
|γ|≤l−1−|β|

1
γ!

∫
ω

Dγv(ξ)(y − ξ)γψ(ξ)dξ

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîåêòîðîì íà P(n)
l−|β|−1, è òåîðåìà 1.5.2 ïðè-âîäèò ê îöåíêå

‖Dα
(
Dβ
z u(·, z)−H(·, z)

)
‖p,ω ≤ c

∥∥(∇′l−|β|Dβ
z u
)
(·, z)

∥∥
p,ω
.

Çäåñü ∇′l−|β| îçíà÷àåò ãðàäèåíò ïîðÿäêà l − |β| ïî îòíîøåíèþ ê
ïåðåìåííûì y1, . . . , yn. Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî
z ∈ Rs äàåò

‖Dα
y (Dβ

z u−H)‖p,Ω ≤ c ‖∇lu‖p,Ω. (9)

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ‖DβSγ‖p,Ω çàôèêñèðóåì ìóëüòèèíäåêñ
ν ∈ Zn+, α ≤ ν ≤ γ, |ν| = l − |β|. Òîãäà

Dβ
z Sγ(y, z) =

(−1)|γ−ν|

(γ − α)!

∫
ω

Dν
ξD

β
z u(ξ, z)D

γ−ν
ξ

(
(y − ξ)γ−αψ(ξ)

)
dξ.
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì
‖DβSγ‖p,Ω ≤

∫
ω

‖(∇lu)(ξ, ·)‖p,Rs‖f(ξ, ·)‖p,ωdξ,

ãäå f(ξ, y) = Dγ−ν
ξ

(
(y−ξ)γ−αψ(ξ)

). Ïîñêîëüêó ψ ∈ C∞0 (ω), òî âòîðîé
ñîìíîæèòåëü â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíîîòíîñèòåëüíî ξ ∈ ω. Èòàê,

‖DβSγ‖p,Ω ≤ c ‖∇lu‖p,Ω.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ (8) è (9), çàâåðøàåì äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû.
Ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

Eε : V lp (Ωε)→ V lp (R
n+s),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
‖∇kEεv‖p,Rn+s ≤ c

∑l

i=0
εi−k‖∇iv‖p,Ωε

(10)

ïðè âñåõ v ∈ V lp (Ωε), 0 ≤ k ≤ l (ñì. ëåììó 2.1.2/1). Â ôîðìóëèðóå-ìîé íèæå ëåììå 3 ñòðîèòñÿ íåêîòîðûé âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (Gδ), èñïîëüçóåìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâåîñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçä. 2.6.
Ëåììà 3. Ïóñòü Ωε ⊂ Gδ. Äëÿ ëþáûõ l = 1, 2, . . . è 1 ≤ p ≤ ∞ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

Eε,δ : V lp (Ωε)→ V lp (Gδ),

äëÿ êîòîðîãî
‖Eε,δ‖ ≤ c ε−n/p min{δn/p, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V lp (Ωε) 3 u 7→ Qε è Qε 7→ MQε � îòîáðà-æåíèÿ, ââåäåííûå â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà. Ïîëîæèì
Eεu =MQε + Eε(u−MQε), u ∈ V lp (Ωε),

ãäå Eε � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (R
n+s), óäîâëåòâîðÿ-

þùèé óñëîâèþ (10). Ïðîâåðèì, ÷òî
‖Eεu‖p,l,Gδ

≤ c (δ/ε)n/p‖u‖p,l,Ωε , (11)
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åñëè gδ ⊂ B(n)
1 . Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

‖∇i(u−MQε)‖p,Ωε ≤

≤ ‖∇i(u−Mu)‖p,Ωε
+ ‖∇iM(u−Qε)‖p,Ωε

,

ëåììû 2.5/2�3 è ëåììó 2, ïîëó÷èì îöåíêó
‖∇i(u−MQε)‖p,Ωε

≤ c εl−i‖∇lu‖p,Ωε
, (12)

ãäå 0 ≤ i ≤ l − 1. Ïî ëåììå 1 îöåíêà (12) âåðíà òàêæå è ïðè i = l.Îáúåäèíÿÿ (10) è (12), íàéäåì, ÷òî

‖∇kEε(u−MQε)‖p,Rn+s ≤ c εl−k‖∇lu‖p,Ωε , 0 ≤ k ≤ l. (13)

Òåïåðü (11) ñëåäóåò èç (13) è ëåììû 1.Ââåäåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp

(
B

(n)
1 ×Rs

)
→ V lp

(
Rn+s

)
.

Ïóñòü E(1)
ε u åñòü ñóæåíèå ôóíêöèè Eεu íà öèëèíäð B(n)

1 ×Rs. Òîãäàíîðìà îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ
V lp (Ωε) 3 u 7→ E(E(1)

ε u) ∈ V lp (Rn+s)

íå ïðåâîñõîäèò c ε−n/p.Ïîëîæèì δ0 = (sup{|y| : y ∈ g})−1. Òðåáóåìûé îïåðàòîð Eε,δìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Eε,δ = Eε, åñëè δ < δ0 è
Eε,δ = EE(1)

ε , åñëè δ ≥ δ0. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü

Rn+s
+ =

{
(y, z) : y ∈ Rn, z ∈ Rs, zs > 0

}
.

Îïåðàòîð Eε,δ â ëåììå 3 ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-ëîñü óñëîâèå
Eε,δu

∣∣
Gδ∩Rn+s

+
= 0, åñëè u

∣∣
Ωε∩Rn+s

+
= 0.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ÿäðîK îïåðàòîðàM óäîâëåò-âîðÿëî óñëîâèþ
suppK ⊂ {z ∈ B(s)

1 : zs ≥ 0},
à êðîìå òîãî, äëÿ îïåðàòîðîâ Eε è E, ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè
Eε,δ, âûïîëíÿëîñü òðåáîâàíèå
(Eu)(y, z) = (Eεu)(y, z) = 0 ïðè zs > 0, åñëè u(y, z) = 0 ïðè zs > 0.
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2.6.2 Îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ âî âíåøíîñòü òîí-

êîãî öèëèíäðà

Ìû ñîõðàíÿåì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìàÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 2.6.
Òåîðåìà. Ïóñòü ωε ⊂ gδ, 1 ≤ p ≤ ∞, l = 1, 2, . . . Âåðíî ñîîòíîøå-íèå

inf ‖E‖ ∼


ε−n/p min{δn/p, ε−l+n/p} ïðè lp < n,
ε−l min{δl, | log ε|(1−p)/p} ïðè lp = n,
ε−n/p min{δn/p, 1} ïðè lp > n,

ãäå E : V lp (Ωε) → V lp (Gδ) � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì îöåíêó

‖E‖ ≥ Λn(ε, δ)|ωε|−1/p, (1)

ãäå |ωε| = mesn(ωε) è
Λn(ε, δ) = inf{‖u‖p,l,gδ

: u ∈ V lp (gδ), u
∣∣
ωε

= 1}.

Ïóñòü η ∈ C∞0 (Rs), η 6≡ 0. Çàôèêñèðóåì % > 0 è ïîëîæèì
v%(x) = %s/pη(%z), x = (y, z) ∈ Ωε.

Òîãäà ïðè ïî÷òè âñåõ z ∈ Rs èìååì
‖(Ev%)(·, z)‖p,l,gδ

≥ Λn(ε, δ)%s/p|η(%z)|.

Îòñþäà
‖Ev%‖p,l,Gδ

≥ Λn(ε, δ)‖η‖p,Rs .

Ïîñêîëüêó
‖E‖ ≥ ‖Ev%‖p,l,Gδ

/‖v%‖p,l,Ωε
,

òî

‖E‖ ≥ Λn(ε, δ)
(mesn(ωε))1/p

‖η‖p,Rs∑l
k=0 %

k‖∇kη‖p,Rs

.
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Îöåíêà (1) ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè % → +0 â ïîñ-ëåäíåì íåðàâåíñòâå. Òåïåðü òðåáóåìàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ ‖E‖ âûòå-êàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

Λn(ε, δ) ∼


min{δn/p, εn/p−l} ïðè lp < n,
min{δl, | log ε|(1−p)/p} ïðè lp = n,
min{δn/p, 1} ïðè lp > n,

(2)

äîêàçàííîãî â òåîðåìå 2.2.2.
Ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ ‖E‖. Ïî ëåììå 2.6.1/3äîñòàòî÷íî â êàæäîì ñëó÷àå lp < n èëè lp = n ïîñòðîèòü îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ

E : V lp (Ωε)→ V lp (Gδ),

òàêîé, ÷òî
‖E‖ ≤ c ε−l ïðè lp < n

è
‖E‖ ≤ c ε−l| log ε|(1−p)/p ïðè lp = n.

Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè l − 1 < n/p, òîñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp (Ωε)→ V lp (R

n+s),

äëÿ êîòîðîãî âåðíà îöåíêà
‖E‖ ≤ Λn(ε,∞)|ωε|−1/p(1 + o(1)), (3)

ãäå o(1) � ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ε→ +0.Äëÿ v ∈ Lp(Ωε) è z ∈ Rs ïóñòü v(z) åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèåôóíêöèè v(·, z) íà ωε. Òîãäà
‖v‖p,Rs |ωε|1/p ≤ ‖v‖p,Ωε , (4)

à åñëè ∇v ∈ Lp(Ωε), òî âåðíà åùå îöåíêà
‖v − v‖p,Ωε

≤ c ε ‖∇v‖p,Ωε
. (5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
wε ∈ V lp (Rn), wε

∣∣
ωε

= 1 è ‖wε‖p,l,Rn ≤ (1 + ε)Λn(ε,∞).

Ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
Eε : V lp (Ωε)→ V lp (R

n+s),
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óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2.6.1/10) è ïîëîæèì
(Eu)(x) = u(z)wε(y) +

(
Eε(u− u)

)
(x), (6)

ãäå u ∈ V lp (Ωε), x = (y, z) ∈ Rn+s. Ôîðìóëà (6) îïðåäåëÿåò ëèíåé-
íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (R

n+s). Äî-
êàæåì îöåíêó (3). Èç (4), (5) è (2.6.1/10) ñëåäóåò, ÷òî

‖Eε(u− u)‖p,l,Rn+s ≤ c ε1−l‖u‖p,l,Ωε
. (7)

Äàëåå, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖uwε‖p,l,Rn+s ≤ ‖wε‖p,l,Rn‖u‖p,l,Rs .

Ïîñêîëüêó ∣∣(∇ju)(z)∣∣ ≤ |∇ju|(z), z ∈ Rs,

è èìååò ìåñòî (4), òî
‖∇ju‖p,Rs ≤ ‖∇ju‖p,Ωε |ωε|−1/p, j = 0, . . . , l.

Òàêèì îáðàçîì,
‖u wε‖p,l,Rn+s ≤ ‖wε‖p,l,Rn‖u‖p,l,Ωε

|ωε|−1/p. (8)

Îáúåäèíÿÿ (6) � (8), ïðèõîäèì ê îöåíêå
‖E‖ ≤ Λn(ε,∞)(1 + ε)|ωε|−1/p + c ε1−l.

Êðîìå òîãî, èç (2) ñëåäóåò, ÷òî
lim
ε→+0

ε1−l|ωε|1/p
(
Λn(ε,∞)

)−1 = 0,

åñëè l− 1 < n/p. Èòàê, îöåíêà (3) âåðíà äëÿ îïåðàòîðà (6). Äîêàçà-òåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð E , îïðåäåëåííûé â(6), îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(Eu)(y, z) = 0 ïðè zs > 0, åñëè u(y, z) = 0 ïðè zs > 0

(ñð. çàìå÷àíèå 2.6.1).
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæ-äåíèå îá îïåðàòîðå ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε)→ V lp (R

n+s) ñ ìèíèìàëü-íîé íîðìîé.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ωε = ωε×Rs ⊂ Rn+s � òîíêèé öèëèíäðè÷åñêèéñëîé. Íîðìà ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ωε) → V lp (R
n+s)

íå ìåíüøå Λn(ε)|ωε|−1/p, à åñëè l − 1 < n/p, òî ñóùåñòâóåò ëèíåé-íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, äåéñòâóþùèé êàê óêàçàíî âûøå, íîðìàêîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò Λn(ε)|ωε|−1/p(1 + o(1)), ãäå
Λn(ε) = inf{‖u‖p,l,Rn : u ∈ V lp (Rn), u

∣∣
ωε

= 1}

è o(1) � ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ε→ 0.
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè p = 2, l = 1 èìååì√

2π
| log ε|

(1− o(1)) ≤ Λ2(ε) ≤

√
2π
| log ε|

(1 + o(1)) ,

à åñëè n ≥ 3, òî
ε(n−2)/2 ≤ ((n− 2)sn capω)−1/2 Λn(ε) ≤ ε(n−2)/2 (1 + o(1)) ,

ãäå sn � ïëîùàäü ñôåðû Sn−1 è cap � åìêîñòü Âèíåðà âRn. Óêàçàí-íûå íåðàâåíñòâà áûëè äîêàçàíû â òåîðåìàõ 2.3/2�3.
Çàìå÷àíèå 3. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ o(1) â ñôîðìóëèðîâàííîì âûøåñëåäñòâèè ìîæåò áûòü óòî÷íåíà ðàâåíñòâîì (2.3/3).

2.7 Îïåðàòîðû ïðîäîëæåíèÿ äëÿ íåêîòî-

ðûõ îáëàñòåé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Îöåíêè íîðì îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ðàíåå â ýòîéãëàâå äëÿ ìàëûõ îáëàñòåé è òîíêèõ öèëèíäðîâ, ïîçâîëÿþò âûâî-äèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðì îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ äëÿ îá-ëàñòåé áîëåå ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè, çàâèñÿùèõ îò áîëüøèõ èëèìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêîïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ñêàçàííîå.
Äàëåå ε ∈ (0, 1/2), à ñèìâîë ∼ îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëîæè-òåëüíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî ε.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì �øëÿïó� Ω(ε) â Rn : Ω(ε) = Q∪G(ε) (ñì.Ðèñ. 1). Çäåñü

Q = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn ∈ [0, 2), |x′| < 1}
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è
G(ε) =

{
x = (x′, xn) ∈ Rn : xn ∈ (−ε, 0), |x′| < 2}.
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Q

G(ε)

ε

Ðèñ. 1
Ïóñòü

E : V lp (Ω
(ε))→ V lp (R

n) (1)

îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ. Ïðîâåðèì ñîîòíî-øåíèå
inf ‖E‖ ∼ ε−1/p.

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ ‖E‖, ðàññìîòðèì òàêóþ ôóíê-öèþ f ∈ C∞0 (1, 2), ÷òî f(t) = 1 ïðè 4/3 ≤ t ≤ 5/3. Îïðåäåëèì
ïðîáíóþ ôóíêöèþ u ∈ V lp (Ω(ε)) ðàâåíñòâîì u(x′, xn) = f(|x′|). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E, óêàçàííîãî â (1), èìååì

‖(Eu)(x′, ·)‖p,l,R1 ≥ c(p, l) > 0

ïðè ï.â. x′ ∈ ω, ω = {x′ ∈ Rn−1 : 4/3 < |x′| < 5/3}. Îòñþäà
‖Eu‖p,l,Rn ≥ ‖Eu‖p,l,ω×R1 ≥ c,

è
‖E‖ ≥ ‖Eu‖p,l,Rn/‖u‖p,l,Ω(ε) ≥ c ε−1/p.

Ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E, äëÿ êîòîðîãî
‖E‖ ≤ c ε−1/p. (2)

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäîëæèì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ êëàññà
V lp (G

(ε)) èç G(ε) â òîíêèé ñëîé Rn−1 × (−ε, 0). Ýòî ìîæåò áûòü
ñäåëàíî îòðàæåíèåì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (ñì. òåîðåìó 1.6/1) ïî êàæ-
äîìó ðàäèóñó øàðà B

(n−1)
2 . Èìåííî, ïóñòü G(ε) 3 x = (%, θ, xn),
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ãäå (%, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â Rn−1. Ïóñòü u � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ íà G(ε). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ũ íà

D(ε) = {x = (%, θ, xn) : % < 2 + 1/l, θ ∈ Sn−2, xn ∈ (−ε, 0)}

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì ũ = u íà G(ε) è

ũ(%, θ, xn) =
∑l

k=1
aku(2− k(%− 2), θ, xn) íà D(ε) \G(ε), (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû ak óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1.6/2). Ëåãêî óáå-
äèòüñÿ (ñð. ñ òåîðåìîé 1.6/1), ÷òî òîãäà ũ ∈ Cl−1(D(ε)), à òàêæå

‖ũ‖p,l,D(ε) ≤ c (l, p, n) ‖u‖p,l,G(ε) .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå u 7→ ũ ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îá-ðàçîì ðàñøèðåíî äî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà:
V lp (G

(ε))→ V lp (D
(ε)).

Óìíîæàÿ ũ íà ãëàäêóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêîîò %, èìåþùóþ íîñèòåëü â ïðîìåæóòêå [0, 2 + 1/l) è ðàâíóþ 1 íàîòðåçêå [0, 2], ïîëó÷èì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæå-íèÿ
E1 : V lp (G

(ε))→ V lp (Ωε), Ωε = Rn−1 × (−ε, 0)),

íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.Ïîëîæèì Rn
− = {x : xn < 0}. Ïî òåîðåìå 2.6.2 ñóùåñòâóåòëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

E2 : V lp (Ωε)→ V lp (R
n
−)

ñ íîðìîé O(ε−1/p). Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç S îïåðàòîð ñóæåíèÿ íà G(ε),ìû ïîñòðîèì îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E3 : V lp (Ω

(ε))→ V lp (R
n
− ∪Q)

ñ íîðìîé O(ε−1/p), îïðåäåëèâ E3u = E2E1Su íà Rn
− è E3u = u íà

Q. Ïóñòü åùå
E4 : V lp (R

n
− ∪Q)→ V lp (R

n)
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åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñ íîðìîé O(1). Òîãäà îïåðà-òîð E = E4E3 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ âèäà (1) ñ óñëî-âèåì (2).Îáðàòèìñÿ ê ïðîäîëæåíèþ ôóíêöèé èç âíåøíîñòè �øëÿïû� íà
Rn. Ïóñòü

F : V lp (R
n \ Ω(ε))→ V lp (R

n) (4)

îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ. Óáåäèìñÿ, ÷òî
inf ‖F‖ ∼ ε−l+1/p. (5)

Îöåíêà ñíèçó äëÿ ‖F‖ âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ïðîáíîé ôóí-êöèè, ðàâíîé 1 íà ìíîæåñòâå
{(x′, xn) : 4/3 < |x′| < 5/3, xn ∈ (−1,−ε)}

è 0 íàä �ïîëÿìè øëÿïû�. Ðàññóæäåíèÿ çäåñü òå æå, ÷òî è â äîêàçà-òåëüñòâå òåîðåìû 2.4.2 (i).×òîáû óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèå (5), ïîñòðîèì îïåðàòîð ïðîäîë-
æåíèÿ (4), äëÿ êîòîðîãî ‖F‖ ≤ c ε−l+1/p. Ïî òåîðåìå 1.6/2 ñóùåñò-âóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

F1 : V lp (R
n \ Ω(ε))→ V lp (R

n \G(ε))

ñ íîðìîé, îãðàíè÷åííîé ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Ââåäåì åùåëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
F2 : V lp (R

n \ Ωε)→ V lp (R
n), Ωε = Rn−1 × (−ε, 0),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ‖F2‖ ≤ c ε−l+1/p (ñì. òåîðåìó 2.4.2).
Ïóñòü u ∈ V lp (Rn \ Ω(ε)). Ïîëîæèì

u1 = (F1u)
∣∣
Rn\Ωε

, v = F1u− F2u1.

Òîãäà
v ∈ V lp (Rn \G(ε)), v

∣∣
Rn\Ωε

= 0. (6)

Ïîñòðîèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå v 7→ F3v, ïåðåâîäÿùåå ôóíêöèþ,ïîä÷èíåííóþ òðåáîâàíèÿì (6), â ôóíêöèþ F3v ∈ V lp (R
n), òàêóþ,

÷òî F3v = v íà Rn \G(ε) è
‖F3v‖p,l,Rn ≤ c ‖v‖

p,l,Rn\G(ε) . (7)
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Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå ïîñòðîåíî, òî èñêîìîå ïðîäîëæåíèå Fu ìî-æåò áûòü îïðåäåëåíî ôîðìóëîé Fu = F2u1 + F3(F1u− F2u1).Èòàê, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6) è ïóñòü
g(ε) = {x : |x′| < 3, xn ∈ (−ε, 0)}.

Ïðèìåíÿÿ ðàäèàëüíóþ ïðîöåäóðó îòðàæåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà,
àíàëîãè÷íóþ (3), ïîäîëæèì v èç êîëüöà g(ε) \G(ε) â áîëåå øèðîêîå
êîëüöî g(ε) \ h(ε),

h(ε) = {x ∈ G(ε) : |x′| < 2− 1/l}

Çà ïðîäîëæåííîé ôóíêöèåé îñòàâèì ñòàðîå îáîçíà÷åíèå v. Òåïåðüôóíêöèÿ F3v ∈ V lp (Rn), ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ (7), îïðåäåëÿåòñÿ íà
G(ε) ñëåäóþùèì îáðàçîì: F3v = 0 íà h(ε) è F3v = ηv íà G(ε) \ h(ε),ãäå η � ãëàäêàÿ ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò |x′|, η = 1ïðè |x′| ≥ 2, η = 0 ïðè |x′| ≤ 2− 1/l.
Ïðèìåð 2. Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèÿ

inf ‖E‖ ∼
{
ε−min{l, (n−1)/p} ïðè lp 6= n− 1,
ε−l| log ε|(1−p)/p ïðè lp = n− 1

(8)

è
inf ‖F‖ ∼ 1 (9)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp (G

(ε))→ V lp (R
n), F : V lp (R

n \G(ε))→ V lp (R
n), (10)

ãäå n > 1 è G(ε) � �ãàíòåëü� â Rn, èçîáðàæåííàÿ íà Ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2
Ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû äîêàçàòåëüñòâî ñîîò-íîøåíèé (8), (9) ñâîäèòñÿ ê ìîäåëüíîé îáëàñòè (ñì. Ðèñ. 3)

G(ε) = Rn
+ ∪

{
x = (x′, xn) : x′ ∈ B(n−1)

ε , xn ∈ (−1, 0]
}
,
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ãäå Rn
+ =

{
x ∈ Rn : xn > 0

}.
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Rn
+2ε

Ðèñ. 3
Îáðàùàÿñü ê (8), çàìåòèì, ÷òî îöåíêà ñíèçó äëÿ ‖E‖ ïðîâåðÿåòñÿñ èñïîëüçîâàíèåì ãëàäêîé ïðîáíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò

xn è èìåþùåé íîñèòåëü íà ñòåðæíå B(n−1)
ε × (−1, 0). Çäåñü äîêàçà-òåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.6.2.Ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ u 7→ Eu ñ íîðìîé,ýêâèâàëåíòíîé ïðàâîé ÷àñòè (8). ßñíî, ÷òî îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿê ñëó÷àþ u(x) = 0 ïðè x ∈ Rn

+. Ïðè ýòîì êîíå÷íûé ñòåðæåíü ìîæíî
çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íûé âèäà B(n−1)

ε ×(−∞, 0) (ñì. òåîðåìó 1.6/1).
Ïóñòü Ωε = B

(n−1)
ε ×R1 è ïóñòü E : V lp (Ωε) → V lp (R

n) � îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ, ïîñòðîåííûé â òåîðåìå 2.6.2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå-÷àíèåì 2.6.2/1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Eu(x) = 0 ïðè x ∈ Rn
+. Ïîëàãàÿ

(Eu)(x) =
{
u(x) ïðè x ∈ Ωε ∪Rn

+,
(Eu)(x) äëÿ îñòàëüíûõ x ∈ Rn,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè u.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîñòðîèì îïåðàòîð ïðîäîë-æåíèÿ F (ñì. (10)), íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñè-
òåëüíî ε. Ïóñòü Dε = B

(n−1)
ε ×(−1,∞). Ïðèìåíÿÿ îòðàæåíèå êîíå÷-íîãî ïîðÿäêà ÷åðåç ïëîñêîñòü xn = 0 è èñïîëüçóÿ ãëàäêóþ ñðåçàþ-ùóþ ôóíêöèþ, ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå v ∈ V lp (R

n \ Dε) ôóíêöèè
u ∈ V lp (Rn \G(ε)), òàêîå, ÷òî

‖v‖p,l,Rn\Dε
≤ c ‖u‖

p,l,Rn\G(ε) .

Îñòàåòñÿ ïðîäîëæèòü v èç âíåøíîñòè Dε íà Rn. Ðàññìîòðèì óçêèé
öèëèíäð Ωε = B

(n−1)
ε ×R1. Ïî òåîðåìå 2.4.1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
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îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Rn\Ωε)→ V lp (R
n) ñ íîðìîé, îãðàíè÷åí-íîé ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε, è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî v = 0 âîâíåøíîñòè Ωε. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè vèç Rn \Dε íà öèëèíäð Dε îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ãëàäêîéñðåçàþùåé ôóíêöèè íà îòðàæåíèå êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ÷åðåç ïëîñ-

êóþ ÷àñòü {x : x′ ∈ B(n−1)
ε , xn = −1} ãðàíèöû öèëèíäðà Dε.

2.8 Îáëàñòü, çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïàðàìåò-

ðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, äåé-ñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â ìàëîì òîíêîì öèëèíäðå.Ïîëó÷åííûå â õîäå ïîñòðîåíèÿ îöåíêè áóäóò èñïîëüçîâàíû è â ãëà-âå 4, ãäå èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññîâÑîáîëåâà âî âíåøíîñòü îáëàñòè ñ âåðøèíîé ïèêà íà ãðàíèöå.Ïóñòü % ∈ (0, 1/2) è ε ∈ (0, %/2). Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé ìàëûéòîíêèé öèëèíäð
Dε,% = B(n−1)

ε × (−%, %).

Ïóñòü
E : V lp (Dε,%)→ V lp (R

n) (1)

îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ïîÿâ-ëåíèå âòîðîãî ïàðàìåòðà óâåëè÷èâàåò ÷èñëî âàðèàíòîâ. Íèæå áóäåòäîêàçàíî ñîîòíîøåíèå

inf ‖E‖ ∼


ε−l ïðè lp < n− 1,
ε−l
(
log(%/ε)

)(1−p)/p ïðè lp = n− 1,
%−l(%/ε)(n−1)/p ïðè n− 1 < lp < n,
ε(1−n)/p%−1/p| log %|(1−p)/p ïðè lp = n,
ε(1−n)/p%−1/p ïðè lp > n.

(2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v ∈ V lp (R
n), p ∈ [1,∞) è v(x) = 1 ïðè ï.â.

x ∈ Dε,%. Òîãäà ôóíêöèÿ v ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà â V lp
ôóíêöèÿìè èç C∞0 (Rn), êîòîðûå ðàâíû 1 â îêðåñòíîñòè Dε,% (ïðî-ñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âûòåêàåò èç çâåçäíîñòè Dε,% îòíî-ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò). Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà ëþáîãî óïîìÿ-íóòîãî âûøå îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖E‖ ≥
(
Cap (Dε,%;V lp )/mesn(Dε,%)

)1/p
,
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ãäå åìêîñòü Cap (F ;V lp ) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà
F ⊂ Rn êàê1

inf
{
‖u‖pp,l,Rn : u ∈ C∞0 (Rn), u = 1 â îêðåñòíîñòè F}. (3)

Åñëè F ⊂ B1, òî ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ñðåçêè ñ íîñèòåëåì â B2 èðàâíîé 1 â B1 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åìêîñòü Cap (F ;V lp ) ýêâèâàëåíòíàäðóãîé åìêîñòè
Cap (F ; L̊lp(B2)

)
=

= inf
{
‖∇lu‖pp,B2

: u ∈ C∞0 (B2), u = 1 â îêðåñòíîñòè F}.
Îòñþäà

c ‖E‖ ≥
(
ε1−n%−1Cap (Dε,%; L̊lp(B2))

)1/p
.

Ñîøëåìñÿ òåïåðü íà êíèãó Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 9.1], ãäå, â ÷àñòíîñòè,ïîêàçàíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíàïðàâîé ÷àñòè (2). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (2) ìîæåò áûòü çàïè-ñàíî êîðî÷å íî ìåíåå ÿâíî â âèäå
inf ‖E‖ ∼

(Cap (Dε,%;V lp )/mesn(Dε,%)
)1/p

, 1 ≤ p <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (2) ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ëèíåé-íîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E , óêàçàííîãî â (1), íîðìà êîòîðîãîíå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû, óìíîæåííîé íà ïðàâóþ ÷àñòü (2). Íàìïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Llp(Dε,%) 3 u 7→ Q ∈ Pl−1,

òàêîå, ÷òî
‖∇k(u−Q)‖p,Dε,%

≤ c %l−k‖∇lu‖p,Dε,%
, k ≤ l. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.5.2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (4) ïðè
l = 1. Ïóñòü u ∈ L1

p(Dε,%) è ïóñòü ũ åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå u íà
Dε,%. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(t), t ∈ (−%, %), ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
B

(n−1)
ε 3 x′ 7→ u(x′, t) íà B(n−1)

ε . ßñíî, ÷òî
‖u− ũ‖p,Dε,%

≤ c ε(n−1)/p‖u− ũ‖p,(−%,%)+
1íà ñàìîì äåëå èíôèìóì â (3) ýêâèâàëåíòåí èíôèìóìó òîãî æå âûðàæåíèÿ

ïî ìíîæåñòâó {u ∈ C∞0 (Rn) : u|F ≥ 1} (ñì. Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 9.3] ïðè p > 1 è
Þ. Â. Íåòðóñîâ [52] ïðè p = 1).
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+
(∫ %

−%
‖u(·, xn)− u(xn)‖pp,Bε

dxn

)1/p

. (5)

Ïîñêîëüêó ũ åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (−%, %) 3 t 7→ u(t), òî
‖ũ− u‖p,(−%,%) ≤ c %‖u′‖p,(−%,%).

Êðîìå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà
|u′(xn)| = |uxn(xn)| ≤ c ε(1−n)/p‖uxn(·, xn)‖p,B(n−1)

ε
,

è ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) íå áîëüøå c % ‖∇u‖p,Dε,% .
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå ê ôóíêöèè u(·, xn) â øàðå B(n−1)

ε ,îöåíèì ñâåðõó âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) âûðàæåíèåì
c ε ‖∇u‖p,Dε,% . Èòàê, îöåíêà (4) óñòàíîâëåíà äëÿ l = 1 è Q = ũ.
Ëåììà 2. Ïóñòü D% = B

(n−1)
% ×(−%, %) ⊂ Rn. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà

Q ∈ P(n)
l−1 âåðíà îöåíêà

‖Q‖p,D%
≤ c (%ε−1)(n−1)/p

∑l−1

k=0
%k‖∇kQ‖p,Dε,%

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S � ïîëèíîì âRn−1, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|S(0)| ≤ c ε(1−n)/p‖S‖

p,B
(n−1)
ε

(6)

ñ êîíñòàíòîé c, çàâèñÿùåé òîëüêî îò p, n è ñòåïåíè ïîëèíîìà. Çà-ôèêñèðóåì z ∈ (−%, %). Èñïîëüçóÿ (6), ïîëó÷àåì

‖Q(·, z)‖
p,B

(n−1)
%

≤ c
∑

|α|≤l−1

∣∣DαQ(0, z)
∣∣%|α|+(n−1)/p ≤

≤ c (%/ε)(n−1)/p
∑

|α|≤l−1
%|α|‖DαQ(·, z)‖

p,B
(n−1)
ε

,

ãäå DαQ(·, z) îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðâûì n − 1 ïåðå-ìåííûì. Èíòåãðèðóÿ ïî z ∈ (−%, %), ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé îöåíêå.
Ëåììà 3. ÏóñòüDε,% = B

(n−1)
ε ×(−%, %), ε ∈ (0, %/2). Åñëè lp 6= n−1,òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

Eε,% : V lp (Dε,%)→ V lp (R
n),
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òàêîé, ÷òî
‖∇i(Eε,%u)‖p,Rn ≤

≤ c
(
%ε−1

)min{l,(n−1)/p}∑l

k=0
%k−i‖∇ku‖p,Dε,%

ïðè âñåõ u ∈ V lp (Dε,%) è i = 0, . . . , l. Â ñëó÷àå lp = n− 1 ñóùåñòâóåòëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Eε,%, äåéñòâóþùèé êàê óêàçàíîâûøå è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
‖∇i(Eε,%u)‖p,Rn ≤

≤ c (%ε−1)l
(
log(%ε−1)

)(1−p)/p∑l

k=0
%k−i‖∇ku‖p,Dε,%

ïðè âñåõ u ∈ V lp (Dε,%), i = 0, . . . , l.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x 7→ φ(x) = x/%äåëî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ % = 1. Ïî òåîðåìå 1.6/1 ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Dε,1)→ V lp (B

(n−1)
ε ×R1) ñ íîðìîé,îãðàíè÷åííîé ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Èç òåîðåìû 2.6.2 ïðè

δ = ∞ ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå lp 6= n − 1 èëè lp = n − 1ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
Eε : V lp (Dε,1)→ V lp (R

n),

òàêîé, ÷òî
‖Eε‖ ≤ c ε−min{l,(n−1)/p}, åñëè lp 6= n− 1,

‖Eε‖ ≤ c ε−l| log ε|(1−p)/p, åñëè lp = n− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëîæèòü Eε,% u =
(
Eε/%(u ◦ φ−1)

)
◦ φ.

Ëåììà 4. Ïóñòü D% � öèëèíäð, îïðåäåëåííûé â ëåììå 2. Åñëè
lp > n− 1, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

Eε,% : V lp (Dε,%)→ V lp (D%),

íîðìà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò c (%/ε)(n−1)/p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðà-òîð ïðîäîëæåíèÿ V lp (Dε,%) 3 u 7→ Eε,%u ∈ V lp (Rn), òàêîé, ÷òî

‖∇i(Eε,%u)‖p,Rn ≤
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≤ c
(
%ε−1

)(n−1)/p∑l−1

k=0
%k−i‖∇ku‖p,Dε,%

(7)

ïðè i = 0, . . . , l. Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
V lp (Dε,%) 3 u 7→ Q ∈ Pl−1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Îáúåäèíÿÿ (4) è (7), ïîëó÷àåì îöåíêó
‖∇i

(
Eε,%(u−Q)

)
‖p,Rn ≤

≤ c (%ε−1)(n−1)/p%l−i‖∇lu‖p,Dε,% , i ≤ l. (8)

Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 2
‖∇iQ‖p,D% ≤ c (%ε−1)(n−1)/p

∑l−i−1

s=0
%s‖∇i+sQ‖p,Dε,% .

Òàê êàê
‖∇i+sQ‖p,Dε,%

≤ ‖∇i+su‖p,Dε,%
+ c %l−s−i‖∇lu‖p,Dε,%

,

òî
‖∇iQ‖p,D% ≤

≤ c (%/ε)(n−1)/p
∑l

k=i
‖∇ku‖p,Dε,%

, i = 0, . . . , l.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è (8) ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîë-æåíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ôîðìóëîé
Eε,%u = Q+ Eε,%(u−Q).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4 çàêîí÷åíî.
Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ E ,äåéñòâóþùåãî êàê â (1), íîðìà êîòîðîãî ìàæîðèðóåòñÿ ïðîèçâåäå-íèåì êîíñòàíòû íà ïðàâóþ ÷àñòü (2).

1. lp < n − 1. Ïî ëåììå 2.1.2/1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ E , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ‖E‖ ≤ c ε−l.
2. Â êàæäîì ñëó÷àå lp = n−1 èëè n−1 < lp < n ïîëîæèì E = Eε,%,ãäå Eε,% � îïåðàòîð, ïîñòðîåííûé â ëåììå 3. Òîãäà

‖E‖ ≤ c ε−l
(
log(%/ε)

)(1−p)/p
, åñëè lp = n− 1,
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‖E‖ ≤ c %−l(%/ε)(n−1)/p, åñëè n− 1 < lp < n.

3. lp = n. Ïóñòü D% � öèëèíäð, ââåäåííûé â ëåììå 2, è ïóñòü
F : V lp (D%)→ V lp (R

n) (9)

îçíà÷àåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî
‖F‖ ≤ c %−l| log %|(1−p)/p

(ñì. òåîðåìó 2.2.2). Åñëè Eε,% � îïåðàòîð, ïîñòðîåííûé â ëåììå 4,òî
E = FEε,% : V lp (Dε,%)→ V lp (R

n) (10)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ, ïðè÷åì
‖E‖ ≤ c (%ε−1)(n−1)/p%−l| log %|(1−p)/p.

4. lp > n. Ïî òåîðåìå 2.2.2 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîë-æåíèÿ, äåéñòâóþùèé êàê â (9) è òàêîé, ÷òî ‖F‖ ≤ c %−n/p. Ïóñòü
Eε,% � îïåðàòîð, ïîñòðîåííûé â ëåììå 4. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Eôîðìóëîé (10). Òîãäà

‖E‖ ≤ c ε(1−n)/p%−1/p.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íå èñêëþ÷àåò p =∞.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè â îáëàñòè Dε,% = B

(n−1)
ε × (−%, %)ïðåäïîëîæèòü 2% < ε < 1/2, òî ðåçóëüòàò áóäåò îòëè÷åí îò (2).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðàïðîäîëæåíèÿ (1) âåðíî ñîîòíîøåíèå

inf ‖E‖ ∼


(ε%−1)1/p ε−l ïðè lp < n,
(ε%−1)1/p ε−l| log ε|(1−p)/p ïðè lp = n,
(ε%−1)1/p ε−n/p ïðè lp > n.

2.9 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 2

Ëåììà 2.1.1 õîðîøî èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, Ñ. Ë. Ñîáîëåâ [69],Â. È. Ñìèðíîâ [66]). Ñîäåðæàíèå ðàçä. 2.1.2�2.1.3 è ðàçä. 2.2 ñîîò-âåòñòâóåò ðàáîòå àâòîðîâ [43]. Òåîðåìà 2.3/1 äîêàçàíà â òîé æåðàáîòå.
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Â ñâÿçè ñ ìàòåðèàëîì ðàçä. 2.1�2.3 óïîìÿíåì íåêîòîðûå ðåçóëü-òàòû îá îöåíêàõ ìèíèìàëüíûõ íîðì îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ, äåé-ñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.
Ã. À. Êàëÿáèí [115] ïîêàçàë, ÷òî åñëè Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â R2,

d = diam (Ω) ≤ 1 è E : W 1
p (Ω)→ W 1

p (R2) � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ, òî

inf ‖E‖ ∼


|Ω|−1/pd(2−p)/p ïðè p ∈ (1, 2),
|Ω|−1/2

(
log(2/d)

)−1/2 ïðè p = 2,
|Ω|−1/p ïðè p > 2,

ãäå |Ω| îçíà÷àåò ïëîùàäü îáëàñòè Ω, à êîíñòàíòû â ýòîì ñîîòíîøå-íèè ýêâèâàëåíòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò p.
Â. È. Áóðåíêîâ è À. Ë. Ãîðáóíîâ [14] (ñì. òàêæå Â. È. Áóðåíêîâ[91, Chap. 6]) ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå äâóñòîðîííèå îöåíêè ìèíèìàëü-íûõ íîðì îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ W l

p. Ïóñòü
(a, b) � êîíå÷íûé èíòåðâàë â R1 è E � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: W l

p(a, b) → W l
p(R

1), 1 ≤ p ≤ ∞, l = 1, 2, . . .Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå àáñîëþòíûå êîíñòàíòû c1, c2 > 0, ÷òî
cl1
(
1 + ll(b− a)1−l−1/p

)
≤ inf ‖E‖ ≤ cl2

(
1 + ll(b− a)1−l−1/p

)
.

Îòñþäà äëÿ èíòåðâàëîâ ìàëîé äëèíû b−a = ε ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
inf ‖E‖W l

p(a,b)→W l
p(R1) ∼ ε1−l−1/p.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå 2.2.2
inf ‖E‖V l

p(a,b)→V l
p(R1) ∼ ε−1/p.

Òàêèì îáðàçîì, äâà ïîñëåäíèõ èíôèìóìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ýêâè-âàëåíòíû ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî b− a.
Ïóñòü Ω ⊂ Rn åñòü ëèáî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C0,1,ëèáî ñïåöèàëüíàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü âèäà (1.6/5). Â ðàáîòå [14]óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè E � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:

W l
p(Ω)→W l

p(R
n), òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c3(Ω), c4(Ω) > 0, óäîâ-ëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

c3(Ω)lll ≤ inf ‖E‖ ≤ c4(Ω)lll äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω;

c3(Ω)l ≤ inf ‖E‖ ≤ c4(Ω)l äëÿ ñïåöèàëüíîé ëèïøèöåâîé Ω.
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Äëÿ òîíêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ Ωε = ωε×R1 ⊂ Rn àñèìïòî-òè÷åñêèå îöåíêè ïðè ε → +0 ìèíèìàëüíîé íîðìû îïåðàòîðà ïðî-äîëæåíèÿ: V 1
2 (Ωε) → V 1

2 (Rn) áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå Â. Ã. Ìàçüÿ[39]. Ìû ñëåäóåì ýòîé ðàáîòå â ðàçä. 2.3. Ñîäåðæàíèå ðàçä. 2.4�2.8âçÿòî èç ñòàòüè àâòîðîâ [124]. Äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðì îïåðàòî-ðîâ ïðîäîëæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà äëÿ íåêîòîðûõ îáëàñ-òåé, çàâèñÿùèõ îò ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, äàíû â îáçîðå [41].



Ãëàâà 3

Ñëåäû ôóíêöèé êëàññà

W 1
p íà ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííîé ãðàíèöå

îáëàñòè

Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ëèïøèöåâîéôóíêöèè, òî ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà èìåþò ñëåäû íà ãðà-íèöå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TW 1
p (Ω) ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ

ôóíêöèé èç W 1
p (Ω). Íîðìà ‖ · ‖TW 1

p (Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íîðìà â
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå W 1

p (Ω)/W̊ 1
p (Ω), ãäå W̊ 1

p (Ω) îçíà÷àåò çàìûêà-
íèå C∞0 (Ω) â W 1

p (Ω). Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Ãàëüÿðäî äëÿ
îáëàñòè Ω ⊂ Rn êëàññà C0,1 èìååì TW 1

p (Ω) = W
1−1/p
p (∂Ω) ïðè

p ∈ (1,∞) è TW 1
1 (Ω) = L1(∂Ω). Çäåñü W 1−1/p

p (∂Ω) � ïðîñòðàíñòâîôóíêöèé íà ∂Ω ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f‖Lp(∂Ω) +

( ∫∫
∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(y)|p dsxdsy
|x− y|n+p−2

)1/p

,

ãäå dsx, dsy � ýëåìåíòû ïëîùàäè íà ∂Ω.
Ïóñòü Ωε � îáëàñòü êëàññà C0,1, çàâèñÿùàÿ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ îáëàñòü limε→0 Ωε èìååò íåëèïøè-
89
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öåâó ãðàíèöó. Òîãäà ýêâèâàëåíòíûå íîðìû
‖ · ‖TW 1

p (Ωε) è ‖ · ‖
W

1−1/p
p (∂Ωε)

, p ∈ (1,∞),

‖ · ‖TW 1
1 (Ωε) è ‖ · ‖L1(∂Ωε)

ìîãóò íå áûòü ýêâèâàëåíòíûìè ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.Â ýòîé ãëàâå ìû íàõîäèì ÿâíóþ çàâèñÿùóþ îò ε íîðìó ôóíêöèèíà ∂Ωε, ýêâèâàëåíòíóþ ‖ · ‖TW 1
p (Ωε) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε äëÿíåêîòîðûõ îáëàñòåé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-ñìîòðåíû ìàëûå îáëàñòè è òîíêèå (øèðèíû ε) öèëèíäðû è èõ âíåø-íîñòè. Òåîðåìû î ìàëûõ îáëàñòÿõ è òîíêèõ öèëèíäðàõ áóäóò ïðè-ìåíÿòüñÿ â ãëàâàõ 6, 7 ïðè îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâà TW 1

p (Ω) äëÿîáëàñòåé ñ îñîáåííîñòÿìè íà ãðàíèöå.Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåéãëàâå. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü èç C0,1. Äëÿ ìàëîãî
ε > 0 ïîëîæèì Ωε = εΩ. Òîãäà íîðìà ñëåäà ‖f‖TW 1

p (Ωε) îêàçûâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîé (ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε) íîðìå

〈f〉p,∂Ωε
= a(ε)‖f‖Lp(∂Ωε)+

+
( ∫∫
∂Ωε×∂Ωε

|f(x)− f(y)|pQε(x, y)dsxdsy
)1/p

,

ãäå dsx, dsy � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂Ωε, a(ε) = ε1/p, àâåñîâàÿ ôóíêöèÿ Qε çàäàíà ðàâåíñòâîì
Qε(x, y) =

{
r2−n−p ïðè p ∈ (1,∞),
ε1−n ïðè p = 1,

r = |x− y|.Íîðìà ‖f‖TW 1
p (Rn\Ωε) òàêæå ýêâèâàëåíòíà 〈f〉p,∂Ωε

, ãäå

a(ε) =
{

min{ε(1−p)/p, ε(1−n)/p} ïðè p 6= n,
(ε| log ε|)(1−p)/p ïðè p = n,

Qε(x, y) = 0 , åñëè p = 1 è Qε(x, y) = r2−n−p , åñëè p ∈ (1,∞).Ïóñòü Ωε � òîíêèé öèëèíäð âèäà Ωε =ωε×R1 ⊂ Rn, ãäå n > 2,
ωε = ε ω è ω ⊂ Rn−1 � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü èç C0,1. Òîãäà íîðìàñëåäà ‖f‖TW 1

p (Ωε) ýêâèâàëåíòíà íîðìå 〈f〉p,∂Ωε , ãäå a(ε) = ε1/p,

Qε(x, y) =
{
r2−n−pχ(r/ε) ïðè p ∈ (1,∞),
ε1−nχ(r/ε) ïðè p = 1.
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Çäåñü χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà (0, 1).Äëÿ âíåøíîñòè òîíêîãî öèëèíäðà íîðìà ‖f‖TW 1
p (Rn\Ωε) ýêâèâà-

ëåíòíà íîðìå 〈f〉p,∂Ωε
, ãäå

a(ε) =
{

min{ε(1−p)/p, ε(2−n)/p} ïðè p 6= n− 1,
(ε| log ε|)(1−p)/p ïðè p = n− 1

è

Qε(x, y) =


0 ïðè p = 1,
r2−n−p ïðè p ∈ (1, n− 1),
r2−n−p + ε2(2−n)r−1 (log(1 + r/ε))−p ïðè p = n− 1,
r2−n−p + ε2(2−n)rn−2−p ïðè p ∈ (n− 1,∞).

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ïðîäîëæå-íèÿ: TW 1
p (Ωε) → W 1

p (Ωε) (èëè TW 1
p (Rn \ Ωε) → W 1

p (Rn \ Ωε)) ñíîðìîé, îãðàíè÷åííîé ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Ýòîò îïåðàòîðëèíååí ïðè p > 1 è íåëèíååí ïðè p = 1.

3.1 Ñëåäû íà ìàëûõ è áîëüøèõ êîìïî-

íåíòàõ ãðàíèöû

3.1.1 Òåîðåìà Ãàëüÿðäî è åå ñëåäñòâèÿ

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ ãðàíèöåé, ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìîé â âèäåãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè. Ïóñòü TW 1
p (Ω) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî

ñëåäîâ v|∂Ω ôóíêöèé v ∈ W 1
p (Ω), p ∈ [1,∞). Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî

TW 1
p (Ω) ñíàáæàåòñÿ íîðìîé

‖f‖TW 1
p (Ω) = inf{‖v‖W 1

p (Ω) : v ∈W 1
p (Ω), v

∣∣
∂Ω

= f}. (1)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî TL1
p(Ω) ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ

ôóíêöèé èç L1
p(Ω), â êîòîðîì ââîäèòñÿ ïîëóíîðìà

‖f‖TL1
p(Ω) = inf{‖∇v‖Lp(Ω) : v ∈ L1

p(Ω), v
∣∣
∂Ω

= f}. (2)

Ïóñòü σ � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ∂Ω. Äëÿ ôóíêöèè f , çàäàí-íîé è èçìåðèìîé íà σ, ïîëîæèì

[f ]p,σ =
( ∫∫

σ×σ

|f(x)− f(y)|p dsxdsy
|x− y|n+p−2

)1/p

, p ∈ (1,∞), (3)
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p ...

ãäå dsx, dsy � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè σ. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðîñòðàíñòâî W 1−1/p

p (σ) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ Lp(σ), èìåþùèõêîíå÷íóþ íîðìó
‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

= ‖f‖Lp(σ) + [f ]p,σ, p ∈ (1,∞). (4)

Äëÿ îáëàñòè êëàññà C0,1 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
TW 1

p (Ω) èçîìîðôíî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó W 1
p (Ω)/W̊ 1

p (Ω), ãäå ÷å-
ðåç W̊ 1

p (Ω) îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞0 (Ω) â W 1
p (Ω). Ýòîîáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñëóæèòü îñíîâàíèåì äëÿ ôîðìàëüíîãî îïðå-äåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà TW 1

p (Ω) êàê óêàçàííîãî ôàêòîð-ïðîñòðàíñò-âà è äëÿ íåëèïøèöåâûõ îáëàñòåé.Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ý. Ãàëüÿðäî [101].
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êëàñ-ñà C0,1. Åñëè Γ = ∂Ω, òî ïðîñòðàíñòâà

TW 1
p (Ω) è W 1−1/p

p (Γ), p ∈ (1,∞),

TW 1
1 (Ω) è L1(Γ)

ñîâïàäàþò ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò îãðà-íè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : W 1−1/p

p (Γ)→W 1
p (Rn), 1 < p <∞,

èëè
E : L1(Γ)→W 1

1 (Rn).

Îïåðàòîð E ëèíååí ïðè p ∈ (1,∞) è íåëèíååí ïðè p = 1.
Ñäåëàåì çäåñü îäíî ïðîñòîå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâïðîäîëæåíèÿ ñ ðàñòÿæåíèåì (ñð. ñ ëåììîé 2.1.2/1).
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü Γ è E � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå. Ïðè ε > 0ïîëîæèì Γε = εΓ. Òîãäà ôîðìóëà

f 7→ Eεf = (E(f ◦ Φ)) ◦ Φ−1,

ãäå Φx = εx, x ∈ Rn, çàäàåò îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
Eε : W 1−1/p

p (Γε)→W 1
p (Rn), p ∈ (1,∞),

èëè
Eε : L1(Γε)→W 1

1 (Rn),
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òàêîé, ÷òî
ε−1‖Eεf‖Lp(Rn + ‖∇Eεf‖Lp(Rn) ≤

≤ c (n, p,Γ)
(
ε(1−p)/p‖f‖Lp(Γε) + [f ]p,Γε

)
, p ∈ (1,∞), (5)

èëè
ε−1‖Eεf‖L1(Rn + ‖∇Eεf‖L1(Rn) ≤ c (n,Γ)‖f‖L1(Γε). (6)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðåäëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü σ � èçìåðèìîåïîäìíîæåñòâî ãðàíèöû îáëàñòè êëàññà C0,1 ñ ïîëîæèòåëüíîé ïëî-ùàäüþ |σ|. Äëÿ f ∈ L1(σ) ââåäåì ïîëóíîðìó
[f ]1,σ = |σ|−1

∫∫
σ×σ

|f(x)− f(y)|dsxdsy. (7)

Ëåììà. Åñëè f ∈ Lp(σ), 1 ≤ p <∞, òî
‖f − f‖L1(σ) ≤ [f ]1,σ,

‖f − f‖pLp(σ) ≤ (diam σ)n+p−2|σ|−1[f ]pp,σ, p > 1,

ãäå f � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà σ:
f = |σ|−1

∫
σ

f(x)dsx.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþíåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà. Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíþþ ëåììó ñ (5) è (6),ïðèõîäèì ê òàêîìó óòâåðæäåíèþ.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Γ � òà æå ïîâåðõíîñòü, ÷òî è â òåîðåìå, è
Γε = εΓ, ε > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Eε : W 1−1/p
p (Γε)→W 1

p (Rn), p ∈ (1,∞),

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ, ïîä÷èíåííûì óñëîâèþ (5) èëè
Eε : L1(Γε)→W 1

1 (Rn)

åñòü îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (6). Òîãäà
ε−1‖Eε(f − f)‖Lp(Rn) + ‖∇Eε(f − f)‖Lp(Rn) ≤ c (n,Γ, p)[f ]p,Γε ,

ãäå 1 ≤ p < ∞, f ∈ W 1−1/p
p (Γε) ïðè p > 1, f ∈ L1(Γε) ïðè p = 1, f� ñðåäíåå çíà÷åíèå f íà Γε è [·]p,Γε � ïîëóíîðìà (3) èëè (7).
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3.1.2 Âíóòðåííîñòü ìàëîé èëè áîëüøîé îáëàñòè

Ïóñòü n ≥ 2 è Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êëàññà
C0,1. Ïðè ε > 0 ïîëîæèì Ωε = εΩ. Â äàííîì ðàçäåëå ìû íàõîäèì
çàâèñÿùóþ îò ε íîðìó â ïðîñòðàíñòâåW 1−1/p

p (∂Ωε), ýêâèâàëåíòíóþíîðìå ‖ · ‖TW 1
p (Ωε) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.×åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå çà-âèñÿò òîëüêî îò n, p,Ω. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí

a, b (çàïèñûâàåìàÿ êàê a ∼ b) îçíà÷àåò, ÷òî c−1 ≤ a/b ≤ c.
Òåîðåìà. Åñëè p ∈ [1,∞) è ε ∈ (0, 1], òî

‖h‖TW 1
p (Ωε) ∼ ε1/p‖h‖Lp(∂Ωε) + [h]p,∂Ωε

(1)

è
‖h‖TL1

p(Ωε) ∼ [h]p,∂Ωε , (2)

ãäå [·]p,∂Ωε
� ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (3.1.1/3) èëè â (3.1.1/7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈W 1
p (Ωε), u

∣∣
∂Ωε

= h. Îöåíêó
[h]p,∂Ωε

≤ c ‖∇u‖Lp(Ωε), (3)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïðè ε = 1. Îáùèé ñëó÷àé âûâîäèòñÿ ïðè ïî-ìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Ïóñòü h � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíê-öèè h íà ∂Ω. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1.1 è òåîðåìó 1.5.2, ïîëó÷àåì
[h]p,∂Ω = [h− h]p,∂Ω ≤ c ‖u− h‖W 1

p (Ω) ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω).

Èòàê, îöåíêà (3) óñòàíîâëåíà.
Íåðàâåíñòâî

ε1/p‖h‖Lp(∂Ωε) ≤ c
(
‖u‖Lp(Ωε) + ε‖∇u‖Lp(Ωε)

)
(4)

âûâîäèòñÿ èç èçâåñòíîé îöåíêè
‖v‖Lp(∂Ω) ≤ c ‖v‖W 1

p (Ω)

òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Èç (3) è (4) âûòåêàþòíåðàâåíñòâà
‖h‖TL1

p(Ωε) ≥ c [h]p,∂Ωε ,

‖h‖TW 1
p (Ωε) ≥ c

(
ε1/p‖h‖Lp(∂Ωε) + [h]p,∂Ωε

)
.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ïîñòðîèòü îïå-ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : W 1−1/p

p (∂Ωε)→W 1
p (Ωε) ïðè p > 1 èëè E : L1(∂Ωε)→W 1

1 (Ωε),

òàêîé, ÷òî
‖∇Eh‖Lp(Ωε) ≤ c [h]p,∂Ωε

, (5)

c ‖Eh‖Lp(Ωε) ≤ ε1/p‖h‖Lp(∂Ωε) + [h]p,∂Ωε
. (6)

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
Eε : W 1−1/p

p (∂Ωε)→W 1
p (Rn) ïðè p > 1

èëè
Eε : L1(∂Ωε)→W 1

1 (Rn),

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì (3.1.1/5) èëè (3.1.1/6),
ãäå Γ = ∂Ω, Γε = ∂Ωε (ñì. çàìå÷àíèå 3.1.1). Ïóñòü h åñòü ñðåäíååçíà÷åíèå h íà ∂Ωε. Òîãäà ôîðìóëà

Eh = h+ Eε(h− h)

çàäàåò òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, ïîñêîëüêó (5) âûòåêàåòèç ñëåäñòâèÿ 3.1.1, à (6) � èç òîãî æå ñëåäñòâèÿ è îöåíêè
|h|pmesn(Ωε) ≤ c ε‖h‖pLp(∂Ωε).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (1) è (2) çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå, δ ≥ 1è Ωδ = δΩ. Èñïîëüçóÿ ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîåïîêðûòèþ ãðàíèöû ∂Ωδ êîíå÷íûì íàáîðîì îòêðûòûõ øàðîâ, íå-òðóäíî óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèå

‖h‖TW 1
p (Ωδ) ∼

{
‖h‖

W
1−1/p
p (∂Ωδ)

ïðè p > 1,
‖h‖L1(∂Ωδ) ïðè p = 1.

(7)

Çàìå÷àíèå 2. Ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (1), (2) è (7), ìîãóòáûòü çàïèñàíû äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ãðàíèöû îáëàñòè
Ωδ = δΩ, åñëè Ω ∈ C0,1 îãðàíè÷åíà è ìíîãîñâÿçíà. Ïóñòü, íàïðè-ìåð, Sδ � òàêàÿ êîìïîíåíòà. Òîãäà

inf{‖u‖W 1
p (Ωδ) : u

∣∣
Sδ

= h} ∼ min{δ1/p, 1}‖h‖Lp(Sδ) + [h]p,Sδ
,

ãäå δ > 0, p ≥ 1. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî (1), (7).
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3.2 Ïðîñòðàíñòâî TW 1
p äëÿ âíåøíîñòè

ìàëîé îáëàñòè

Ïóñòü Ω è G � îãðàíè÷åííûå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â Rn, n ≥ 2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè îáëàñòè ïðèíàäëåæàò êëàññó C0,1 è G ñîäåð-æèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü åùå ε, δ � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû,
Ωε = εΩ, Gδ = δ G, Ωε ⊂ Gδ. Ñëó÷àé δ =∞ òàêæå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ: G∞ = Rn. Â ïðîñòðàíñòâàõ W 1−1/p

p (∂Ωε), W 1−1/p
p (∂Gδ) ñëåäîâôóíêöèé èç W 1

p (Gδ \ Ωε) ìû íàõîäèì ÿâíî çàäàâàåìûå çàâèñÿùèåîò ε, δ íîðìû, ýêâèâàëåíòíûå ôàêòîð-íîðìàì
〈f〉p,∂Ωε = inf{‖u‖W 1

p (Gδ\Ωε) : u
∣∣
∂Ωε

= f}, (1)

〈f〉p,∂Gδ
= inf{‖u‖W 1

p (Gδ\Ωε) : u
∣∣
∂Gδ

= f} (2)

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε, δ. Äàëåå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæè-òåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n, p,Ω, G, à ñîîòíîøåíèå
a ∼ b ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó c−1 ≤ a/b ≤ c.
Òåîðåìà. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/2). Åñëè Ωε ⊂ Gδ è dist (Ωε, ∂Gδ) ≥ c ε,òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

〈f〉p,∂Gδ
∼ min{δ1/p, 1}‖f‖Lp(∂Gδ) + [f ]p,∂Gδ

, δ <∞, (3)

〈f〉p,∂Ωε ∼ a(ε, δ)‖f‖Lp(∂Ωε) + [f ]p,∂Ωε , (4)

ãäå p ∈ [1,∞), íîðìû 〈·〉p,∂Ωε
, 〈·〉p,∂Gδ

îïðåäåëåíû â (1), (2), [·]p,S �ïîëóíîðìà (3.1.1/3) èëè (3.1.1/7) è

a(ε, δ) =


ε(1−n)/p min{δn/p, εn/p−1} ïðè p < n,
ε(1−n)/p min{δ, | log ε|(1−p)/p} ïðè p = n,
ε(1−n)/p min{δn/p, 1} ïðè p > n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.1.3 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ:
W 1
p (Gδ \ Ωε)→W 1

p (Gδ),

íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε, δ. Îòñþäà
〈f〉p,∂Gδ

∼ ‖f‖TW 1
p (Gδ),

çíà÷èò, (3) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.2 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 3.1.2/1).
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Îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (4). Çàôèêñèðóåì òàêèå ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà %, d, ÷òî Ω ⊂ B%, G ⊃ Bd è ðàññìîòðèì íåñêîëüêîñëó÷àåâ.1) Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ 2%ε ≥ δ d. Òîãäà ε ∼ δ, òàê êàê èç âêëþ÷åíèÿ
Ωε ⊂ Gδ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ε ≤ c δ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñîîòíîøå-íèå (4) âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.1.2 è çàìå÷àíèÿ 3.1.2/2 (çäåñü ðîëü
îáëàñòè Ω â òåîðåìå 3.1.2 èãðàåò îáëàñòü Gδε−1 \ Ω).Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ââåäåì îãðàíè÷åííóþîáëàñòü g ⊂ Rn êëàññà C0,1, íå çàâèñÿùóþ îò ε, δ è òàêóþ, ÷òî
Ω ⊂ g ⊂ Gδε−1 (îáëàñòü g ñóùåñòâóåò, òàê êàê dist (Ω, ∂Gδε−1) ≥ c).Ïîëîæèì gε = ε g.

2) Ïóñòü 2%ε ≥ 1. Ïî ëåììå 2.1.2/1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðà-
òîð ïðîäîëæåíèÿ: W 1

p (gε \ Ωε)→ W 1
p (Rn), íîðìà êîòîðîãî îãðàíè-÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Â ýòîì ñëó÷àå

〈f〉p,∂Ωε
∼ inf{‖u‖W 1

p (gε\Ωε) : u
∣∣
∂Ωε

= f},

è (4) îïÿòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1.2.
3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2%ε < min{1, δ d}. Ïóñòü

u ∈W 1
p (Gδ \ Ωε), u

∣∣
∂Ωε

= f.

Íåðàâåíñòâî
[f ]p,∂Ωε ≤ c ‖u‖W 1

p (Gδ\Ωε)

ñëåäóåò èç îöåíêè
[f ]p,∂Ωε ≤ c ‖∇u‖Lp(gε\Ωε),

êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê (3.1.2/3) â òåîðåìå 3.1.2.Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî
a(ε, δ)‖f‖Lp(∂Ωε) ≤ c ‖u‖W 1

p (Gδ\Ωε). (5)

Çàìåòèì, ÷òî
Ωε ⊂ B%ε ⊂ B2%ε ⊂ Bdδ ⊂ Gδ.

Èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà
c ‖v‖Lp(∂Ω) ≤ ‖v‖Lp(∂B%) + ‖∇v‖Lp(B%\Ω), v ∈W 1

p (B% \ Ω),

(ñì. òåîðåìó 1.5.2) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïîëó÷àåì
c ‖f‖Lp(∂Ωε) ≤ ε1−1/p‖∇u‖Lp(B%ε\Ωε) + ‖u‖Lp(∂B%ε).
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Ïîñêîëüêó a(ε, δ)ε1−1/p ≤ c, òî (5) ñâîäèòñÿ ê îöåíêå
a(ε, δ)‖u‖Lp(∂B%ε) ≤ c ‖u‖W 1

p (Bdδ\B%ε). (6)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü d = % = 1. Èòàê, ïóñòü
2ε < min{1, δ}, u ∈ W 1

p (Bδ \ Bε) è u(x) = 0 ïðè |x| > 1, åñëè
δ > 1. Ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì x = (r, θ) è çàïèøåìî÷åâèäíóþ îöåíêó∣∣∣∣u(ε, θ)− 2

δ

∫ δ

δ/2

u(r, θ)dr
∣∣∣∣ ≤ ∫ δ

ε

|ur(r, θ)|dr, θ ∈ Sn−1.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, íàéäåì, ÷òî

c |u(ε, θ)|p ≤ δ−n
∫ δ

δ/2

|u(r, θ)|prn−1dr+

+
∫ δ

ε

|ur(r, θ)|prn−1dr

(∫ 1

ε

r(p−n)/(p−1) dr

r

)p−1

(â ñëó÷àå p = 1 ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü ñëåäóåò çàìåíèòü íà ε1−n).Èíòåãðèðîâàíèå ïî ñôåðå Sn−1 ïðèâîäèò ê îöåíêå
c ε1−n‖u‖pLp(∂Bε) ≤ δ

−n‖u‖p
Lp(Bδ\Bε)

+ C‖∇u‖p
Lp(Bδ\Bε)

,

ãäå C = max
{
1, εp−n

} ïðè p 6= n è C = | log ε|p−1 ïðè p = n.Òàêèì îáðàçîì,
ε(1−n)/p min

{
δn/p, C−1/p

}
‖u‖Lp(∂Bε) ≤ c ‖u‖W 1

p (Bδ\Bε).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû îöåíêè (6) è (5). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî
c 〈f〉p,∂Ωε

≤ a(ε, δ)‖f‖Lp(∂Ωε) + [f ]p,∂Ωε
.

Äëÿ ïðîâåðêè îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà â ñëó÷àå 3) òðåáóåòñÿ ïî-ñòðîèòü îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : W 1−1/p

p (∂Ωε)→W 1
p (Gδ \ Ωε) ïðè p > 1

èëè
E : L1(∂Ωε)→W 1

1 (Gδ \ Ωε)
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òàê, ÷òîáû
c ‖Ef‖W 1

p (Gδ\Ωε) ≤ a(ε, δ)‖f‖Lp(∂Ωε) + [f ]p,∂Ωε
, 1 ≤ p <∞. (7)

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû ïðîäîëæåíèÿ
Ei : W 1−1/p

p (∂Ωε)→W 1
p (Gδ \ Ωε), p ∈ (1,∞), 1 ≤ i ≤ 4,

èëè
Ei : L1(∂Ωε)→W 1

1 (Gδ \ Ωε),

äëÿ êîòîðûõ
c ‖Eif‖W 1

p (Gδ\Ωε) ≤ ai‖f‖Lp(Ωε) + [f ]p,∂Ωε
,

ãäå 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ p < ∞, a1 = ε(1−p)/p, a2 = (ε1−nδn)1/p,
a3 = ε(1−n)/p, a4 = (ε| log ε|)(1−p)/p (ïîñëåäíåå äëÿ p = n).Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1.1 ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå f 7→ Eεf èç ∂Ωεíà Rn, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
ε−1‖Eεf‖Lp(Rn) + ‖∇Eεf‖Lp(Rn) ≤ c

(
ε(1−p)/p)‖f‖Lp(∂Ωε) + [f ]p,∂Ωε

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëîæèòü E1 = Eε. Äàëåå, îïåðàòîð E2 ìî-æåò áûòü îïðåäåëåí ôîðìóëîé
E2f = f + Eε(f − f),

ãäå f � ñðåäíåå çíà÷åíèå f íà ∂Ωε. Òðåáóåìàÿ îöåíêà äëÿ E2 (ïðè
δ <∞) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.1.1 è íåðàâåíñòâà

|f |pmesn(Gδ) ≤ c δnε1−n‖f‖pLp(∂Ωε).

Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (B1), ψ
∣∣
B1/2

= 1. Òîãäà
‖fψ‖W 1

p (Rn) ≤ c ε(1−n)/p‖f‖Lp(∂Ωε),

à êðîìå òîãî, (fψ + Eε(f − f)
) ∣∣
∂Ωε

= f , òàê êàê Ωε ⊂ B%ε ⊂ B1/2.Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëîæèòü
E3f = fψ + Eε(f − f).

Ïóñòü p = n è ïóñòü

ϕ(x) =

 1, åñëè x ∈ B%ε,
log |x/%|/ log ε, åñëè x ∈ B% \B%ε,
0, åñëè x ∈ Rn \B%.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕ ∈W 1
p (Rn) è

‖ϕ‖W 1
p (Rn) ≤ c | log ε|(1−p)/p.

Ïîñêîëüêó
|f | ‖ϕ‖W 1

p (Rn + ‖Eε(f − f)‖W 1
p (Rn) ≤

≤ c (ε| log ε|)(1−p)/p‖f‖Lp(∂Ωε) + [f ]p,∂Ωε
,

òî E4 ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé
E4f = fϕ+ Eε(f − f).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð E , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (7). Â ñëó÷àå
p < n ïîëîæèì

E = E1 ïðè δn > εn−p è E = E2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Åñëè p = n, òî âûáåðåì
E = E4 ïðè δp > | log ε|1−p è E = E2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå p > n îïðåäåëèì
E = E3 ïðè δ > 1 è E = E2 ïðè δ ≤ 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðè δ =∞ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ε ∈ (0, 1/2), òî
‖f‖TW 1

p (Rn\Ωε) ∼ a(ε)‖f‖Lp(∂Ωε) + [f ]p,∂Ωε
,

ãäå [·]p,∂Ωε � òà æå ïîëóíîðìà, ÷òî è â òåîðåìå è

a(ε) =
{

min{ε(1−n)/p, ε(1−p)/p} ïðè p 6= n,
(ε| log ε|)(1−p)/p ïðè p = n.

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî ñëåäîâ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
Rn \ Ωε.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü Ωε � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå. Èìååòìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

‖f‖TL1
p(Rn\Ωε) ∼ [f ]p,∂Ωε

, p ∈ [1,∞).
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Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u ∈ L1
p(R

n\Ωε), u|∂Ωε = f . Çàôèêñèðóåì òàêîå
÷èñëî r > 0, ÷òî Ω ⊂ Br. Îöåíêà

[f ]p,∂Ωε ≤ c ‖∇u‖Lp(Brε\Ωε)

äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è (3.1.2/3) â òåîðåìå 3.1.2. Îòñþäà
‖f‖TL1

p(Rn\Ωε) ≥ c [f ]p,Ωε
.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè
‖∇E2f‖Lp(Rn) ≤ c [f ]p,∂Ωε ,

ãäå f 7→ E2f � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç ∂Ωε íà Rn, ïîñòðîåííûé âòåîðåìå.

3.3 Ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ äëÿ òîíêîãî öè-

ëèíäðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òîíêèé öèëèíäð (øèðèíû O(ε))è ðåøàåì çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ òîé, ÷òî áûëà ñôîðìóëèðîâàíà âðàçä. 3.1.2. Ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ãðàíèöå öèëèíäðà, ñòàâèòñÿâ ñîîòâåòñòâèå ÿâíî çàäàâàåìàÿ íîðìà (èëè ïîëóíîðìà), ýêâèâàëåí-òíàÿ ôàêòîð-íîðìå (3.1.1/1) (èëè ïîëóíîðìå (3.1.1/2)) ðàâíîìåðíîîòíîñèòåëüíî ε. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçä. 3.3.2äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé â �áåñêîíå÷-íîé âîðîíêå�.

3.3.1 Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå ñëåäîâ íà òîíêîì

öèëèíäðå

Ïóñòü n > 2 è ω ⊂ Rn−1 � îáëàñòü êëàññà C0,1 ñ êîìïàêòíûìçàìûêàíèåì è ñâÿçíîé ãðàíèöåé γ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì äàëåå
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ω ⊂ B(n−1)

1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω öèëèíäð
Ω =

{
x = (y, z) ∈ Rn : y ∈ ω, z ∈ R1

}
è ïîëîæèì Γ = ∂Ω. Ïðè ε > 0 ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâîW 1

p (Ω) íîðìîé
‖u‖W 1

p (Ω,ε) = ε ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω), p ≥ 1. (1)
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Â ïðîñòðàíñòâå ñëåäîâ u|∂Ω ôóíêöèé u ∈ W 1
p (Ω) óêàçàííàÿ íîðìàïîðîæäàåò ôàêòîð-íîðìó

‖f‖TW 1
p (Ω,ε) = inf

{
‖u‖W 1

p (Ω,ε) : u
∣∣
∂Ω

= f
}

(2)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæè-òåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n, p, ω. Ïî îïðåäåëåíèþ
a ∼ b, åñëè c−1 ≤ a/b ≤ c.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äàíà ÿâíàÿ íîðìà ôóíêöèè íà Γ,ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìå (2) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε ∈ (0, 1].
Òåîðåìà 1. Ïðè p ∈ [1,∞), ε ∈ (0, 1] âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

‖f‖TL1
p(Ω) ∼ |f |p,Γ, (3)

‖f‖TW 1
p (Ω,ε) ∼ ε ‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ, (4)

ãäå

|f |p,Γ =
( ∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|<1}

|f(x)−f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

)1/p

, p > 1, (5)

|f |1,Γ =
∫∫

{x,ξ∈Γ:|ζ−z|<1}

|f(x)− f(ξ)|dsxdsξ, (6)

x = (y, z), ξ = (η, ζ) è dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ L1

p(Ω), u|Γ = f . Ïîëîæèì
Γj = γ × (j − 1, j + 2), j ∈ Z1.

Òîãäà

|f |pp,Γ =
∑∞

j=−∞

∫ j+1

j

dz

∫
γ

dγy

∫
{ξ∈Γ:|ζ−z|<1}

|f(x)− f(ξ)|p

|x− ξ|n+p−2
dsξ ≤

≤
∑∞

j=−∞
[f ]pp,Γj

, p ∈ (1,∞).

Çäåñü [·]p,Γj
� ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (3.1.1/3). Ïóñòü

Ωj = ω × (j − 1, j + 2).
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Èç òåîðåìû 3.1.2 ñëåäóåò, ÷òî
[f ]pp,Γj

≤ c ‖∇u‖pLp(Ωj)
, j ∈ Z1.

Ñóììèðóÿ ïî j ∈ Z1, ïðèõîäèì ê îöåíêå
|f |p,Γ ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω). (7)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê (7) è â ñëó÷àå p = 1.
Ïóñòü òåïåðü u ∈W 1

p (Ω), u|Γ = f . Ïî òåîðåìå 3.1.1
‖f‖Lp(Γj) ≤ c ‖u‖W 1

p (Ωj), j ∈ Z1, p ≥ 1,

îòêóäà
‖f‖Lp(Γ) ≤ c ‖u‖W 1

p (Ω).

Èòàê, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|f |p,Γ ≤ c ‖f‖TL1

p(Ω)

è
ε ‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ ≤ c ‖f‖TW 1

p (Ω,ε).

×òîáû óñòàíîâèòü îáðàòíûå íåðàâåíñòâà, îïðåäåëèì ïðîäîëæå-íèå Ef ôóíêöèè f ñ ïîâåðõíîñòè Γ â öèëèíäð Ω, òàêîå, ÷òî
‖∇Ef‖Lp(Ω) ≤ c |f |p,Γ, (8)

‖Ef‖W 1
p (Ω,ε) ≤ c

(
ε ‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ

)
. (9)

Ïîñòðîåíèå ïðîäîëæåíèÿ f 7→ Ef . Ïóñòü
σj = ((j − 1)/2, (j + 1)/2) , j ∈ Z1.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ϕj}∞j=−∞ â R1, ïîä÷èíåí-
íîå ïîêðûòèþ {σj}. Ââåäåì åùå íàáîð ôóíêöèé {ψj}, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ óñëîâèÿì

ψj ∈ C∞0 (σj), ψjϕj = ϕj , j ∈ Z1.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
dist (suppψj ,R1 \ σj) ≥ c
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è, êðîìå òîãî, |ϕ′j(z)|+ |ψ′j(z)| ≤ c äëÿ âñåõ j ∈ Z1 è z ∈ R1. Ïóñòü
f ∈ Lp,loc(Γ) è |f |p,Γ < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f j ñðåäíåå çíà÷åíèå fíà ïîâåðõíîñòè

Sj = γ × σj
è ïîëîæèì

fj(x) = ψj(z)
(
f(x)− f j

)
, x = (y, z) ∈ Sj .

Ïî òåîðåìå 3.1.1 ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå Ejfj ôóíêöèè fj ñ ïî-âåðõíîñòè Sj íà Rn, òàêîå, ÷òî
c ‖Ejfj‖W 1

p (Rn) ≤ ‖fj‖Lp(Sj) + [fj ]p,Sj (10)

(ïðè p = 1 ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî îïóñòèòü). Ïðîâåðèì, ÷òîòðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ f 7→ Ef ìîæåò áûòü îïðåäåëåíôîðìóëîé
(Ef)(x) =

∑∞

j=−∞
f jϕj(z) +

∑∞

j=−∞
ϕj(z)(Ejfj)(x), (11)

ãäå x = (y, z) ∈ Ω. Â ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî Ef |Γ = f ñëåäóåò èç (11).Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(x) ïåðâóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (11). ßñíî, ÷òî
v
∣∣
Gj

= f j+1 + (f j − f j+1)ϕj , Gj = ω × (j/2, (j + 1)/2),

è, çíà÷èò,
‖∇v‖pLp(Ω) =

∑
j
|f j − f j+1|p‖∇ϕj‖

p
Lp(Gj)

≤

≤ c
∑

j
‖f − f j‖

p
Lp(Sj)

≤ c
∑

j
[f ]pp,Sj

. (12)

Çäåñü íà ïîñëåäíåì øàãå èñïîëüçîâàíà ëåììà 3.1.1. Ïîñêîëüêó
[f ]pp,Sj

≤
∫
Sj

dsx

∫
{ξ∈Γ:|ζ−z|<1}

|f(x)− f(ξ)|p dsξ
|x− ξ|n+p−2

, p > 1,

òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (12) íå ïðåâîñõîäèò c |f |pp,Γ. Òàêèì îáðàçîì,
‖∇v‖Lp(Ω) ≤ c |f |p,Γ. (13)

Òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê (13) è â ñëó÷àå p = 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(x) âòîðóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (11). Ñïîìîùüþ (10) ïîëó÷àåì
‖w‖pW 1

p (Ω) ≤ c
∑

j

(
‖fj‖pLp(Sj)

+ [fj ]
p
p,Sj

)
(14)

(ñëàãàåìîå [fj ]
p
p,Sj

ìîæåò áûòü îïóùåíî ïðè p = 1). Åñëè p > 1, òî
[fj ]

p
p,Sj
≤ c (A1 +A2),

ãäå
A1 =

∫
Sj

|ψj(z)|pdsx
∫
Sj

|f(x)− f(ξ)|p dsξ
|x− ξ|n+p−2

,

A2 =
∫
Sj

|f(ξ)− f j |pdsξ
∫
Sj

|ψj(z)− ψj(ζ)|p
dsx

|x− ξ|n+p−2
,

x = (y, z), ξ = (η, ζ). Â ñèëó îöåíêè
|ψj(z)− ψj(ζ)| ≤ c |ζ − z|

ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî Sj îãðàíè÷åí íåçàâèñèìî îò j ∈ Z1 è ξ ∈ Sj .Îòñþäà è èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò îöåíêà A2 ≤ c [f ]pp,Sj
. ßñíî òàêæå,

÷òî A1 ≤ c [f ]pp,Sj
. Òàêèì îáðàçîì,

[fj ]p,Sj
≤ c [f ]p,Sj

.

Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 3.1.1
‖fj‖Lp(Sj) ≤ c [f ]p,Sj

, p ≥ 1.

Îáúåäèíÿÿ äâå ïîñëåäíèå îöåíêè ñ (13) è (14), ïîëó÷èì
‖w‖pW 1

p (Ω) ≤ c
∑

j
[f ]pp,Sj

≤ c |f |pp,Γ, p ∈ [1,∞). (15)

Òåïåðü èç (13) è (15) âûòåêàåò (8).Ïóñòü f ∈ Lp(Γ), |f |p,Γ < ∞. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïðîâå-ðèòü íåðàâåíñòâî (9). Ñîãëàñíî (13) è (15), (9) ñëåäóåò èç öåïî÷êè
‖v‖pLp(Ω) ≤ c

∑
j
|f j |p ≤ c

∑
j
‖f‖pLp(Sj)

≤ c ‖f‖pLp(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàêîí÷åíî.
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Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà (11) èìååò ñìûñë äëÿ x ∈ Rn, à èç äîêàçà-òåëüñòâà îöåíîê (8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî îíè îñòàþòñÿ âåðíûìè, åñëè
Ω çàìåíèòü íà áîëåå øèðîêèé öèëèíäð, íàïðèìåð íà B(n−1)

2 ×R1.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ω ∈ C0,1 � ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü è Γ � ñâÿçíàÿêîìïîíåíòà ∂Ω, òî

inf
{
‖∇u‖Lp(Ω) : u

∣∣
Γ

= f
}
∼ |f |p,Γ

è
inf
{
‖u‖W 1

p (Ω,ε) : u
∣∣
Γ

= f
}
∼ ε ‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê (3) è (4).
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè a ∈ (0,∞), òî

|f |pp,Γ ∼
∫∫

{x,ξ∈Γ:|ζ−z|<a}

g(x, ξ)dsxdsξ, (16)

ãäå
g(x, ξ) =

{
|f(x)− f(ξ)|p|x− ξ|2−n−p ïðè p > 1,
|f(x)− f(ξ)| ïðè p = 1,

à êîíñòàíòû â ñîîòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè (16) çàâèñÿò òîëüêî îò
n, p, ω, a.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïîâòîðèòü äîêàçàòåëü-ñòâî ñîîòíîøåíèÿ (3) ïðè
Γj = {x ∈ Γ : z ∈ ((j − 1)a, (j + 2)a)}

è
σj = ((j − 1)a/2, (j + 1)a/2) .

Ðàññìîòðèì òîíêèé öèëèíäð Ωε = εΩ è ïîëîæèì Γε = ∂Ωε.Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 ïðè ïî-ìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ.
Òåîðåìà 2. Åñëè p ∈ [1,∞) è ε ∈ (0, 1), òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

‖f‖TL1
p(Ωε) ∼ |f |p,Γε,ε, (17)

‖f‖TW 1
p (Ωε) ∼ ε1/p‖f‖Lp(Γε) + |f |p,Γε,ε, (18)
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ãäå íîðìà ‖·‖TW 1
p (Ωε) è ïîëóíîðìà ‖·‖TL1

p(Ωε) çàäàíû â (3.1.1/1�2),

|f |pp,Γε,ε
=

∫∫
{x,ξ∈Γε:|ζ−z|<ε}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

, p > 1, (19)

|f |1,Γε,ε = ε1−n
∫∫

{x,ξ∈Γε:|ζ−z|<ε}

|f(x)− f(ξ)|dsxdsξ, (20)

x = (y, z), ξ = (η, ζ) è dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γε.

3.3.2 Ñëåäû íà ãðàíèöå áåñêîíå÷íîé âîðîíêè

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû èçó-÷èì ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ âîïèñûâàåìîé íèæå áåñêîíå÷íîé âîðîíêå.Ïóñòü ϕ � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèþ Ëèïøèöà è òàêàÿ, ÷òî ϕ(z) → 0 ïðè z → ∞. Ïóñòü åùå
ω ⊂ Rn−1 (n ≥ 3) � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êëàññà C0,1. Ðàññìîòðèìáåñêîíå÷íóþ âîðîíêó

G = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0,∞), y/ϕ(z) ∈ ω} ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäàííûì ϕ è ω (ñì. Ðèñ. 4).
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Ðèñ. 4
Ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c, ôèãóðèðóþùèå â äàííîì ðàçäåëå èêîíñòàíòû â ñîîòíîøåíèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò n, p,
ω, ϕ.Íèæå ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ϕ(z) ∼ ϕ(ζ) ïðè
|z− ζ| ≤ 1. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äàíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà
TW 1

p (G) äëÿ p ∈ (1,∞).
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Òåîðåìà 1. Åñëè p ∈ (1,∞), òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

‖f‖TW 1
p (G) ∼ [f ]p,σ +

(∫
S

|f(x)|pϕ(z)dsx

)1/p

+

+
( ∫∫
{x,ξ∈S:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

)1/p

, (1)

ãäå σ = {x ∈ ∂G : z < 2}, [·]p,σ � ïîëóíîðìà (3.1.1/3), x = (y, z),
ξ = (η, ζ), S = {x ∈ ∂G : z > 0} è M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈f〉p,S ñóììó äâóõ ïîñëåäíèõñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (1). Óñòàíîâèì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå

‖f‖TW 1
p (G) ∼ 〈f〉p,S (2)

äëÿ ôóíêöèé f , îïðåäåëåííûõ íà ∂G è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
f(x) = 0 ïðè z < 1.Ââåäåì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {µj}∞j=1 íà èíòåðâàëå [1,∞),
ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ (j − 1, j + 1), j = 1, 2, . . . Ïóñòü åùå

λj ∈ C∞0 (j − 1, j + 1), λjµj = µj ïðè j ≥ 1.

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ λj , µj ≤ 1 è |λ′j | + |µ′j | ≤ c. Ïðî-âåðèì ñîîòíîøåíèå
〈f〉pp,S ∼

∑∞

j=1
〈µjf〉pp,S , (3)

ãäå f(x) = 0 ïðè z < 1. Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî, ÷òî∫
S

|f(x)|pϕ(z)dsx ∼
∑

j≥1

∫
S

|µj(z)f(x)|pϕ(z)dsx.

Äàëåå, ïóñòü {f}p,S åñòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1).Òîãäà
{f}pp,S ≤ c

∑
j≥1
{µjf}pp,S ,

òàê êàê
|f(x)− f(ξ)|p ≤ c

∑
j≥1
|µj(z)f(x)− µj(ζ)f(ξ)|p.

Îòñþäà
〈f〉pp,S ≤ c

∑
j≥1
〈µjf〉pp,S .
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî∑
j≥1

{µjf}pp,S ≤ c
∑
j≥1

∫∫
H

|µj(z)− µj(ζ)|p|f(x)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

+

+ c
∑
j≥1

∫∫
H

µj(ζ)p|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

, (4)

ãäå H = {(x, ξ) : x, ξ ∈ S, |ζ − z| < M(z, ζ)}. Ïîñêîëüêó ϕ(z) ∼ ϕ(ζ)ïðè (x, ξ) ∈ H è ∑
j≥1
|µj(z)− µj(ζ)|p ≤ c |z − ζ|p,

òî ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (4) íå ïðåâîñõîäèò
c

∫
S

|f(x)|pdsx
∫
{ξ∈S:|ζ−z|<cϕ(z)}

dsξ
|x− ξ|n−2

,

÷òî íå áîëüøå
c

∫
S

|f(x)|pϕ(z)dsx.

Òàê êàê ∑j≥1 µj(ζ)
p ≤ 1, òî âòîðàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (4)

ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé {f}pp,S . Ñîîòíîøåíèå (3) óñòàíîâëåíî.Ïóñòü f ∈ TW 1
p (G) è u ∈W 1

p (G), u
∣∣
∂G

= f . Òîãäà
c ‖u‖pW 1

p (G) ≥
∑

j≥1
‖µju‖pW 1

p (G),

ïðè÷åì
suppµju ⊂ Gj , Gj = {x ∈ G : z ∈ (j − 1, j + 1)}.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
x 7→ Fjx = X = (s, t), s = y/ϕ(z), t = z/ϕj ,

ãäå ϕj = ϕ(j). Î÷åâèäíî FjGj � ïîäîáëàñòü öèëèíäðà Ω = ω ×R1.Çàìåíà ïåðåìåííûõ äàåò
‖u‖pW 1

p (G) ≥ c
∑∞

j=1
ϕn−pj ‖(µju) ◦ F−1

j ‖
p
W 1

p (Ω,ϕj)
,
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îòêóäà
‖f‖pTW 1

p (G) ≥ c
∑∞

j=1
ϕn−pj ‖(µjf) ◦ F−1

j ‖
p
TW 1

p (Ω,ϕj)
(5)

(íàïîìíèì, ÷òî íîðìû ‖ · ‖W 1
p (Ω,ϕj) è ‖ · ‖TW 1

p (Ω,ϕj) îïðåäåëåíû â
(3.3.1/1�2)). Ïî òåîðåìå 3.3.1/1 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 3.3.1/3) ïðèâñåõ j ≥ 1 âåðíî ñîîòíîøåíèå

ϕn−pj ‖(µjf) ◦ F−1
j ‖

p
TW 1

p (Ω,ϕj)
∼ 〈µjf〉pp,S . (6)

Îáúåäèíÿÿ (3), (5) è (6), ïîëó÷èì
‖f‖TW 1

p (G) ≥ c 〈f〉p,S .

Ïðîâåðèì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü 〈f〉p,S < ∞ è f(x) = 0ïðè z < 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.1/1 è ââèäó (6), äëÿ êàæäîãî j ≥ 1
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ vj ∈W 1

p (Ω), ÷òî vj |∂Ω = (µjf) ◦ F−1
j è

‖vj‖W 1
p (Ω,ϕj) ≤ c ϕ

(p−n)/p
j 〈µjf〉p,S .

Íîñèòåëü ôóíêöèè wj = (λj ◦F−1
j )vj ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå FjGj .

Êðîìå òîãî, wj∣∣∂Ω
= (µjf) ◦ F−1

j è
‖wj‖W 1

p (Ω,ϕj) ≤ c ‖vj‖W 1
p (Ω,ϕj).

Ïîëàãàÿ uj = wj ◦ Fj , ïîëó÷èì, ÷òî suppuj ⊂ Gj , uj |∂G = µjf àòàêæå
‖uj‖W 1

p (G) ≤ c 〈µjf〉p,S .

Ïóñòü u =
∑
j≥1 uj . Òîãäà u

∣∣
∂G

= f è
‖u‖pW 1

p (G) ≤ c
∑∞

j=1
‖uj‖pW 1

p (G) ≤ c
∑∞

j=1
〈µjf〉pp,S .

Îòñþäà è èç (3) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
‖f‖TW 1

p (G) ≤ c 〈f〉p,S

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2).Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûâåäåì (1) èç (2). Ýòîìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ ñðåçàþùåé ôóíêöèè g ñî ñâîéñòâà-ìè
g ∈ C∞([0,∞)), 0 ≤ g ≤ 1, g

∣∣
[0,1]

= 1, g
∣∣
[3/2,∞)

= 0.
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Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp,loc(∂G) èìååì
〈f〉p,S + [f ]p,σ ≤ c 〈(1− g)f〉p,S + c ‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

. (7)

Åñëè f ∈ TW 1
p (G), òîãäà â ñèëó (2) è òåîðåìû 3.1.1 ïðàâàÿ ÷àñòü

(7) íå ïðåâîñõîäèò
c ‖(1− g)f‖TW 1

p (G) + c ‖f‖TW 1
p (G).

Îòñþäà
〈f〉p,S + [f ]p,σ ≤ c ‖f‖TW 1

p (G).

Ïðîâåðèì îáðàòíóþ îöåíêó. Ïóñòü 〈f〉p,S + [f ]p,σ < ∞. Èç (2) ñëå-
äóþò âêëþ÷åíèå (1− g)f ∈ TW 1

p (G) è îöåíêà
‖(1− g)f‖TW 1

p (G) ≤ c 〈(1− g)f〉p,S .

Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå 3.1.1
‖gf‖TW 1

p (G) ≤ c ‖gf‖W 1−1/p
p (σ)

.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íîðìà íå áîëüøå c ([f ]p,σ + ‖f‖Lp(S∩σ)

).
Òàêèì îáðàçîì, f ∈ TW 1

p (G) è
‖f‖TW 1

p (G) ≤ ‖gf‖TW 1
p (G) + ‖(1− g)f‖TW 1

p (G) ≤

≤ c ([f ]p,σ + 〈f〉p,S) .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå. Ïîâåðõíîñòü σ â òåîðåìå ìîæåò áûòü çàìåíåíà ïî-âåðõíîñòüþ {x ∈ ∂G : z < a}, a ∈ (0,∞). Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòàíòûâ ñîîòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè (1) âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñÿò îò a.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 (èäàæå íåñêîëüêî ïðîùå).

Òåîðåìà 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1 âåðíî ñîîòíîøåíèå
‖f‖TW 1

1 (G) ∼ ‖f‖L1(∂G\S) +
∫
S

ϕ(z)|f(x)|dsx+

+
∫∫

{x,ξ∈S:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)| dsxdsξ
M(z, ζ)n−1

.
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3.4 Èíòåãðàëüíûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé

íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëü-íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ãðàíèöå öèëèíäðà
Ω = ω ×R1 ⊂ Rn, n > 2,

îïèñàííîãî â ðàçä. 3.3.1. Ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò èñïîëüçîâàíû âïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïðè èçó÷åíèè ñëåäîâ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-íûõ âî âíåøíîñòè öèëèíäðà. Ìû ñîõðàíÿåì óñëîâèÿ è îáîçíà÷åíèÿ,ââåäåííûå â íà÷àëå ðàçä. 3.3.1. Ðàññìîòðèì åùå êðóãîâîé öèëèíäð
G = B

(n−1)
1 ×R1 ⊂ Rn

ñ ãðàíèöåé ∂G = S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω ⊂ B
(n−1)
1 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, Ω ⊂ G. Íà÷íåì ñ òàêîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü ϕ ∈ L1(R1), ϕ ≥ 0. Åñëè u ∈ L1

p(G \ Ω), òî
c

∫
R1

‖∆hu‖pLp(Γ)ϕ(h)dh ≤

≤ ‖∇u‖p
Lp(G\Ω)

+
∫
R1

‖∆hu‖pLp(S)ϕ(h)dh, (1)

ãäå p ∈ [1,∞), c = c(n, p, γ, ϕ) > 0, (∆hu)(y, z) = u(y, z+h)−u(y, z).Íåðàâåíñòâî (1) îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè Γ è S ïîìåíÿòü ìåñòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = B

(n−1)
1 . Èç õîðîøî èçâåñòíîãî íåðà-âåíñòâà

c ‖v‖Lp(γ) ≤ ‖v‖Lp(∂B) + ‖∇v‖Lp(B\ω), v ∈ L1
p(B \ ω),

ïðè âñåõ h ∈ R1 è ïî÷òè âñåõ z ∈ R1 âûòåêàåò îöåíêà
c ‖(∆hu)(·, z)‖pLp(γ) ≤ ‖(∆hu)(·, z)‖pLp(∂B)+

+ ‖(∇u)(·, z + h)‖pLp(B\ω) + ‖(∇u)(·, z)‖pLp(B\ω).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî z ∈ R1 äàåò
c ‖∆hu‖pLp(Γ) ≤ ‖∆hu‖pLp(S) + ‖∇u‖p

Lp(G\Ω)
.
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Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà ϕ(h) è èíòåãðèðóÿ ïî h ∈ R1,ïðèõîäèì ê (1). Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó-÷àåòñÿ, åñëè Γ è S ïîìåíÿòü ìåñòàìè â (1).
Ëåììà 2. Ïóñòü g ∈ Lp,loc(Γ), p ∈ [1,∞) è ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿôóíêöèÿ èç L1(1,∞). Òîãäà∫∫

γ×γ
‖g(y, ·)− g(η, ·)‖pLp(R1)dγydγη ≤ c |g|

p
p,Γ (2)

è
|g|pp,Γ +

∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|>1}

|g(x)− g(ξ)|pϕ(|ζ − z|)dsxdsξ ∼

∼ |g|pp,Γ +
∫ ∞

1

‖∆hg‖pLp(Γ)ϕ(h)dh, (3)

ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ), (∆hg)(x) = g(y, z + h) − g(x) è | · |p,Γ �ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (3.3.1/5�6). Êîíñòàíòû â ñîîòíîøåíèèýêâèâàëåíòíîñòè (3) ìîãóò çàâèñåòü îò ϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 3.3.1/1 ìîæíî ïðîäîëæèòü ôóí-êöèþ g èç Γ â Ω òàê, ÷òîáû äëÿ ïðîäîëæåíèÿ (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
u) âûïîëíÿëàñü îöåíêà

‖∇u‖Lp(Ω) ≤ c |g|p,Γ.

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (3.1.2/2) (ïðè ε = 1) ê ñå÷åíèþ z = const,íàéäåì, ÷òî∫∫
γ×γ
|g(y, z)− g(η, z)|pdγydγη ≤ c ‖(∇u)(·, z)‖pLp(ω)

ïðè ï.â. z ∈ R1. Èíòåãðèðîâàíèå ïî z ∈ R1 ïðèâîäèò ê (2).Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå (3). Òàê êàê
|g(x)− g(ξ)| ≤ |g(y, z)− g(y, ζ)|+ |g(y, ζ)− g(η, ζ)|,

òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (3) íå ïðåâîñõîäèò
c

∫
R1
dz

∫
γ

dγy

∫
|h|>1

|∆hg(x)|pϕ(|h|)dh+

+c ‖ϕ‖L1(1,∞)

∫∫
γ×γ
‖g(y, ·)− g(η, ·)‖pLp(R1)dγydγη.
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Èñïîëüçóÿ îöåíêó (2), óáåäèìñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (3) ìàæîðèðóåòñÿïðàâîé ÷àñòüþ (3), óìíîæåííîé íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ.Äëÿ ïðîâåðêè îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà çàïèøåì îöåíêó
c |∆hg(x)|p ≤

∫
γ

|g(y, z + h)− g(η, z + h)|pdγη+

+
∫
γ

|g(η, z + h)− g(y, z)|pdγη.

Ïîëàãàÿ ζ = z + h, ξ = (η, ζ), âûâîäèì èç ýòîé îöåíêè íåðàâåíñòâî
c

∫ ∞

1

‖∆hg‖pLp(Γ)ϕ(h)dh ≤

≤ ‖ϕ‖L1(1,∞)

∫∫
γ×γ
‖g(y, ·)− g(η, ·)‖pLp(R1)dγydγη+

+
∫∫

{x,ξ∈Γ:ζ−z>1}
|g(x)− g(ξ)|pϕ(ζ − z)dsxdsξ.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü îöåíêó(2).
Ïóñòü g � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîâåðõíîñòè S = Sn−2×R1.Ïðè z ∈ R1 îáîçíà÷èì ÷åðåç g(z) ñðåäíåå çíà÷åíèå g(·, z) íà ñôåðå

Sn−2.
Ëåììà 3. Ïóñòü g ∈ Lp,loc(S), p ∈ (1,∞). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåîöåíêè: ∫∫

{x,ξ∈S:|ζ−z|<1}

|g(z)− g(ζ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

≤ c |g|pp,S , (4)

∫ 1

0

dh

hp

∫
R1
|g(z + h)− g(z)|pdz ≤ c |g|pp,S . (5)

Çäåñü x = (y, z), ξ = (η, ζ) è | · |p,S � ïîëóíîðìà (3.3.1/5).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì g êàê ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà
S (è çàâèñÿùóþ òîëüêî îò z). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4)ðàâíà |g|pp,S . ßñíî, ÷òî

c |g|pp,S ≤
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∫ 1

−1

‖∆hg‖pLp(R1)dh

∫
Sn−2

dθ

∫
Sn−2

dα

(|h|+ |α− θ|)n+p−2
,

ãäå
∆hg(z) = g(z + h)− g(z).

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû α− θ = |h|β ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî ñôåðå Sn−2

ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c |h|−p. Îòñþäà

|g|pp,S ≤ c
∫ 1

−1

‖∆hg‖pLp(R1)|h|
−pdh,

è íåðàâåíñòâî (4) ñëåäóåò èç (5).Äëÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà (5) çàìåòèì, ÷òî∫ 1

0

dh

hp

∫
R1
|g(z + h)− g(z)|pdz ≤

≤ c
∑∞

k=−∞

∫
Sn−2

dθ

∫ k

k−1

dz

∫ 1

0

|g(θ, z + h)− g(θ, z)|p dh
hp
. (6)

Îöåíèì îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû. Ïî òåîðåìå 3.3.1/1 (ïðèìå-
íåííîé ê öèëèíäðó G = B

(n−1)
1 ×R1 è ïîâåðõíîñòè S = ∂G) ñóùåñò-âóåò ïðîäîëæåíèå u ∈ L1

p(G) ôóíêöèè g, äëÿ êîòîðîãî
‖∇u‖Lp(G) ≤ c |g|p,S .

Ïóñòü
Gk = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (k − 1, k + 1), 1/2 < |y| < 1},

Π(θ)
k = {(y, z) ∈ Gk : y/|y| = θ}, k = 0,±1, . . . , θ ∈ Sn−2.

Ìíîæåñòâî Π(θ)
k ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíîå ñå÷åíèå

Gk ãèïåðïëîñêîñòüþ θ = const. Â ýòîì ñå÷åíèè ââåäåì ïåðåìåííûå
r = |y| ∈ (1/2, 1) è z ∈ (k − 1, k + 1). Òàê êàê u ∈ W 1

p (Π(θ)
k ) ïðè ï.â.

θ ∈ Sn−2, òî ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé∫ k+1

k−1

∫ k+1

k−1

|g(θ, z)− g(θ, ζ)|p dzdζ

|ζ − z|p
≤

≤ c
∫ k+1

k−1

dz

∫ 1

1/2

(∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣p +

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣p) dr.
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Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî θ ∈ Sn−2, ïîëó÷èì, ÷òî îáùèé ÷ëåíñóììû â (6) ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c ‖∇u‖pLp(Gk). Òàêèì îáðàçîì,
ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíêè (6) íå ïðåâîñõîäèò c ‖∇u‖pLp(G), ÷òî íå áîëüøå
c |g|pp,S . Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâà óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèõñÿ îáëàñòè
ω(e) = Rn−1 \ ω. Ïðè çàäàííîì ε ∈ (0, 1/2) íîðìà ‖ · ‖W 1

p (ω(e),ε)

îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (3.3.1/1). Ôîðìóëèðóåìàÿ íèæå ëåììà 4âûâîäèòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 3.2 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ.
Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈W 1

p (ω(e)) âåðíà îöåíêà
a(ε) ‖v‖pLp(γ) ≤ c ‖v‖

p
W 1

p (ω(e),ε)
, (7)

ãäå

a(ε) =
{

min{1, εp+1−n} ïðè p ∈ [1,∞), p 6= n− 1,
| log ε|1−p ïðè p = n− 1.

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 â (7) âåäåò ê òàêîìó ðåçóëüòàòó.
Ñëåäñòâèå. Åñëè v ∈W 1

p (ω(e)) è p ∈ [1, n− 1), òî
‖v‖Lp(γ) ≤ c ‖∇v‖Lp(ω(e)).

3.5 Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå TW 1
p äëÿ âíåø-

íîñòè öèëèíäðà â Rn, p < n− 1

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàçä. 3.3.1 è 3.4.Ïóñòü Ω(e) = Rn \ Ω � âíåøíîñòü öèëèíäðà Ω = ω × R1 ⊂ Rn,îïèñàííîãî â ðàçä. 3.3.1. Äàëåå ε îçíà÷àåò ìàëûé ïîëîæèòåëüíûéïàðàìåòð. Íîðìû ‖·‖W 1
p (Ω(e),ε) è ‖·‖TW 1

p (Ω(e),ε) ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî
(3.3.1/1�2). Â íàñòîÿùåì è â äâóõ ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äëÿ ôóíê-öèé, îïðåäåëåííûõ íà Γ = ∂Ω, ñòðîèòñÿ ÿâíàÿ íîðìà, ýêâèâàëåíò-íàÿ íîðìå ‖ · ‖TW 1

p (Ω(e),ε) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε. Îòñþäà ïîëó-
÷àþòñÿ òåîðåìû î ñëåäàõ ôóíêöèé èç W 1

p (Ω(e)
ε ), ãäå Ω(e)

ε = Rn \ Ωε� âíåøíîñòü òîíêîãî öèëèíäðà Ωε = εΩ.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà. Ïóñòü v ∈ L1
p(R

n), p ∈ [1, n). Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëî
a ∈ R1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} ⊂ C∞0 (Rn), òàêèå, ÷òî vk → v−aâ L1

p(R
n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (r, θ) îçíà÷àþò ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòûòî÷êè x ∈ Rn. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ θ ∈ Sn−1

ñóùåñòâóåò limr→∞ v(r, θ). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü 0 < r < R < ∞.Òîãäà ïðè ï.â. θ ∈ Sn−1

|v(R, θ)− v(r, θ)|p =
∣∣∣ ∫ R

r

vρ(ρ, θ)dρ
∣∣∣p ≤

≤ c rp−n
∫ ∞

0

|vρ(ρ, θ)|pρn−1dρ.

Òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë êîíå÷åí ïðè ï.â. θ, òî ïðè òåõ æå θñóùåñòâóåò ïðåäåë limr→∞ v(r, θ) = g(θ). Êðîìå òîãî,
‖g − v(r, ·)‖Lp(Sn−1) ≤ c r1−n/p‖∇v‖Lp(Rn), (1)

è èç âêëþ÷åíèÿ v(r, ·) ∈ Lp(Sn−1) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå g ∈ Lp(Sn−1).
Ïîêàæåì, ÷òî g(θ) = const ïî÷òè âñþäó íà Sn−1. Ñ ýòîé öåëüþðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà σ1, σ2 ⊂ Sn−1 ïî-ëîæèòåëüíîé ìåðû è îáîçíà÷èèì ÷åðåç vi(r) ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóí-êöèè

Sn−1 3 θ 7→ v(r, θ)

íà σi, i = 1, 2, r > 0. Ïóñòü Ωr = {x ∈ Rn : r < |x| < 2r} . Ïîòåîðåìå îá ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâêàõ â W 1
p âåðíà îöåíêà

|v1(r)− v2(r)| ≤ c r(p−n)/p‖∇v‖Lp(Ωr),

îòêóäà
v1(r)− v2(r)→ 0 ïðè r →∞.

Êðîìå òîãî, èç (1) ñëåäóåò, ÷òî limr→∞ vi(r) = gi, ãäå gi � ñðåäíååçíà÷åíèå g íà σi, i = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, g1 = g2, è g(θ) = const âñèëó ïðîèçâîëüíîñòè σ1, σ2.Ïóñòü a = g(θ),
η ∈ C∞([0,∞)), η

∣∣
[0,1]

= 1, η
∣∣
[2,∞)

= 0.

Ïîëîæèì
wk(x) =

(
v(x)− a

)
η(|x|/k), k = 1, 2, . . . , x ∈ Rn.
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Òîãäà wk → v − a â Lp,loc(Rn), à òàêæå
c ‖∇(wk − v)‖Lp(Rn) ≤

‖∇v‖Lp(Rn\Bk) + k−1‖v − a‖Lp(B2k\Bk). (2)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞,à âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò

c

(∫
Sn−1

dθ

∫ ∞

k

|v(r, θ)− a|prn−1−pdr

)1/p

. (3)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè (1.1.2/3), ìàæîðèðóåì âåëè÷èíó (3)âûðàæåíèåì c ‖∇v‖Lp(Rn\Bk). Îòñþäà è èç (2) ïîëó÷àåì
‖∇(wk − v)‖Lp(Rn) → 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü óñðåä-íåíèå vk ôóíêöèè wk ñ òàêèì ìàëûì ðàäèóñîì óñðåäíåíèÿ, ÷òî
vk − wk → 0 â W 1

p (Rn).
Íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî n > 2 è ε ∈ (0, 1/2). Â ñëåäóþùåéòåîðåìå äàåòñÿ ÿâíàÿ íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìå ‖ · ‖TW 1

1 (Ω(e),ε)ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.
Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî TL1

1(Ω
(e)) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîéñóììû L1(Γ)+̇R1. Åñëè f = g + a, g ∈ L1(Γ), a = const, òî

‖f‖TL1
1(Ω

(e)) ∼ ‖g‖L1(Γ).

Êðîìå òîãî, âåðíî ñîîòíîøåíèå
‖f‖TW 1

1 (Ω(e),ε) ∼ ‖f‖L1(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ L1
1(Ω

(e)), v
∣∣
Γ

= f . Ïðîâåðèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà a ∈ R1, äëÿ êîòîðîé

‖f − a‖L1(Γ) ≤ c ‖∇v‖L1(Ω(e)). (4)

Ïðèìåíèì òåîðåìó 3.3.1/1 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 3.3.1/2) ê öèëèí-
äðó D = (B(n−1)

1 \ ω) × R1 è ïîâåðõíîñòè Γ. Ìû ïîëó÷èì òîãäàîöåíêó
|f |1,Γ ≤ c ‖∇v‖L1(D),
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ãäå | · |1,Γ � ïîëóíîðìà (3.3.1/6). Ïî òîé æå òåîðåìå ñóùåñòâóåòïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f ñ Γ â Ω (îñòàâèì çà ýòèì ïðîäîëæåíèåìîáîçíà÷åíèå v), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
‖∇v‖L1(Ω) ≤ c |f |1,Γ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v ∈ L1
1(R

n) è ñïðàâåäëèâàîöåíêà
‖∇v‖L1

1(R
n) ≤ c ‖∇v‖L1(Ω(e)).

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå ñóùåñòâóþò ÷èñëî a ∈ R1 è ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü {vk}k≥1 ⊂ C∞0 (Rn), äëÿ êîòîðûõ
vk → v − a â L1,loc(Rn) è ‖∇(vk − v)‖L1(Rn) → 0.

Ïóñòü ω(e) = Rn−1 \ ω, γ = ∂ω. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 3.4
‖vk(·, z)‖L1(γ) ≤ c ‖(∇vk)(·, z)‖L1(ω(e)), z ∈ R1.

Èíòåãðèðóÿ ïî z ∈ R1, ïðèäåì ê îöåíêå
‖vk‖L1(Γ) ≤ c ‖∇vk‖L1(Ω(e)), k = 1, 2, . . .

Çàìåíÿÿ â ýòîé îöåíêå vk íà vk − vj ïðè k, j = 1, 2, . . ., ïîëó÷èì
vk|Γ − vj |Γ → 0 â L1(Γ) ïðè k, j → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåòïðåäåë g ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk|Γ} â L1(Γ), ïðè÷åì

‖g‖L1(Γ) ≤ c ‖∇v‖L1(Ω(e)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, {vk|Γ} ñõîäèòñÿ ê f − a â L1,loc(Γ). Îòñþäà g =
f − a, è îöåíêà (4) óñòàíîâëåíà.

Ïóñòü òåïåðü v ∈W 1
1 (Ω(e)), v

∣∣
Γ

= f . Ââèäó ñëåäñòâèÿ 3.4
‖f(·, z)‖L1(γ) ≤ c ‖(∇v)(·, z)‖L1(ω(e))

ïðè ïî÷òè âñåõ z ∈ R1. Èíòåãðèðîâàíèå ïî z ∈ R1 ïðèâîäèò ê (4)ïðè a = 0. Èòàê, âåðíû íåðàâåíñòâà
‖f‖L1(Γ) ≤ c ‖f‖TW 1

1 (Ω(e),ε), (5)

‖f − a‖L1(Γ) ≤ c ‖f‖TL1
1(Ω

(e)), (6)

ïðè ýòîì ÷èñëî a â (6) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè f îäíîçíà÷íî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ íåðàâåíñòâ ðàññìîòðèì îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ E , îïðåäåëåííûé â (3.3.1/11). Ïóñòü
ϕ ∈ C∞0 (Rn−1), ϕ(y) = 1 ïðè |y| < 1, ϕ(y) = 0 ïðè |y| > 2.

Ïîëîæèì äëÿ f ∈ L1(Γ)(
Ef
)
(x) = ϕ(y)

(
Ef
)
(x), x = (y, z) ∈ Rn. (7)

Èç òåîðåìû 3.3.1/1 è çàìå÷àíèÿ 3.3.1/1 ñëåäóåò, ÷òî Ef ∈W 1
1 (Rn),

Ef
∣∣
Γ

= f è
‖Ef‖W 1

1 (Rn) ≤ c ‖f‖L1(Γ).

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (5).Åñëè f = g + a, g ∈ L1(Γ), a = const, òî ôóíêöèÿ v = a + Egïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1
1(R

n). Êðîìå òîãî, v|Γ = f è âåðíàîöåíêà
‖∇v‖L1(Rn) ≤ c ‖g‖L1(Γ).

Èòàê, âåðíî íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ 1 < p < n − 1. Çäåñü èìååò ìåñòî òàêîåóòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ∈ (1, n − 1). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî TL1
p(Ω

(e))

ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé ñóììîé W 1−1/p
p (Γ)+̇R1, è åñëè f = g + a, ãäå

g ∈W 1−1/p
p (Γ), a ∈ R1, òî

‖f‖TL1
p(Ω(e)) ∼ ‖g‖W 1−1/p

p (Γ)
.

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
‖f‖TW 1

p (Ω(e),ε) ∼ ‖f‖W 1−1/p
p (Γ)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ L1
p(Ω

(e)), v
∣∣
Γ

= f . Ïðèìåíÿÿ òåîðå-
ìó 3.3.1/1 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 3.3.1/2) ê öèëèíäðó (B(n−1)

1 \ω)×R1

è ïîâåðõíîñòè Γ, ïîëó÷èì
|f |p,Γ ≤ c ‖∇v‖Lp(Ω(e)), (8)

ãäå | · |p,Γ � ïîëóíîðìà (3.3.1/5). Òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðå-
ìå 1, ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííîé a ∈ R1, äëÿ êîòîðîé

‖f − a‖Lp(Γ) ≤ c ‖∇v‖Lp(Ω(e)). (9)
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Îáúåäèíÿÿ (8), (9) è ñîîòíîøåíèå ‖ · ‖
W

1−1/p
p (Γ)

∼ | · |p,Γ + ‖ · ‖Lp(Γ)

(íàïîìíèì, ÷òî íîðìà â W 1−1/p
p (Γ) îïðåäåëåíà â (3.1.1/4)), ïðèõî-äèì ê íåðàâåíñòâó

‖f − a‖
W

1−1/p
p (Γ)

≤ c ‖f‖TL1
p(Ω(e)). (10)

Ïóñòü v ∈ W 1
p (Ω(e)), v

∣∣
Γ

= f . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.4 ïðè ï.â.
z ∈ R1 èìååì

‖f(·, z)‖pLp(γ) ≤ c ‖(∇v)(·, z)‖
p
Lp(Rn−1\ω).

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî z ∈ R1, ïîëó÷èì îöåíêó (9)ïðè a = 0. Îòñþäà è èç (8) âûòåêàåò, ÷òî
‖f‖

W
1−1/p
p (Γ)

≤ c ‖f‖TW 1
p (Ω(e),ε). (11)

Íåðàâåíñòâà, îáðàòíûå ê (10) è (11), îáîñíîâûâàþòñÿ ïðè ïîìî-ùè îïåðàòîðà (7) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëè óñòàíîâëåíû íåðàâåí-ñòâà, îáðàòíûå ê (5), (6) â òåîðåìå 1. Ñëåäóåò òîëüêî ïðèíÿòü âîâíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëà (7) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : W 1−1/p

p (Γ)→W 1
p (Rn), (12)

ïðè÷åì
‖Ef‖W 1

p (Rn) ≤ c
(
‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ

)
. (13)

Îöåíêà (13) âåðíà ïî òåîðåìå 3.3.1/1 (ñì. åùå çàìå÷àíèå 3.3.1/1).Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà (7) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (12) ïðè âñåõ p ∈ (1,∞). Ïðè òåõ æå pñïðàâåäëèâà îöåíêà (13).
Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü f ∈ Lp,loc(Γ), p ∈ [1,∞). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

fk ñðåäíåå çíà÷åíèå f íà ïîâåðõíîñòè {x = (y, z) ∈ Γ : |z| < k},
k = 1, 2, . . . Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ R1, ÷òî f − a ∈ Lp(Γ), òî,
êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, a = lim fk. Îòñþäà è èç òåîðåì 1, 2 ïîëó÷àåìñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ôóíêöèÿ f ∈ L1,loc(Γ) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó TL1
1(Ω

(e)) òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë a = lim fk è
f − a ∈ L1(Γ). Ïðè ýòîì

‖f‖TL1
1(Ω

(e)) ∼ ‖f − a‖L1(Γ).
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Ôóíêöèÿ f ∈ Lp,loc(Γ), p ∈ (1, n−1), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
TL1

p(Ω
(e)) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò óïîìÿíóòûé

âûøå êîíå÷íûé ïðåäåë a è f − a ∈W 1−1/p
p (Γ). Â ýòîì ñëó÷àå

‖f‖TL1
p(Ω(e)) ∼ ‖f − a‖W 1−1/p

p (Γ)
.

Ïîëîæèì Ω(e)
ε = Rn \ Ωε, ãäå Ωε = εΩ � òîíêèé öèëèíäð. Ìûñåé÷àñ âûïèøåì íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå ‖ · ‖

TW 1
p (Ω

(e)
ε )

ðàâíî-
ìåðíî îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε (ε ∈ (0, 1/2)).Ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû èç òåîðåì 1 è 2 ñ ïîìîùüþïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ:

‖f‖
TW 1

1 (Ω
(e)
ε )
∼ ‖f‖L1(Γε),

‖f‖
TW 1

p (Ω
(e)
ε )
∼ ε(1−p)/p‖f‖Lp(Γε) + |f |p,Γε,ε, p ∈ (1, n− 1).

Çäåñü Γε = ∂Ωε è | · |p,Γε,ε � ïîëóíîðìà (3.3.1/19).
Ïðè n > 2, p ∈ [1, n − 1) ïðîñòðàíñòâî TL1

p(Ω
(e)
ε ) ñîâïàäàåò ñ

ïðÿìîé ñóììîé TW 1
p (Ω(e)

ε )+̇R1, à åñëè f = g + a, g ∈ TW 1
p (Ω(e)

ε ),
a ∈ R1, òî

‖f‖
TL1

p(Ω
(e)
ε )
∼ ‖g‖

TW 1
p (Ω

(e)
ε )
.

3.6 Âíåøíîñòü öèëèíäðà, ñëó÷àé p > n−1

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå çàäà÷à, ÷òî è â ïðåäû-äóùåì, íî â ñëó÷àå p > n− 1. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìî-ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà. Ïóñòü g ∈ Lp,loc(R1), p ∈ (1,∞), è ïóñòü K � òàêàÿôóíêöèÿ èç C∞0 (1, 2), ÷òî ∫ K(t)dt = 1. Ïîëîæèì

D =
{
x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ R1, |y| > 1

}
, n ≥ 3, (1)

(
Kg
)
(x) =

∫ 2

1

K(t)g
(
z + (|y| − 1)t

)
dt, x ∈ D. (2)

è
I(g) =

(∫ ∞

0

‖∆tg‖pLp(R1)

dt

tp(1 + t)2−n

)1/p

,
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ãäå (∆tg)(z) = g(z + t)− g(z). Åñëè I(g) <∞, òî
‖(Kg)(y, ·)− g‖Lp(R1) → 0 ïðè |y| → 1 + 0

è âåðíà îöåíêà
‖∇Kg‖Lp(D) ≤ c (n, p,K) I(g). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì r = |y|, t = τ(r − 1), v = Kg èçàìåòèì, ÷òî ïðè (y, z) ∈ D

v(y, z)− g(z) =
1

r − 1

∫ 2(r−1)

r−1

K
( t

r − 1

)
(∆tg)(z)dt.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà
|v(y, z)− g(z)|p ≤ c (r − 1)p−1

∫ 2(r−1)

r−1

|(∆tg)(z)|p
dt

tp
.

Èíòåãðèðóÿ ïî z ∈ R1, ïðèõîäèì ê ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû.Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (3). Òàê êàê
|∇v| ≤

∣∣∣∣∂v∂r
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂v∂z

∣∣∣∣ ≤ c

r − 1

∫ 2

1

|
(
∆tg

)
(z)|dτ,

òî
‖∇v‖pLp(D) ≤ c

∫ ∞

1

rn−2dr

(r − 1)p

∫
R1
dz

(∫ 2

1

∣∣(∆tg
)
(z)
∣∣dτ)p .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, íàéäåì, ÷òî

‖∇v‖Lp(D) ≤ c
∫ 2

1

dτ

(∫
R1
dz

∫ ∞

1

|(∆tg)(z)|p

(r − 1)pr2−n
dr

)1/p

.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé r = 1 + t/τ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîëó-÷èì (3), çàâåðøàÿ òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Íèæå ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàçä. 3.5.Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äàåòñÿ ÿâíàÿ íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìå

‖ · ‖TW 1
p (Ω(e),ε) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε (ε ∈ (0, 1/2)).

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ (n− 1,∞), n ≥ 3. Òîãäà
‖f‖TW 1

p (Ω(e),ε) ∼ ε1+(1−n)/p‖f‖Lp(Γ) + [f ]p,Γ+
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+
(∫∫

{x,ξ∈Γ:|x−ξ|>1}
|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ

|x− ξ|p+2−n

)1/p

, (4)

ãäå dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ è [·]p,Γ � ïîëóíîðìà(3.1.1/3). Åñëè ëåâóþ ÷àñòü â (4) çàìåíèòü íà ‖f‖TL1
p(Ω(e)) à ïåðâîåñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïóñòèòü, òî ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèåòàêæå âåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå
[f ]pp,Γ+

∫∫
{x,ξ∈Γ:|x−ξ|>1}

|f(x)−f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|p+2−n ∼ |f |

p
p,Γ+{f}pp,Γ , (5)

â êîòîðîì f ∈ Lp,loc(Γ), | · |p,Γ � ïîëóíîðìà (3.3.1/5),

{f}p,Γ =
(∫ ∞

1

‖∆hf‖pLp(Γ)h
n−2−pdh

)1/p

(6)

è (∆hf
)
(x) = f(y, z + h)− f(x), x = (y, z).Â ñàìîì äåëå, ïî ëåììå 3.4/2 ïðàâàÿ ÷àñòü (5) ýêâèâàëåíòíà
|f |pp,Γ +

∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|>1}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|ζ − z|p+2−n , (7)

ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ). Òàê êàê |x − ξ| ∼ |ζ − z| ïðè |ζ − z| > 1,òî âûðàæåíèå (7) ýêâèâàëåíòíî ëåâîé ÷àñòè (5). Òàêèì îáðàçîì,ñîîòíîøåíèå (4) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíîñîîòíîøåíèå
‖f‖TW 1

p (Ω(e),ε) ∼ |||f |||p,Γ,
â êîòîðîì

|||f |||p,Γ = ε1+(1−n)/p‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ + {f}p,Γ. (8)

Ïóñòü v ∈ L1
p(Ω

(e)), v
∣∣
Γ

= f . Îöåíêà (3.5/8) îáîñíîâûâàåòñÿ
òî÷íî òàê æå, êàê è â òåîðåìå 3.5/2. Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî

{f}p,Γ ≤ c ‖∇v‖Lp(Ω(e)). (9)

Â ñèëó ëåììû 3.4/1 äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü
Ω(e) = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ R1, |y| > 1}
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è Γ = Sn−2 × R1. Ïóñòü y = (r, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â
Rn−1. Òîãäà

c
∣∣(∆hf

)
(x)
∣∣p ≤ ∣∣∣∣ ∫ h

1

∂v

∂r
(r, θ, z + h)dr

∣∣∣∣p+
+
∣∣∣∣ ∫ z+h

z

∂v

∂ζ
(h, θ, ζ)dζ

∣∣∣∣p +
∣∣∣∣ ∫ h

1

∂v

∂r
(r, θ, z)dr

∣∣∣∣p, (10)

ñëåäîâàòåëüíî,

{f}pp,Γ ≤ c

∫
Sn−2

dθ

∫
R1
dz

[ ∫ ∞

1

dh

hp+2−n

(∫ z+h

z

∣∣∣∣∂v∂ζ (h, θ, ζ)
∣∣∣∣ dζ)p+

+
∫ ∞

1

dh

hp+2−n

(∫ h

1

∣∣∣∣∂v∂r (r, θ, z)
∣∣∣∣ dr)p ].

Â èíòåãðàëå ïî (z, z + h) ñäåëàåì çàìåíó ζ = z + ht, t ∈ (0, 1),è èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, à êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó âêâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Õàðäè. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì
c {f}pp,Γ ≤

∫
R1
dz

∫
Sn−2

dθ

∫ ∞

1

(∣∣∣∣∂v∂r (r, θ, z)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂v∂z (r, θ, z)

∣∣∣∣)p rn−2dr.

Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà (9). Èç (3.5/8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî
|f |p,Γ + {f}p,Γ ≤ c ‖f‖TL1

p(Ω(e)). (11)

Ïóñòü v ∈ W 1
p (Ω(e)), v

∣∣
Γ

= f . Ïî ëåììå 3.4/4 ïðè ï.â. z ∈ R1

èìååì
c εp+1−n‖f(·, z)‖pLp(γ) ≤ ε

p‖v(·, z)‖p
Lp(ω(e))

+ ‖∇v(·, z)‖p
Lp(ω(e))

.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî z ∈ R1 äàåò
εp+1−n‖f‖pLp(Γ) ≤ c ‖v‖

p
W 1

p (Ω(e),ε)
. (12)

Îáúåäèíÿÿ (3.5/8), (9) è (12), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
|||f |||p,Γ ≤ c ‖f‖TW 1

p (Ω(e),ε), (13)

ãäå ||| · |||p,Γ � íîðìà (8).
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×òîáû óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâà, îáðàòíûå ê (11), (13), ïîñòðîèì
òàêèå ïðîäîëæåíèÿ f 7→ Lf ∈ L1

p(Ω
(e)), f 7→ Wf ∈ W 1

p (Ω(e))
ôóíêöèè f ñ ïîâåðõíîñòè Γ â Ω(e), ÷òî

‖∇Lf‖Lp(Ω(e)) ≤ c (|f |p,Γ + {f}p,Γ) , (14)

‖Wf‖W 1
p (Ω(e)) ≤ c |||f |||p,Γ. (15)

Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ ïðîäîëæåíèÿ L,W . Ïóñòü
f ∈ Lp,loc(Γ), |f |p,Γ + {f}p,Γ <∞.

Ïîëîæèì u(x) =
(
Ef
)
(x), ãäå x ∈ G, G = B

(n−1)
1 × R1 è E �îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (3.3.1/11). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.1/1 (ñì.òàêæå çàìå÷àíèå 3.3.1/1) èìååì u|Γ = f è

‖∇u‖Lp(G) ≤ c |f |p,Γ. (16)

Êðîìå òîãî, åñëè f ∈ Lp(Γ), òî
c ‖u‖W 1

p (G,δ) ≤ δ ‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ (17)

ïðè δ = ε1+(1−n)/p. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.3.1/1 ê öèëèíäðó G, ïîâåð-õíîñòè S = ∂G è ñëåäó g = u|S , ïîëó÷èì
c |g|p,S ≤ ‖∇u‖Lp(G) ≤ c |f |p,Γ,

c δ ‖g‖Lp(S) ≤ ‖u‖W 1
p (G,δ) ≤ c |||f |||p,Γ.

Äàëåå, èç ëåììû 3.4/1 ñëåäóåò îöåíêà
{g}p,S ≤ c

(
‖∇u‖Lp(G) + {f}p,Γ

)
,

è çíà÷èò, âåðíû íåðàâåíñòâà
|g|p,S + {g}p,S ≤ c

(
|f |p,Γ + {f}p,Γ

)
, (18)

|||g|||p,S ≤ c |||f |||p,Γ. (19)

Çäåñü {·}p,S è ||| · |||p,S îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïîëóíîðìó (6) èíîðìó (8) ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèÿì, îïðåäåëåííûì íà S. Íåðàâåí-ñòâà (16)�(19) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñòðîåíèå òðåáóåìûõ ïðîäîëæåíèé
f 7→ Lf è f 7→Wf ñ ïîâåðõíîñòè Γ â îáëàñòü Ω(e) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ

Ω(e) =
{
x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ R1, |y| > 1

}
, Γ = Sn−2 ×R1. (20)
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Ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : W 1−1/p

p (Γ)→W 1
p (Rn),

äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî (3.5/13) (ñì. çàìå÷àíèå 3.5/1). Ïóñòü
ψ ∈ C1([0,∞)), ψ(t) = 1 ïðè t ≤ 1/2, ψ(t) = 0 ïðè t ≥ 1.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (20) îïåðàòîðû L è W ìîãóò áûòüçàäàíû ôîðìóëàìè(
Lf
)
(x) =

(
Kf
)
(x) +

(
E(f − f)

)
(x),(

Wf
)
(x) = ψ(ε|y|)

(
Kf
)
(x) +

(
E(f − f)

)
(x),

ãäå x = (y, z) ∈ Ω(e), f(z) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(·, z) íàñôåðå Sn−2 è K � îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (2).Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê (14) è (15). Ââèäó (3.5/13) èìååì
c ‖E(f − f)‖pW 1

p (Rn) ≤ |f − f |
p
p,Γ+

+
∫∫

Sn−2×Sn−2

‖f(θ, ·)− f(α, ·)‖pLp(R1)dαdθ.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.4/2 (ïðèìåíåííîé ê γ = Sn−2 è Γ = Sn−2 ×R1)èíòåãðàë ïî Sn−2 × Sn−2 íå ïðåâîñõîäèò c |f |pp,Γ. Êðîìå òîãî, èç
ëåììû 3.4/3 ñëåäóåò, ÷òî |f |p,Γ ≤ c |f |p,Γ. Òàêèì îáðàçîì,

‖E(f − f)‖W 1
p (Rn) ≤ c |f |p,Γ. (21)

Äàëåå, ëåììà, ïðåäøåñòâóþùàÿ òåîðåìå, äàåò
‖∇Kf‖p

Lp(Ω(e))
≤ c

∫ ∞

0

‖∆hf‖pLp(R1)

dh

hp(1 + h)2−n
≤

≤ c
∫ 1

0

‖∆hf‖pLp(R1)

dh

hp
+ c

∫ ∞

1

‖∆hf‖pLp(R1)

dh

hp+2−n .

Ïî ëåììå 3.4/3 ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðà-âåíñòâà íå áîëüøå c |f |pp,Γ. Âòîðîé èíòåãðàë íå ïðåâîñõîäèò c {f}pp,Γ.Îòñþäà
‖∇Kf‖Lp(Ω(e)) ≤ c

(
|f |p,Γ + {f}p,Γ

)
. (22)
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Èòàê, ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå îïåðàòîðû L è W , èìåþò ñìûñëïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òàêèõ f ∈ Lp,loc(Γ), ÷òî |f |p,Γ + {f}p,Γ < ∞.Ðàâåíñòâà Lf |Γ = Wf |Γ = f âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ L, W èëåììû, ñôîðìóëèðîâàííîé ïåðåä òåîðåìîé. Îöåíêà (14) ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì (21) è (22).Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (15). Ïîëîæèì
v(x) = ψ(ε|y|)

(
Kf
)
(x).

Òîãäà
‖v‖p

Lp(Ω(e))
≤ c ‖f‖pLp(R1)

∫ 1/ε

1

|ψ(εr)|prn−2dr,

îòêóäà
εp‖v‖p

Lp(Ω(e))
≤ c εp+1−n‖f‖pLp(Γ). (23)

Âåðíà òàêæå îöåíêà
c ‖∇v‖p

Lp(Ω(e))
≤

≤ ‖∇Kf‖p
Lp(Ω(e))

+ εp ‖f‖pLp(R1)

∫
1<|y|<1/ε

|ψ′(ε|y|)|pdy,

âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé íå áîëüøå ïðàâîé ÷àñòèâ (23). Îòñþäà è èç (22), (23) âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî
‖v‖W 1

p (Ω(e),ε) ≤ c |||f |||p,Γ.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (21), ïîëó÷èì (15). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü Ωε = εΩ � òîíêèé öèëèíäð è Ω(e)

ε = Rn \ Ωε � åãî âíåø-
íîñòü. Ôîðìóëèðóåìûé íèæå ðåçóëüòàò äëÿ Ω(e)

ε ñëåäóåò èç òîëüêî÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü p > n− 1, n ≥ 3, ε ∈ (0, 1/2), è ïóñòü Γε = ∂Ωε.Òîãäà

‖f‖
TW 1

p (Ω
(e)
ε )
∼ ε(2−n)/p‖f‖Lp(Γε) + [f ]p,Γε

+

+
(
ε2(2−n)

∫∫
{x,ξ∈Γε:|x−ξ|>ε}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|p+2−n

)1/p

,
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ãäå [·]p,Γε � ïîëóíîðìà (3.1.1/3). Ýòî ñîîòíîøåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì,åñëè åãî ëåâóþ ÷àñòü çàìåíèòü íà ‖f‖
TL1

p(Ω
(e)
ε )

è óáðàòü ïåðâîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè.

3.7 Íîðìà â TW 1
p äëÿ âíåøíîñòè öèëèíä-

ðà, p = n− 1

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òó æå çàäà÷ó, ÷òî è â äâóõïðåäûäóùèõ, íî â ñëó÷àå p = n−1. Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ íåðàâåíñòâòèïà Õàðäè.
Ëåììà 1. Ïóñòü 0 < a < b ≤ ∞, p ∈ (1,∞). Åñëè ôóíêöèÿ vàáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà (a, b) è v(b) = 0, òî∫ b

a

|v(t)|p dt
t
≤ c (p)

∫ b

a

|v′(t)|ptp−1

(
log
(
t

a

))p
dt.

Åñëè v(a) = 0, òî∫ b

a

|v(t)|p dt

t
(
log(t/a)

)p ≤ c (p)
∫ b

a

|v′(t)|ptp−1dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà log(t/a) = x ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâóÕàðäè (1.1.2/3).
Â ñëåäóþùåé ëåììå ñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ñ ãðàíèöû

êðóãîâîãî öèëèíäðà B(n−1)
1 × R1 â åãî âíåøíîñòü â ñëó÷àå, êîãäàôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Ëåììà 2. Ïóñòü g ∈ Lp,loc(R1) è (∆tg)(z) = g(z + t) − g(z) ïðè
t ∈ R1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ∈ (1,∞) è ïîëóíîðìà

I(g) =

(∫ ∞

0

‖∆tg‖pLp(R1)

dt

(1 + t)
(
log(1 + t)

)p
)1/p

(1)

êîíå÷íà. Îïðåäåëèì îáëàñòü D ⊂ Rn êàê â (3.6/1) è ïîëîæèì
(
Fg
)
(x) =

1
2

log |y|
∫
R1

g(z + t)dt

(|y|+ |t|)
(
log(|y|+ |t|)

)2 (2)
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ïðè x = (y, z) ∈ D. Òîãäà
‖
(
Fg
)
(y, ·)− g‖Lp(R1) → 0 ïðè |y| → 1 + 0,

à åñëè p = n− 1, òî âåðíà îöåíêà
‖∇Fg‖Lp(D) ≤ c (p) I(g). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè r > 1, t ∈ R1 ïîëîæèì
K(r, t) = log r/

(
2(r + |t|)(log(r + |t|))2

)
. (4)

Ïîñêîëüêó ∫ K(r, t)dt = 1, òî
(
Fg
)
(x)− g(z) =

∫
R1
K(|y|, t)(∆tg)(z)dt, x = (y, z) ∈ D. (5)

Ïóñòü r = |y|, v = Fg. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî èíåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷èì

‖v(y, ·)− g‖Lp(R1) ≤
∫
R1
K(r, t)‖∆tg‖Lp(R1)dt ≤

≤ c log r
(∫

R1
‖∆tg‖pLp(R1)

dt

(1 + |t|)(log(1 + |t|))p

)1/p

×

×
(∫ ∞

0

dt

(r + t)(log(r + t))p′

)1/p′

,

ãäå p′ = p/(p−1), r ∈ (1,∞). Òàê êàê ‖∆(−t)g‖Lp(R1) = ‖∆tg‖Lp(R1),òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé
c
(
log r

)1/p′
I(g). Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (3) ïðè p = n − 1.Çàìåòèì, ÷òî
‖∇v‖Lp(D) ≤ ‖∂v/∂z‖Lp(D) + ‖∂v/∂r‖Lp(D)

è îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥∥∂v∂r
∥∥∥∥p
Lp(D)

≤ c
∫
R1
dz

∫ ∞

1

rn−2dr

∣∣∣∣∫
R1

∂K

∂r
(r, t) (∆tg)(z)dt

∣∣∣∣p .
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Îòñþäà∥∥∥∥∂v∂r
∥∥∥∥p
Lp(D)

≤ c
∫
R1
dz

∫ ∞

1

dr

r

(∫ ∞

0

|∆tg(z)|+ |∆(−t)g(z)|
(r + t)(log(r + t))2

dt

)p
+

+ c

∫
R1
dz

∫ ∞

1

rp−1dr

(∫ ∞

0

|∆tg(z)|+ |∆(−t)g(z)|
(r + t)2 log(r + t)

dt

)p
. (6)

Ïðîâåðèì îöåíêè∫
R1
dz

∫ ∞

1

dr

r

(∫ ∞

0

|∆tg(z)|dt
(r + t)(log(r + t))2

)p
≤ c I(g)p, (7)

∫
R1
dz

∫ ∞

1

rp−1dr

(∫ ∞

0

|∆tg(z)|dt
(r + t)2 log(r + t)

)p
≤ c I(g)p. (8)

Â ñàìîì äåëå, ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (7) íå áîëüøå
c

∫
R1
dz

[∫ ∞

1

dr

r(log r)p

(∫ r−1

0

|∆tg(z)|dt
(1 + t) log(1 + t)

)p
+

+
∫ ∞

1

dr

r

(∫ ∞

r−1

|∆tg(z)|dt
(1 + t)(log(1 + t))2

)p ]
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ,ïîëó÷èì (7). Äëÿ ïðîâåðêè (8) îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü (8) ÷åðåç J .ßñíî, ÷òî
J ≤ c

∫
R1
dz

{∫ ∞

1

dr

rp+1

(∫ r

0

|∆tg(z)|dt
log(1 + t)

)p
+

+
∫ ∞

1

rp−1dr

(∫ ∞

r

|∆tg(z)|dt
(1 + t)2 log(1 + t)

)p}
.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ê èíòåãðàëó ïî ïðîìåæóòêó (0, r)è èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Õàðäè (1.1.2/3) äëÿ îöåíêè âòîðîãî ÷ëåíàâ ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì, ÷òî

J ≤ c
∫
R1
dz

{∫ ∞

1

dr

r2

∫ r

0

|∆tg(z)|pdt
(log(1 + t))p

+
∫ ∞

1

|∆tg(z)|pdt
t(log(1 + t))p

}
.
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Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ôèãóðíûõñêîáêàõ, ìàæîðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âåëè-÷èíîé c I(g)p è òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåì (8). Òå æå ðàññóæäåíèÿïîêàçûâàþò, ÷òî îöåíêè, ïîëó÷åííûå èç (7), (8) çàìåíîé ∆tg(z) íà
∆(−t)g(z) òîæå âåðíû. Èòàê, ïðàâàÿ ÷àñòü (6) íå ïðåâîñõîäèò c I(g)p,ïîýòîìó ‖∂v/∂r‖Lp(D) ≤ c I(g).Äîêàæåì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ ‖∂v/∂z‖Lp(D). Èìååì

∂v

∂z
= −

∫
R1

∂

∂t
K(r, t)

(
∆tg

)
(z)dt,

ãäå ÿäðî K îïðåäåëåíî â (4). Îòñþäà
c

∥∥∥∥∂v∂z
∥∥∥∥p
Lp(D)

≤
∫
R1
dz

∫ ∞

1

rp−1dr

∣∣∣∣ ∫
R1

( ∂
∂t
K(r, t)

)
(∆tg)(z)dt

∣∣∣∣p ≤

≤
∫
R1
dz

∫ ∞

1

rp−1(log r)pdr
(∫

R1

(1 + log(r + |t|))|∆tg(z)|
(r + |t|)2(log(r + |t|))3

dt

)p
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå áîëü-øå ïðàâîé ÷àñòè (6). Òàêèì îáðàçîì, ‖∂v/∂z‖Lp(D) ≤ c I(g). Äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû 2 çàêîí÷åíî.
Íèæå ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàç-äåëàõ. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äàåòñÿ ÿâíàÿ íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿíîðìå ‖ · ‖TW 1

p (Ω(e),ε) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε ïðè p = n− 1.
Òåîðåìà. Ïóñòü p = n− 1 ≥ 2 è ïóñòü ε ∈ (0, 1/2). Òîãäà

‖f‖TW 1
p (Ω(e),ε) ∼ | log ε|(1−p)/p‖f‖Lp(Γ)+

+
(∫∫

Γ×Γ

|f(x)− f(ξ)|pF (%)
dsxdsξ
%2p−1

)1/p

, (9)

ãäå % = |x− ξ|, F (%) = 1 + %2p−2(log(1 + %))−p è dsx, dsξ � ýëåìåíòûïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ. Åñëè îïóñòèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé÷àñòè (9) è çàìåíèòü ëåâóþ ÷àñòü íà ‖f‖TL1
p(Ω(e)), òî ïîëó÷èâøååñÿñîîòíîøåíèå òàêæå âåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ Lp,loc(Γ), òî∫∫
Γ×Γ

|f(x)− f(ξ)|pF (%)
dsxdsξ
%2p−1

∼ |f |pp,Γ + 〈f〉pp,Γ, (10)



3.7. Íîðìà â TW 1
p äëÿ âíåøíîñòè öèëèíäðà, p = n− 1 133

ãäå | · |p,Γ � ïîëóíîðìà (3.3.1/5),

〈f〉p,Γ =
(∫ ∞

1

‖∆hf‖pLp(Γ)

dh

h(log(1 + h))p

)1/p

,

(
∆hf

)
(x) = f(y, z+ h)− f(x), x = (y, z). Ñîîòíîøåíèå (10) äîêàçû-âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.4/2 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî óñòàíîâ-ëåíî ñîîòíîøåíèå (3.6/5) â òåîðåìå 3.6. Â ÷àñòíîñòè, èç (10) ñëåäóåò,÷òî íîðìà â ïðàâîé ÷àñòè (9) ýêâèâàëåíòíà íîðìå

|||f |||p,Γ = | log ε|(1−p)/p‖f‖Lp(Γ) + |f |p,Γ + 〈f〉p,Γ (11)

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε.
Ïóñòü v ∈ L1

p(Ω
(e)), v|Γ = f . Îöåíêà (3.5/8) âûâîäèòñÿ òî÷íî òàê

æå, êàê è â òåîðåìå 3.5/2. Äîêàæåì îöåíêó
〈f〉p,Γ ≤ c ‖∇v‖Lp(Ω(e)). (12)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.4/1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé (3.6/20). Ïå-ðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì y = (r, θ) â Rn−1 è ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå (3.6/10), ïîëó÷èì

c 〈f〉pp,Γ ≤
∫
Sn−2

dθ

∫
R1
dz

{∫ ∞

1

dh

h

∣∣∣∣ ∫ z+h

z

∂v

∂ζ
(h, θ, ζ)dζ

∣∣∣∣p+
+
∫ ∞

1

dh

h(log h)p

(∫ h

1

∣∣∣∣∂v∂r (r, θ, z)
∣∣∣∣ dr)p}. (13)

Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè (13) ñäåëàåì çàìåíó ζ = z + ht, t ∈ (0, 1)â èíòåãðàëå ïî ïðîìåæóòêó (z, z + h) è èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâîÃ¼ëüäåðà. Çàòåì ïðèìåíèì ëåììó 1 êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â ôè-ãóðíûõ ñêîáêàõ. Òîãäà
c 〈f〉pp,Γ ≤

≤
∫
Sn−2

dθ

∫
R1
dz

∫ ∞

1

(∣∣∣∣∂v∂r (r, θ, z)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂v∂z (r, θ, z)

∣∣∣∣)p rn−2dr.
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Îòñþäà âûòåêàåò (12). Îöåíêè (12) è (3.5/8) îçíà÷àþò, ÷òî
|f |p,Γ + 〈f〉p,Γ ≤ c ‖f‖TL1

p(Ω(e)). (14)

Åñëè v ∈W 1
p (Ω(e)), v|Γ = f , òî íåðàâåíñòâî
| log ε|(1−p/p)‖f‖Lp(Γ) ≤ c ‖v‖W 1

p (Ω(e),ε) (15)

äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.4/4 òî÷íî òàê æå, êàê è (3.6/12)â òåîðåìå 3.6. Îáúåäèíÿÿ (12), (15), (3.5/8) è (11), ïîëó÷èì
|||f |||p,Γ ≤ c ‖f‖TW 1

p (Ω(e),ε). (16)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ, îáðàòíûõ ê (14), (16) ïîñòðîèìïðîäîëæåíèÿ
f 7→ Lf ∈ L1

p(Ω
(e)), f 7→Wf ∈W 1

p (Ω(e))

ôóíêöèè f ñ ïîâåðõíîñòè Γ â Ω(e), òàêèå, ÷òî
‖∇Lf‖Lp(Ω(e)) ≤ c (|f |p,Γ + 〈f〉p,Γ) , (17)

‖Wf‖W 1
p (Ω(e),ε) ≤ c |||f |||p,Γ. (18)

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê (3.6/16�19), ïðèäåì ê àíàëîãè÷-íûì îöåíêàì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Èìåííî, åñëè ìû ïîëîæèì
δ = | log ε|(1−p)/p â (3.6/17), çàìåíèì {·}p,Γ, {·}p,S íà 〈·〉p,Γ, 〈·〉p,Sâ (3.6/18) è îïðåäåëèì íîðìû ||| · |||p,Γ, ||| · |||p,S ïðàâîé ÷àñòüþ (11)â (3.6/19), òî ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà âåðíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïîñòðîåíèå òðåáóåìûõ ïðîäîëæåíèé Lf, Wf ñâîäèòñÿ (êàê è â òåî-ðåìå 3.6) ê ñëó÷àþ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. ê(3.6/20).

Ïóñòü E : W 1−1/p
p (Γ) → W 1

p (Rn) � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîë-
æåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.5/13). Ïîëîæèì

ψε(t) =
{

log(εt)/ log ε ïðè t ∈ (1, ε−1],
0 ïðè t > ε−1.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (3.6/20) òðåáóåìûå îïåðàòîðûïðîäîëæåíèÿ L, W ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
Lf
)
(x) =

(
Ff
)
(x) +

(
E(f − f)

)
(x), (19)
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(
Wf

)
(x) = ψε(|y|)

(
Ff
)
(x) +

(
E(f − f)

)
(x), (20)

ãäå x = (y, z) ∈ Ω(e), f(z) � ñðåäíåå çíà÷åíèå f(·, z) íà ñôåðå Sn−2

è F � îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (2).Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ (17), (18). Ïóñòü I(·) � ïîëóíîðìà(1). Òîãäà

c
(
I(f)

)p ≤ ∫ 1

0

‖∆hf‖pLp(R1)

dh

hp
+
∫ ∞

1

‖∆hf‖pLp(R1

h(log(1 + h))p
dh.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèâàåòñÿ ïî ëåììå 3.4/3, àâòîðîé íå ïðåâîñõîäèò c 〈f〉pp,Γ. Îòñþäà
I(f) ≤ c (|f |p,Γ + 〈f〉p,Γ) . (21)

Èç ëåììû 2 è îöåíêè (3.6/21) ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèÿ (19), (20)èìåþò ñìûñë ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òåõ f ∈ Lp,loc(Γ), êîòîðûå èìåþòêîíå÷íóþ ïîëóíîðìó |f |p,Γ + 〈f〉p,Γ, è, êðîìå òîãî, Lf = Wf = f íà
Γ. Îáúåäèíÿÿ ëåììó 2 è (21), ïîëó÷èì îöåíêó

‖∇(Ff)‖Lp(Ω(e)) ≤ c (|f |p,Γ + 〈f〉p,Γ) . (22)

Ïîñëåäíÿÿ âìåñòå ñ (3.6/21) ïðèâîäÿò ê (17).Ïóñòü |||f |||p,Γ < ∞. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (18) ïðîâåðèì ñíà÷àëàîöåíêó
‖v‖W 1

p (Ω(e),ε) ≤ c |||f |||p,Γ, (23)

ãäå
v(x) = ψε(|y|)

(
Ff
)
(x).

Ïóñòü K � ÿäðî, îïðåäåëåííîå â (4). Ñîãëàñíî (5) èìååì

c ‖v‖p
Lp(Ω(e))

≤ ‖f‖pLp(R1)

∫ 1/ε

1

ψε(r)prn−2dr+

+
∫
R1
dz

∫ 1/ε

1

rn−2ψε(r)pdr
(∫

R1
K(r, h)|∆hf(z)|dh

)p
.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó, íàéäåì,÷òî
c
(
ε| log ε|

)p‖v‖p
Lp(Ω(e))

≤ ‖f‖pLp(R1)+
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+εp
∫ 1/ε

1

(
r log r

)p−1| log(εr)|pdr
∫
R1

‖∆hf‖pLp(R1)dh

(r + |h|)(log(r + |h|))p
≤

≤ c
(
‖f‖pLp(Γ) + | log ε|p−1I(f)p

)
.

Îòñþäà è èç (21) âûâîäèì íåðàâåíñòâî
ε ‖v‖Lp(Ω(e)) ≤ c |||f |||p,Γ. (24)

Ïåðåéäåì ê îöåíêå Lp-íîðìû ãðàäèåíòà ôóíêöèè v. Çàìåòèìïðåæäå âñåãî, ÷òî óïîìÿíóòûé ãðàäèåíò ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò
Lp,loc(Ω(e)), ïîñêîëüêó

ψε ∈W 1
∞(1,∞), 0 ≤ ψε ≤ 1, Ff ∈ L1

p(Ω
(e))

(ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âåðíî ïî ëåììå 2). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ï.â.
x ∈ Ω(e)

|∇v(x)| ≤ |ψ′ε(|y|)| |
(
Ff
)
(x)− f(z)|+

+|ψ′ε(|y|)f(z)|+ |∇(Ff)(x)|,

è, çíà÷èò,
c ‖∇v‖p

Lp(Ω(e))
≤

≤
∫

1<|y|<1/ε

|ψ′ε(|y|)|pdy
∫
R1

∣∣(Ff)(x)− f(z)
∣∣pdz+

+ ‖f‖pLp(R1)

∫ 1/ε

1

|ψ′ε(r)|prp−1dr + ‖∇Ff‖p
Lp(Ω(e))

. (25)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (22), à ïðåäïîñëåäíååíå áîëüøå c | log ε|1−p‖f‖pLp(Γ). Ââèäó (5) ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñ-òè (25) íå ïðåâîñõîäèò

c

∫
R1
dz

∫ 1/ε

1

|ψ′ε(r)|prp−1dr

∣∣∣∣∫
R1
K(r, h)(∆hf)(z)dh

∣∣∣∣p . (26)
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Â ñâîþ î÷åðåäü, âåëè÷èíà (26) ìàæîðèðóåòñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì
â ïðàâîé ÷àñòè (6) ïðè g = f è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåâîñõîäèò
c
(
I(f)

)p (ñì. íåðàâåíñòâî (7) â ëåììå 2). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå(21), ïðèõîäèì ê îöåíêå
‖∇v‖Lp(Ω(e)) ≤ c |||f |||p,Γ.

Ïîñëåäíÿÿ âìåñòå ñ (24) ïðèâîäÿò ê (23). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òîíåðàâåíñòâî (18) âûòåêàåò èç (23) è (3.6/21). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-ìû çàêîí÷åíî.
Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ âíåøíîñòè òîí-êîãî öèëèíäðà. Îí ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ω(e) 3 x 7→ ε x.

Ñëåäñòâèå. Ïðè p = n− 1 ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
‖f‖p

TW 1
p (Ω

(e)
ε )
∼ (ε| log ε|)1−p‖f‖pLp(Γε)+

+
∫∫

Γε×Γε

|f(x)− f(ξ)|pF
(%
ε

) dsxdsξ
%2p−1

,

ãäå % = |x−ξ|, F � ôóíêöèÿ èç ïðåäûäóþùåé òåîðåìû, à îñòàëüíûåîáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â ñëåäñòâèè 3.6. Ýòî ñîîòíîøåíèå îñòàíåò-ñÿ âåðíûì, åñëè çàìåíèòü åãî ëåâóþ ÷àñòü íà ‖f‖p
TL1

p(Ω
(e)
ε )

è îïóñòèòü
ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà.

3.8 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 3

Òåîðåìà 3.1.1 ïðè p = 2 èìååò äëèííóþ èñòîðèþ. Â 1871 ã. Ô. Ïðèì[133] ïîêàçàë, ÷òî ôóíêöèþ, íåïðåðûâíóþ íà ãðàíèöå êðóãà, âîîáùåãîâîðÿ, íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà âñåìêðóãå ñ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå. Ðàáîòà Ïðèìà íå áûëàçàìå÷åíà ñîâðåìåííèêàìè, è 35 ëåò ñïóñòÿ Æ. Àäàìàð îïóáëèêîâàëòî æå íàáëþäåíèå â ñâîåé ñòàòüå [104]. Êîíòðïðèìåð Àäàìàðà (îò-ëè÷íûé îò ïðèìåðà Ïðèìà) èìåë áîëåå ñ÷àñòëèâóþ ñóäüáó: íûíåîí âêëþ÷åí âî ìíîãèå ó÷åáíèêè ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ èäèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Â 1931 ã. Äæ. Äóãëàñ â ðàáîòå î çàäà÷å Ïëàòî è ìèíèìàëüíûõïîâåðõíîñòÿõ [98] ïðèâåë ôîðìóëó
1
8π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(θ)− f(ϕ)|2(
sin[(θ − ϕ)/2]

)2 dθdϕ
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äëÿ èíòåãðàëà Äèðèõëå ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíê-öèè, ñîâïàäàþùåé íà ãðàíèöå ñ ôóíêöèåé f . Ïîçäíåå À. Á¼ðëèíã[87] èñïîëüçîâàë ýòó ôîðìóëó ïðè èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ èñê-ëþ÷èòåëüíûõ ïîäìíîæåñòâ êðóãà. Óêàçàííàÿ ôîðìóëà ïîñëóæèëàîòïðàâíûì ïóíêòîì äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè ôóíêöèé ñ �äðîáíûìèïðîèçâîäíûìè� â 1950-õ ãã. Â ðàáîòàõ Í. Àðîíøàéíà [85], Â. Ì. Áà-áè÷à è Ë. Í. Ñëîáîäåöêîãî [3] ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èçïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà áûëè îïèñàíû äëÿ îáëàñòåé ñ ãëàäêîé ãðàíè-öåé. Òåîðåìà 3.1.1 äëÿ p ∈ [1,∞) äîêàçàíà Ý. Ãàëüÿðäî [101].Ñîäåðæàíèå ðàçä. 3.1.2 è 3.2 ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå àâòîðîâ [48].Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàçä. 3.3 � 3.7 ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñòàòüåàâòîðîâ [50] è â ðàáîòå Ñ. Â. Ïîáîð÷åãî [57].Ëåììà 3.5 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòàÑ. Ë. Ñîáîëåâà [70] (ñì. òàêæå Ñ. Â. Óñïåíñêèé [73]).



Ãëàâà 4

Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé

âî âíåøíîñòü îáëàñòè ñ

âåðøèíîé ïèêà íà

ãðàíèöå

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâÑîáîëåâà âî âíåøíîñòü îáëàñòè ñ âåðøèíîé èçîëèðîâàííîãî ïèêàíà ãðàíèöå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîäîëæåíèå ñ ñîõðàíåíèåì êëàññàíåâîçìîæíî. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà âíàçâàííîé îáëàñòè â ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà âñåì åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå è ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîìó âåñîâîìó êëàññó Ñî-áîëåâà ñ òåìè æå ïîêàçàòåëÿìè ãëàäêîñòè è ñóììèðóåìîñòè. Â ðàç-äåëå 4.1 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå âåðøèíû âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöåîáëàñòè è äîêàçûâàþòñÿ âåñîâûå íåðàâåíñòâà Õàðäè äëÿ ôóíêöèéâ îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, ñ âíåøíèì ïèêîì. Â ðàçä. 4.2 ââîäèòñÿâåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà V lp,σ(Rn) è ñòðîèòñÿ ëèíåéíûé íå-
ïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lp,σ(R

n) ñ îïòèìàëü-íûì âåñîì â ñëó÷àå lp < n− 1. Òàêîé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ â ñëó-÷àÿõ lp = n−1 è lp > n−1 ïîñòðîåí â ðàçä. 4.3 è 4.4 ñîîòâåòñòâåííî.Çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé èç ïëîñêîé îáëàñòè ñ âíóòðåííèìïèêîì ðàññìîòðåíà â ðàçä. 4.5. Â ðàçä. 4.6 ïîëó÷åíû òî÷íûå óñëîâèÿíà ïîêàçàòåëü q, (q < p), îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî
139
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íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lq (R
n) äëÿ îãðà-íè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ âíåøíèì ïèêîì ïðè n ≥ 2 è ñ âíóòðåí-íèì ïèêîì ïðè n = 2.Ñôîðìóëèðóåì ïîäðîáíåå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 4. Òè-ïè÷íîé îáëàñòüþ ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå ÿâëÿåòñÿîáëàñòü

Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}, n ≥ 2, (1)

ãäå ϕ � ôóíêöèÿ èç C1([0, 1]), òàêàÿ, ÷òî 1 ϕ(z) > 0 ïðè z ∈ (0, 1],
ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ôóíêöèÿ (0, 1] 3 z 7→ ϕ(z)/z íå óáûâàåò èäîïîëíèòåëüíî ϕ(2z) ≤ constϕ(z) ïðè z ∈ (0, 1/2].Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî Ω /∈ EV lp ïðè p <∞, n ≥ 2, à
òàêæå R2 \Ω /∈ EV lp â ïëîñêîì ñëó÷àå ïðè p > 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî òåîðåìå ïðîäîëæåíèÿ Ï. Äæîíñà [112] èìååì Rn \Ω ∈ EV lp , åñëè
n > 2, 1 ≤ p ≤ ∞ è l = 1, 2, . . . .Ïóñòü σ � îãðàíè÷åííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿíà Rn, êîòîðàÿ îòäåëåíà îò íóëÿ âî âíåøíîñòè ëþáîãî øàðà ñöåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V lp,σ(R

n) âåñîâîåïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé
‖u‖V l

p,σ(Rn) =
∑l

k=0
‖σ∇ku‖Lp(Rn).

Ýòî ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, øèðå, ÷åì V lp (R
n). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òîïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå âåñà σ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lp,σ(R

n). Èìåííî, äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ óêàçàííîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ äîñòàòî÷íî, à åñëè σ(x)çàâèñèò òîëüêî îò |x| è íå óáûâàåò âáëèçè |x| = 0, òî è íåîáõîäèìî,÷òîáû íåðàâåíñòâî

σ(x) ≤ const (ϕ(|x|)/|x|)min{l,(n−1)/p}, lp 6= n− 1,

âûïîëíÿëîñü â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííîé, íå çà-âèñÿùåé îò x. Â ñëó÷àå lp = n − 1 íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûåîãðàíè÷åíèÿ (íå èñêëþ÷àþùèå, âïðî÷åì, ñòåïåííûå ïèêè) íàêëà-äûâàþòñÿ íà ôóíêöèþ ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå óêàçàííîå íåðàâåíñòâîçàìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì
σ(x) ≤ const

(
ϕ(|x|)/|x|

)l∣∣ log(ϕ(|x|)/|x|)
∣∣(1−p)/p.

1ïåðå÷èñëåííûå òðåáîâàíèÿ íà ôóíêöèþ ϕ âûáðàíû çäåñü äëÿ ïðîñòîòû
ôîðìóëèðîâîê. Íà ñàìîì äåëå èõ ìîæíî îñëàáèòü.
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå òàêæå íàéäåíû òî÷íûå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû
p, q, l, n è ôóíêöèþ ϕ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãîíåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lq (R

n) ïðè q < p.Åñëè lq 6= n − 1, òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îïåðàòîðà îêàçûâàåòñÿðàâíîñèëüíûì íåðàâåíñòâó

In(β) =
∫ 1

0

(
zβ

ϕ(z)

)n/(β−1)
dz

z
<∞, (2)

ãäå
1/q − 1/p = l(β − 1)/

(
β(n− 1) + 1

) ïðè lq < n− 1

è
1/q − 1/p = (n− 1)(β − 1)/np ïðè lq > n− 1.

Â ñëó÷àå lq = n − 1 â ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ In(β) ñëåäóåòäîáàâèòü ìíîæèòåëü | log(ϕ(z)/z)|γ , ãäå
γ = (1− 1/q)/(1/p− 1/q), β = (np− q)/(q(n− 1)).

Ïóñòü Ω � ïëîñêàÿ îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â (1). Åñëè σ � òàêàÿ
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî σ|R2\Ω = 1 è σ(x) ≤ const(ϕ(z)/z

)l−1/p ïðè
x = (y, z) ∈ Ω è âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ z, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûéíåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:

V lp (R
2 \ Ω)→ V lp,σ(R

2).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåîáõîäèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîãîîïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ, åñëè σ(x) çàâèñèò òîëüêî îò z ïðè x ∈ Ω è
íå óáûâàåò. Â ÷àñòíîñòè, R2 \ Ω ∈ EV 1

1 .Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî çàìûêàíèå îáëàñòè Ω ïðè
n = 2 ñîäåðæèòñÿ â êðóãå {x ∈ R2 : |x| < 2} è ðàññìîòðèì ïëîñêóþ
îáëàñòü D = {x : x ∈ R2 \ Ω, |x| < 2}. Òîãäà ñóùåñòâîâàíèåîãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (D)→ V lq (R

2)
ïðè 1 ≤ q < p ≤ ∞ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (2), ãäå

n = 2, 1/q − 1/p = (l − 1/p)(β − 1)/(β + 1).

4.1 Èíòåãðàëüíûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé â

îáëàñòè ñ ïèêîì

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæ-äåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ôóíêöèé â îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Â ÷àñòíîñ-
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òè, óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà äëÿ ôóíêöèé ñ íîñèòå-ëÿìè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïèêà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàí-ñòâà Llp(Ω), W l
p(Ω), V lp (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì ñîâïàäà-þò. Äëÿ ôóíêöèé â òàêîé îáëàñòè âûâîäÿòñÿ òàêæå íåðàâåíñòâàòèïà Õàðäè, èñïîëüçóåìûå äàëåå.Äëÿ êðàòêîñòè ìû ïèøåì ‖ · ‖p,Ω âìåñòî ‖ · ‖Lp(Ω) è ‖ · ‖p,l,Ωâìåñòî ‖·‖V l

p(Ω). Â íàñòîÿùåé ãëàâå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n, p, q, l,Ω. Ñèì-âîë a ∼ b îçíà÷àåò, ÷òî c−1 ≤ a/b ≤ c. Åñëè a ∼ b, òî âåëè÷èíû a, bíàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè èëè ñðàâíèìûìè.
4.1.1 Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà äëÿ ôóíêöèé â îá-

ëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ âåðøèíû âíåøíåãî ïèêà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â
Rn (n ≥ 2) ñ êîìïàêòíîé ãðàíèöåé ∂Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà
O ïðèíàäëåæèò ∂Ω è ïîâåðõíîñòü ∂Ω \ {O} ìîæåò áûòü ëîêàëüíîïðåäñòàâëåíà ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé äåêàðòî-âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â òî÷êå O ðàñïîëîæèì íà÷àëî äåêàðòîâûõêîîðäèíàò x = (y, z), y ∈ Rn−1, z ∈ R1. Ïóñòü ϕ � âîçðàñòàþùàÿôóíêöèÿ èç C0,1([0, 1]), òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0, ϕ′(t)→ 0 ïðè t→
+0, è ïóñòü ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn−1 êëàññà C0,1. Ðèñ. 5èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Ðèñ. 5
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåí-íîãî âî âíåøíîñòü Ω, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè,äëÿ êîòîðîé

U ∩ Ω = {x = (y, z) : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω}.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì äàëåå äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ω ⊂ B(n−1)

1 , à òàêæå ϕ(t) < t ïðè t ∈ (0, 1].
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Ëåììà. Ïóñòü O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãî âî âíåø-íîñòü îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïóñòü v ∈ Llp(Ω∩U) è v(y, z) = 0 â îêðåñòíîñ-òè z = 1. Òîãäà âåðíà îöåíêà
‖v‖p,Ω∩U ≤ c ‖∇lv‖p,Ω∩U , 1 ≤ p ≤ ∞, l = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé l = 1. Èìååì

v
(
ϕ(z)Y, z

)
= −

∫ 1

z

∂

∂t

(
v(ϕ(t)Y, t

)
dt

ïðè ï.â. Y ∈ ω è ï.â. z ∈ (0, 1). Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåí-ñòâî ïðè p =∞. Ïóñòü p <∞. Òîãäà
∣∣v(ϕ(z)Y, z

)∣∣p ≤ c ∫ 1

z

∣∣(∇v)(ϕ(t)Y, t
)∣∣pdt,

îòêóäà

‖v‖pp,Ω∩U =
∫ 1

0

ϕ(z)n−1dz

∫
ω

|v
(
ϕ(z)Y, z

)
|pdY ≤

≤ c
∫ 1

0

ϕ(z)n−1dz

∫ 1

z

dt

∫
ω

∣∣(∇v)(ϕ(t)Y, t
)∣∣pdY.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò

c

∫ 1

0

ϕ(t)n−1dt

∫
ω

∣∣(∇v)(ϕ(t)Y, t
)∣∣pdY = c ‖∇v‖pp,Ω∩U ,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîëüêî ÷òî äîêà-çàííîé ëåììû (ñð. ñëåäñòâèå 1.5.1).

Ñëåäñòâèå. Åñëè Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì, òî
Llp(Ω) = W l

p(Ω) = V lp (Ω) ïðè âñåõ l = 1, 2, . . . è 1 ≤ p ≤ ∞. Â÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1.5.2.

4.1.2 Íåðàâåíñòâà Õàðäè â îáëàñòè ñ âíåøíèì

ïèêîì

Íàïîìíèì ñíà÷àëà èçâåñòíûå âåñîâûå íåðàâåíñòâà Õàðäè äëÿ ôóí-êöèé, îïðåäåëåííûõ â èíòåðâàëàõ íà ÷èñëîâîé îñè.
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Ëåììà 1. Ïóñòü −∞ ≤ a < b ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1/p+ 1/p′ = 1.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íå çàâèñÿùàÿîò f , ÷òî(∫ b

a

∣∣∣∣w(x)
∫ b

x

f(t)dt
∣∣∣∣qdx

)1/q

≤ C

(∫ b

a

∣∣v(x)f(x)
∣∣pdx)1/p

, (1)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåëè÷èíà

B = sup
r∈(a,b)

(∫ r

a

|w(x)|qdx
)1/q

(∫ b

r

|v(x)|−p
′
dx

)1/p′

áûëà êîíå÷íîé. Áîëåå òîãî, åñëè C � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ â (1),òî
B ≤ C ≤ B(q/(q − 1))1/p

′
q1/q.

Ëåììà 2. Ïóñòü a, b, p, p′, q � òå æå, ÷òî è â ëåììå 1. Íå çàâèñÿùàÿîò f ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ, ÷òî(∫ b

a

∣∣∣∣w(x)
∫ x

a

f(t)dt
∣∣∣∣pdx

)1/p

≤ C

(∫ b

a

|v(x)f(x)|pdx

)1/p

, (2)

ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

B = sup
r∈(a,b)

(∫ b

r

|w(x)|qdx

)1/q (∫ r

a

|v(x)|−p
′
dx

)1/p′

<∞.

Íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà C â (2) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå íåðàâåíñòâàì,÷òî è â ëåììå 1.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, âêíèãå Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.3.1].2
Ïóñòü O � âåðøèíà âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω. Óñòàíî-âèì íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-íûõ â U ∩ Ω.
2Â äàííîé ãëàâå ëåììû 1 è 2 ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðè p = q. Ñëó÷àé q ≥ p,

à òàêæå íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòèõ óòâåðæäåíèé áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå â
ãëàâå 5.
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Ëåììà 3. Ïóñòü O � âåðøèíà ïèêà, íàïðàâëåííîãî âî âíåøíîñòüîáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïóñòü U è ϕ � îêðåñòíîñòü è ôóíêöèÿ èç îïðåäåëå-íèÿ 4.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ (0, 1) 3 z 7→ ϕ(z)/z íå óáû-âàåò. Åñëè G = U ∩ Ω, u ∈ Llp(G), p ≥ 1, è u(x) = 0 â îêðåñòíîñòè
z = 1, òî âåðíû íåðàâåíñòâà

‖z−lu‖p,G ≤ c ‖∇lu‖p,G, lp < n, (3)

‖z−lσ1u‖p,G ≤ c ‖σ1∇lu‖p,G, lp ≤ n− 1, (4)

‖z−lσ2u‖p,G ≤ c ‖σ2∇lu‖p,G, lp = n− 1, (5)

ãäå
σ1(x) = (z/ϕ(z))l, σ2(x) = σ1(x)

[
log(z/ϕ(z))

](1−p)/p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îöåíêó
‖z−iσu‖p,G ≤ c ‖z1−iσ∇u‖p,G, i = 1, . . . , l, (6)

â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
1o lp < n, σ(x) = 1;
2o lp ≤ n− 1, σ(x) = σ1(x);
3o lp = n− 1, σ(x) = σ2(x).Òîãäà (3)�(5) âûâîäÿòñÿ èòåðèðîâàíèåì íåðàâåíñòâà (6).

Ïîëîæèì X = (s, t), ãäå s ∈ Rn−1, t ∈ R1,

s = y/ϕ(z), t =
∫ 1

z

dτ

ϕ(τ)
.

Ïðåîáðàçîâàíèå x 7→ X îòîáðàæàåò G íà öèëèíäð s ∈ ω, t ∈ (0,∞).Ïóñòü v(X) = u(x). Òàê êàê
|∇xu| ∼ |∇Xv|/ϕ(z(t)) è ∣∣D(y, z)/D(s, t)

∣∣ = ϕ(z(t))n,

òî íåðàâåíñòâî (6) ïðèíèìàåò âèä∫
ω

ds

∫ ∞

0

∣∣v(s, t)∣∣pz(t)−ipϕ(z(t))nσ(z(t))pdt ≤

≤ c
∫
ω

ds

∫ ∞

0

∣∣∇Xv∣∣pz(t)−(i−1)pϕ(z(t))n−pσ(z(t))pdt.
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Çäåñü v(s, t) = 0 â îêðåñòíîñòè t = 0 (ìû èíîãäà ïèøåì σ(z) èëè
σ(z(t)) âìåñòî σ(x), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü σ òîëüêî îòïåðåìåííîé z, t è ò.ï.). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç îäíîìåð-íîãî íåðàâåíñòâà∫ ∞

0

∣∣∣∣W (t)
∫ t

0

f(τ)dτ
∣∣∣∣pdt ≤ ∫ ∞

0

∣∣∣∣V (t)
∫ t

0

f(τ)dτ
∣∣∣∣pdt, (7)

ãäå
W (t) = z(t)−iϕ(z(t))n/pσ(z(t)),

V (t) = z(t)(1−i)ϕ(z(t))(n−p)/pσ(z(t)).

Ïî ëåììå 2 îöåíêà (7) âåðíà ñ êîíñòàíòîé c = pp(p− 1)1−pc0,

c0 = sup
r>0

{∫ ∞

r

W (t)pdt
(∫ r

0

V (t)−p
′
dt

)p−1}
.

Çàìåíà t→ z äàåò c0 = sup{A(%) : % ∈ (0, 1)},

A(%) =
( %∫

0

σ(z)pϕ(z)n−1 dz

zip

)
×

×
( 1∫
%

(
z(i−1)pϕ(z)1−nσ(z)−p

)1/(p−1)
dz

)p−1

.

Ïðè p = 1 âòîðîé ñîìíîæèòåëü ñëåäóåò çàìåíèòü íà
ess sup {ϕ(z)1−n(σ(z))−1zi−1 : z ∈ (%, 1)}.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé 1o lp < n, σ = 1. Ïîñêîëüêó
ϕ(z)/z íå óáûâàåò, òî

A(%) ≤
( %∫

0

zn−1−ipdz

)
×

×
( 1∫
%

z
p(i−1)

p−1 ϕ(z)
1−n
p−1
(
ϕ(z)z−1

)n−1
p−1 dz

)p−1

≤ const.
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Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ îöåíêà A(%) ≤ const è â ñëó÷àÿõ 2o, 3o.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Åñëè lp ≥ n, íåðàâåíñòâî (3), âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Îäíàêîîíî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
Ïðèìåð. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü ϕ(z) = czλ, λ > 1 è

G =
{
(y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω

}
.

Òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ëåììå 3, ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó (6),ãäå σ = 1 è

c ∼ sup
δ∈(0,1)

{(∫ δ

0

zλ(n−1)−ipdz

) 1
p
(∫ 1

δ

z
ip−1−λ(n−1)

p−1
dz

z

)1− 1
p
}
.

Ïîñëåäíèé ñóïðåìóì êîíå÷åí ïðè âñåõ i = 1, . . . , l òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà lp < λ(n − 1) + 1. Â ýòîì æå ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî (3).

4.2 Âíåøíèé ïèê, îïåðàòîð ïðîäîëæå-

íèÿ: V l
p (Ω)→ V l

p,σ(R
n), lp < n− 1

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà V lp,σ(G).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � îáëàñòü â Rn è O ∈ G. Ïóñòü σ �íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ â G. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî σ îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ âî âíåøíîñòè ëþáîéîêðåñòíîñòè òî÷êè O. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñò-ðàíñòâó V lp,σ(G), p ≥ 1, l = 1, 2, . . ., åñëè Dαu ∈ Lp,loc(G \ {O}) ïðè

|α| ≤ l è êîíå÷íà íîðìà
‖u‖V l

p,σ(G) =
∑l

k=0
‖σ∇ku‖p,G.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà. Ïóñòü O � âåðøèíà âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå îáëàñòè
Ω ⊂ Rn è ïóñòü lp < n− 1, p ∈ [1,∞) èëè l = n− 1, p = 1.(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ (0, 1] 3 z 7→ ϕ(z)/z íå óáûâàåò èîïðåäåëèì

σ(x) =
{ (

ϕ(|x|)/|x|
)l ïðè x ∈ Rn \ Ω, |x| < 1,

1 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ x ∈ Rn.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lp (Ω)→ V lp,σ(R

n).
(ii) Ïóñòü

ϕ(2t) ≤ c ϕ(t), t ∈ (0, 1/2]. (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ � òàêàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ â Rn, ÷òî åå ñóæåíèå
Rn\Ω 3 x 7→ σ(x) çàâèñèò òîëüêî îò |x| ïðè ìàëûõ |x| è íå óáûâàåò.Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:

V lp (Ω)→ V lp,σ(R
n),

òî
σ(x) ≤ c

(
ϕ(|x|)/|x|

)l
ïðè âñåõ x ∈ Rn \ Ω, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê âåðøèíå ïèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñíà÷àëà ïîñòðîèì òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèåôóíêöèè u ∈ V lp (Ω) â ñëåäóþùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïóñòü

Ω =
{
x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω

}
(2)

(ñð. îïðåäåëåíèå 4.1.1) è íîñèòåëü u ñîäåðæèòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîéîêðåñòíîñòè âåðøèíû O ïèêà.Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi}i≥0 ñîîòíîøåíèÿìè
z0 ∈ (0, 1), zi+1 + ϕ(zi+1) = zi, i = 0, 1, . . . (3)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî zi ↘ 0 è zi+1z
−1
i → 1. Êðîìå òîãî, èìååì

ϕi+1ϕ
−1
i → 1, ãäå ϕi = ϕ(zi). Â ñàìîì äåëå,

ϕi
ϕi+1

− 1 =
1

ϕi+1

∫ zi

zi+1

ϕ′(t)dt→ 0,

òàê êàê ϕ′(t) → 0 ïðè t → +0. Âûáèðàÿ z0 äîñòàòî÷íî ìàëûì,ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà z0 < 2z2. Ïîëîæèì
Ωi =

{
x = (y, z) : z ∈ (zi+1, zi−1), y/ϕ(z) ∈ ω

}
, i ≥ 1. (4)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Ñòåéíà: V lp (ϕ−1
i Ωi)→ V lp (R

n)
èìååò íîðìó, îãðàíè÷åííóþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî i (ñì. òåî-ðåìó 1.6/2). Ïî ëåììå 3.1.2/1 êàæäîìó i = 1, 2, . . . ñîîòâåòñòâóåòëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

Ei : V lp (Ωi)→ V lp (R
n),
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äëÿ êîòîðîãî
‖∇sEiv‖p,Rn ≤ c

∑l

i=0
ϕi−si ‖∇iv‖p,Ωi

(5)

ïðè âñåõ v ∈ V lp (Ωi), s = 0, . . . , l.
Ïóñòü {µi}i≥1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû íà ïðîìåæóòêå (0, z1] ñî ñëå-äóþùèìè ñâîéñòâàìè:
µi ∈ C∞0 (zi+1, zi−1), |µ(s)

i (z)| ≤ c ϕ−si , i = 1, 2, . . . , 0 ≤ s ≤ l, (6)∑∞

i=1
µi(z) = 1, z ∈ (0, z1]. (7)

Ââåäåì ñðåçàþùèå ôóíêöèè ξi ∈ C∞0 (Rn−1), òàêèå, ÷òî äëÿ i ≥ 1

ξi(y) = 0 ïðè |y| ≥ 2ϕi−1, ξi(y) = 1 ïðè |y| ≤ ϕi−1, (8)

à òàêæå |∇sξi| ≤ c ϕ−si , s = 0, . . . , l.
Ïóñòü u ∈ V lp (Ω) è u(y, z) = 0 ïðè z > z0/2. Ïðîâåðèì, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå E(0)u ∈ V lp,σ(R
n) ôóíêöèè uçàäàåòñÿ ôîðìóëîé(

E(0)u
)
(x) =

∑∞

i=1
ξi(y)µi(z)

(
Eiui

)
(x), x = (y, z) ∈ Rn, (9)

ãäå ui = u|Ωi . Â ñàìîì äåëå, ÿñíî, ÷òî E(0)u|Ω = u. Òàê êàê âíåø-íîñòü ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èìååò íåïóñòîå ïåðåñå-÷åíèå ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íîñèòåëåé ôóíêöèé ξiµi, òî ïðîèç-âîäíûå DαE(0)u ∈ Lp,loc
(
Rn \ {O}

) ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ |α| ≤ l.Óñòàíîâèì îöåíêó
‖σ∇j(E(0)u)‖p,Rn ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, j = 0, . . . , l. (10)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ(x) =
(
ϕ(|x|)/|x|

)l
ïðè âñåõ x ∈ B1. Ïóñòü

Gi =
{
(y, z) : z ∈ (zi+1, zi), |y| < 2ϕi−1

}
, i ≥ 1.

Òîãäà supp E(0)u ⊂ ∪∞i=1Gi è σ|Gi ∼ σi = (ϕi/zi)l. Îòñþäà
‖σ∇j(E(0)u)‖pp ∼

∑∞

i=1
σpi ‖∇j(E

(0)u)‖pp,Gi
. (11)
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Îöåíèì îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû. Èìååì
‖∇j

(
E(0)u

)
‖p,Gi ≤

∑i+1

k=i
‖∇j

(
ξiµkEkuk

)
‖p,Rn

≤ c
∑i+1

k=i

∑j

s=0
ϕs−ji ‖∇s

(
Ekuk

)
‖p,Rn . (12)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5), ìàæîðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü â (12) âûðà-æåíèåì
c
∑i+1

k=i

∑l

s=0
ϕs−ji ‖∇su‖p,Ωk

,

è, çíà÷èò,
σpi ‖∇j

(
E(0)u

)
‖pp,Gi

≤ c
∑l

s=0
z
(s−l)p
i ‖∇su‖pp,Ωi∪Ωi+1

. (13)

Ñóììèðîâàíèå ïî i ≥ 1 è ñîîòíîøåíèå (11) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
‖σ∇j

(
E(0)u

)
‖pp,Rn ≤ c

∑l

s=0
‖zs−l∇su‖pp,Ω.

Ññûëêà íà ëåììó 4.1.2/3 çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (10).Îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü Ω � îáëàñòü îáùåãî âèäàñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå è ïóñòü U � îêðåñòíîñòüèç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Âûáåðåì ÷èñëî δ ∈ (0, z0/4] (÷èñëî z0 áûëî
îïðåäåëåíî âûøå) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå B2δ ⊂ U èââåäåì ñðåçàþùèå ôóíêöèè ψ ∈ C∞0 (B2δ) , τ ∈ C∞0 (U), óäîâëåòâî-ðÿþùèå óñëîâèÿì ψ|Bδ

= 1, τψ = ψ. Ïî òåîðåìå 1.6/2 ñóùåñòâóåòëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp

(
Ω ∪Bδ/2

)
→ V lp (R

n).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω) ïîëîæèì v = (1 − ψ)u
è äîîïðåäåëèì v íóëåì íà ìíîæåñòâå Bδ/2 \ Ω. Òîãäà òðåáóåìûé
îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ω) → V lp,σ(R

n) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
Eu = τE(0)(ψu) + Ev. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (i) çàêîí÷åíî.

(ii) Ïóñòü f ∈ C∞0 (0, 3), f(t) = 1 äëÿ t ∈ (1, 2). Ïðè ìàëîì δ > 0ïîëîæèì
uδ
∣∣
Ω\U = 0, uδ(x) = f(z/δ), x = (y, z) ∈ U ∩ Ω.

Çäåñü, êàê è âûøå, U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. ßñíî, ÷òî
uδ ∈ V lp (Ω) è

‖uδ‖pp,l,Ω ≤ c δ
1−lpϕ(3δ)n−1. (14)
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Ïóñòü E : V lp (Ω)→ V lp,σ(R
n) � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæå-íèÿ. Ââèäó ìîíîòîííîñòè σ èìååì

‖uδ‖pp,l,Ω ≥ c σ(δ)p
∫ 2δ

δ

‖
(
Euδ

)
(·, z)‖pp,l,Rn−1dz.

Ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâî V lp (Rn−1) âëîæåíî â Lq(Rn−1)
ïðè q = (n− 1)p/(n− 1− lp), è ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå ìåíüøå

c

∫ 2δ

δ

‖uδ(·, z)‖pq,Ωz
dz, (15)

ãäå Ωz îçíà÷àåò ñå÷åíèå ìíîæåñòâà U ∩ Ω ãèïåðïëîñêîñòüþ z =const. Âåëè÷èíà (15) ñðàâíèìà ñ δϕ(δ)n−1−lp, òàê ÷òî
c1δ

1−lpϕ(3δ)n−1 ≥ ‖uδ‖pp,l,Ω ≥ c2σ(δ)pδϕ(δ)n−1−lp,

è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ ϕ(3δ) ∼ ϕ(δ).

4.3 Ëåììà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñðåçêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå,èñïîëüçóåìîå ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ â âåñîâîåïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1, îïèñûâàþùàÿ çàîñòðå-íèå ïèêà, è ïóñòü {zi}i≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â(4.2/3). Çàôèêñèðóåì θ ∈ (0, 1) è ïîëîæèì

ζi(y) = 1 +
log(|y|/ϕi)
θ log(ϕi/zi)

, y ∈ Rn−1 \ {0}, (1)

ãäå ϕi = ϕ(zi), i = 0, 1, . . .

Ëåììà. Åñëè η ∈ C∞(R1) è η èìååò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûåâñåõ ïîðÿäêîâ, òî ïðè ëþáîì i = 0, 1 . . . âåðíû îöåíêè
|
(
∇s(η ◦ ζi)

)
(y)| ≤ c | log(ϕiz−1

i )|−1|y|−s, s = 1, 2, . . . , y 6= 0, (2)

à åñëè ϕi < |y| < ϕ1−θ
i zθi è s = 0, 1 . . ., òî

|
(
∇s(η ◦ ζi)

)
(y)−

(
∇s(η ◦ ζi+1)

)
(y)| ≤
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≤ c |y|−s
(
(ϕi − ϕi+1)ϕ−1

i + ϕiz
−1
i

)
. (3)

Â ýòèõ îöåíêàõ c = c (z0, s, θ, η, ϕ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ Zn−1

+ è ek ∈ Rn−1 � åäèíè÷íûé áàçèñ-íûé âåêòîð âäîëü îñè yk, k = 1, . . . , n− 1. Èìååì
Dα+ek(η ◦ ζi)(y) = Dα

y

(
η′
(
ζi(y)

)
∂ζi/∂yk

)
=

= λi
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβ
y η

′(ζi(y))Dα−β+ek
y log |y|, (4)

ãäå λi =
(
θ log(ϕiz−1

i )
)−1. Åñëè |α| = s â (4), òî

|∇s+1(η ◦ ζi)(y)| ≤ c |λi|
∑s

r=0
|∇r(η′ ◦ ζi)(y)| |y|r−s−1, y 6= 0.

Òåïåðü (2) ñëåäóåò èç ïîñëåäíåé îöåíêè è (4) èíäóêöèåé ïî s.Îáðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó (3), ïîëîæèì ñíà÷àëà s = 0. Çäåñü
|(η ◦ ζi)(y)− (η ◦ ζi+1)(y)| ≤ c |ζi(y)− ζi+1(y)| =

= c |λi log(|y|ϕ−1
i )− λi+1 log(|y|ϕ−1

i+1)| ≤

≤ c
(
|(λi − λi+1) log(|y|ϕ−1

i )|+ |λi+1 log(ϕi+1ϕ
−1
i )|

)
.

Åñëè ϕi < |y| < ϕ1−θ
i zθi , òî

|(λi − λi+1) log(|y|ϕ−1
i )| ≤ |λi − λi+1| log(ziϕ−1

i ) ≤

≤ c | log(ϕi+1ϕ
−1
i ziz

−1
i+1)| ≤ c1|ϕi+1ϕ

−1
i ziz

−1
i+1 − 1| ≤

≤ c2
(
(ϕi − ϕi+1)ϕ−1

i + ϕiz
−1
i

)
.

Êðîìå òîãî,
|λi+1 log(ϕi+1ϕ

−1
i )| ≤ c (ϕi − ϕi+1)ϕ−1

i .

Òàêèì îáðàçîì, (3) èìååò ìåñòî ïðè s = 0.Ïóñòü s ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|∇j
(
(η ◦ ζi)(y)− (η ◦ ζi+1)(y)

)
| ≤ c |y|−j((ϕi−ϕi+1)ϕ−1

i +ϕiz
−1
i ) (5)

ïðè j ≤ s − 1 è ϕi < |y| < ϕ1−θ
i zθi . Çàôèêñèðóåì γ ∈ Zn−1

+ , |γ| = s.
Òîãäà γ = α+ek ïðè íåêîòîðûõ 1 ≤ k ≤ n−1 è α ∈ Zn−1

+ . Èñïîëüçóÿ(4), ïîëó÷èì
|Dγ

y

((
η ◦ ζi

)
(y)−

(
η ◦ ζi+1

)
(y)
)
| ≤
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≤ c
∑
β≤α

|y||β|−s|(λi − λi+1)Dβ(η′ ◦ ζi)(y)|+

+ c |λi+1|
∑
β≤α

|y||β|−s|Dβ(η′ ◦ ζi)(y)−Dβ(η′ ◦ ζi+1)(y)|. (6)

Èç (2) (ñ çàìåíîé η íà η′) ñëåäóåò, ÷òî
|(λi − λi+1)Dβ(η′ ◦ ζi)(y)| ≤ c |y|−|β||λi − λi+1| ≤

≤ c |y|−|β|
(
(ϕi − ϕi+1)ϕ−1

i + ϕiz
−1
i

)
, β ≤ α,

è ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (6) ìàæîðèðóåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (3).Äëÿ îöåíêè îáùåãî ÷ëåíà âòîðîé ñóììû èñïîëüçóåì èíäóêöèîííîåïðåäïîëîæåíèå (5) (ñ çàìåíîé η íà η′ è j íà |β|). Òîãäà âòîðàÿ ñóììàâ ïðàâîé ÷àñòè (6) òàêæå ìàæîðèðóåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (3). Ëåììàäîêàçàíà.

4.4 Âíåøíèé ïèê. Ïðîäîëæåíèå â ñëó÷àå

lp = n− 1

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì òî÷íûå óñëîâèÿ íà âåñîâóþ ôóíêöèþ,îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòî-ðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lp,σ(R
n) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîìâ ñëó÷àå lp = n− 1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â 4.4.2.

4.4.1 Ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ôóíêöèè íóëå-

âîé ñòåïåíè êàê ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñò-

ðàíñòâå V l
p,σ(R

n)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò íåêîòîðûé êëàññ ìóëüòèïëèêàòîðîââ âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå V lp,σ(Rn). Ýòà ëåììà áóäåò èñïîëüçîâàíà âðàçä. 4.4.2 ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.
Ëåììà. Ïóñòü σ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(x)çàâèñèò òîëüêî îò |x| â îêðåñòíîñòè òî÷êè O è íå óáûâàåò. Åñëè
ζ ∈ C∞

(
Rn \ {O}

) � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîé
ñòåïåíè, òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì â V lp,σ(R

n)
ïðè lp < n, è äëÿ âñåõ u ∈ V lp,σ(Rn) âåðíà îöåíêà

‖ζu‖V l
p,σ(Rn) ≤ c (n, l, p, σ, ζ) ‖u‖V l

p,σ(Rn). (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |(∇sζ)(x)| ≤ c |x|−s, äîñòàòî÷íî ïðîâå-ðèòü îöåíêó
‖|x|−sσ∇l−su‖p,Rn ≤ c ‖σ∇lu‖p,Rn , s = 1, . . . , l, (2)

äëÿ ôóíêöèé u, èìåþùèõ êîìïàêòíûé íîñèòåëü â ìàëîé îêðåñòíîñ-òè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïóñòü suppu ⊂ B%, ãäå % íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî
σ(x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà |x| ïðè x ∈ B%. Íåðàâåí-ñòâî (2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè

‖|x|−sσ∇l−su‖p,B% ≤ c ‖ |x|1−sσ∇l−s+1u‖p,B% , (3)

ãäå 1 ≤ s ≤ l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ëþáóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè uïîðÿäêà l − s. Òîãäà (3) âûòåêàåò èç îöåíêè∫
Sn−1

dθ

∫ %

0

|v(r, θ)|pσ(r)prn−1−spdr ≤

≤ c
∫
Sn−1

dθ

∫ %

0

|(∇v)(r, θ)|prn−1−(s−1)pσ(r)pdr,

à ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîìåðíîãî íåðàâåíñòâà∫ %

0

∣∣∣∣ ∫ %

t

f(τ)dτ
∣∣∣∣ptλσ(t)pdt ≤ c

∫ %

0

∣∣f(t)
∣∣ptλ+pσ(t)pdt (4)

ïðè λ > −1. Ñîãëàñíî ëåììå 4.1.2/1 íåðàâåíñòâî (4) èìååò ìåñòîòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sup{A(δ) : δ ∈ (0, %)} <∞, ãäå

A(δ) =
∫ δ

0

tλσ(t)pdt
(∫ %

δ

t−
λ+p
p−1 σ(t)−

p
p−1 dt

)p−1

(ïðè p = 1 âòîðîé ñîìíîæèòåëü çàìåíÿåòñÿ íà ess sup{(tλ+1σ(t))−1 :
t ∈ (δ, %)}). Ââèäó ìîíîòîííîñòè σ ïîëó÷àåì

A(δ) ≤
∫ δ

0

tλdt

(∫ ∞

δ

t
λ+1
1−p

dt

t

)p−1

≤ c <∞.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà îöåíêà (4) è âìåñòå ñ íåé (1). Äîêàçàòåëüñòâîëåììû çàêîí÷åíî.
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4.4.2 Îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V l
p (Ω) → V l

p,σ(R
n),

lp = n− 1

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà 4.4.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íàãðàíèöå è ïóñòü lp = n− 1, p ∈ (1,∞).(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ (0, 1] 3 t 7→ ϕ(t)/t íå óáûâàåò è äëÿíåêîòîðîãî δ > 0

ϕ
(
t+ ϕ(t)

)
= ϕ(t)

[
1 +O

(
(ϕ(t)/t)δ

)] ïðè t→ +0. (1)

Îïðåäåëèì âåñîâóþ ôóíêöèþ σ íà Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:
σ(x) =

(
ϕ(|x|)/|x|

)l| log
(
ϕ(|x|)/|x|

)
|1−1/p (2)

ïðè x ∈ B1 \ Ω è σ(x) = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ñóùåñòâóåòëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R
n).

(ii) Ïóñòü ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.2/1) è σ � òàêàÿ âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ â Rn, ÷òî ñóæåíèå Rn \ Ω 3 x 7→ σ(x) çàâèñèò òîëüêîîò |x| ïðè ìàëûõ |x| è íå óáûâàåò. Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R

n), òî
σ(x) ≤ c

(
ϕ(|x|)/|x|

)l| log
(
ϕ(|x|)/|x|

)
|1−1/p

äëÿ âñåõ x ∈ Rn \ Ω, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê âåðøèíå ïèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèþ η ∈ C∞(R1) ñî ñâîéñòâàìè
η(t) = 0 ïðè t ≤ 1/3, η(t) = 1 ïðè t ≥ 2/3. Ïóñòü {zi}i≥0 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïèñàííàÿ â (4.2/3). Íàïîìíèì, ÷òî

zi ↘ 0, zi+1z
−1
i → 1, ϕi+1ϕ

−1
i → 1, ϕiz

−1
i → 0,

ãäå ϕi = ϕ(zi). Çàôèêñèðóåì
θ ∈ (0,min{1/2, δ/l, 1/l}),

îïðåäåëèì ïðè i = 0, 1, . . . ôóíêöèè ζi ïî ôîðìóëå (4.3/1) è ïîëî-æèì χi = η ◦ ζi. Òîãäà χi ∈ C∞0 (Rn−1), i ≥ 0. Ëåãêî óñòàíàâëèâà-þòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
ζi(y) < 0 ïðè |y| > ϕ1−θ

i zθi ,

ζi(y) > 1 + log(ϕi−1/ϕi)/
(
θ log(ϕi/zi)

) ïðè |y| < ϕi−1.
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Âûáèðàÿ z0 ∈ (0, 1) äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíå-íèÿ óñëîâèé
χi(y) = 1 ïðè |y| < ϕi−1, χi(y) = 0 ïðè |y| > ϕ1−θ

i zθi , i = 1, 2, . . .

Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî z0 < 2z2 è 2ϕi−1 < ϕ1−θ
i zθi ïðè i ≥ 1.Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ òðåáóåìîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ

V lp (Ω) 3 u 7→ Eu ∈ V lp,σ(Rn).

Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà Ω èìååò âèä (4.2/2) è
u(y, z) = 0 ïðè z > z0/2 (ñì. êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2(i)). Ïóñòü {µi}i≥1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû ñî ñâîéñòâàìè (4.2/6�7) è
{ξi}i≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç C∞0 (Rn−1), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì (4.2/8) è óñëîâèþ |∇sξi| ≤ c ϕ−si , s = 0, . . . , l.Ïðè i ≥ 1 ââåäåì ÿ÷åéêè Ωi ïî ôîðìóëå (4.2/4) è ëèíåéíûåîïåðàòîðû ïðîäîëæåíèÿ Ei : V lp (Ωi) → V lp (R

n), ïîä÷èíåííûå òðå-
áîâàíèþ (4.2/5). Ïóñòü ui � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u íà Ωi.Ïîëîæèì

Eu = v + w, (3)

ãäå
v(x) =

∑∞

i=1
uiµi(z)χi(y), (4)

w(x) =
∑∞

i=1
µi(z)ξi(y)

(
Ei(ui − ui)

)
(x), (5)

x = (y, z) ∈ Rn è ui = u|Ωi . Èç (3)�(5) ñëåäóåò, ÷òî Eu|Ω = u
è ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå DαEu ∈ Lp,loc

(
Rn \ {O}

) ïðè |α| ≤ l.Ïðîâåðèì îöåíêè
‖σ∇jv‖p,Rn ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, j = 0, . . . , l, (6)

‖σ∇jw‖p,Rn ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, j = 0, . . . , l. (7)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ(x) îïðåäåëÿåòñÿôîðìóëîé (2) ïðè x ∈ B1 è σ(x) = 1 ïðè |x| ≥ 1. Ïîëîæèì
Gi =

{
x = (y, z) : z ∈ (zi+1, zi), y ∈ Rn−1, |y| < ϕ1−θ

i zθi
}
, i ≥ 1.

Åñëè x ∈ Gi, òî∣∣|x| − zi∣∣ = ∣∣|y|2 + z2 − z2
i

∣∣(|x|+ zi)−1 ≤

≤
(
|y|2 + z2

i − z2
i+1

)
z−1
i ≤ ϕi(ϕiz−1

i )1−2θ + 2ϕi ≤ 3ϕi.
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Îòñþäà ϕ(|x|) ∼ ϕi + o(ϕi) è
σ(x) ∼ σi = (ϕiz−1

i )l
∣∣ log(ϕi/zi)

∣∣1−1/p
, x ∈ Gi. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (6). Ïðè x ∈ Gi èìååì
v(x) =

∑i+1

i=i
uiµi(z)χi(y) = ui+1χi+1(y)+

+µi(z)
(
ui − ui+1

)
χi(y) + ui+1µi(z)

(
χi(y)− χi+1(y)

)
. (9)

Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, |α| = j. Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü äâàñëó÷àÿ
1) αn = 0 è 2) αn > 0.

1) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî j = 0. Òîãäà èç (8) è (9) âûâîäèì
‖σv‖pp,Gi

≤ c σpi
(
|ui|p + |ui+1|p

)
mesn(Gi) ≤

≤ c ψ(n−1)(1−θ)
i | logψi|p−1

(
|ui|p + |ui+1|p

)
ϕni ,

ãäå ψi = ϕi/zi. Òàê êàê
|ui|pϕni ≤ c ‖u‖

p
p,Ωi

, (10)

òî
‖σv‖pp,Gi

≤ c ‖u‖pp,Ωi∪Ωi+1
, i ≥ 1. (11)

Ïóñòü 0 < j = |α| ≤ l, αn = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
‖σDαv‖pp,Gi

≤ c σpi
∑i+1

k=i
|uk|p‖∇jχk‖pp,Gi

. (12)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 4.3 è ðàâåíñòâî χi(y) = χi+1(y) = 1ïðè |y| < ϕi, ïîëó÷èì
‖∇jχk‖pp,Gi

≤ c ϕi
| logψi|p

∫
ϕi<|y|<ϕ1−θ

i
zθ

i

|y|−pjdy ≤

≤ c ϕi| logψi|1−p, k = i, i+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü (12) ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé
c ϕni z

1−n
i

(
|ui|p + |ui+1|p

)
.
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Èñïîëüçóÿ (10), ïðèõîäèì ê îöåíêå
‖σDαv‖pp,Gi

≤ c ‖z−lu‖pp,Ωi∪Ωi+1
, i ≥ 1. (13)

Ââèäó (11) îöåíêà (13) âåðíà òàêæå è ïðè α = 0.
2) Ïóñòü α = (β, j − s), ãäå β ∈ Zn−1

+ , |β| = s < j ≤ l. Èç (9)ñëåäóåò, ÷òî
c ϕj−si |Dαv| ≤ |ui − ui+1| |Dβχi|+ |ui+1||Dβ(χi − χi+1)| (14)

íà ìíîæåñòâå Gi, i ≥ 1. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.3, íàéäåì
ϕsp−jpi ‖σDβχi‖pp,Gi

≤ c ϕsp−n+2
i σpi

∫
|y|<ϕ1−θ

i
zθ

i

|y|−spdy ≤

≤ c ψp−θ(n−1−sp)
i | logψi|p−1z

−p(l−1)
i ϕn−pi , ψi = ϕiz

−1
i .

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà p > θ(n− 1− sp) âûòåêàåò îöåíêà
ϕsp−jpi ‖σDβχi‖pp,Gi

≤ c z−p(l−1)
i ϕn−pi . (15)

Ïîñêîëüêó
‖u− ui‖p,Ωi

≤ c ϕi‖∇u‖p,Ωi
, i ≥ 1, (16)

òî
ϕn−pi |ui − ui+1|p ≤ c ‖∇u‖pp,Ω̂i

, Ω̂i = Ωi ∪ Ωi+1.

Ïîñëåäíåå âìåñòå ñ (15) ïðèâîäÿò ê îöåíêå
ϕsp−jpi |ui − ui+1|p‖σDβχi‖pp,Gi

≤ c ‖z1−l∇u‖p
p,Ω̂i

, i ≥ 1. (17)

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû
ϕs−ji |ui+1| ‖σDβ(χi − χi+1)‖p,Gi .

Åñëè |y| < ϕi, òî χi(y) = χi+1(y) = 1, à åñëè ϕi < |y| < ϕ1−θ
i zθi , òîèìååò ìåñòî (4.3/3). Ïîýòîìó

ϕ
(s−j)p
i ‖σDβ

(
χi − χi+1

)
‖pp,Gi

≤

≤ c ϕsp−n+2
i σpi

(
|(ϕi − ϕi+1)ϕ−1

i |
p + ψpi

) ∫
|y|<ϕ1−θ

i
zθ

i

|y|−spdy ≤
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≤ c | logψi|p−1
(
ψpδi + ψpi

)
ψ
−θ(n−1−sp)
i ϕni z

−lp
i ≤ c ϕni z

−lp
i , ψi = ϕi/zi.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îöåíêó ϕi − ϕi+1 ≤ c ϕiψδi , âûòåêàþùóþ èç(1), à òàêæå íåðàâåíñòâî min{p, δp} > θ(n − 1 − sp). Ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå (10), ïîëó÷èì
ϕsp−jpi |ui+1|p‖σDβ(χi − χi+1)‖pp,Gi

≤ c ‖z−lu‖pp,Ωi+1
. (18)

Èç îöåíîê (14), (17), (18) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå 2) íåðàâåíñòâî
c ‖σDαv‖pp,Gi

≤ ‖z−lu‖p
p,Ω̂i

+ ‖z1−l∇u‖p
p,Ω̂i

(19)

ñïðàâåäëèâî ïðè i ≥ 1 è Ω̂i = Ωi∪Ωi+1. Â ñèëó (13) òî æå íåðàâåíñò-âî âåðíî è â ñëó÷àå 1). Ñóììèðóÿ (19) ïî i ≥ 1, ïðèõîäèì ê îöåíêå
c ‖σDαv‖pp,G ≤ ‖z

−lu‖pp,Ω + ‖z1−l∇u‖pp,Ω,

ãäå G = ∪∞i=1Gi, α ∈ Zn+, |α| = j ≤ l. Òåïåðü (6) âûòåêàåò èç
ëåììû 4.1.2/3 è âêëþ÷åíèÿ supp v ⊂ G.Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (7). Èç îïðåäåëåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî
suppw ⊂ G à òàêæå

‖σ∇jw‖pp ∼
∑∞

i=1
σpi ‖∇jw‖

p
p,Gi

, j = 0, . . . , l. (20)

Êðîìå òîãî,
‖∇jw‖p,Gi

≤ c
∑i+1

k=i

∑j

s=0
ϕs−jk ‖∇sEk(uk − uk)‖p.

Ñ ïîìîùüþ (4.2/5) è (16) ìàæîðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãîíåðàâåíñòâà âûðàæåíèåì
c
∑i+1

k=i

∑l

s=1
ϕs−ji ‖∇su‖p,Ωk

.

Îòñþäà
σi‖∇jw‖p,Gi ≤ c

∑l

s=1
‖zs−l∇su‖p,Ω̂i

, j = 0, . . . , l. (21)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (20) è îöåíêè (21) âûâîäèì
‖σ∇jw‖p ≤ c

∑l

s=1
‖zs−l∇su‖p,Ω.
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Ññûëêà íà ëåììó 4.1.2/3 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (7)è óòâåðæäåíèÿ (i) òåîðåìû.
(ii) Ïóñòü {uδ} � ñåìåéñòâî ôóíêöèé, ââåäåííîå â äîêàçàòåëüñòâåóòâåðæäåíèÿ (ii) òåîðåìû 4.2. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàëîãî

δ > 0

uδ ∈ C∞(Ω), uδ(x) = 1 ïðè x = (y, z) ∈ Ω ∩ U, z ∈ (δ, 2δ),

è âåðíà îöåíêà (4.2/14) (êàê è âûøå, U îçíà÷àåò îêðåñòíîñòü èçîïðåäåëåíèÿ 4.1.1).Ïóñòü E : V lp (Ω)→ V lp,σ(R
n) � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæå-

íèÿ, ãäå σ(x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà |x| ïðè ìàëûõ |x|.Ïóñòü åùå ζ ∈ C∞(Rn \ {O}) � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿíóëåâîé ñòåïåíè, ðàâíàÿ åäèíèöå â êîíóñå 2|y| < z è íóëþ âî âíåø-íîñòè êîíóñà |y| < z (òàêóþ ôóíêöèþ ëåãêî ïîñòðîèòü, ðàññìàòðè-âàÿ ôóíêöèè ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà |y|/z). Ïîëîæèì vδ = ζEuδ. Ñî-ãëàñíî ëåììå 4.4.1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
c1‖vδ‖pV l

p,σ(Rn)
≤ ‖Euδ‖pV l

p,σ(Rn)
≤ c2‖uδ‖pp,l,Ω.

Â ñèëó (4.2/14) è ìîíîòîííîñòè σ èìååì
σ(δ)p

∫ 2δ

δ

‖vδ(·, z)‖pp,l,Rn−1dz ≤ c δ1−lpϕ(3δ)n−1. (22)

Çàôèêñèðóåì z ∈ (δ, 2δ) è çàìåòèì, ÷òî vδ(y, z) = 1 ïðè y ∈ ϕ(z)ω.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.4 ê ôóíêöèè B(n−1)

z 3 y 7→ vδ(y, z), ïîëó÷èì(
log(z/ϕ(z))

)p−1‖∇′lvδ(·, z)‖
p
p,Bz

+ z1−n‖vδ(·, z)‖pp,Bz
≥ c, (23)

ãäå∇′l îçíà÷àåò ãðàäèåíò ïîðÿäêà l ïî ïåðåìåííûì y1, . . . , yn−1. Òàêêàê vδ(y, z) = 0 ïðè |y| > z, òî
‖vδ(·, z)‖p,Bz ≤ c zl‖∇′lvδ(·, z)‖p,Bz .

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (23), íàéäåì
‖∇′lvδ(·, z)‖

p
p,Bz
≥ c

[
log
(
z/ϕ(z)

)]1−p
. (24)

Èç ýòîé îöåíêè è (22) ñëåäóåò, ÷òî
σ(δ)p| log

(
ϕ(δ)/δ

)
|1−p ≤ c δ−lpϕ(3δ)n−1

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåòòåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ ϕ(3δ) ∼ ϕ(δ).
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4.5 Ïðîäîëæåíèå èç ïèêà â êðóãîâîé ïèê

è â êîíóñ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé èç êëàññàÑîáîëåâà ñ íîñèòåëåì â îêðåñòíîñòè âåðøèíû âíåøíåãî ïèêà âêðóãîâîé ïèê ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà. Êðîìå òîãî, îïðåäåëÿåòñÿ îïå-ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé â âåñîâîå ïðîñòðàíñò-âî Ñîáîëåâà íà ëèïøèöåâîì êîíóñå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñ-ïîëüçóþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå è â ãëàâå 5.
Ëåììà 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â (4.2/2), ãäå ω è ϕ �
òå æå, ÷òî â îïðåäåëåíèè 4.1.1, ω ⊂ B

(n−1)
1 . Çàôèêñèðóåì M ≥ 1 èïîëîæèì

G =
{
x = (y, z) ∈ Rn : |y| < Mϕ(z), z ∈ (0, 1)

}
.

Äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è l = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâ-íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ F : V lp (Ω) → V lp (G) ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì. Åñëè u ∈ V lp (Ω), u(x) = 0 ïðè x = (y, z) ∈ Ω è z > ε, òî(
Fu
)
(x) = 0 ïðè x ∈ G è z > 2ε, ãäå ε > 0 ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íîìàëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèãóðèðóþùèå äàëåå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-òû c çàâèñÿò òîëüêî îò n, p, l,M,Ω. Ïîëîæèì
z0 = 1, zi+1 + ϕ(zi+1) = zi, i = 0, 1, . . .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî zi ↘ 0 , zi+1z
−1
i → 1 è ϕi+1ϕ

−1
i → 1, ãäå

ϕi = ϕ(zi). Ïðè i ≥ 1 îïðåäåëèì ÿ÷åéêè Ωi ðàâåíñòâîì (4.2/4) èïîëîæèì åùå
Ω0 =

{
(y, z) ∈ Ω : z ∈ (z1, z0)

}
.

Ïðè i ≥ 0 ðàññìîòðèì ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ïðî-äîëæåíèÿ Ei : V lp (Ωi)→ V lp (R
n), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4.2/5).

Ïóñòü {µi} � ðàçáèåíèå åäèíèöû íà (0, z1], ïîä÷èíåííîå òðåáîâàíè-ÿì (4.2/6�7). Ïîëàãàÿ µ0(z) = 1− µ1(z) ïðè z ∈ [z1, 1] è µ0(z) = 0ïðè z ∈ [0, z1) , ïîëó÷èì
µ0 ∈ C∞([0, 1]),

∑∞

k=0
µk(z) = 1, z ∈ (0, 1].

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ u ∈ V lp (Ω) â êðóãîâîé ïèê G. Ïî òåîðåìå 1.5.1
(ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 1.5.1) ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-íèå u 7→ Pk ∈ Pl−1, ÷òî
‖∇s(u− Pk)‖p,Ωk

≤ c ϕl−sk ‖∇lu‖p,Ωk
, k = 0, 1, . . . , s = 0, . . . , l. (1)
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Ïîëîæèì (
Fu
)
(x) =

∑∞

k=0
µk(z)Pk(x)+

+
∑∞

k=0
µk(z)

(
Ek(uk − Pk)

)
(x), (2)

ãäå uk = u|Ωk
, x = (y, z) ∈ G. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî u 7→ Fu åñòüòðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, èç (2) ñëåäóåòðàâåíñòâî Fu|Ω = u. Ïðîâåðèì îöåíêó

‖∇jFu‖p,G ≤ c
(
‖∇ju‖p,Ω + ‖∇lu‖p,Ω

)
, j = 0, . . . , l. (3)

Ïóñòü
Gk =

{
(y, z) ∈ G : z ∈ (zk+1, zk)

}
, k ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî Fu|Gk
= vk + wk, ãäå

vk = Pk + µk+1

(
Pk+1 − Pk

)
, wk =

∑k+1

i=k
µiEi

(
ui − Pi

)
.

Ñîãëàñíî (4.2/6) èìååì
‖∇jwk‖p,Gk

≤ c
∑k+1

i=k

∑j

s=0
ϕs−ji ‖∇sEi

(
ui − Pi

)
‖p.

Ïîñëåäíåå â ñî÷åòàíèè ñ (4.2/5) è (1) äàåò
‖∇jwk‖p,Gk

≤ c ‖∇lu‖p,Ω̂k
, Ω̂k = Ωk ∪ Ωk+1, k ≥ 0. (4)

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå ‖∇jvk‖p,Gk
. ßñíî, ÷òî

‖∇jvk‖p,Gk
≤ ‖∇jPk‖p,Gk

+

+c
∑j

s=0
ϕs−jk ‖∇s

(
Pk+1 − Pk

)
‖p,Gk

.

Òàê êàê ‖Q‖p,Gk
≤ c ‖Q‖p,Gk∩Ω äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Q ∈ Pl−1, òî
c ‖∇jvk‖p,Gk

≤ ‖∇jPk‖p,Gk∩Ω+

+
∑j

s=0
ϕs−jk ‖∇s

(
Pk+1 − Pk

)
‖p,Gk∩Ω.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé
‖∇ju‖p,Ωk

+ c
∑j

s=0

∑k+1

i=k
ϕs−ji ‖∇s

(
u− Pi

)
‖p,Ωi .
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Îòñþäà è èç (1) ñëåäóåò îöåíêà
‖∇jvk‖p,Gk

≤ c
(
‖∇ju‖p,Ωk

+ ‖∇lu‖p,Ω̂k

)
, k ≥ 0. (5)

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ òî÷êà Ω ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì òðåì ìíî-
æåñòâàì ñåìåéñòâà {Ω̂k}k≥0, òî èç (4) è (5) âûâîäèòñÿ (3).Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð(2) èìååò òàêîå ñâîéñòâî: åñëè u(y, z) = 0 ïðè z > zk äëÿ íåêîòîðîãî
k ≥ 2, òî (Fu)(y, z) = 0 ïðè z > zk−1.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îáëàñòè Ω èç ëåì-ìû 1, ïðîäîëæàþòñÿ äî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîì êîíó-ñå, ñîäåðæàùåì Ω.
Ëåììà 2. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â ëåììå 1, è ïóñòüâûïîëíåíî óñëîâèå (4.2/1). Ïîëîæèì

H =
{
x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < z

}
è

σ(x) = ϕ(|x|)/|x|)(n−1)/p ïðè x ∈ H.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lp (Ω)→ V lp,σ(H), ãäå 1 ≤ p <∞, l = 1, 2, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
M = sup

{
ϕ(4t)/ϕ(t) : t ∈ (0, 1/4]

}
.

Ýòî çíà÷åíèå M îïðåäåëÿåò êðóãîâîé ïèê G, ââåäåííûé â ëåììå 1.Ïóñòü F : V lp (Ω) → V lp (G) � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, ïîñòðîåííûé â
ëåììå 1. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δi = 2−iδ0, i = 0, 1, . . ., ãäå÷èñëî δ0 ∈ (0, 1) âûáðàíî ñòîëü ìàëûì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

sup
{
ϕ(z)/z : z ∈ (0, δ0]

}
≤ min

{
1/4,M−1

}
è (Fu)(y, z) = 0 ïðè z > δ2, åñëè u(y, z) = 0 ïðè z > δ3. Òîãäà{

x ∈ G : z ≤ δ0
}
⊂ H è δi−1 − δi+1 > 2ϕ(δi−1), i ≥ 1.

Ðàññìîòðèì åùå öèëèíäðû
Di =

{
(y, z) ∈ Rn : z ∈ (δi+1, δi−1), |y| < ϕ(δi−1)

}
, i ≥ 1,

è çàìåòèì, ÷òî{
(y, z) ∈ Ω : z ∈ (δi+1, δi−1)

}
⊂ Di ⊂ G;
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ïåðâîå âêëþ÷åíèå âåðíî, òàê êàê ω ⊂ B(n−1)
1 (ñð. (4.2/2)), à âòîðîå� â ñèëó îïðåäåëåíèÿ M .Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) 3 u 7→ Eu∈V lp,σ(H).

Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì u(y, z) = 0 ïðè z > δ3. Îáùèéñëó÷àé òîãäà ñâîäèòñÿ ê óêàçàííîìó ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ñðåçêè èòåîðåìû 1.6/2.Ïóñòü u ∈ V lp (Ω), u(y, z) = 0 ïðè z > δ3. Ïîëîæèì ui = Fu|Di
,

i = 1, 2, . . . Â ñèëó ëåììû 2.8/1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
ui 7→ Pi ∈ Pl−1, äëÿ êîòîðîãî

‖∇s
(
ui − Pi

)
‖p,Di

≤ c δl−si ‖∇lui‖p,Di
, i ≥ 1, s ≤ l. (6)

Ïî ëåììå 2.8/3 êàæäîìó i = 1, 2, . . . ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé îïåðà-òîð ïðîäîëæåíèÿ
V lp (Di) 3 f 7→ Eif ∈ V lp (Rn),

òàêîé, ÷òî

‖∇sEif‖p,Rn ≤ c
(
δi
ϕi

)(n−1)/p l∑
k=0

δk−si ‖∇kf‖p,Di , s = 0, . . . , l, (7)

ãäå ϕi = ϕ(δi). Ïóñòü {ηi}i≥1 � ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû íàïðîìåæóòêå (0, δ1], ïîä÷èíåííîå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
ηi ∈ C∞0 (δi+1, δi−1), |η(s)

i (t)| ≤ c δ−si , t ∈ R1, s = 0, . . . , l, (8)∑∞

i=1
ηi(t) = 1, t ∈ (0, δ1]. (9)

Ïîëîæèì(
Eu
)
(x) =

∑∞

i=1
ηi(z)Pi(x) +

∑∞

i=1
ηi(z)

(
Ei(ui − Pi)

)
(x) (10)

ïðè x = (y, z) ∈ H è ïðîâåðèì, ÷òî Eu åñòü òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèåôóíêöèè u.Ðàâåíñòâî Eu|Ω = u è âêëþ÷åíèå Eu ∈ V lp (H \ Bε) äëÿ ëþáîãî
ìàëîãî ε > 0 âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ (10). Îáðàòèìñÿ ê äîêàçà-òåëüñòâó îöåíêè

‖σ∇jEu‖p,H ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, j = 0, . . . , l. (11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(x) ïåðâóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (10) è ïîëîæèì
Hi =

{
x ∈ H : z ∈ (δi+1, δi)

}
, σi = (ϕ(δi)/δi)(n−1)/p, i ≥ 1.
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Òîãäà
‖σ∇jv‖pp,H ∼

∑∞

i=1
σpi ‖∇jv‖

p
p,Hi

. (12)

Òàê êàê
v
∣∣
Hi

= Pi+1 + ηi
(
Pi − Pi+1

)
,

òî
‖∇jv‖p,Hi

≤ ‖∇jPi+1‖p,Hi
+ c

∑j

k=0
δk−ji ‖∇k

(
Pi − Pi+1

)
‖p,Hi

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.8/2, ïîëó÷èì
‖∇jv‖p,Hi ≤ c σ−1

i

∑l−1−j

k=0
δki ‖∇k+jPi+1‖p,Hi∩Di+1+

+ c σ−1
i

∑j

k=0

∑l−1−k

s=0
δk+s−ji ‖∇k+s

(
Pi − Pi+1

)
‖p,Hi∩Di+1 . (13)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõóñ ïîìîùüþ (6):
‖∇k+jPi+1‖p,Hi∩Di+1 ≤

≤ ‖∇k+jui+1‖p,Di+1 + c δl−k−ji ‖∇lui+1‖p,Di+1 ;

‖∇k+s
(
Pi − Pi+1

)
‖p,Hi∩Di+1 ≤

≤
∑i+1

ν=i
‖∇k+s

(
uν − Pν

)
‖p,Dν

≤ c
∑i+1

ν=i
δl−k−sν ‖∇luν‖p,Dν

.

Îòñþäà è èç (13) ñëåäóåò îöåíêà
σi‖∇jv‖p,Hi

≤ c ‖Fu‖p,l,Di∪Di+1 , (14)

ãäå i ≥ 1. Îáúåäèíÿÿ (14) è (12), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
‖σ∇jv‖p,H ≤ c ‖Fu‖p,l,G,

îòêóäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 è ëåììû 4.1.1 ïîëó÷àåì
‖σ∇jv‖p,H ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, j = 0, . . . , l. (15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(x) âòîðóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (10). Åñëè
j = 0, . . . , l, òî

‖∇jw‖p,Hi
≤ c

∑i+1

s=i

∑j

k=0
δk−js ‖∇kEs

(
us − Ps

)
‖p. (16)
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Ââèäó îöåíêè (7) ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå áîëüøå
c σ−1

i

∑i+1

s=i

∑l

r=0
δr−js ‖∇r

(
us − Ps

)
‖p,Ds

, (17)

÷òî ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c σ−1
i δl−ji ‖∇lFu‖p,Di∪Di+1 ñ ïîìîùüþ(6). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðíà îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé v íà wâ (14). Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (12) òàêæå ìîæíî çàìåíèòü víà w. Òåïåðü íåðàâåíñòâî

‖σ∇jw‖p,H ≤ c ‖∇lu‖p,Ω, j = 0, . . . , l,

âûâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê (15) áûëî ïîëó÷åíî èç (12), (14). Èòàê,îöåíêà (11) óñòàíîâëåíà, è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 çàêîí÷åíî.

4.6 Âíåøíèé ïèê. Ïðîäîëæåíèå ñ âåñîì

ïðè lp > n− 1

Â äàííîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ σ, òàêàÿ,÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lp (Ω)→ V lp,σ(R

n) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì.
Òåîðåìà. Ïóñòü lp > n − 1, 1 ≤ p < ∞ è Ω � îáëàñòü â Rn ñâåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíîóñëîâèå (4.2/1).(i) Ïîëîæèì

σ(x) =
(
ϕ(|x|)/|x|

)(n−1)/p ïðè x ∈ Rn \ Ω, |x| < 1

è σ(x) = 1 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ x ∈ Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûéíåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R
n).

(ii) Ïóñòü σ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ â Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùå-
ìó óñëîâèþ: ñóæåíèå Rn \ Ω 3 x 7→ σ(x) ïðè ìàëûõ |x| ÿâëÿåòñÿíåóáûâàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà |x|. Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè-÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lp,σ(R

n), à îáëàñòü ω èçîïðåäåëåíèÿ 4.1.1 ñîäåðæèò òî÷êó y = 0, òî
σ(x) ≤ c

(
ϕ(|x|)/|x|

)(n−1)/p

ïðè âñåõ x ∈ Rn \ Ω, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê âåðøèíå ïèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñëó÷àé îáëàñòè îáùåãî âèäà ñ âíåøíèì ïè-êîì íà ãðàíèöå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà Ω èìååò âèä (4.2/2) (ñì.
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êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2 (i)). Ïî ëåììå 4.5/2 äîñòàòî÷íîïîñòðîèòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp,σ(H)→ V lp,σ(R

n),

ãäåH � êîíóñ, ââåäåííûé â òîé æå ëåììå è σ(x) =
(
ϕ(|x|)/|x|

)(n−1)/p

ïðè |x| < 1, σ(x) = 1 ïðè |x| ≥ 1.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ V lp,σ(H) 3 u 7→ Eu ∈ V lp,σ(R
n)ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u èìååò íîñèòåëü â ìàëîé îêðåñòíîñòèíà÷àëà êîîðäèíàò, íå çàâèñÿùåé îò u. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò â îáùåìñëó÷àå âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ñðåçêè è òåîðåìû 1.6/2.Ïóñòü δi = 2−i, i = 0, 1, . . ., è ïóñòü u ∈ V lp,σ(H), u(x) = 0 ïðè

|x| > δ2. Ïîëîæèì
H(i) =

{
x ∈ H : δi+1 < |x| < δi−1

}
, i ≥ 1.

Ïî òåîðåìå 1.5.1 ïðè i = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå îòîáðà-æåíèå u 7→ Pi ∈ Pl−1, ÷òî
‖∇s

(
u− Pi

)
‖p,H(i) ≤ c δl−si ‖∇lu‖p,H(i) , s = 0, . . . , l. (1)

Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.2/1 êàæäîìó i ≥ 1 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
V lp (H

(i)) 3 f 7→ Eif ∈ V lp (Rn),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
‖∇s

(
Eif
)
‖p,Rn ≤ c

∑l

k=0
δk−si ‖∇kf‖p,H(i) , s = 0, . . . , l. (2)

Ïóñòü {ηi}i≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñâîéñòâàìè (4.5/8�9). Ïî-ëîæèì ui = u|H(i) ,
v(x) =

∑∞

i=1
ηi(|x|)Pi(x), x ∈ Rn, (3)

w(x) =
∑∞

i=1
ηi(|x|)

(
Ei(ui − Pi)

)
(x), x ∈ Rn, (4)

Eu = v + w. (5)

Èç (3)�(5) âûòåêàåò, ÷òî Eu|H = u è Eu ∈ V lp(Rn \ Bε
) äëÿ ëþáîãî

ε > 0. Ïðîâåðèì îöåíêó
‖σ∇j

(
Eu
)
‖p,Rn ≤ c ‖u‖V l

p,σ(H), j = 0, . . . , l. (6)
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Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (6). Ðàññìîòðèì êîëüöà
Ai =

{
x ∈ Rn : δi+1 < |x| < δi

}
, i = 1, 2, . . . ,

è çàìåòèì, ÷òî
v(x) = Pi(x) + ηi+1(|x|)

(
Pi+1(x)− Pi(x)

)
, x ∈ Ai.

Îòñþäà
‖σ∇jv‖p,Ai

≤ c σi‖∇jPi‖p,Ai
+

+c σi
∑j

s=0
δs−ji ‖∇s

(
Pi+1 − Pi

)
‖p,Ai

, (7)

ãäå i = 1, 2, . . . è σi =
(
ϕ(δi)/δi

)(n−1)/p. Ïîñêîëüêó
‖Q‖p,Ai

≤ c ‖Q‖p,H(i) ïðè Q ∈ Pl−1,

òî
c ‖∇jPi‖p,Ai

≤ ‖∇ju‖p,H(i) + ‖∇j
(
u− Pi

)
‖p,H(i) , j ≤ l − 1,

c ‖∇s
(
Pi+1 − Pi

)
‖p,Ai ≤

∑i+1

k=i
‖∇s

(
u− Pi

)
‖p,H(k) , s ≤ l − 1.

Îáúåäèíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà ñ (1) è (7), ïîëó÷èì
c ‖σ∇jv‖p,Ai

≤ ‖σ∇ju‖p,H(i)+

+
∑i+1

k=i
‖σ∇lu‖p,H(k) , i = 1, 2, . . . (8)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âêëþ÷åíèå supp v ⊂ Bδ1 , âûâîäèì èç (8)íåðàâåíñòâî
‖σ∇jv‖p,Rn ≤ c ‖u‖V l

p,σ(H), j = 0, . . . , l. (9)

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âåðíà è äëÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â (4).Â ñàìîì äåëå, åñëè i ≥ 1 è 0 ≤ j ≤ l, òî
‖σ∇jw‖p,Ai

≤ c σi
∑i+1

k=i

∑j

s=0
δs−jk ‖∇sEk

(
uk − Pk

)
‖p.

Èñïîëüçóÿ (1) è (2), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
‖σ∇jw‖p,Ai

≤ c
∑i+1

k=i
‖σ∇lu‖p,H(k) .
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Òàê êàê suppw ⊂ Bδ1 , èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
‖σ∇jw‖p,Rn ≤ c ‖σ∇lu‖p,H .

Ýòà îöåíêà è (9) ïðèâîäÿò ê (6). Òàêèì îáðàçîì, Eu åñòü òðåáóåìîåïðîäîëæåíèå ôóíêöèè u. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (i) òåîðåìûçàêîí÷åíî.
(ii) Ïóñòü

g ∈ C∞0 (1, 2), g ≥ 0, g
∣∣
(4/3,5/3)

= 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî δ > 0 ïîëîæèì
uδ
∣∣
Ω\U = 0, uδ(x) = g(z/δ), x = (y, z) ∈ U ∩ Ω,

ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Òîãäà uδ ∈ C∞(Ω)∩V lp (Ω).
Ïóñòü E : V lp (Ω)→ V lp,σ(R

n) � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæå-íèÿ, äåéñòâóþùèé â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ âåñîâîé ôóíê-öèåé σ, ÿâëÿþùåéñÿ ðàäèàëüíîé íåóáûâàþùåé â ìàëîé îêðåñòíîñòèâåðøèíû ïèêà. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âåðíà îöåíêà
‖∇lEuδ‖p,Πδ

≥ c δ−l+n/p, (10)

â êîòîðîé
Πδ =

{
(y, z) ∈ Rn : z ∈ (δ/2, 2δ), y ∈ Rn−1

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè äàåòñÿ íèæå, à ñåé÷àñ âûâåäåì èç (10)óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, èç (10) è ìîíîòîííîñòè σñëåäóåò, ÷òî
‖σ∇lEuδ‖p,Πδ

≥ c δ−l+n/pσ(δ/2)

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0. Â òî æå âðåìÿ èìååì
‖σ∇lEuδ‖p,Rn ≤ c ‖uδ‖p,l,Ω ≤ c1δ1/p−lϕ(2δ)(n−1)/p.

Ïîñêîëüêó ϕ(2δ) ∼ ϕ(δ), òî ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó
σ(δ) ≤ c

(
ϕ(δ)/δ

)(n−1)/p
.

Èòàê, äåëî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà (10), ÷åìó è ïîñâÿ-ùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî ôóí-êöèÿ (Euδ)(y, ·) ïðèíàäëåæèò V lp (R1) ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ Rn−1. Ïî
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òåîðåìå 1.5.1 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 1.5.1) ïðè òåõ æå y ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì P (y, ·) ∈ P(1)

l−1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

‖
(
Euδ

)
(y, ·)− P (y, ·)‖pLp(δ/2,2δ) ≤ c δ

lp

∫ 2δ

δ/2

∣∣∣∣∂l
(
Euδ

)
∂zl

(y, z)
∣∣∣∣pdz. (11)

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
P (y, z) =

∑l−1

i=0
ai(y)zi, (12)

ãäå
ai(y) = δ−1−i

∫ δ

δ/2

ψi(t/δ)
(
Euδ

)
(y, t)dt, (13)

à {ψi}l−1
i=0 � íàáîð ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé èç C∞0 (1/2, 1). Ïîëîæèì

vδ(y) = δ−1

∫ 2δ

δ

(
(Euδ)(y, z)− P (y, z)

)
dz, y ∈ Rn−1. (14)

Òàê êàê (
Euδ

)
(0, z) = uδ(0, z), z ∈ (δ/2, 2δ),

è ïðè y = 0 âñå êîýôôèöèåíòû (13) ðàâíû íóëþ, òî

vδ(0) = δ−1

∫ 2δ

δ

uδ(0, z)dz =
∫ 2

1

g(z)dz > 0.

Â ñèëó ñîáîëåâñêîãî âëîæåíèÿ
V lp
(
B

(n−1)
δ

)
⊂ C

(
B

(n−1)
δ

)
∩ L∞

(
B

(n−1)
δ

)
èìååì

c δ(n−1)/p‖vδ‖∞,Bδ
≤ ‖vδ‖p,Bδ

+ δl‖∇lvδ‖p,Bδ
,

è, çíà÷èò,
c ≤ δ(1−n)/p‖vδ‖p,Rn−1 + δl−(n−1)/p‖∇lvδ‖p,Rn−1 . (15)

Îöåíèì ñâåðõó ïðàâóþ ÷àñòü â (15). Åñëè |α| = l, òî

Dαvδ(y) = δ−1

∫ 2δ

δ

Dα
y

((
Euδ

)
(y, z)− P (y, z)

)
dz. (16)
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Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî
|Dαai(y)| ≤ c δ−i−1/p‖Dα

y

(
Euδ

)
(y, ·)‖Lp(δ/2,δ),

îòêóäà
|Dα

yP (y, z)| ≤ c δ−1/p‖Dα
y

(
Euδ

)
(y, ·)‖Lp(δ/2,δ), z ∈ (δ/2, 2δ).

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà è (16) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
‖∇lvδ‖p,Rn−1 ≤ c δ−1/p‖∇lEuδ‖p,Πδ

. (17)

Äëÿ îöåíêè ‖vδ‖p,Rn−1 ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ê èíòåãðàëóâ (14), à çàòåì èñïîëüçóåì (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
‖vδ‖p,Rn−1 ≤ c δl−1/p‖∇lEuδ‖p,Πδ

. (18)

Èç (15), (17) è (18) âûâîäèì (10) è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû.
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.5/2 è òåîðåìû íàñòîÿùåãîðàçäåëà îñòàþòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå p =∞. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü,óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ òåîðåìû, ïðèíàäëåæèò êëàññó EV l∞ äëÿâñåõ l = 1, 2, . . .Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò èçâåñòåí è äëÿ áîëåå øèðîêî-ãî êëàññà îáëàñòåé, ñì. Õ. Óèòíè [142, 143] è êîììåíòàðèè ê ãëàâå 4.

4.7 Âíóòðåííèå ïèêè

4.7.1 Ìíîãîìåðíàÿ îáëàñòü

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn (n > 2) ñ êîìïàêòíîé ãðàíèöåé ∂Ω. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî O ∈ ∂Ω à ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ω\{O} ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìàâ âèäå ãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè. Ðàñïîëîæèì â òî÷êå O íà÷à-ëî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x = (y, z), y ∈ Rn−1, z ∈ R1. Ïóñòü ϕè ω èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â îïðåäåëåíèè .1.1. Êðîìå òîãî,ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü ω îäíîñâÿçíà.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà,íàïðàâëåííîãî âíóòðü Ω, åñëè ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà,íàïðàâëåííîãî âî âíåøíîñòü îáëàñòè Rn \ Ω, ò.å. òî÷êà O èìååò

îêðåñòíîñòü U , äëÿ êîòîðîé U \ Ω =
{
x : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω

}.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì óäîâëåò-âîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 1.6/3, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óò-âåðæäåíèå.
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Òåîðåìà. Îáëàñòü â Rn, n > 2, èìåþùàÿ âåðøèíó âíóòðåííåãîïèêà íà ãðàíèöå, ïðèíàäëåæèò êëàññó EV lp äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è
l = 1, 2, . . .

4.7.2 Ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì

Äàäèì îïèñàíèå âåðøèíû âíóòðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå ïëîñêîéîáëàñòè. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â R2 ñ êîìïàêòíîé ãðàíèöåé. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî O ∈ ∂Ω, à êðèâàÿ ∂Ω \ {O} ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìà ââèäå ãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè. Â òî÷êå O ïîìåñòèì íà÷àëîäåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y). Ïóñòü ôóíêöèè ϕ−, ϕ+ ïðèíàäëåæàò
C0,1

(
[0, 1]

) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ϕ±(0) = 0, ϕ′±(t) → 0 ïðè
t→ +0 è ϕ−(t) < ϕ+(t) ïðè t ∈ (0, 1] (ñì. Ðèñ. 6).
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y = ϕ−(x)
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Ω
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Ðèñ. 6
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåí-íîãî âíóòðü Ω, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè, òàêàÿ,÷òî

U \ Ω = {(x, y) : x ∈ (0, 1), ϕ−(x) < y < ϕ+(x)}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâàâñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü O � âåðøèíà âíóòðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå ïëîñêîéîáëàñòè Ω. Ïîëîæèì

G =
{
(x, y) : x ∈ (0, 1), ϕ−(x) < y < ϕ+(x)

}
,

S =
{
(x, y) : x ∈ (0, 1), y ∈ R1

}
.

Äëÿ ëþáîãî l = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
Λ ∈ C(l−1)(S) ∩ C∞(G),
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÷òî Λ(x, y) = 1 ïðè y > ϕ+(x), Λ(x, y) = 0 ïðè y < ϕ−(x) è âåðíàîöåíêà
|(∇sΛ)(x, y)| ≤ c

(
ϕ+(x)− ϕ−(x)

)−s
, (x, y) ∈ G, s = 0, . . . , l,

ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò òî÷êè (x, y).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü %+(x, y), %−(x, y) îçíà÷àþò ðåãóëÿðèçî-âàííûå ðàññòîÿíèÿ (ñì., íàïðèìåð, È. Ñòåéí [71], ãë. VI, � 2) îòòî÷êè (x, y) äî ìíîæåñòâ

F+ = {(x, y) : x ∈ [0, 1], y ≥ ϕ+(x)},

F− = {(x, y) : x ∈ [0, 1], y ≤ ϕ−(x)}

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îï-ðåäåëåíà ôîðìóëîé
Λ = %l−/

(
%l+ + %l−

)
. (1)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê %−|F− = %+|F+ = 0 è %± ∈ C∞(G), òî
Λ|F−\{O} = 0 , Λ|F+\{O} = 1 è Λ ∈ C∞(G). Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûåîöåíêè

|∇k%−|
∣∣
G
≤ c %1−k

− , |∇k%+|
∣∣
G
≤ c %1−k

+ , k = 0, 1, . . .

(ñì. È. Ñòåéí [71]), âûâîäèì èíäóêöèåé ïî l = 1, 2, . . . íåðàâåíñòâà
|∇k%l−|

∣∣
G
≤ c %l−k− , |∇k%l+|

∣∣
G
≤ c %l−k+ , k = 0, 1, . . .

Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî k = 1, 2, . . ., ñ ïîìîùüþ ýòèõ íåðàâåíñòâïîëó÷èì îöåíêó
|∇k

(
%l+ + %l−

)−1|
∣∣
G
≤ c %−l−k, l = k, k + 1, . . . ,

ãäå % = %+ + %−. Òàêèì îáðàçîì, Λ ∈ Cl−1(S) è
|∇sΛ|

∣∣
G
≤ c

∑s

k=0
%l+k−s− %−l−k ≤ c%−s, s = 0, . . . , l.

Êðîìå òîãî, ïðè (x, y) ∈ G èìååì
%−(x, y) ∼ y − ϕ−(x), %+(x, y) ∼ ϕ+(x)− y,

è çíà÷èò, %(x, y) ∼ ϕ+(x)− ϕ−(x) íà G. Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Â ëåììå 2 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà âåñ σ äëÿ ñóùåñòâîâà-íèÿ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R
2).

Ëåììà 2. Ïóñòü G � îáëàñòü èç ëåììû 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-öèÿ G 3 (x, y) 7→ σ(x, y) ïîëîæèòåëüíà, îãðàíè÷åíà, îòäåëåíà îòíóëÿ âî âíåøíîñòè ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è çàâèñèòòîëüêî îò x. Åñëè v ∈ V lp,σ(G), ∂kv/∂yk|y=ϕ−(x) = 0 ïðè k ≤ l − 1 è
ïî÷òè âñåõ x ∈ (0, 1), òî

‖gσ(ϕ+ − ϕ−)1/p−l‖p,(0,1) ≤ c ‖σ∇lv‖p,G, (2)

ãäå g(x) = v(x, ϕ+(x)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíî âêëþ÷åíèå v(x, ·) ∈ V lp(ϕ−(x), ϕ+(x)

) ïðè
ï.â. x ∈ (0, 1). Ïðè òåõ æå x ïðèìåíèì ôîðìóëó Òåéëîðà ê ôóíêöèè
v(x, ·) íà ïðîìåæóòêå [ϕ−(x), ϕ+(x)]. Òîãäà ïîëó÷èì

v
(
x, ϕ+(x)

)
=

1
(l − 1)!

∫ ϕ+(x)

ϕ−(x)

∂lv

∂yl
(x, y)

(
ϕ+(x)− y

)l−1
dy.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïðèäåì ê îöåíêå

|g(x)|
(
ϕ+(x)− ϕ−(x)

)1/p−l ≤ 1
(l − 1)!

(∫ ϕ+(x)

ϕ−(x)

∣∣∣∂lv
∂yl

(x, y)
∣∣∣pdy)1/p

.

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò (2) ñ êîíñòàíòîé c = 1/(l − 1)!. Ëåììàäîêàçàíà.
Â ôîðìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìå äàþòñÿ òî÷íûå óñëîâèÿ íà âåñ

σ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R
2) äëÿ îáëàñòè Ω c âíóòðåííèì ïèêîì.

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ âåðøèíîé âíóòðåííåãî ïèêàíà ãðàíèöå, è ïóñòü G � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â ëåììå 1.(i) Ïîëîæèì ϕ = ϕ+ − ϕ−. Åñëè
σ(x, y) =

(
ϕ(x)/x

)l−1/p ïðè (x, y) ∈ G

è σ = 1 â R2 \G, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R
2), ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, l = 1, 2, . . .

(ii) Ïóñòü ϕ = ϕ+ − ϕ− ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé è âûïîë-íåíî óñëîâèå (4.2/1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ σ îïðå-äåëåíà â R2, à ñóæåíèå G 3 (x, y) 7→ σ(x, y) çàâèñèò òîëüêî îò x è
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íå óáûâàåò. Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lp (Ω)→ V lp,σ(R

2), òî
σ(x, y) ≤ c (ϕ(x)/x)l−1/p

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ G, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê âåðøèíå ïèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü a ∈ (0, 1] � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ϕ+(x) < xïðè x ∈ (0, a] è ìíîæåñòâî

U+ =
{
(x, y) : 0 < x < a, ϕ+(x) < y < x

}
ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè U èç îïðåäåëåíèÿ âåðøèíû âíóòðåííåãîïèêà. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a = 1. Äëÿïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω) ðàññìîòðèìíåñêîëüêî ýòàïîâ.

1o. Ïóñòü u ∈ V lp (Ω), u = 0 âî âíåøíîñòè U+. Äîîïðåäåëÿÿ u

íóëåì íà ìíîæåñòâå R2 \
(
Ω ∪ U

), ïîëó÷èì, ÷òî u ∈ V lp (R
2 \ G).Ïîëîæèì

D+ = R2 \
{
(x, y) : x ∈ [0, 1], y ≤ ϕ+(x)

}
.

Ïî òåîðåìå 1.6/2 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ E+ : V lp (D+) → V lp (R
2). Îáîçíà÷èì u+ = E+

(
u|D+

) èïîëîæèì
E1u =

{
u âíå G,
Λu+ íà G,

(3)

ãäå Λ � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1). Ïðîâåðèì, ÷òî
E1u ∈ V lp,σ(R2) è âåðíà îöåíêà

‖σ∇i
(
E1u

)
‖p,G ≤ c ‖u‖p,l,Ω, i = 0, . . . , l. (4)

Ïóñòü S � ïîëîñà èç ëåììû 1 è ε ∈ (0, 1/2). Òàê êàê Λ ∈ V l∞
(
S \Bε

),
òî Λu+ ∈ V lp

(
S \ Bε

). Êðîìå òîãî, Λu+ = u íà S \ G, è, çíà÷èò,
E1u ∈ V lp

(
R2 \Bε

)
.

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå (4). Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêîñëó÷àé i > 0. Ïî ëåììå 1
‖σ∇i

(
E1u

)
‖p,G ≤ c

∑i

s=0
‖σϕs−i∇su+‖p,G. (5)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ëþáóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u+ ïîðÿäêà s,
s < i. Òîãäà v(x, ·) ∈ V l−sp (R1) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó
v(x, t) = 0 ïðè t > x, òî

v(x, y) =
(−1)l−s

(l − s− 1)!

∫ x

y

∂l−sv

∂tl−s
(x, t)(t− y)l−s−1dt, (x, y) ∈ G. (6)

Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ïðèâîäèò ê îöåíêå

|v(x, y)| ≤ c xl−s−1/p

(∫ x

ϕ−(x)

∣∣(∇lu+)(x, t)
∣∣pdt)1/p

. (7)

Ââèäó òîãî, ÷òî
σ(x, y)ϕ(x)s−i ≤ c ϕ(x)−1/pxs−l+1/p, (x, y) ∈ G,

èç (7) ñëåäóåò îöåíêà
‖σϕs−i∇su+‖p,G ≤ c ‖u+‖p,l,R2 . (8)

Ïîñëåäíÿÿ î÷åâèäíî âåðíà è ïðè s = i. Íåðàâåíñòâà (5) è (8) ïðè-âîäÿò ê (4). Èòàê, òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ â ñëó÷àå 1oìîæåò áûòü îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3).
2o. Ïóñòü u ∈ V lp (Ω), u|Ω\U = 0. Ïðîäîëæàÿ ôóíêöèþ u íóëåì âî

âíåøíîñòü U , ïîëó÷èì u ∈ V lp (R2 \G). Ïîëîæèì
D = R2 \ {(x, y) : x ∈ [0, 1], y ∈ [ϕ−(x), x]}

è w = u|D. Ïî òåîðåìå 1.6/2 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûéîïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ F : V lp (D) → V lp (R
2). Òàê êàê ôóíêöèÿ

u − Fw óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ï. 1o, òî òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå
u 7→ E2u äàåòñÿ ôîðìóëîé

E2u = Fw + E1(u− Fw).

3o. Îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü B2r ⊂ U è η � òàêàÿ ôóíêöèÿ èç
C∞0 (B2r), ÷òî η|Br = 1. Åñëè u ∈ V lp (Ω), òî ôóíêöèÿ ηu óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ï. 2o, à ôóíêöèÿ (1 − η)u (ïðîäîëæåííàÿ íóëåì íà
Br \Ω) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V lp (Ω∪Br). Òðåáóåìûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ u 7→ Eu ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ôîðìóëîé

Eu = E2(ηu) + E(r)
(
(1− η)u

)
,
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ãäå E(r) : V lp (Ω ∪Br)→ V lp (R
2) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

ïðîäîëæåíèÿ (êîòîðûé ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 1.6/2). Äîêàçàòåëü-ñòâî óòâåðæäåíèÿ (i) òåîðåìû çàêîí÷åíî.
(ii) Ïóñòü f, h � òàêèå ôóíêöèè êëàññà C∞(R1), ÷òî

supp f ⊂ (0, 3), f
∣∣
(1,2)

= 1, h
∣∣
(−∞,2)

= 1, h
∣∣
(3,∞)

= 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî δ > 0 ïîëîæèì
vδ(x, y) =

{
f(x/δ)h(y/δ) ïðè x ∈ (0, 3δ), y ∈

(
ϕ+(x), 3δ

)
,

0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Ω.

ßñíî, ÷òî vδ ∈ C∞(Ω), ‖vδ‖p,l,Ω ≤ c δ−l+2/p. Ïóñòü ñóùåñòâóåò
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lp,σ(R

2). Ïîëîæèì
gδ(x) = vδ

(
x, ϕ+(x)

)
, x ∈ (0, 1) è ïðèìåíèì ëåììó 2. Òîãäà ïîëó÷èì

‖σϕ−l+1/pgδ‖p,(0,1) ≤ c ‖vδ‖p,l,Ω ≤ c δ−l+2/p. (9)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìîíîòîííîñòü σ è ϕ à òàêæå ðàâåíñòâî
gδ|(δ,2δ) = 1, ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖σϕ−l+1/pgδ‖p,(0,1) ≥ c σ(δ) ϕ(2δ)−l+1/pδ1/p. (10)

Íåðàâåíñòâà (9), (10) è ñîîòíîøåíèå ϕ(2δ) ∼ ϕ(δ) ïðèâîäÿò ê òðåáó-åìîé îöåíêå âåñà σ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.2.4 è òåîðåìà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ïîçâîëÿþò ñôîðìó-ëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì ïðèíàäëåæèòêëàññó EV 1
1 .

4.8 Ïðîäîëæåíèå ñ óìåíüøåíèåì ïîêàçà-

òåëÿ ñóììèðóåìîñòè

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà
∂Ω. Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî íåïðå-ðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lq (R

n) ïðè q < p. Ðàç-ëè÷àþòñÿ ñëó÷àè lq < n − 1, lq = n − 1, êîòîðûì ïîñâÿùåíûîòäåëüíûå òåîðåìû. Ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c, ôèãóðèðóþùèåâ äàííîì ðàçäåëå, çàâèñÿò ëèøü îò p, q, l, n,Ω.
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4.8.1 Âíåøíèé ïèê, ñëó÷àé lq < n− 1

Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãîâî âíåøíîñòü îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1 < p <∞ è ëèáî lq < n− 1, q ∈ [1, p), ëèáî l = n− 1, q = 1.(i) Ïóñòü ôóíêöèÿ (0, 1] 3 t 7→ ϕ(t)/t íå óáûâàåò. Åñëè

1/q − 1/p = l(β − 1)/
(
(n− 1)β + 1

)
(1)

è ∫ 1

0

(
tβ

ϕ(t)

)n/(β−1)
dt

t
<∞, (2)

òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lp (Ω)→ V lq (R

n).
(ii) Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

E : V lp (Ω)→ V lq (R
n) (3)

è ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.2/1), òî âåðíî íåðàâåíñòâî(2), ãäå β îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω)
íåïðåðûâíî âëîæåíî â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî V lq,τ (Ω), ãäå

τ(x) =
{

1 ïðè x ∈ Ω \ U,(
z/ϕ(z)

)l ïðè x = (y, z) ∈ Ω ∩ U

è U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u �ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç V lp (Ω) è v � ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ u ïîðÿäêà
j, j = 0, . . . , l. Ïîëàãàÿ D = U∩Ω è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà,ïðèäåì ê îöåíêå

‖τv‖q,D ≤
(∫

D

τ(x)pq/(p−q)dx
)1/q−1/p

‖v‖p,D ≤

≤ c
(∫ 1

0

(
t/ϕ(t)

)lpq/(p−q)
ϕ(t)n−1dt

)1/q−1/p

‖v‖p,D.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì â (2), òàê ÷òî
‖τ∇ju‖q,Ω ≤ c ‖∇ju‖p,Ω, j = 0, . . . , l,
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è òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â V lq,τ (Ω).
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (i) òåîðåìû ñâîäèò-ñÿ ê ïîñòðîåíèþ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ:
V lq,τ (Ω)→ V lq (R

n).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk}, îïðåäåëåííóþ â (4.2/3).Åñëè Ω èìååò âèä (4.2/2), u ∈ V lq,τ (Ω) è u(y, z) = 0 äëÿ z > z0/2,

îïðåäåëèì ïðîäîëæåíèå E(0)u ôóíêöèè u ôîðìóëîé (4.2/9). Ðàñ-ñóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.2 (i), óñòàíîâèì íåðàâåí-ñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè çàìåíèòü p íà q â (4.2/13). Èç ýòîãîíåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî (ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå âòåîðåìå 4.2)
‖∇jE(0)u‖qq,Gi

≤ c σ−qi
∑l

s=0
z
(s−l)q
i ‖∇su‖qq,Ω̂i

≤

≤ c
∑l

s=0
‖zs−lτ∇su‖qq,Ω̂i

, i = 1, 2, . . .

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå τ |Ω̂i
∼ σ−1

i =
(
zi/ϕ(zi)

)l.
Ñóììèðóÿ ïî i ≥ 1 è çàìå÷àÿ, ÷òî supp E(0)u ñîäåðæèòñÿ â çàìûêà-íèè ìíîæåñòâà ∪≥1Gi, âûâîäèì îöåíêó

‖∇jE(0)u‖qq,Rn ≤ c
∑l

s=0
‖zs−lτ∇su‖qq,Ω, j = 0, . . . , l.

Ââèäó ëåììû 4.1.2/3 è òåîðåìû 1.2.4 èìååì E(0)u ∈ V lq (Rn), ïðè÷åì
‖E(0)u‖q,l,Rn ≤ c ‖τ∇lu‖q,Ω.

Èòàê, V lq,τ (Ω) 3 u 7→ E(0)u ∈ V lq (Rn) åñòü òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå.
Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lq,τ (Ω)→ V lq (R

n) ñòðî-
èòñÿ òàê æå, êàê è â îêîí÷àíèè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2 (i).

(ii) Ïóñòü f ∈ C∞0 (1, 2), f(z) = 1 ïðè z ∈ (4/3, 5/3). Ïîëîæèì
δk = 2−k, k = 0, 1, . . ., è çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî N ≥ 0. Îïðåäå-ëèì ôóíêöèþ vN íà Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:
vN
∣∣
Ω\U = 0, vN (x) =

∑N

k=0
βkf(z/δk+1), x = (y, z) ∈ Ω ∩ U. (4)

Çäåñü {βk}k≥0 � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-ñåë, îïèñûâàåìàÿ íèæå. Èìååì
c ‖vN‖qp,l,Ω ≥ ‖EvN‖

q
q,l,Rn ≥
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≥ c
∑N

k=0

∫ 5δk+1/3

4δk+1/3

‖
(
EvN

)
(·, z)‖qq,l,Rn−1dz. (5)

Â ñèëó ñîáîëåâñêîãî âëîæåíèÿ
V lq (R

n−1) ⊂ Lr(Rn−1), r = (n− 1)q/(n− 1− lq),

îáùèé ÷ëåí ñóììû â (5) íå ìåíüøå

c

∫ 5δk+1/3

4δk+1/3

‖vN (·, z)‖qLr(Ωz)dz,

ãäå Ωz îçíà÷àåò ñå÷åíèå Ω ∩ U ãèïåðïëîñêîñòüþ z = const. Ïîñëåä-íèé èíòåãðàë ýêâèâàëåíòåí âåëè÷èíå βqkδkϕ(δk)n−1−lq, ïîýòîìó èç(5) ñëåäóåò, ÷òî

c
(∑N

k=0
βpkδ

1−lp
k ϕ(δk)n−1

)q/p
≥
∑N

k=0
βqkδkϕ(δk)n−1−lq.

Ïóñòü
βpkδ

1−lp
k ϕ(δk)n−1 = βqkδkϕ(δk)n−1−lq, k ≥ 0.

Òîãäà ∑N

k=0
ϕ(δk)n−1−lpq/(p−q)δ

1+lpq/(p−q)
k ≤ c.

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ýêâèâàëåíòåí èíòåãðàëó∫ δk

δk+1

(
t/ϕ(t)

)lpq/(p−q)
ϕ(t)n−1dt,

îòêóäà ∫ 1

δN+1

(
t/ϕ(t)

)lpq/(p−q)
ϕ(t)n−1dt ≤ c.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ïîëó÷àåì (2). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíîâëåíî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå (i). Ïóñòü
lq < n − 1, q ≥ 1 èëè l = n − 1, q = 1. Îïðåäåëèì íà Ω âåñîâóþ
ôóíêöèþ τ : τ(x) = 1 ïðè x ∈ Ω \ B1 è τ(x) =

(
|x|/ϕ(|x|)

)l ïðè
x ∈ Ω ∩ B1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ: V lq,τ (Ω)→ V lq (R

n).



4.8. Ïðîäîëæåíèå ñ óìåíüøåíèåì ïîêàçàòåëÿ ñóììèðóåìîñòè 181

Ïðèìåð. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü
Ω = {x : z ∈ (0, 1), |y| < czλ}, λ > 1. (6)

Åñëè p > 1 è ëèáî lq < n − 1, 1 ≤ q < p, ëèáî l = n − 1, q = 1, òî,êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû, ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðàïðîäîëæåíèÿ (3) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
q−1 > p−1 + l(λ− 1)/

(
1 + λ(n− 1)

)
.

4.8.2 Âíåøíèé ïèê. Îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:

V l
p (Ω)→ V l

q (R
n), lq = n− 1

Çäåñü ìû óñòàíîâèì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ òðåáóå-ìîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ.
Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãîâî âíåøíîñòü îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
lq = n− 1, q > 1, p ∈ (q,∞).
(i) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.4.2/1) è ôóíêöèÿ (0, 1] 3 t 7→ ϕ(t)/tíå óáûâàåò. Åñëè β îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (4.8.1/1),

γ = (1− 1/q)/(1/p− 1/q) (1)

è ∫ 1

0

(
tβ

ϕ(t)

)n/(β−1) ∣∣∣∣log
(
ϕ(t)
t

)∣∣∣∣γ dt

t
<∞, (2)

òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ âèäà(4.8.1/3).
(ii) Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.2/1). Åñëè ñóùåñò-âóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (4.8.1/3), òî âåðíî íåðà-âåíñòâî (2), ãäå γ è β îïðåäåëÿþòñÿ â (1) è â (4.8.1/1) ñîîòâåòñòâåí-íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü, êàê îáû÷íî, U îçíà÷àåò îêðåñòíîñòüèç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Ïîëîæèì

τ(x) =
(
z/ϕ(z)

)l[ log
(
z/ϕ(z)

)]−1+1/q
, x = (y, z) ∈ Ω ∩ U. (3)

Åñëè f ∈ Lp(Ω ∩ U), òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà
‖τf‖q,Ω∩U ≤ c ‖f‖p,Ω∩U , (4)
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ãäå

c =
(∫ 1

0

(
t/ϕ(t)

) lpq
p−q
∣∣ log

(
ϕ(t)/t

)∣∣ p(q−1)
q−p ϕ(t)n−1dt

) 1
q−

1
p

. (5)

Èç (1)�(5) è (4.8.1/1) âûòåêàåò, ÷òî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â
âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî V lq,τ (Ω) ñ âåñîì τ , çàäàííûì ôîðìóëîé (3) â
Ω∩U è τ ∣∣

Ω\U = 1. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (i) áóäåò äîêàçàíî,
åñëè ìû ïîñòðîèì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lq,τ (Ω)→ V lq (R

n).
Ïóñòü {zi}i≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (4.2/3), è

Ω èìååò âèä (4.2/2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ V lq,τ (Ω) è u(y, z) = 0
ïðè z > z0/2. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ u 7→ Eu ôîðìó-ëàìè (4.4.2/3�5). Ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.4.2,ïðèäåì ê íåðàâåíñòâàì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè çàìåíèòü p íà q â
(4.4.2/19), (4.4.2/21). Ïîñêîëüêó σi ∼ τ(x)−1 ïðè x ∈ Ω̂i è σi ∼ σ(x)ïðè x ∈ Gi (â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â òåîðåìå 4.4.2), òî èç ýòèõíåðàâåíñòâ ñëåäóþò îöåíêè

‖∇jv‖qq,Gi
≤ c

(
‖τz−lu‖q

q,Ω̂i
+ ‖τz1−l∇u‖q

q,Ω̂i

)
, (6)

‖∇jw‖qq,Gi
≤ c

∑l

s=1
‖τzs−l∇su‖qq,Ω̂i

, i ≥ 1, 0 ≤ j ≤ l. (7)

Êðîìå òîãî, íîñèòåëè ôóíêöèé v è w ñîäåðæàòñÿ â çàìûêàíèèìíîæåñòâà ∪i≥1Gi. Ñóììèðóÿ (6) è (7) ïî i ≥ 1, ïðèõîäèì ê îöåíêàì
‖∇jv‖qq ≤ c

(
‖τz−lu‖qq,Ω + ‖τz1−l∇u‖qq,Ω

)
,

‖∇jw‖qq ≤ c
∑l

s=1
‖τzs−l∇su‖qq,Ω.

Ââèäó ëåììû 4.1.2/3 è òåîðåìû 1.2.4 èìååì Eu ∈ V lq (Rn), ïðè÷åì
‖Eu‖q,l,Rn ≤ c ‖τ∇lu‖q,Ω.

Èòàê, u 7→ Eu åñòü òðåáóåìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ â ñëó÷àå êîãäà
Ω èìååò âèä (4.2/2) è íîñèòåëü ôóíêöèè u ñîäåðæèòñÿ â ìàëîéîêðåñòíîñòè âåðøèíû ïèêà. Îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê æå,êàê è â òåîðåìå 4.2 (i).

(ii) Ïóñòü {vN}N≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.8.1/4). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ζ ∈ C∞(Rn \ {O}) � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ



4.8. Ïðîäîëæåíèå ñ óìåíüøåíèåì ïîêàçàòåëÿ ñóììèðóåìîñòè 183

íóëåâîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîé ζ(y, z) = 1 ïðè |y| < z è ζ(y, z) = 0âíå êîíóñà |y| < 2z. Ñîãëàñíî ëåììå 4.4.1 ôóíêöèÿ wN = ζEvNïðèíàäëåæèò V lq (Rn) è
‖wN‖q,l,Rn ≤ c ‖EvN‖q,l,Rn , N = 0, 1, . . .

Ïîýòîìó

‖vN‖qp,l,Ω ≥ c
∑N

i=0

∫ 5δi+1/3

4δi+1/3

‖wN (·, z)‖qq,l,Rn−1dz. (8)

Çàìåòèì, ÷òî
wN (x) = αi, åñëè x ∈ Ω ∩ U, z ∈ (4δi+1/3, 5δi+1/3).

Ïðèìåíèì ëåììó 2.2.1 ê ôóíêöèè B(n−1)
2z 3 y 7→ α−1

i wN (y, z). Òîãäàïîëó÷èì[
log
(
2z/ϕ(z)

)]q−1‖∇′lwN (·, z)‖qq,B2z
+ z1−n‖wN (·, z)‖qq,B2z

≥ c αqi ,

ãäå∇′l îçíà÷àåò ãðàäèåíò ïîðÿäêà l ïî ïåðåìåííûì y1, . . . , yn−1. Òàêêàê wN (y, z) = 0 ïðè |y| > 2z, òî âåðíî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà
‖wN (·, z)‖q,B2z ≤ c zl‖∇′lwN (·, z)‖q,B2z ,

è, çíà÷èò,
‖∇′lwN (·, z)‖qq,B2z

≥ c αqi
[
log
(
z/ϕ(z)

)]1−q
, z ∈ (4δi+1/3, 5δi+1/3).

Èç (8) è ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî
c
(∑N

i=0
αpi δ

1−lp
i ϕ(δi)n−1

)q/p
≥ ‖uN‖qp,l,Ω ≥

≥ c
∑N

i=0
αqi

(
log

δi
ϕ(δi)

)1−q

δi .

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû αi òàê, ÷òîáû
αpi δ

1−lp
i ϕ(δi)n−1 = αqi

(
log
(
δi/ϕ(δi)

))1−q
δi, i ≥ 0.

Òîãäà∑N

i=0
δiϕ(δi)n−1

(
δi/ϕ(δi)

) p(n−1)
p−q (log (δi/ϕ(δi)))

p(q−1)
q−p ≤ c.
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Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ýêâèâàëåíòåí èíòåãðàëó∫ δi

δi+1

(
tβ

ϕ(t)

)n/(β−1) ∣∣∣∣log
ϕ(t)
t

∣∣∣∣γ dt

t
,

ãäå γ è β îïðåäåëåíû â (1) è (4.8.1/1) ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà∫ 1

δN+1

(
tβ

ϕ(t)

)n/(β−1) ∣∣∣∣log
ϕ(t)
t

∣∣∣∣γ dt

t
≤ c.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ïîëó÷àåì (2). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîïóòíî óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óò-âåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ω òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå (i). Ïóñòü
lq = n− 1, q > 1. Îïðåäåëèì â Ω âåñîâóþ ôóíêöèþ τ :

τ(x) =

{ (
|x|/ϕ(|x|)

)l[ log
(
|x|/ϕ(|x|)

)]−1+1/q ïðè x ∈ Ω ∩B1,
1 ïðè x ∈ Ω \B1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
V lq,τ (Ω)→ V lq (R

n).
Ïðèìåð. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü Ω � îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â(4.8.1/6), è ïóñòü lq = n − 1, 1 < q < p. Â ñèëó äîêàçàííîé âûøåòåîðåìû ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (4.8.1/3)ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî

q−1 > p−1 + l(λ− 1)/(1 + λ(n− 1)),

ëèáî
q−1 = p−1 + l(λ− 1)/(1 + λ(n− 1)) è 2q−1 < 1 + p−1.

4.9 Âíåøíèé ïèê. Îïåðàòîð ïðîäîëæå-

íèÿ: V l
p (Ω)→ V l

q (R
n), q < p, lq > n− 1

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ôîðìóëèðóþòñÿ òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-âàíèÿ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lq (R
n) äëÿîáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì ïðè q < p, lq > n − 1. Ìû ñîõðàíÿåìîáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
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Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ âåðøèíîé âíåø-íåãî ïèêà íà ãðàíèöå. Ïóñòü åùå âûïîëíåíî óñëîâèå (4.2/1). Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî p ∈ (1,∞), q ∈ [1, p) è lq > n− 1.(i) Åñëè
np(1/q − 1/p) = (n− 1)(β − 1) (1)

è âåðíî íåðàâåíñòâî (4.8.1/2), òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâ-íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lq (R
n).

(ii) Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (4.8.1/3)è îáëàñòü ω èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 ñîäåðæèò òî÷êó y = 0, òî ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.8.1/2), ãäå β îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïî òåîðåìå 4.6 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðå-ðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ω)→ V lp,σ(R

n), ãäå
σ(x) =

(
ϕ(|x|)/|x|

)(n−1)/p ïðè |x| < 1 è σ(x) = 1 ïðè |x| ≥ 1.

Òàê êàê Ω îãðàíè÷åíà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ v ∈ V lp (Ω)íîñèòåëü ôóíêöèè Ev ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå, íå çàâèñÿùåìîò v. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü òîãî æå îïåðàòîðà êàê îïåðàòîðà:
V lp (Ω)→ V lq (R

n). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îöåíêó (ñì. òàê-
æå òåîðåìó 1.2.4)

‖∇jEv‖q,B1 ≤ c ‖σ∇jEv‖p,Ω, v ∈ V lp (Ω), j = 0, . . . , l.

Çàôèêñèðóåì ìóëüòèèíäåêñ β, |β| ≤ l, è ïîëîæèì w = DβEv. Èñ-ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷èì

‖w‖q,B1 ≤ ‖σw‖p,B1

(∫
B1

σ(x)pq/(q−p)dx
)1/q−1/p

.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïà-äàåò ñ èíòåãðàëîì â (4.8.1/2), ïîýòîìó ‖w‖q,B1 ≤ c ‖σw‖p,B1 , èóòâåðæäåíèå (i) òåîðåìû óñòàíîâëåíî.
(ii) Ïóñòü

f ∈ C∞0 (1, 2), f ≥ 0, f
∣∣
(4/3,5/3)

= 1.

Ïîëîæèì δi = 4−i, i ≥ 0, çàôèêñèðóåì öåëîå N ≥ 0 è îïðåäåëèìôóíêöèþ uN íà Ω ðàâåíñòâàìè
uN
∣∣
Ω\U = 0, uN (x) =

∑N

i=0
λif(2z/δi), x = (y, z) ∈ Ω ∩ U,
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ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 è {λi}i≥0 � ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, îïèñûâàåìàÿ äàëåå. Äëÿ 0 ≤ i ≤ Nïðîâåðèì îöåíêó
‖∇lEuN‖qq,Si

≥ c λqi δ
n−lq
i (2)

â ïîëîñå
Si =

{
(y, z) : y ∈ Rn−1, z ∈ (δi+1, δi)

}
.

Ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (2) àíàëîãè÷íî äîêàçà-òåëüñòâó íåðàâåíñòâà (4.6/10) â òåîðåìå 4.6 (ii).
Ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ Rn−1 èìååì (EuN )(y, ·) ∈ V lq (R1). Ñîãëàñíîòåîðåìå 1.5.1 êàæäîìó N ≥ 0 ñîîòâåòñòâóåò òàêîé íàáîð ôóíêöèé

{Pi}Ni=0, ÷òî Pi îïðåäåëåíà â Rn, ïðè ï.â. y ∈ Rn−1 ôóíêöèÿ Pi(y, ·)ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè l − 1 â R1, à ïðè òåõ æå y äëÿ âñåõ
i = 0, . . . , N âåðíû îöåíêè

‖
(
EuN

)
(y, ·)− Pi(y, ·)‖qLq(δi+1,δi)

≤

≤ c (l, q) δlqi

∫ δi

δi+1

∣∣∣∣∂l(EuN )
∂zl

(y, z)
∣∣∣∣qdz. (3)

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Pi(y, z) =

∑l−1

k=0
a
(i)
k (y)zk, i = 0, . . . , N,

ãäå
a
(i)
k (y) = δ−k−1

i

∫ 2δi+1

δi+1

ψk
(
(2δi+1)−1t

)(
EuN

)
(y, t)dt (4)

è {ψk}l−1
k=0 � íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè êëàññà C∞0 (1/2, 1).Ïðè i = 0, . . . , N ïîëîæèì

vi(y) =
1

2δi+1

∫ δi

2δi+1

((
EuN

)
(y, z)− Pi(y, z)

)
dz, y ∈ Rn−1. (5)

Òàê êàê (0, z) ∈ Ω ïðè z ∈ (0, 1), òî (EuN)(0, z) = uN (0, z) ïðè ï.â.
z ∈ (0, 1). Â ÷àñòíîñòè, (EuN)(0, z) = 0 , åñëè z ∈ (δi+1, 2δi+1), è,çíà÷èò, âñå êîýôôèöèåíòû (4) ðàâíû íóëþ ïðè y = 0. Îòñþäà

vi(0) = (2δi+1)−1

∫ δi

2δi+1

uN (0, z)dz = λi

∫ 2

1

f(z)dz.
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Ââèäó ñîáîëåâñêîãî âëîæåíèÿ
V lq
(
B

(n−1)
δi

)
⊂ C

(
B

(n−1)
δi

)
∩ L∞

(
B

(n−1)
δi

)
èìååì

c δ
(n−1)/q
i ‖vi‖∞,Bδi

≤ ‖vi‖q,Bδi
+ δli‖∇lvi‖q,Bδi

,

îòêóäà
λi ≤ c δ(1−n)/q

i ‖vi‖q,Rn−1 + c δ
l−(n−1)/q
i ‖∇lvi‖q,Rn−1 . (6)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü â (6). Çàôèêñèðóåì ìóëüòèèíäåêñ γ ∈ Zn−1
+ ,

|γ| = l. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî
|Dγvi(y)| ≤ c δ−1

i

∫ δi

2δi+1

(
|Dγ

y

(
EuN

)
(y, z)|+ |Dγ

yPi(y, z)|
)
dz. (7)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ê èíòåãðàëó â (4), ïîëó÷èì
|Dγa

(i)
k (y)| ≤ c δ−k−1/q

i ‖Dγ
y

(
EuN

)
(y, ·)‖Lq(δi+1,2δi+1).

Ñëåäîâàòåëüíî,
|Dγ

yPi(y, z)| ≤ c δ
−1/q
i ‖Dγ

y

(
EuN

)
(y, ·)‖Lq(δi+1,2δi+1) (8)

ïðè z ∈ (δi+1, δi). Èç îöåíîê (7), (8) âûòåêàåò, ÷òî
‖∇lvi‖q,Rn−1 ≤ c δ−1/q

i ‖∇lEuN‖q,Si
, (9)

ãäå Si � ïîëîñà èç íåðàâåíñòâà (2).Äëÿ îöåíêè ‖vi‖q,Rn−1 ïðèìåíèì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðàê èíòåãðàëó â (5), à çàòåì èñïîëüçóåì (3). Â ðåçóëüòàòå íàéäåì
‖vi‖q,Rn−1 ≤ c δl−1/q

i ‖∇lEuN‖q,Si . (10)

Èç (6), (9), (10) ñëåäóåò (2).Âûâåäåì ñ ïîìîùüþ (2) íåðàâåíñòâî (4.8.1/2). Â ñèëó îöåíêè (2)è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà E : V lp (Ω)→ V lq (R
n) èìååì

c
∑N

i=0
λqi δ

n−lq
i ≤ ‖∇lEuN‖qq,Rn ≤ c ‖uN‖qp,l,Ω.

Îòñþäà
c
∑N

i=0
λqi δ

n−lq
i ≤ ‖uN‖qp,l,Ω ≤ c

(∑N

i=0
λpi δ

1−lp
i ϕ(δi)n−1

)q/p
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äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ {λi}i≥0. Ïóñòü
λqi δ

n−lq
i = λpi δ

1−lp
i ϕ(δi)n−1, i = 0, 1, . . .

Òîãäà ∑N

i=0
ϕ(δi)(n−1)q/(q−p)δ

(np−q)/(p−q)
i ≤ c.

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ýêâèâàëåíòåí èíòåãðàëó∫ δi

δi+1

(
tβ/ϕ(t)

)n/(β−1) dt

t
,

ãäå β îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1). Òàêèì îáðàçîì,∫ 1

δN+1

(
tβ/ϕ(t)

)n/(β−1) dt

t
≤ c.

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè N → ∞ äàåò (4.8.1/2). Äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû çàêîí÷åíî.
Ïðèìåð. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü Ω � îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â(4.8.1/6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > q ≥ 1 è lq > n− 1. Â ñîîòâåòñòâèèñ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî íåïðå-ðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ âèäà (4.8.1/3) ðàâíîñèëüíî íåðà-âåíñòâó q−1 > p−1(1 + (λ− 1)(n− 1)/n).

4.10 Âóòðåííèé ïèê. Îïåðàòîð ïðîäîë-

æåíèÿ: V l
p (Ω)→ V l

q (R
2), q < p

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äàþòñÿ òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lq (R
2),

q < p, äëÿ ïëîñêîé îáëàñòè, îïèñàíííîé â îïðåäåëåíèè 4.7.2. Â ýòîìðàçäåëå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c çàâèñÿò ëèøü îò l, p, q,Ω.
Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãîâíóòðü îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè Ω. Ïóñòü åùå 1 ≤ q < p ≤ ∞.Ïîëîæèì ϕ = ϕ+ − ϕ−.(i) Åñëè

1/q − 1/p = (l − 1/p)(β − 1)/(β + 1) (1)

è íåðàâåíñòâî (4.8.1/2) âûïîëíåíî ïðè n = 2, òî ñóùåñòâóåò ëèíåé-íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V lq (R
2).
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(ii) Ïóñòü ϕ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ(4.2/1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ E : V lp (Ω) → V lq (R
2). Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî (4.8.1/2),

ãäå n = 2 è β îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïî òåîðåìå 4.7.2 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðå-ðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : V lp (Ω) → V lp,σ(R

2), ãäå σ �
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â óòâåðæäåíèè (i) óïîìÿíóòîé òåî-ðåìû. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ V lp (Ω)íîñèòåëü ôóíêöèè Ev ñîäåðæèòñÿ â êðóãå, íå çàâèñÿùåì îò v. Ïóñòü
w = DαEv, |α| ≤ l. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà èìååì

‖w‖q,G ≤ ‖σw‖p,G
(∫∫

G

σ(x, y)pq/(q−p)dxdy
)1/q−1/p

(çäåñü G òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå 4.7.2). Ïîñëåäíèé èíòåãðàëñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì â (4.8.1/2), ïîýòîìó
‖w‖q,R2 ≤ c ‖σw‖p,R2 ≤ c ‖v‖p,l,Ω.

Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü óêàçàííîãî âûøå îïåðàòîðà E êàêîïåðàòîðà: V lp (Ω)→ V lq (R
2). Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.

(ii) Ââåäåì ôóíêöèè f, g èç C∞(R1) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
supp f ⊂ (1, 2), f

∣∣
(4/3,5/3)

= 1, g
∣∣
(−∞,1)

= 1, g
∣∣
(2,∞)

= 0.

Çàôèêñèðóåì òàêîå ÷èñëî δ0 ∈ (0, 1), ÷òî ϕ+(x) < x/2 ïðè x ∈ (0, δ0]è ïîëîæèì δi+1 = δi/2, i = 0, 1, . . . Äëÿ ëþáîãî öåëîãî N ≥ 0îïðåäåëèì â Ω ôóíêöèþ

uN (x, y) =


N∑
i=0

λif(x/δi+1)g(y/δi+1) ïðè x ∈ (0, 1), y > ϕ+(x),

0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ (x, y) ∈ Ω,

ãäå {λi}i≥0 � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,îïèñûâàåìàÿ íèæå. Â ñèëó ëåììû 4.7.2/2 èìååì∫ 1

0

|uN (x, ϕ+(x))|qϕ(x)1−lqdx ≤ c ‖EuN‖qq,l,R2 .

Îòñþäà
c
∑N

i=0
λqiϕ(δi)1−lqδi ≤
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≤
∑N

i=0

∫ 5
3 δi+1

4
3 δi+1

|uN (x, ϕ+(x)|qϕ(x))1−lqdx ≤ c ‖EuN‖qq,l,R2 .

Òàê êàê
c ‖EuN‖q,l,R2 ≤ c ‖uN‖p,l,Ω ≤

(∑N

i=0
λpi δ

2−lp
i

)1/p

(ïðè p = ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà çàìåíÿåòñÿ íà
max {λiδ−li : i = 0, . . . , N}), òî(∑N

i=0
λqiϕ(δi)1−lqδi

)1/q

≤ c
(∑N

i=0
λpi δ

2−lp
i

)1/p

.

Ïóñòü
λqi δiϕ(δi)1−lq = λpi δ

2−lp
i , i = 0, 1, . . . ïðè p <∞

è λi = δli ïðè p =∞. Òîãäà∑N

i=0
ϕ(δi)p(lq−1)/(q−p)δ

2+p(lq−1)/(p−q)
i ≤ c.

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ýêâèâàëåíòåí èíòåãðàëó∫ δi

δi+1

(
tβ

ϕ(t)

)2/(β−1)
dt

t
,

ãäå β îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1). Ïîýòîìó∫ δ0

δN+1

(
tβ

ϕ(t)

)2/(β−1)
dt

t
≤ const,

è íåðàâåíñòâî (4.8.1/2) c n = 2 âûâîäèòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîìïðè N →∞. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Ïðèìåð. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü

Ω = B2 \ {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0, 1], 0 ≤ y ≤ cxλ}, λ > 1.

Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðà-òîð ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω) → V lq (R
2), q ∈ [1, p), ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà q < (λ+ 1)/(l(λ− 1) + 2p−1).
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4.11 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 4

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 áûëè àíîíñèðîâàíû â çàìåòêå àâòî-ðîâ [44]. Èõ äîêàçàòåëüñòâà äàíû â ñòàòüÿõ [45, 46].Çàäà÷à î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà âî âíå-øíîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñ óõóäøåíèåì êëàññà (êîãäà ïðîäîë-æåíèå ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà íåâîçìîæíî) èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ ìíî-ãèõ àâòîðîâ. Óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ.Â. È. Áóðåíêîâ [13] ïîñòðîèë ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
ïðîäîëæåíèÿ: V lp (Ω)→ V

[λl]
p (Rn) â ñëó÷àå Ω ∈ C0,λ, λ ∈ (0, 1); çäåñü

[·] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.Â. Ì. Ãîëüäøòåéí è Â. Í. Ñèòíèêîâ [22] ðàññìîòðåëè ïëîñêóþîáëàñòü Ω ñ âíåøíèì èëè âíóòðåííèì ïèêîì, ÷àñòü ãðàíèöû êîòî-ðîé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïèêà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè èç
C0,λ, λ ∈ (0, 1). Â ðàáîòå [22] áûë ïîñòðîåí îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ: W 1

p (Ω)→W 1
q (R2) ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì q, q < p.

Á. Ë. Ôàéí [75] îïèñàë êëàññ îáëàñòåé Ω ⊂ Rn ñ íåãëàäêèìèãðàíèöàìè (âêëþ÷àþùèé îáëàñòè èç C0,λ, λ ∈ (0, 1)) è ïîñòðîèëîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàí-ñòâà V lp (Ω) ëèáî â V lq (R
n) ïðè q < p, ëèáî â V lp,σ(R

n), ãäå σ �íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ íà ∂Ω. Åñëè Ωèìååò âåðøèíó èçîëèðîâàííîãî ñòåïåííîãî ïèêà íà ãðàíèöå, òî ïî-êàçàòåëè q â [75] ñîâïàäàþò ñ ïîêàçàòåëÿìè â ïðèìåðàõ, ïðèâåäåí-íûõ â ðàçä. 4.8 � 4.10.Îòìåòèì åùå îäèí ðåçóëüòàò î ïðîäîëæåíèè èç îãðàíè÷åííîéîáëàñòè, ïðèíàäëåæàùèé Â. È. Áóðåíêîâó è Ó. Ä. Ýâàíñó [92].Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé λ, ïîëîæèòåëüíûõ, íåóáûâà-þùèõ íà (0,∞) è òàêèõ, ÷òî limt→+0 λ(t) = 0 . Ïóñòü λ ∈ Λ è
1 ≤ p ≤ ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hλ(·)

p (Rn) ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõïî Ëåáåãó ôóíêöèé f íà Rn ñ êîíå÷íîé íîðìîé
‖f‖

H
λ(·)
p (Rn)

= ‖f‖Lp(Rn) + sup
0 6=h∈Rn

{‖f(·+ h)− f(·)‖Lp(Rn)

λ(|h|)

}
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâîè 1 ≤ p, q <∞. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:(i) âëîæåíèå W 1
p (Ω) ⊂ Lq(Ω) êîìïàêòíî;

(ii) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ λ ∈ Λ, ÷òî îòîáðàæåíèå
W 1
p (Ω) 3 u 7→ E0u ∈ Hλ(·)

q (Rn),

ãäå E0u = u íà Ω è E0u = 0 íà Rn \ Ω, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûìîïåðàòîðîì;



192 Ãëàâà 4. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé âî âíåøíîñòü îáëàñòè ...

(iii) ñóùåñòâóþò λ ∈ Λ è îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:
W 1
p (Ω)→ H

λ(·)
q (Rn).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 1.8/1 óòâåðæäåíèÿ (i)�(iii) âåðíûïðè q < p.Ëåììû 4.1.2/1�2 ïðè p = q áûëè äîêàçàíû Ã. Òàëåíòè [137],Ã. Òîìàñåëëè [138] è Á. Ìàêåíõàóïòîì [130]. Îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé
p 6= q (âêëþ÷àÿ q < p) ìîãóò áûòü íàéäåíû â êíèãå Â. Ã. Ìàçüÿ [40,1.3]. Áîëåå îáùèå âåñîâûå íåðàâåíñòâà áûëè ïîëó÷åíû Â. Ä. Ñòå-ïàíîâûì [72]. Ëåììà 4.1.2/3 ïðè p = 2 è l = 1 äîêàçàíà â ðàáîòåÂ. Ã. Ìàçüÿ [39].Â ñâÿçè ñ çàìå÷àíèåì 4.6 óïîìÿíåì îäèí ðåçóëüòàò Õ. Óèòíè.Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Õ. Óèòíè [142] îõàðàêòåðè-çîâàë ñóæåíèÿ íà Ω ôóíêöèé èç Ll∞(Rn). Êàê ñëåäñòâèå, îí ïîëó-÷èë [143] ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñò-âà

Ll∞(Ω) =
{
u
∣∣
Ω

: u ∈ Ll∞(Rn)
}
. (1)

Ýòî óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþ-áûìè òî÷êàìè x, y ∈ Ω òàê íàçûâàåìîìó âíóòðåííåìó ðàññòîÿíèþ,îïðåäåëÿåìîìó êàê èíôèìóì äëèí ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, ëåæàùèõâ Ω, ñîåäèíÿþùèõ x è y. Îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì î÷åâèäíî óäîâ-ëåòâîðÿåò óêàçàííîìó óñëîâèþ. Í. Çîáèí [145] óñòàíîâèë â ñëó÷àåïëîñêîé îãðàíè÷åííîé êîíå÷íî-ñâÿçíîé îáëàñòè íåîáõîäèìîñòü ýê-âèâàëåíòíîñòè åâêëèäîâîé è âíóòðåííåé ìåòðèê äëÿ òîãî, ÷òîáû (1)èìåëî ìåñòî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì l ≥ 1. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî,îáëàñòè â Rn, n ≥ 2, äëÿ êîòîðûõ (1) âåðíî è áåç óïîìÿíóòîéýêâèâàëåíòíîñòè [145].



Ãëàâà 5

Òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ

ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â

îáëàñòÿõ ñ ïèêàìè è

ã¼ëüäåðîâûõ îáëàñòÿõ

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîñòü è êîìïàêòíîñòü îïåðàòî-ðîâ âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â ïðîñòðàíñòâî Lq èëè C ∩L∞äëÿ íåêîòîðûõ íåëèïøèöåâûõ îáëàñòåé. Â ðàçä. 5.1, 5.2 íåîáõîäè-ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè óïîìÿíóòûõ âëîæåíèéïîëó÷åíû äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì.
Â ðàçä. 5.3 ðàññìîòðåíû äâà ïðèìåðà ìàëûõ ñèíãóëÿðíûõ âîçìó-ùåíèé ïèêîâ âáëèçè âåðøèíû è ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íîðìûîïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â ïðîñòðàíñòâî Lq ñïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì q èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûé ïîðÿäîêðîñòà ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Â ðàçä. 5.4 èññëåäóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà ãðàíè÷íîãîñëåäà W 1

p (Ω) 3 u 7→ u|∂Ω ∈ Lq(∂Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì.
Ðàçä. 5.5 ïîñâÿùåí òåîðåìå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà âïðîñòðàíñòâà Lq è C íà ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè.
Îïèøåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 5. Ðàññìîò-ðèì òèïè÷íóþ îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì âèäà

Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}, n ≥ 2,

193
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ãäå ϕ � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ èç C0,1([0, 1]), òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) =
limz→0 ϕ

′(z) = 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ îáëàñòåé òåî-ðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà íåâåðíà.Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè p ≤ q <∞ íåðàâåíñòâî
sup {A(z) : z ∈ (0, 1)} <∞,

ãäå
A(z) = max

i=0;1

{ z∫
0

ϕ(t)n−1(z − t)q(l−1)(1−i)dt

 1
q

×

×

 1∫
z

ϕ(t)
n−1
1−p (t− z)

p(l−1)i
p−1 dt


p−1

p }
,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð âëîæåíèÿ:
V lp (Ω)→ Lq(Ω)

áûë íåïðåðûâíûì ïðè l ≥ 1, 1 < p ≤ q <∞, à óñëîâèå
lim
z→+0

A(z) = 0

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ åãî ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè. Â ñëó÷àåâûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ ϕ(2z) ≤ const · ϕ(z) ìîæíî ïîëîæèòü
A(z) = ϕ(z)(n−1)(q−1−p−1)zl−p

−1+q−1
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5.2 íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæå-íèÿ: V lp (Ω)→ C(Ω) ∩ L∞(Ω), p > 1, ðàâíîñèëüíà åãî ïîëíîé íåïðå-ðûâíîñòè, è ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫ 1

0

z(l−1)p/(p−1)ϕ(z)(1−n)/(p−1)dz <∞.

Â ãë. 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ïðèìåðû ìàëûõ âîçìóùåíèéïèêîâ âáëèçè âåðøèíû. �Óëó÷øèì� ïðåäñòàâëåííûé âûøå ïèê Ωäâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîëîæèâ
Ω(ε) = {x = (y, z) ∈ Ω : z ∈ (ε, 1)} è Ω(ε) = Ω ∪ {x : |x| < ε}.
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Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû âëîæåíèé
V lp (Ω

(ε))→ Lq(Ω(ε)) è V lp (Ω(ε))→ Lq(Ω(ε))

äëÿ ïðåäåëüíîãî ñîáîëåâñêîãî ïîêàçàòåëÿ q=np/(n − lp), lp< n,âûðîæäàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ. Íàïðèìåð, â ñëó-÷àå ϕ(z) = c zλ, λ ∈ (1, (2n− 1)(n− 1)−1), íîðìà ïåðâîãî îïåðàòîðà
ýêâèâàëåíòíà âåëè÷èíå ε−l(λ−1)(n−1)/n, à íîðìà âòîðîãî � âåëè÷èíå
ε−min{l,(λ−1)(n−1)/p} è ðàñòåò ïðè ε→ 0 áûñòðåå, ÷åì íîðìà ïåðâîãîîïåðàòîðà.

5.1 Î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â

ïðîñòðàíñòâî Lq äëÿ îáëàñòè ñ âíåø-

íèì ïèêîì

5.1.1 Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè, óñðåäíåí-

íîé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

Çäåñü ìû äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áó-äåò èñïîëüçîâàíî â 5.1.3 ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòàðàçä. 5.1.Ïóñòü l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f � âîçðàñòàþ-ùàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C0,1([0, 1]) ∩ Cl(0, 1), òàêàÿ, ÷òî f(0) = 0 è
|f (k)(z)| ≤ const f(z)1−k, k = 1, . . . , l, z ∈ (0, 1).

Ââåäåì ôóíêöèþ K ∈ C∞0 (B(n−1)
1 ), äëÿ êîòîðîé∫

K(y)yαdy = 0, α ∈ Zn−1
+ , 1 ≤ |α| ≤ l − 1. (1)

Ðàññìîòðèì îáëàñòü
G = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < f(z)} , n ≥ 2,

è ïîëîæèì äëÿ v ∈ Lp(G)(
Mv

)
(z) =

∫
|t|<1

K(t)v(f(z)t, z)dt, z ∈ (0, 1). (2)

Íèæå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,çàâèñÿùèå òîëüêî îò n, l, p,K, f .
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Ëåììà. Ïóñòü u ∈ V lp (G), 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α �
ìóëüòèèíäåêñ èç Zn−1

+ , |α| < l. Ïóñòü Dαu îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþôóíêöèè u ïî ïåðåìåííûì y1, y2, . . . , yn−1. Òîãäà ôóíêöèÿ
(0, 1) 3 z 7→ uα(z) =

(
M
(
Dαu

))
(z)

èìååò ïðîèçâîäíûå u(s)
α ∈ Lp,loc(0, 1) äëÿ âñåõ s = 0, . . . , l, à ïðè

l − |α| ≤ s ≤ l è ïî÷òè âñåõ z ∈ (0, 1) âåðíà îöåíêà
|u(s)
α (z)| ≤ c f(z)l−|α|−s−(n−1)/pU(z), (3)

ãäå
U(z) =

(∫
|y|<f(z)

|(∇lu)(y, z)|pdy
)1/p

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
vα(z) =

∫
|t|<1

(
DαK

)
(t)u

(
f(z)t, z

)
dt. (4)

Òîãäà uα(z) =
(
− f(z)

)−|α|
vα(z). Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ

v
(s)
α , 0 ≤ s ≤ l, ìîæåò áûòü íàéäåíà äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäûí-òåãðàëüíîé ôóíêöèè â (4), òî uα ∈ V lp (ε, 1 − ε) äëÿ ëþáîãî äî-ñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0.Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (3) íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ α = 0, s = l. Èç (2)âûâîäèì (

Mu
)(l)(z) =

∫
|t|<1

K(t)
∂l

∂zl
[
u
(
f(z)t, z

)]
dt.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíûå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿñóïåðïîçèöèè (ñì. Ë. Å. Ôðåíêåëü [99], Â. Ã. Ìàçüÿ [40, ñ. 21]),ïîëó÷èì
∂l

∂zl
[
u
(
f(z)t, z

)]
=
∂lu

∂zl
(
y, z
)∣∣
y=f(z)t

+

+
∑

1≤|β|≤l

(
Dβu

)(
f(z)t, z

)
tβ
∑
κ,λ

cκ,λ
(
f (κ1)(z)

)λ1
. . .
(
f (κm)(z)

)λm
,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì β = (β, βn) ∈ Zn+ è κ, λ ∈
Zm+ , òàêèì, ÷òî 1 ≤ |β| ≤ l, 1 ≤ m ≤ |β|,∑m

i=1
λi = |β|,

∑m

i=1
λiκi = l − βn; λi,κi ≥ 1, i = 1, . . . ,m,
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à cκ,λ � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Ïîñêîëüêó |f (κi)(z)| ≤ c f(z)1−κi ,
òî ìîäóëü îáùåãî ÷ëåíà â ñóììå ïî κ, λ íå ïðåâîñõîäèò c f(z)|β|−l.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ(

Mu
)(l)(z) =

∑
1≤|β|≤l

ψβ(z)Iβ(z), z ∈ (0, 1), (5)

â êîòîðîì β = (β, βn) ∈ Zn+, |β| > 0 ïðè |β| < l,
Iβ(z) =

∫
|t|<1

K(t)tβ
(
Dβu

)(
f(z)t, z

)
dt (6)

è ψβ � èçìåðèìûå ôóíêöèè íà (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
|ψβ(z)| ≤ c f(z)|β|−l, 1 ≤ |β| ≤ l. (7)

Äîïóñòèì, ÷òî |β| < l è ïîëîæèì v(t, z) =
(
Dβu

)(
f(z)t, z

). Çà-
ôèêñèðóåì z ∈ (0, 1) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì
èç P(n−1)

l−|β|−1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1), ïîëó÷àåì

|Iβ(z)| =
∣∣∣∣ ∫

|t|<1

K(t)tβ
(
v(t, z)−Q(t)

)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ c inf

Q
‖v(·, z)−Q‖p,B1 . (8)

Ïî òåîðåìå 1.5.1 ïðàâàÿ ÷àñòü â (8) íå áîëüøå
c ‖
(
∇′l−|β|v

)
(·, z)‖p,B1 ,

ãäå (∇′l−|β|v)(t, z) åñòü ãðàäèåíò ïîðÿäêà l − |β| ïî ïåðåìåííûì
t1, . . . , tn−1. Çàìåíà t = y/f(z) äàåò

|Iβ(z)| ≤ c f(z)(1−n)/p+l−|β|U(z). (9)

Îöåíêà (9) âåðíà è ïðè |β| = l. Çäåñü (9) ñëåäóåò èç (6) ñ ïîìîùüþíåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà. Îáúåäèíÿÿ (5), (7) è (9), ïðèõîäèì ê îöåíêå∣∣(Mu
)(l)(z)∣∣ ≤ c f(z)(1−n)/pU(z). (10)

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3) óñòàíîâëåíî ïðè s = l è α = 0.Çàìåíÿÿ u íà Dαu è l íà l − |α| â (10), ìû ïîëó÷èì (3) òàêæå âñëó÷àå 0 ≤ |α| < l è s = l − |α|.
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Ñëó÷àé l ≥ s > l − |α|, |α| > 0. Ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèåâûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî (5):
u(s)
α (z) =

∑
1≤|β|≤l−|α|

ϕβ(z)
∫
|t|<1

K(t)tβ(Dµu)
(
f(z)t, z

)
dt+

+
s+|α|−l∑
i=1

∑
|γ|=l−|α|

σi,γ(z)
di

dzi

∫
|t|<1

Kγ(t)(Dνu)
(
f(z)t, z

)
dt. (11)

Çäåñü
β = (β, βn) ∈ Zn+, µ = (α+ β, βn),

γ = (γ, γn) ∈ Zn+, ν = (α+ γ, γn),

à ôóíêöèè ϕβ , σi,γ îïðåäåëåíû íà (0, 1), èçìåðèìû è óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì
|ϕβ(z)| ≤ c f(z)|β|−s, |σi,γ(z)| ≤ c f(z)i+|γ|−s.

Êðîìå òîãî, |β| > 0, åñëè |β| < l − |α|, à Kγ ∈ C∞0
(
B

(n−1)
1

) �íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè. Â ñèëó (1) èìååì∫
K(t)tβQ(t)dt = 0, åñëè |β| < l − |α|, Q ∈ P(n−1)

l−|µ|−1,

è ìîäóëü èíòåãðàëà â ñóììå ïî β â (11) ìàæîðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþîáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå òàê æå, êàê îöåíêà (9) áûëàâûâåäåíà èç (8). Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü îáùåãî ÷ëåíà â ýòîé ñóììåíå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè (3).Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå äâîéíîé ñóììû â (11). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Iα,γ(z) ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (11). Çàïèøåì åãî â âèäå

Iα,γ(z) =
(
− f(z)

)−|α|
Sα,γ(z),

ãäå
Sα,γ(z) =

∫
|t|<1

Kα,γ(t)(Dγu)
(
f(z)t, z

)
dt (12)

è Kα,γ(t) =
(
DαKγ

)
(t). Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣ di

dzi
Iα,γ(z)

∣∣∣ ≤ c ∑i

j=0

∣∣∣ di−j
dzi−j

(
f(z)−|α|

) dj

dzj
Sα,γ(z)

∣∣∣.
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Ìîäóëü ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ â îáùåì ÷ëåíå ïîñëåäíåé ñóììû íåïðåâîñõîäèò c f(z)j−i−|α|. Îòñþäà∣∣∣σi,γ(z) di
dzi

Iα,γ(z)
∣∣∣ ≤ c ∑i

j=0
f(z)|γ|−s−|α|+j

∣∣∣ dj
dzj

Sα,γ(z)
∣∣∣. (13)

Îöåíèì âòîðîé ñîìíîæèòåëü â îáùåì ÷ëåíå ñóììû. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ñëó÷àé j = 0. Òàê êàê ∫ Kα,γQdt = 0 äëÿ âñåõ Q ∈ P(n−1)

|α|−1 ,òî ∣∣Sα,γ(z)∣∣ ≤ c inf
Q
‖w(·, z)−Q‖

p,B
(n−1)
1

,

ãäå w(t, z) =
(
Dγu

)(
f(z)t, z

). Èñïîëüçóåì òåîðåìó 1.5.1, à çàòåì
ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = y/f(z). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì êîöåíêå ∣∣Sα,γ(z)∣∣ ≤ c f(z)|α|+(1−n)/pU(z). (14)

Òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (13), ñîîòâåòñòâóþùåå
j = 0, íå áîëüøå ïðàâîé ÷àñòè â (3).

Ïóñòü 1 ≤ j ≤ i. Òîãäà j + |γ| ≤ s ≤ l, è ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà jôóíêöèè Sα,γ(z) ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäûíòåã-ðàëüíîé ôóíêöèè â (12). Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàéäåì,÷òî
dj

dzj
Sα,γ(z) =

∑
1≤|δ|≤j

gδ(z)Jδ(z).

Çäåñü δ =
(
δ, δn

)
∈ Zn+,

Jδ(z) =
∫
|t|<1

Kα,γ(t)tδ
(
Dδ+γu

)(
f(z)t, z

)
dt

è |gδ(z)| ≤ c f(z)|δ|−j . Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè |δ| < |α| ôóíê-
öèÿ B

(n−1)
1 3 t 7→ tδKα,γ(t) èìååò íóëåâûå ìîìåíòû äî ïîðÿäêà

|α| − |δ| − 1 âêëþ÷èòåëüíî. Îòñþäà∣∣Jδ(z)∣∣ ≤ c inf
{
‖w(·, z)−Q‖

p,B
(n−1)
1

: Q ∈ P(n−1)
|α|−|δ|−1

}
,

ãäå w(t, z) =
(
Dδ+γu

)(
f(z)t, z

). Òàê êàê w(·, z) ∈ L
|α|−|δ|
p

(
B

(n−1)
1

)
ïðè ï.â. z ∈ (0, 1), òî ïðèìåíèìî îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèé èíôèìóì ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé

c ‖
(
∇′|α|−|δ|w

)
(·, z)‖

p,B
(n−1)
1

,
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â êîòîðîé ∇′|α|−|δ| îçíà÷àåò ãðàäèåíò ïî ïåðâûì n− 1 ïåðåìåííûì.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî |α| = l − |γ|, ïîëó÷àåì∣∣gδ(z)Jδ(z)∣∣ ≤ c f(z)|α|−j+(1−n)/pU(z). (15)

Åñëè |α| = |δ|, òî |δ + γ| = l, è âåëè÷èíà |Jδ(z)| îöåíèâàåòñÿ ñïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà. Çäåñü îïÿòü èìååò ìåñòî (15). Èçîöåíîê (13)�(15) ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü îáùåãî ÷ëåíà äâîéíîé ñóììûâ (11) íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè â (3). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììûçàêîí÷åíî.

5.1.2 Ñãëàæèâàíèå ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ïèê

Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 âåðøèíû âíåøíåãî ïèêà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ýòó ôóíêöèþ ïðè äî-êàçàòåëüñòâå òåîðåìû âëîæåíèÿ áîëåå ãëàäêîé è óäîâëåòâîðÿþùåéíåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì.
Ëåììà. Ïóñòü ϕ ∈ C0,1([0, 1]), ϕ âîçðàñòàåò è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ ϕ(0) = limz→+0 ϕ

′(z) = 0. Òîãäà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì lñóùåñòâóþò âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Cl((0, 1]) è ïîëîæèòåëüíàÿêîíñòàíòà c, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ϕ, l, òàêèå, ÷òî limz→+0 f(z) =
limz→+0 f

′(z) = 0,
c−1ϕ(z) ≤ f(z) ≤ c ϕ(z) (1)

è ∣∣f (k)(z)
∣∣ ≤ c f(z)1−k, k = 1, . . . , l, (2)

äëÿ âñåõ z ∈ (0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ Cl(R1), ψ(t) = 0 ïðè t ≤ 0, ψ(t) = 1ïðè t ≥ 1 è ψ âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0, 1]. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü {zi} ïî ïðàâèëó z0 = 1,

zi+1 + ϕ(zi+1) = zi, i = 0, 1, . . . (3)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi} óáûâàåò, à êðîìå òîãî,
zi → 0, z−1

i+1zi → 1, ϕ(zi+1)−1ϕ(zi)→ 1. (4)

Ïîëîæèì
ψ0(z) = ψ((z − z1)/(z0 − z1)), z ∈ (0, 1],
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à ïðè i = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψi ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψi(z) =
{
ψ((z − zi+1)/(zi − zi+1)), åñëè z ∈ (0, zi],
1− ψ((z − zi)/(zi−1 − zi)), åñëè z ∈ (zi, 1].

Òîãäà 0 ≤ ψi ≤ 1, ψi ∈ Cl((0, 1]) ïðè i ≥ 0, à òàêæå
suppψi = [zi+1, zi−1], i ≥ 1,

∑∞

i=0
ψi(z) = 1, z ∈ (0, 1].

Ïðîâåðèì, ÷òî òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé
f(z) =

∑∞

i=0
ϕ(zi)ψi(z), z ∈ (0, 1].

Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå f ∈ Cl((0, 1]). Äàëåå, åñëè
z ∈ [zi+1, zi], i ≥ 0, òî ψi(z) + ψi+1(z) = 1, ïîýòîìó

f(z) = ϕ(zi)ψi(z) + ϕ(zi+1)ψi+1(z) ∈ [ϕ(zi+1), ϕ(zi)],

ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ(zi+1)/ϕ(zi) ≤ f(z)/ϕ(z) ≤ ϕ(zi)/ϕ(zi+1), z ∈ [zi+1, zi].

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (1) âåðíà ïðè c = sup{ϕ(zi)/ϕ(zi+1) : i ≥ 0}.Â ÷àñòíîñòè, limz→+0 f(z) = 0.
Äëÿ ïðîâåðêè ìîíîòîííîñòè f çàìåòèì, ÷òî
f(z) = ϕ(zi+1) + (ϕ(zi)− ϕ(zi+1))ψi(z), z ∈ [zi+1, zi], i ≥ 0.

Îòñþäà f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê ψi âîçðàñòàåò íà ïðî-ìåæóòêå [zi+1, zi]. Êðîìå òîãî, ïðè k = 1, . . . , l è z ∈ [zi+1, zi] èìååì

f (k)(z) =
ϕ(zi)− ϕ(zi+1)

(zi − zi+1)k
ψ(k)

(
z − zi+1

zi − zi+1

)
,

îòêóäà ïðè òåõ æå z è k
|f (k)(z)| ≤ c ϕ(zi+1)1−kess sup {ϕ′(t) : t ∈ (zi+1, zi)}.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî limz→+0 f
′(z) = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (2).Ëåììà äîêàçàíà.
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5.1.3 Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæå-

íèÿ: V l
p (Ω)→ Lq(Ω) äëÿ îáëàñòè ñ ïèêîì

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå âñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Òàê êàê ïðè ìàëîì ε > 0 äëÿ îáëàñòè
Ω \ Bε âåðíà òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, òî ïðè èññëåäîâàíèèóñëîâèé ñïðàâåäëèâîñòè âëîæåíèÿ V lp (Ω) ⊂ Lq(Ω) ìîæíî îãðàíè-÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îáëàñòè âèäà

Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω}, n ≥ 2. (1)

Îòíîñèòåëüíî îáëàñòè ω ⊂ Rn−1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ êîíóñà è ëåæèò âìåñòå ñ çàìûêàíèåì â øàðå B(n−1)

1 , àôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ïðîìåæóòêå [0, 1],âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå, à òàêæå ϕ(0) = limz→+0 ϕ
′(z) = 0.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå Ω îçíà÷àåò òîëüêî ÷òî îïèñàííóþ îáëàñòü.×åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå ëèøüîò n, p, q, l, ω, ϕ. Ïî îïðåäåëåíèþ a ∼ b, åñëè c−1 ≤ a/b ≤ c.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëå-äóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå ëåììó 4.1.2/1 (ñì. Â. Ä. Ñòåïà-íîâ [71]).

Ëåììà. Ïóñòü −∞ ≤ a < b ≤ ∞, 1 < p ≤ q < ∞ è l ≥ 1. Äëÿñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò f , ÷òî b∫
a

∣∣∣∣w(x)

b∫
x

(t− x)l−1f(t)dt
∣∣∣∣qdx

1/q

≤ C

 b∫
a

∣∣v(x)f(x)
∣∣pdx

1/p

, (2)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè êîíå÷íûìè âåëè÷èíû A0, A1,ãäå
Aγ = sup

z∈(a,b)

{(∫ z

a

(z − t)q(l−1)(1−γ)|w(t)|qdt
)1/q

×

×

(∫ b

z

(t− z)
p(l−1)γ

p−1 |v(t)|
p

1−p dt

)(p−1)/p}
.

Áîëåå òîãî, åñëè C � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ â (2), òî
max{A0, A1} ≤ C ≤ c(p, q, l) max{A0, A1}.
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Ïðè p = 1 ≤ q <∞ íåðàâåíñòâî (2) âåðíî ñ íàèëó÷øåé ïîñòîÿííîé
C = sup

z∈(a,b)

|v(z)|−1

(∫ z

a

(z − t)q(l−1)|w(t)|qdt
)1/q

.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà 5.1.
Òåîðåìà. Ïóñòü l = 1, 2, . . ., 1 < p ≤ q < ∞. Ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω)
íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íûâåëè÷èíû A0, A1, ãäå

Aγ = sup
z∈(0,1)

{(∫ z

0

(z − t)q(l−1)(1−γ)ϕ(t)n−1dt

) 1
q

×

×
(∫ 1

z

ϕ(t)
n−1
1−p (t− z)

p(l−1)γ
p−1 dt

) p−1
p

}
. (3)

Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ:
V l1 (Ω)→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞,

ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó
sup

z∈(0,1)

ϕ(z)1−n
(∫ z

0

(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

<∞. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü íåðàâåíñòâ (4) è
max{A0, A1} <∞. (5)

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω). Ïîäñòà-âèì â íåðàâåíñòâî
‖u‖Lq(Ω) ≤ c ‖u‖V l

p(Ω) (6)

ôóíêöèþ
Ω 3 x = (y, z) 7→ u(x) =

∫ 1

z

(t− z)l−1f(t)dt,

ãäå f ∈ Lp,loc(0, 1). Ââèäó ëåììû 4.1.1 äëÿ òàêèõ u îöåíêà (6)ðàâíîñèëüíà äâóõâåñîâîìó íåðàâåíñòâó 1∫
0

ϕ(z)n−1dz

∣∣∣∣∣∣
1∫
z

(t− z)l−1f(t)dt

∣∣∣∣∣∣
q1/q

≤ c

 1∫
0

|f(z)|pϕ(z)n−1dz

1/p

.



204 Ãëàâà 5. Òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ...

Òåïåðü (4) (ïðè p = 1) è (5) (ïðè p > 1) âûòåêàþò èç ëåììû, ïðåä-øåñòâóþùåé òåîðåìå.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p > 1 è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5). Ïî-êàæåì, ÷òî îöåíêà (6) âåðíà äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Ω).
Òàê êàê îáëàñòü ω â (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî÷èñëà îáëàñòåé êëàññà C0,1 (ñì. ëåììû 1.3/1�2), à äëÿ êàæäîé òàêîéîáëàñòè âåðíà ëåììà 4.5/1 î ïðîäîëæåíèè â êðóãîâîé ïèê ñ ñîõ-ðàíåíèåì êëàññà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü Ω â (1) ÿâëÿåòñÿ

êðóãîâûì ïèêîì, ò.å. ω = B
(n−1)
1 . Êðîìå òîãî, ââèäó ëåììû 5.1.2ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ â (1) óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíè-òåëüíûì òðåáîâàíèÿì

ϕ ∈ Cl(0, 1), |ϕ(k)(z)| ≤ c ϕ(z)1−k, k = 1, . . . , l, z ∈ (0, 1). (7)

Çàôèêñèðóåì δ ∈ (0, 1) è âûáåðåì ïðîèçâîëüíî u ∈ V lp (Ω), u(x) = 0ïðè z > δ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðíà îöåíêà
‖u‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω), (8)

ãäå
A(δ) = max

γ∈{0;1}
sup

z∈(0,δ)

Aγ(z, δ), (9)

Aγ(z, δ) =
(∫ z

0

(z − t)q(l−1)(1−γ)ϕ(t)n−1dt

) 1
q

×

×

(∫ δ

z

ϕ(t)
n−1
1−p (t− z)

p(l−1)γ
p−1 dt

) p−1
p

. (10)

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (5) âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü âåëè÷èíû
A(δ) ïðè δ ∈ (0, 1], òàê êàê Aγ â (3) ìàæîðèðóåò âåëè÷èíó (10).Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà

A(δ) ≥ c ϕ(δ)l−n/p+n/q, (11)

èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî l − n/p + n/q ≥ 0 (òàê êàêëåâàÿ ÷àñòü (11) îãðàíè÷åíà) è, çíà÷èò, ïîêàçàòåëü q íå áîëüøåïðåäåëüíîãî ñîáîëåâñêîãî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (11) ïðè ìàëûõ
δ > 0. Äëÿ òàêèõ δ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9) � (10), èìååì

A(δ) ≥ A1(δ − ϕ(δ), δ) ≥



5.1. Î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â ïðîñòðàíñòâî Lq ... 205

≥

 δ−ϕ(δ)∫
δ−2ϕ(δ)

ϕ(t)n−1dt


1/q δ∫

δ−ϕ(δ)

ϕ(t)
n−1
1−p (t− δ + ϕ(δ))(l−1)p′dt


1/p′

.

Òàê êàê ϕ(δ+O(ϕ(δ))) = ϕ(δ)+o(ϕ(δ)), òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãîíåðàâåíñòâà íå ìåíüøå

c ϕ(δ)n/qϕ(δ)(1−n)/p

(∫ ϕ(δ)

0

t(l−1)p′dt

)1/p′

,

÷òî íå ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè (11). Èòàê, (11) èìååò ìåñòî.Îòìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè (8) äëÿ ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþïðè z > δ âûòåêàåò (6) äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Ω). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî äëÿ îáëàñòè Ω(ε) = {x ∈ Ω : z > ε} ïðè ε ∈ (0, 1) ïðîñòðàíñòâî
V lp (Ω

(ε)) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω(ε)) ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà (ò.ê.
Ω(ε) ∈ C0,1 è l − n/p+ n/q ≥ 0).

Ïóñòü K ∈ C∞0
(
B

(n−1)
1

), âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.1.1/1) è, êðîìå
òîãî, ∫ K(y)dy = 1. Äëÿ α ∈ Zn−1

+ , |α| < l ïîëîæèì
uα(z) = ϕ(z)1−n

∫
|y|<ϕ(z)

K
(
y/ϕ(z)

)(
Dα
y u
)
(y, z)dy, z ∈ (0, 1),

è îïðåäåëèì �ïîëèíîì�
Q(x) =

∑
|α|<l

uα(z)yα/α!, x = (y, z) ∈ Ω.

Íàøà öåëü � óñòàíîâèòü îöåíêè
‖Q‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω), (12)

‖u−Q‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω), (13)

èç êîòîðûõ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò (8) è òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîñòà-òî÷íîñòè òåîðåìû.Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (12). Ïóñòü
Qα(x) = uα(z)yα, α ∈ Zn−1

+ , |α| < l.

Ïîñêîëüêó uα(z) = 0 ïðè z > δ è ñóùåñòâóåò u(l)
α ∈ Lp,loc(0, 1), (ñì.ëåììó 5.1.1), òî

uα(z) =
(−1)l

(l − 1)!

∫ δ

z

(t− z)l−1u(l)
α (t)dt (14)
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ïðè ï.â. z ∈ (0, δ). Èìååì

‖Qα‖Lq(Ω) ≤ c

(∫ δ

0

ϕ(z)q|α|+n−1|uα(z)|qdz

)1/q

. (15)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,÷òî ââèäó (14) è ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå ëåììû íàèëó÷øàÿ êîí-ñòàíòà Cδ â íåðàâåíñòâå(∫ δ

0

ϕ(z)q|α|+n−1|uα(z)|qdz

) 1
q

≤

≤ Cδ

(∫ δ

0

ϕ(z)p|α|+n−1|u(l)
α (z)|pdz

) 1
p

(16)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Cδ ∼ max
γ∈{0;1}

sup
z∈(0,δ)

{(∫ z

0

(z − t)q(l−1)(1−γ)ϕ(t)n−1+q|α|dt

)1/q

×

×

(∫ δ

z

ϕ(τ)(n−1+p|α|)/(1−p)(τ − z)p
′(l−1)γdτ

)1/p′ }
, 1/p+ 1/p′ = 1.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ϕ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ âôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû (10), ïîýòîìó îöåíêà(16) âûïîëíåíà ïðè Cδ = cA(δ). Äàëåå, ñîãëàñíî ëåììå 5.1.1
ϕ(z)p|α|+n−1|u(l)

α (z)|p ≤ c
∫
|y|<ϕ(z)

|(∇lu)(y, z)|pdy

ïðè ï.â. z ∈ (0, 1), ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (16) íå áîëüøå
ïðàâîé ÷àñòè (12). Èòàê, äëÿ âñåõ α ∈ Zn−1

+ , |α| < l, ëåâàÿ ÷àñòü(15) ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω). Òåì ñàìûì îöåíêà
(12) äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (13). Ïîñòðîèì óáûâàþùóþ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {zk}k≥0 ñî ñâîéñòâàìè (5.1.2/4) ïî ïðàâèëó (5.1.2/3),ãäå z0 = δ. Ðàññìîòðèì ÿ÷åéêè

Ωk = {x : z ∈ (zk+1, zk), |y| < ϕ(z)} , k ≥ 0.
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Ïîñêîëüêó Ωk ∈ C0,1 è l − n/p+ n/q ≥ 0, òî ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà
‖v‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)n/q−n/p

(
‖v‖Lp(Ωk) + ϕ(zk)l‖∇lv‖Lp(Ωk)

)
, (17)

ãäå k = 0, 1, . . . è v ∈ V lp (Ωk) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì,÷òî îòîáðàæåíèå
V lp
(
B

(n−1)
ϕ(z)

)
3 u(·, z) 7→ Q(·, z)

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì èç V lp(B(n−1)
ϕ(z)

) íà P(n−1)
l−1 (ñì. ïðèìåð 1.5.2/2).

Â ñèëó òåîðåìû 1.5.2∫
|y|<ϕ(z)

∣∣u(y, z)−Q(y, z)
∣∣pdy ≤ c ϕ(z)lp

∫
|y|<ϕ(z)

∣∣∇lu(y, z)∣∣pdy
äëÿ ï.â. z ∈ (0, δ). Îòñþäà è èç (17) ïðè v = u−Q ñëåäóåò, ÷òî
‖u−Q‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)l−n/p+n/q

(
‖∇lu‖Lp(Ωk) + ‖∇lQ‖Lp(Ωk)

)
. (18)

Îöåíèì âåëè÷èíó ‖∇lQ‖Lp(Ωk). Ïóñòü ìóëüòèèíäåêñû
α =

(
α1, . . . , αn−1

)
, γ =

(
γ1, . . . , γn−1

)
, γ =

(
γ, γn

)
òàêîâû, ÷òî |α| < l, |γ| = l. Ïóñòü, êàê è âûøå, Qα(x) = uα(z)yα.Åñëè γi > αi äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , n− 1, òî DγQα(x) = 0. Åñëè
γ ≤ α (ò.å. γi ≤ αi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n− 1), òî â ýòîì ñëó÷àå

|DγQα(x)| ≤ c ϕ(z)|α|−|γ|
∣∣u(γn)
α (z)

∣∣, x = (y, z) ∈ Ω.

Ñîãëàñíî ëåììå 5.1.1∣∣DγQα(x)
∣∣p ≤ c ϕ(z)1−n

∫
|y|<ϕ(z)

|∇lu(y, z)|pdy,

îòêóäà
‖∇lQα‖Lp(Ωk) ≤ c ‖∇lu‖Lp(Ωk), k ≥ 0.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà è (18) äàþò
‖u−Q‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)l−n/p+n/q‖∇lu‖Lp(Ωk), k ≥ 0. (19)

Îòñþäà è èç àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà(∑
k
aqk

)1/q

≤
(∑

k
apk

)1/p

, ak ≥ 0, q ≥ p, (20)
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ïîëó÷àåì
‖u−Q‖Lq(Ω) ≤ c ϕ(δ)l−n/p+n/q‖∇lu‖Lp(Ω).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (11), ïðèõîäèì ê (13). Òåîðåìà äîêàçàíàïðè p > 1.
Ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî äîñòà-òî÷íîñòè ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé p = 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ(4) àíàëîãè÷íûå (è äàæå íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûå) ðàññóæäåíèÿïðèâîäÿò ê îöåíêå (8), â êîòîðîé p = 1, u ∈ V l1 (Ω), u(x) = 0 ïðè

z > δ è

A(δ) = sup
z∈(0,δ)

ϕ(z)1−n
(∫ z

0

(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ, îïèñûâàùàÿ çàîñòðåíèå ïèêà â (1),óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

A = sup
z∈(0,1)

(
ϕ(z)(n−1)(q−1−p−1)zl−p

−1+q−1
)
<∞. (22)

Òîãäà ïðè 1 ≤ p ≤ q < ∞ ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæå-
íî â Lq(Ω). Â ñàìîì äåëå, ïîëàãàÿ p′ = p/(p − 1) ïðè p > 1, èçîïðåäåëåíèÿ (10) â ñèëó ìîíîòîííîñòè ϕ âûâîäèì

Aγ(z, 1) ≤ z1/q+(l−1)(1−γ)ϕ(z)
n−1

q

 1∫
z

ϕ(t)
n−1
1−p t(l−1)p′γdt

1/p′

≤

≤ z1/q

(∫ 1

z

t(l−1)p′ϕ(t)(n−1)(1/q−1/p)p′dt

)1/p′

≤

≤ z1/q A

(∫ 1

z

t−p
′/q dt

t

)1/p′

≤ (q/p′)1/p
′
A. (23)

Òàêèì îáðàçîì, max{A0, A1} ≤ c(p, q)A, ãäå Aγ îïðåäåëÿåòñÿ â (3).Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè p = 1 ëåâàÿ ÷àñòü (4) íå áîëüøåñóïðåìóìà â (22). Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà äàêàçàííóþ âûøå òåîðåìó.
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Â ñëó÷àå ϕ(2z) ∼ ϕ(z), z ∈ (0, 1/2), óñëîâèå (22) íåîáõîäèìî äëÿíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω) → Lq(Ω) ïðè òåõ æå
p, q. Íàïðèìåð, ïðè p > 1 ýòî âûòåêàåò èç îöåíêè

A1 ≥

(∫ z

z/2

ϕ(t)n−1dt

)1/q (∫ 2z

z

ϕ(t)
1−n
p−1 (t− z)(l−1)p′dt

)1/p′

≥

≥ c (zϕ(z)n−1)1/qϕ(z)(1−n)/p

(∫ z

0

τ (l−1)p′dτ

)1/p′

. (24)

Îòñþäà ïîëó÷àåì A1 ≥ cA.
5.1.4 Âëîæåíèå â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Lq

Òåîðåìà 5.1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îáëàñòåé ñ âíåøíèìè ïèêàìèïîêàçàòåëü q, ïðè êîòîðîì ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî
â Lq(Ω), ìåíüøå ñîáîëåâñêîãî ïîêàçàòåëÿ q=np/(n− lp) ïðè lp< n.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî q ìîæíî óëó÷øèòü ñ ïîìîùüþ âåñîâûõ íîðì è, â÷àñòíîñòè, äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ q ñ ñîáîëåâñêèì ïîêàçàòåëåì.Ïóñòü σ ∈ L∞(0, 1) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îòäåëåííàÿ îòíóëÿ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (ε, 1), ε ∈ (0, 1).Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü âèäà (5.1.3/1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lq,σ(Ω)âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

‖u‖Lq,σ(Ω) =
(∫ 1

0

σ(z)qdz
∫
y/ϕ(z)∈ω

|u(y, z)|qdy
)1/q

, q ≥ 1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.1.3.
Òåîðåìà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.1.3 ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî åñëè
lp < n, òî q ≤ np/(n − lp). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî
âëîæåíî â Lq,σ(Ω) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

max
i=0;1

sup
z∈(0,1)

{(∫ z

0

σ(t)qϕ(t)n−1(z − t)q(l−1)(1−i)dt

) 1
q

×

×
(∫ 1

z

ϕ(t)
n−1
1−p (t− z)

p(l−1)i
p−1 dt

) p−1
p
}
<∞.

Ïðèìåð. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü ϕ(z) = c zλ, λ > 1. Ïîëîæèì
σ(z) = zµ. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq,σ(Ω)
ïðè lp < n è q = np/(n − lp) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
µ ≥ l(λ− 1)(n− 1)/n.
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5.1.5 Î êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ V l
p (Ω) ⊂ Lq(Ω)

Çäåñü ìû äîêàæåì êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ:
V lp (Ω) → Lq(Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Íèæå ñîõðàíÿþòñÿîáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ðàçä. 5.1.3.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü âèäà (5.1.3/1). Ïðåäïîëîæèì,÷òî 1 < p ≤ q < ∞, l = 1, 2, . . . Òîãäà ïîëíàÿ íåïðåðûâíîñòüîïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ Lq(Ω) ðàâíîñèëüíà óñëîâèÿì

lim
z→+0

A0(z, 1) = lim
z→+0

A1(z, 1) = 0, (1)

ãäå âåëè÷èíà Aγ(z, δ) îïðåäåëåíà â (5.1.3/10). Ïðè 1 ≤ q < ∞
îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V l1 (Ω) → Lq(Ω) âïîëíå íåïðåðûâåí â òîì èòîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

lim
z→+0

ϕ(z)1−n
(∫ z

0

(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

= 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (1), (2). Ñîîáðàæåíèÿ,âûñêàçàííûå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 5.1.3,
ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ω = B

(n−1)
1 â (5.1.3/1). Ìîæíîòàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíûì òðå-áîâàíèÿì (5.1.3/7). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â òåîðåìå 5.1.3 äëÿ ëþáîãîôèêñèðîâàííîãî δ ∈ (0, 1) è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω),

òàêîé, ÷òî u(y, z) = 0 ïðè z > δ, áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà (5.1.3/8),ãäå A(δ) îïðåäåëÿåòñÿ â (5.1.3/9�10) äëÿ p > 1 è â (5.1.3/21) äëÿ
p = 1. Ïóñòü

η ∈ C∞
(
[0,∞)

)
, 0 ≤ η ≤ 1, η

∣∣
[0,1/2]

= 1, η
∣∣
(1,∞)

= 0.

Ïðè δ ∈ (0, 1/2) ïîëîæèì ηδ(x) = η(z/δ) ïðè x = (y, z) ∈ Ω. Â ñèëóâûøåñêàçàííîãî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω) èìååì
‖u‖Lq(Ω) ≤ cA(δ)‖∇l(ηδu)‖Lp(Ω) + ‖u‖Lq(Ω(δ/2)),

ãäå
Ω(ε) = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (ε, 1), |y| < ϕ(z)} .

Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà
‖u‖q,Ω ≤ cA(δ)‖∇lu‖Lp(Ω)+
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+Mδ‖u‖V l−1
p (Ω(δ/2)) + ‖u‖Lq(Ω(δ/2)) (3)

ñ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé Mδ, íå çàâèñÿùåé îò u. Çàìåòèì, ÷òîèç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò ðàâåíñòâî limδ→0A(δ) = 0, à èç îöåíêè(5.1.3/16) � íåðàâåíñòâî l − n/p+ n/q > 0. Ïî òåîðåìå 1.8/2 ïðîñò-
ðàíñòâî V lp (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(Ω(ε)) è â V l−1

p (Ω(ε)) äëÿ
ëþáîãî ε ∈ (0, 1). Òåïåðü îöåíêà (3) ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ èçâåñò-íîãî äèàãîíàëüíîãî ïðîöåññà âûäåëèòü èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé â
V lp (Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùóþñÿ â Lq(Ω) ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü.Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1), (2). Ïóñòü V lp (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî
â Lq(Ω) ïðè p > 1 è îäíî èç ðàâåíñòâ (1) íàðóøåíî. Òîãäà ñóùåñòâó-åò òàêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rk}k≥1 ïîëîæè-òåëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé ïðè γ = 0 èëè γ = 1

Aγ(rk, 1) =
(∫ rk

0

(rk − z)(l−1)q(1−γ)ϕ(z)n−1dz

) 1
q

×

×
(∫ 1

rk

(z − rk)(l−1)p′γϕ(z)
1−n
p−1 dz

) 1
p′

≥ c > 0, k = 1, 2, . . . , (4)

ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Ïîëîæèì
hk(z) = (z − rk)(l−1)p′γϕ(z)(1−n)/(p−1).

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî %k ∈ (rk, 1), ïðè êîòîðîì∫ %k

rk

hk(z)dz =
∫ 1

%k

hk(z)dz, k = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü %kñõîäèòñÿ ê íóëþ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {%ki
} îòäåëåíà îò íóëÿ, òî èíòåãðàëû∫ 1

rki

hk(z)dz = 2
∫ 1

%ki

hk(z)dz

îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè è, çíà÷èò, Aγ(rki
, 1) → 0, ÷òî ïðîòèâî-ðå÷èò (4). Èòàê, ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü %k ñî ñâîéñòâà-ìè

%k > rk, %k → 0, Aγ(rk, %k) ≥ const > 0
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(íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà Aγ(·, ·) îïðåäåëåíà â (5.1.3/10)). Ïîëîæèì

uk(x) =
∫ 1

z

χ(rk,%k)(t)(t− z)l−1(t− rk)
(l−1)γ

p−1 ϕ(t)
1−n
p−1 dt,

ãäå x = (y, z) ∈ Ω, à χ îçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.Îòìåòèì, ÷òî uk(x) = 0 ïðè z > %k è
|∇luk(x)| ∼ χ(rk,%k)(z)(z − rk)

(l−1)γ
p−1 ϕ(z)

1−n
p−1 .

Òîãäà ââèäó ëåììû 4.1.1

‖uk‖V l
p(Ω) ∼ ‖∇luk‖Lp(Ω) ∼

(∫ %k

rk

hk(z)dz
)1/p

. (5)

Êðîìå òîãî,
c ‖uk‖qLq(Ω) ≥

≥
rk∫
0

ϕ(z)n−1dz

 %k∫
rk

(t− z)l−1(t− rk)
(l−1)γ

p−1 ϕ(t)
1−n
p−1 dt

q

.

Òàê êàê
(t− z)l−1 ≥ (t− rk)(l−1)γ(rk − z)(l−1)(1−γ),

òî
c ‖uk‖qLq(Ω) ≥

≥
∫ rk

0

ϕ(z)n−1(rk − z)q(l−1)(1−γ)dz

(∫ %k

rk

hk(t)dt
)q

. (6)

Â ñèëó (5) è (6) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
vk = uk/‖uk‖V l

p(Ω), k = 1, 2, . . . ,

èìååì
‖vk‖Lq(Ω) ≥ cAγ(rk, %k) ≥ const > 0. (7)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} îãðàíè÷åíà â V lp (Ω), òî ñóùåñò-
âóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} , ñõîäÿùàÿñÿ â Lq(Ω). Ââèäó (7)åå ïðåäåë � íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Íî vk(y, z) = 0 ïðè z > %k è,çíà÷èò, vk(x)→ 0 ïðè x ∈ Ω. Ïîýòîìó ïðåäåëîì ñõîäÿùåéñÿ â Lq(Ω)ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk} ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ.Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (1).
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Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V l1 (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(Ω). Ïðîâå-ðèì óñëîâèå (2). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî íå âûïîëíåíî, òîñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rk}è {εk}, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ è

ϕ(rk + εk)1−n
(∫ rk

0

(rk − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

≥ const > 0.

Ïîëîæèì
uk(x) =

∫ 1

z

(t− z)l−1χ(rk,rk+εk)(t)dt, x = (y, z) ∈ Ω.

Òîãäà
‖uk‖V l

1 (Ω) ∼ ‖∇luk‖L1(Ω) ≤ c
∫ rk+εk

rk

ϕ(z)n−1dz ≤ c ϕ(rk + εk)n−1εk.

Èç îïðåäåëåíèÿ uk òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

‖uk‖qLq(Ω) ≥ c
∫ rk

0

ϕ(z)n−1dz

(∫ rk+εk

rk

(t− z)l−1dt

)q
≥

≥ c εqk
∫ rk

0

ϕ(z)n−1(rk − z)(l−1)qdz.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vk = uk/‖uk‖V l
1 (Ω) èìååì

‖vk‖Lq(Ω) ≥
c

ϕ(rk + εk)n−1

 rk∫
0

(rk − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

 1
q

≥ const> 0.

Îòñþäà ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}, ñõîäÿùàÿñÿ â Lq(Ω),èìååò íåíóëåâîé ïðåäåë. Íî vk(x) = 0 ïðè z > rk+εk, è óïîìÿíóòàÿïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü òîëüêî íóëåâîé ïðåäåë. Ïîëó-÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (2) è òåîðåìó.
Çàìå÷àíèå. Ïîëîæèì

Φ(z) = ϕ(z)(n−1)(q−1−p−1)zl−p
−1+q−1

.

Òîãäà óñëîâèå
lim
z→+0

Φ(z) = 0 (8)
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äîñòàòî÷íî äëÿ êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ Lq(Ω)
ïðè 1 ≤ p ≤ q < ∞. Óñëîâèå (8) è íåîáõîäèìî, åñëè ϕ(2z) ∼ ϕ(z),
z ∈ (0, 1/2).Ïðè p = 1 ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû èî÷åâèäíûõ îöåíîê

Φ(z) ≥ ϕ(z)1−n
(∫ z

0

(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

≥

≥ ϕ(z)1−n
(
ϕ(z/2)n−1

∫ z

z/2

(z − t)(l−1)qdt

)1/q

.

Ïðè p > 1 è ϕ(2z) ∼ ϕ(z) íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (8) ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì îöåíêè A1(z, 1) ≥ cΦ(z), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ òàê æå,êàê (5.1.3/24). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (8) ïðè
p > 1 âûâåäåì èç (8) ðàâåíñòâà (1). Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõèìååì ïðè 0 < z < δ < 1

Aγ(z, 1) ≤ Aγ(z, δ) +
(∫ z

0

g(z, t)dt
)1/q (∫ 1

δ

h(z, t)dt
)1/p′

, (9)

ãäå
g(z, t) = (z−t)(l−1)q(1−γ)ϕ(t)n−1, h(z, t) = (t−z)(l−1)p′γϕ(t)

1−n
p−1 . (10)

Òàê æå, êàê è (5.1.3/23), âûâîäèòñÿ îöåíêà
Aγ(z, δ) ≤ (q/p′)1/p

′
sup {Φ(z) : z ∈ (0, δ)}. (11)

Ïóñòü ε > 0. Â ñèëó (8) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ ∈ (0, 1), äëÿêîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü (11) ìåíüøå ε/2. Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàå-ìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (9), ðàâíîãî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñîìíîæèòåëåé,çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé èç ñîìíîæèòåëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè z → 0,à âòîðîé èìååò ìàæîðàíòó ϕ(δ)(1−n)/p. Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàí-íîì δ íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ζ ∈ (0, δ), ÷òî ïðîèçâåäåíèå óêàçàííûõñîìíîæèòåëåé ìåíüøå ε/2 ïðè âñåõ z ∈ (0, ζ). Ïðè òåõ æå z èìååì
Aγ(z, 1) < ε. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ òåîðåìûðàçäåëà 5.1.
Ïðèìåð 1. Ñòåïåííîé ïèê. Ïóñòü Ω � îáëàñòü âèäà (5.1.3/1),ãäå ϕ(z) = c zλ, λ > 1. Òåîðåìà 5.1.3 âìåñòå ñî ñôîðìóëèðîâàííîé
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âûøå òåîðåìîé ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì. Â ñëó÷àå
lp < 1 + λ(n − 1) îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V lp (Ω) → Lq(Ω) íåïðåðûâåíòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

q ≤
(
1 + λ(n− 1)

)
p/
(
1 + λ(n− 1)− lp

)
.

Òîò æå îïåðàòîð êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíååíåðàâåíñòâî ñòðîãîå. Åñëè lp ≥ 1 + λ(n− 1), òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω)
êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(Ω) ïðè ëþáîì q < ∞ (íà ñàìîì äåëå âñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå lp > 1 + λ(n − 1)ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â L∞(Ω) ∩ C(Ω) ).
Ïðèìåð 2. Òåîðåìà Ñîáîëåâà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åí-íîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ óñëîâèåì êîíóñà ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðå-

ðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω) ïðè q = np/(n − lp), åñëè lp < n. Ïðè
ýòîì ïîêàçàòåëü q íàèëó÷øèé, à îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ Lq(Ω)
íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì (ñì. çàìå÷àíèå 1.8). Ìû ñåé÷àñóáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ îáëàñòè, íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ êîíóñà,ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü q â ñëó÷àå lp < n ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîåçíà÷åíèå èç ïðîìåæóòêà (p, np/(n−lp)), ïðè÷åì îïåðàòîð âëîæåíèÿ:
V lp (Ω) → Lq(Ω) ìîæåò áûòü âïîëíå íåïðåðûâíûì. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü p ≥ 1, lp < n è q ∈ (p, np/(n− lp)). Òîãäà ñóùåñòâóåò îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn, äëÿ êîòîðîé

1) îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ Lq(Ω) êîìïàêòåí;
2) ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íå âëîæåíî â Lr(Ω) ïðè r > q.Ïî òåîðåìå 5.1.3 è ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìå î êîìïàêòíîñ-òè (ñì. òàêæå çàìå÷àíèÿ 5.1.3 è íàñòîÿùåãî ðàçäåëà)â êà÷åñòâå Ωìîæíî âûáðàòü îáëàñòü âèäà (5.1.3/1), ãäå
ϕ(z) = zλ(1− log z), λ = (l − 1/p+ 1/q)/((n− 1)(1/p− 1/q)).

5.2 Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü

ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà

â îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñ-ëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà V lp (Ω) â
C(Ω)∩L∞(Ω), ãäå Ω � îáëàñòü ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíè-öå. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåíñòâà ìåæ-äó C-íîðìàìè ïîëèíîìîâ íà èíòåðâàëàõ ÷èñëîâîé îñè.
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Ëåììà 1. Ïóñòü ε ∈ (0, 1] è l = 0, 1, . . . Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà
c = c(l) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ P ∈ Pl = P(1)

l ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖P‖C[1,1+ε] ≤ c ε−l‖P‖C[0,ε]. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ Q ∈ Pl âåðíà îöåíêà
|Q(k)(0)| ≤ c ‖Q‖C[0,1], k = 0, . . . , l,

èç êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïîëó÷èì
|P (k)(0)| ≤ c ε−k‖P‖C[0,ε], P ∈ Pl, k ≤ l. (2)

Åñëè P ∈ Pl è x ∈ [1, 1 + ε], òî

|P (x)| ≤
l∑

k=0

(1 + ε)k

k!
|P (k)(0)|.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (2), ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.
Ëåììà 2. Ïóñòü ∆ � îòðåçîê íà ïðÿìîé äëèíû |∆| è a ∈ R1,
|a| ≥ |∆|. Òîãäà äëÿ ëþáîãî P ∈ Pl âåðíà îöåíêà

‖P‖C(∆) ≤ c (|a|/|∆|)l‖P‖C(a+∆),

ãäå a+ ∆ = {a+ x : x ∈ ∆} è c � òà æå êîíñòàíòà, ÷òî è â (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ∆ = [0, |∆|]. Ïóñòü a > 0.Òîãäà îòîáðàæåíèå x 7→ Φ(x) = 1− (x− |∆|)a−1 ïåðåâîäèò îòðåçîê
∆ â îòðåçîê [1, 1 + |∆|a−1], à îòðåçîê a + ∆ � â îòðåçîê [0, |∆|a−1].Ïîëàãàÿ ε = |∆|a−1, Q = P ◦ Φ−1 è ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷èì

‖P‖C(∆) = ‖Q‖C[1,1+ε] ≤ c ε−l‖Q‖C[0,ε] = c ε−l‖P‖C(a+∆).

Â ñëó÷àå a < 0 îòîáðàæåíèå Φ ïåðåâîäèò îòðåçîê ∆ â îòðåçîê
[1− ε, 1], à îòðåçîê a+ ∆ � â îòðåçîê [−ε, 0], ãäå ε = |a|−1|∆|. Çäåñüòðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

‖Q‖C[1−ε,1] ≤ c ε−l‖Q‖C[−ε,0], Q ∈ Pl,

î÷åâèäíî âåðíîãî ñ òîé æå êîíñòàíòîé c, ÷òî è â (1). Äîêàçàòåëüñòâîëåììû çàêîí÷åíî.
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Ïóñòü Ω � îáëàñòü (5.1.3/1), îïèñàííàÿ â íà÷àëå ðàçä. 5.1.3. Íèæå÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëü-êî îò n, p, l,Ω. Ñîîòíîøåíèå a ∼ b îçíà÷àåò, ÷òî c−1 ≤ a/b ≤ c.Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà. Åñëè p ∈ (1,∞) è l = 1, 2, . . ., òî íåïðåðûâíîñòü îïåðàòî-ðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ C(Ω) ∩ L∞(Ω) ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó∫ 1

0

z(l−1)p/(p−1)

ϕ(z)(n−1)/(p−1)
dz <∞. (3)

Óêàçàííûé îïåðàòîð âëîæåíèÿ âïîëíå íåïðåðûâåí. Ïðîñòðàíñòâî
V l1 (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω) ∩ L∞(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà

sup {zl−1ϕ(z)1−n : z ∈ (0, 1)} <∞, (4)

à äëÿ ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû
lim
z→+0

zl−1ϕ(z)1−n = 0. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íå-
ïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω)∩L∞(Ω). Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî (3). Ïðèìàëîì δ > 0 îïðåäåëèì â Ω ôóíêöèþ uδ:

uδ(x) =
∫ 1

z

(t− z)l−1gδ(t)dt, x = (y, z),

ãäå
gδ(t) = t(l−1)/(p−1)ϕ(t)(1−n)/(p−1)χ(δ,1−δ)(t)

è χ îçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. ßñíî, ÷òî uδ(x) = 0ïðè z > 1−δ, uδ ∈ Cl−1(Ω)∩V l∞(Ω) è, êðîìå òîãî, |(∇lu)(x)| ∼ gδ(z)äëÿ x ∈ Ω. Ââèäó ëåììû 4.1.1 âåðíà îöåíêà
‖uδ‖V l

p(Ω) ≤ c ‖∇luδ‖Lp(Ω),

ñëåäîâàòåëüíî,
‖uδ‖pV l

p(Ω)
≤ c Iδ, Iδ =

∫ 1−δ

δ

t(l−1)p/(p−1)ϕ(t)(1−n)/(p−1)dt.

Ïóñòü x = (y, z) ∈ Ω, z ∈ (0, δ). Äëÿ òàêèõ x èìååì
uδ(x) =

∫ 1

δ

(t− z)l−1gδ(t)dt ≤ c ‖uδ‖V l
p(Ω).
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Ïî òåîðåìå Ëåáåãà â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå âîçìîæåí ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïðè z → 0, ïîýòîìó Iδ ≤ c I

1/p
δ . Òàê êàê Iδ <∞, òî îòñþäàïîëó÷àåì ∫ 1−δ

δ

t(l−1)p/(p−1)ϕ(t)(1−n)/(p−1)dt ≤ c.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìàëîãî ïàðàìåòðà δ íåðàâåíñòâî (3) âûòåêà-åò èç ïîñëåäíåé îöåíêè è òåîðåìû Ôàòó.Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî (4) â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ íå-ïðåðûâíîãî îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V l1 (Ω)→ C(Ω) ∩ L∞(Ω). Åñëè (4)íåâåðíî, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë {rk}, ÷òî lim rk = 0 è rl−1

k ϕ(rk)1−n →∞. Ïóñòü
f ∈ C∞([0,∞)), 0 ≤ f ≤ 1, f |[0,1/2] = 1, f |[1,∞) = 0. (6)

Ïîëîæèì
uk(x) = rl−1

k ϕ(rk)1−nf(z/rk), x = (y, z) ∈ Ω, k = 1, 2, . . . (7)

Òîãäà uk ∈ C∞(Ω), uk(x) = 0 ïðè z > rk è uk(x) = rl−1
k ϕ(rk)1−n ïðè

z ∈ (0, rk/2). Êðîìå òîãî,
‖∇luk‖L1(Ω) ≤ c r−1

k ϕ(rk)1−n
∫ rk

rk/2

ϕ(z)n−1dz ≤ c.

Îòñþäà è èç ëåììû 4.1.1 âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè {uk} â ïðîñòðàíñòâå V l1 (Ω). Îäíàêî
‖uk‖L∞(Ω) ≥ rl−1

k ϕ(rk)1−n →∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà V l1 (Ω) â
C(Ω) ∩ L∞(Ω). Èòàê, (4) óñòàíîâëåíî.Ïóñòü îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V l1 (Ω)→ C(Ω)∩L∞(Ω) âïîëíå íåïðå-ðûâåí. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (5). Åñëè (5) íàðóøåíî, òî ñóùåñòâóåòòàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rk}, ÷òî rk → 0 è

inf {rl−1
k ϕ(rk)1−n} = c0 > 0.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî rk+1 < rk/2 ïðè
k = 1, 2, . . . Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk},ïîñòðîåííàÿ â (7), îãðàíè÷åíà â V l1 (Ω). Ïóñòü i > k, z ∈ (ri, rk/2) è
x = (y, z) ∈ Ω. Äëÿ ýòèõ x èìååì ui(x) = 0, uk(x) = rl−1

k ϕ(rk)1−n,ïîýòîìó ‖ui − uk‖L∞(Ω) ≥ c0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} íå èìååò
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ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ â L∞(Ω). Òåì ñàìûì äîêàçà-òåëüñòâî òåîðåìû â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè çàêîí÷åíî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p > 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Ïîêà-æåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð âëîæåíèÿ V lp (Ω)→ C(Ω) ∩ L∞(Ω)âïîëíå íåïðåðûâåí. Ñîîáðàæåíèÿ, âûñêàçàííûå â íà÷àëå äîêàçà-òåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 5.1.3, ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿðàññìîòðåíèåì êðóãîâîãî ïèêà Ω, ò.å. â (5.1.3/1) äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü

ω = B
(n−1)
1 .

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî δ ∈ (0, 1/2) è ïîëîæèì
z0 = 2δ, zk+1 + ϕ(zk+1) = zk, k = 0, 1, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} óáûâàåò, zk → 0, à òàêæå
zk+1z

−1
k → 1, ϕ(zk+1)ϕ(zk)−1 → 1.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü δ ñòîëü ìàëûì, ÷òî
z2 > δ è ϕ(zk+1) + ϕ(zk) ≥ ϕ(zk−1), k = 1, 2, . . .

Íàì åùå ïîíàäîáÿòñÿ ÿ÷åéêè
Ωk = {x = (y, z) ∈ Ω : z ∈ (zk+1, zk−1)}, k = 1, 2, . . .

è
Gk = {x = (y, z) ∈ Ω : z ∈ (zk+1, zk)}, k = 1, 2, . . .

Ïóñòü u ∈ V lp (Ω), u(x) = 0 ïðè z > δ. Çàìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà â (3) è óñëîâèÿ ϕ(z) = o(z) ïðè z → 0 ñëåäóåò íåðàâåí-ñòâî lp > n, ïîýòîìó V lp (Ωk) íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω̄k) ïî òåîðå-ìå Ñîáîëåâà. Ñî÷åòàÿ ýòó òåîðåìó ñ îáîáùåííûì íåðàâåíñòâîì Ïó-àíêàðå, óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì k = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò ëèíåéíîåîòîáðàæåíèå u 7→ Pk ∈ Pl−1, äëÿ êîòîðîãî

‖u− Pk‖L∞(Ωk) ≤ c ϕ
l−n/p
k ‖∇lu‖Lp(Ωk), (8)

ãäå ϕk = ϕ(zk).Òàê êàê u|Ω1 = 0, òî P1 = 0, è ïðè k ≥ 2 èìååì
‖u‖L∞(Gk) ≤ ‖u− Pk‖L∞(Ωk) + ‖Pk‖L∞(Gk) ≤

≤ c ϕl−n/pk ‖∇lu‖Lp(Ωk) +
∑k

i=2
‖Pi − Pi−1‖L∞(Gk). (9)
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Îöåíèì îáùèé ÷ëåí â ïîñëåäíåé ñóììå. Ïóñòü i ≤ k − 1. ßñíî, ÷òî
‖Pi − Pi−1‖L∞(Gk) ≤

≤ max
|y|≤ϕk

max
z∈[zk+1,zk+1+ϕi]

|Pi(y, z)− Pi−1(y, z)|. (10)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì y, |y| ≤ ϕk, ïðèìåíèì ëåììó 2 ê ïîëèíîìó
Pi(y, ·)− Pi−1(y, ·) è îòðåçêó ∆ = [zk+1, zk+1 + ϕi] ïðè

a = zi − zk+1 =
∑k+1

j=i+1
ϕj ≥ ϕi.

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíèé ìàêñèìóì â (10) ìàæîðèðóåì âåëè÷èíîé

c

(
zi − zk+1)

ϕi

)l−1

max {|Pi(y, z)− Pi−1(y, z)| : z ∈ [zi, zi−1]}

è, çíà÷èò, ïðè i ≤ k − 1

‖Pi − Pi−1‖L∞(Gk) ≤ c(zi/ϕi)l−1‖Pi − Pi−1‖L∞(Gi−1). (11)

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà î÷åâèäíî âåðíà è ïðè i = k. Èç (9) è (11) ïîëó÷à-åì
‖u‖L∞(Gk) ≤ c ϕ

l−n/p
k ‖∇lu‖Lp(Ωk)+

+c
∑k

i=2
(zi/ϕi)l−1‖Pi − Pi−1‖L∞(Gi−1). (12)

Èñïîëüçóÿ (8), íàéäåì, ÷òî
‖Pi − Pi−1‖L∞(Gi−1) ≤ ‖u− Pi−1‖L∞(Ωi−1) + ‖u− Pi‖L∞(Ωi) ≤

≤ c
∑i

j=i−1
ϕ
l−n/p
j ‖∇lu‖Lp(Ωj).

Îòñþäà è èç (12) âûâîäèì îöåíêó
‖u‖L∞(Gk) ≤ c

∑k

i=1
(zi/ϕi)l−1ϕ

l−n/p
i ‖∇lu‖Lp(Ωi), k = 2, 3, . . .

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ïîëó÷èì
c ‖u‖L∞(Gk) ≤

≤

(
k∑
i=1

z
(l−1)p′

i ϕ
1+(1−n)p′/p
i

) 1
p′
(

k∑
i=1

‖∇lu‖pLp(Ωi)

) 1
p

, (13)
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ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Òàê êàê

z
(l−1)p′

i ϕ
1+(1−n)p′/p
i ∼

∫ zi−1

zi

z(l−1)p′

ϕ(z)(n−1)p′/p
dz,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (13) íå ïðåâîñõîäèò

c

(∑∞

i=1

∫ zi−1

zi

z(l−1)p′

ϕ(z)(n−1)p′/p
dz

)1/p′

‖∇lu‖Lp(Ω).

Èòàê, äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Ω), òàêèõ, ÷òî u(x) = 0 ïðè z > δ, âåðíàîöåíêà
‖u‖L∞(Ω) ≤ c J

1/p′

2δ ‖∇lu‖Lp(Ω), (14)

ãäå
Jδ =

∫ δ

0

z(l−1)p′

ϕ(z)(n−1)p′/p
dz.

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâàìè (6). Ïîëîæèì fδ(x) = f(z/δ)ïðè δ ∈ (0, 1/2) è x = (y, z) ∈ Ω. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω)èìååì
‖u‖L∞(Ω) ≤ ‖fδu‖L∞(Ω) + ‖(1− fδ)u‖L∞(Ω).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îöåíèì ñ ïîìîùüþ (14), à ïðè îöåíêåâòîðîãî çàìåòèì, ÷òî fδ(x) = 1 ïðè z < δ/2. Â ðåçóëüòàòå äëÿâñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0 ïîëó÷èì
‖u‖L∞(Ω) ≤ c J

1/p′

2δ ‖∇lu‖Lp(Ω)+

+C(δ) ‖u‖V l−1
p (Ω(δ/2)) + ‖u‖L∞(Ω(δ/2)), (15)

ãäå Ω(ε) = {x ∈ Ω : z > ε} � ñðåçàííûé ïèê, à C(δ) � ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò u. Ïîñêîëüêó Ω(ε) ∈ C0,1 ïðè ε ∈ (0, 1),
òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω(δ/2)) êîìïàêòíî âëîæåíî êàê â V l−1

p (Ω(δ/2)),
òàê è â L∞(Ω(δ/2)) ïî òåîðåìå 1.8/2 (íàïîìíèì, ÷òî èç (3) ñëåäóåò
lp > n). Êðîìå òîãî, Jδ → 0 ïðè δ → 0. Òåïåðü îòíîñèòåëüíàÿêîìïàêòíîñòü â L∞(Ω) ëþáîãî ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî â V lp (Ω),
âûâîäèòñÿ èç îöåíêè (15) ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè.Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ñ î÷åâèäíûìè èçìå-íåíèÿìè ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé p = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè îáëàñòü ω â (5.1.3/1) ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1, òî òåîðåìóìîæíî íåñêîëüêî óòî÷íèòü.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ω îïðåäåëåíà â (5.1.3/1), ãäå ω ∈ C0,1. Åñëèâûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3) ïðè p > 1 èëè èìååò ìåñòî (4) ïðè p = 1,
òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 4.5/1 è òåîðåìû 1.4/2 ëþáàÿ ôóíê-öèÿ v ∈ V lp (Ω) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà â V lp (Ω) ôóíêöèÿìè
èç C∞(Ω). Â ñèëó äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ôóíêöèÿ v åñòü ïðåäåë
â C(Ω)∩L∞(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç C∞(Ω) è, çíà÷èò, v ∈ C(Ω).

5.3 Íîðìû îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ äëÿ

âîçìóùåííûõ ïèêîâ

Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ Rn èìååò âåðøèíó âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå.Àïïðîêñèìèðóåì Ω �õîðîøèìè� îáëàñòÿìè Ω(ε), çàâèñÿùèìè îò ìà-ëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî íîðìà ñîáîëåâñêî-ãî îïåðàòîðà âëîæåíèÿ:
V lp (Ω

(ε))→ Lq(Ω(ε)), lp < n, q = np/(n− lp),

ðàñòåò ïðè ε→ +0, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íå âëîæåíî â Lq(Ω).Çäåñü ìû èëëþñòðèðóåì ýòîò ýôôåêò, èñïîëüçóÿ îáëàñòü
Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}, n ≥ 2, (1)

ãäå ϕ(z) = c zλ, λ > 1.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïðèìåðà âîçìóùåíèÿ Ω âáëèçè âåðøèíû.Îäèí ïðèìåð � ýòî ñðåçàííûé ïèê

Ω(ε) = {x = (y, z) ∈ Ω : z ∈ (ε, 1)}. (2)

Âîçìóùåííàÿ îáëàñòü âòîðîãî òèïà åñòü îáúåäèíåíèå Ω ∪ Bε (ñì.Ðèñ. 7). Ìû ïîëó÷àåì òî÷íûå äâóñòîðîííèå (çàâèñÿùèå îò ε) îöåí-êè íîðì ñîáîëåâñêèõ îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Âûÿñ-íÿåòñÿ, ÷òî íîðìû óïîìÿíóòûõ îïåðàòîðîâ ðàñòóò, âîîáùå ãîâîðÿ,ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ.
Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ε � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. ×åðåç

c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò
n, p, q, l, λ. Ïî îïðåäåëåíèþ a ∼ b, åñëè c ≤ a/b ≤ c−1.
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Ðèñ. 7. Äâà ïðèìåðà âîçìóùåíèé ïèêà âáëèçè âåðøèíû
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5.3.1 Ñðåçàííûå ïèêè

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü Ω(ε) � ñðåçàííûé ïèê, u ∈ Llp(Ω(ε)) è u(x) = 0âáëèçè z = 1. Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà

‖u‖Lp(Ω(ε)) ≤ c ‖∇lu‖Lp(Ω(ε)).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ ëåì-ìû 4.1.1. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
V lp (Ω

(ε)) ýêâèâàëåíòíà (ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε) íîðìå
‖∇lu‖Lp(Ω(ε)) + ‖u‖Lp(Ω(2/3)).

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äàþòñÿ òî÷íûå îöåíêè íîðìû îïåðà-òîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε))→ Lq(Ω(ε)).
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ è l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè
l−n/p+n/q ≥ 0 è ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå ïðè q =∞ è p > 1,
òî íîðìà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε)) → Lq(Ω(ε)) ýêâèâàëåíòíàâåëè÷èíå

Cε =


εµ ïðè µ < 0,
| log ε|(p−1)/p ïðè µ = 0, q =∞,
1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

(1)

ãäå µ = l − (λ(n− 1) + 1)(p−1 − q−1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáëàñòü Ω(ε) ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1,òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω(ε)) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω(ε)) ïî òåîðåìå
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Ñîáîëåâà. Çàìåòèì, ÷òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

Cε ∼ max
γ∈{0;1}

sup
z∈(ε,1)

(∫ z

ε

g(z, t)dt
)1/q (∫ 1

z

h(z, t)dt
)1/p′

, (2)

ãäå q < ∞, 1/p + 1/p′ = 1, ôóíêöèè g, h îïðåäåëåíû â (5.1.5/10), àåñëè q =∞, òî

Cε ∼

(∫ 1

ε

z(l−1)p′

ϕ(z)(n−1)/(p−1)
dz

)1/p′

∼

(∫ 1

ε

(z − ε)(l−1)p′

ϕ(z)(n−1)/(p−1)
dz

)1/p′

. (3)

Ïðè p = 1 ïðàâóþ ÷àñòü â (2) ñëåäóåò çàìåíèòü íà

sup
z∈(ε,1)

ϕ(z)1−n
(∫ z

ε

(z − t)(l−1)qϕ(t)n−1dt

)1/q

,

à âìåñòî (3) èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå Cε ∼ supz∈(ε,1) z
l−1ϕ(z)1−n.

Îöåíèì ñíèçó íîðìó îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε)) → Lq(Ω(ε)).
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Ω(ε))

‖u‖Lq(Ω(ε)) ≤ Dε‖u‖V l
p(Ω(ε)), Dε = const > 0. (4)

Ïðè q <∞ ïîäñòàâèì â ýòî íåðàâåíñòâî ôóíêöèþ
Ω(ε) 3 x = (y, z) 7→ u(x) =

∫ 1

z

(t− z)l−1f(t)dt,

ãäå f ∈ Lp,loc(0, 1). Ââèäó ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ äëÿòàêèõ u îöåíêà (4) ðàâíîñèëüíà äâóõâåñîâîìó íåðàâåíñòâó(∫ 1

ε

ϕ(z)n−1dz

∣∣∣∣∫ 1

z

(t− z)l−1f(t)dt
∣∣∣∣q
) 1

q

≤

≤ cDε

(∫ 1

ε

|f(z)|pϕ(z)n−1dz

) 1
p

.

Ëåììà 5.1.3 è ñîîòíîøåíèå (2) òåïåðü äàþò Dε ≥ cCε.Ïðè q =∞ ïîäñòàâèì â (4) ôóíêöèþ
Ω(ε) 3 x = (y, z) 7→ uε(x) =

∫ 1

z

(t− z)l−1(t− ε)
l−1
p−1ϕ(t)

1−n
p−1 dt.
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Òàê êàê

‖uε‖V l
p(Ω(ε)) ≤ c ‖∇luε‖Lp(Ω(ε)) ≤ c

(∫ 1

ε

ψε(z)dz
)1/p

,

ãäå ψε(z) = (z − ε)(l−1)p′ϕ(z)(1−n)/(p−1), òî∫ 1

ε

ψε(z)dz = uε(ε) ≤ ‖uε‖L∞(Ω(ε)) ≤ cDε

(∫ 1

ε

ψε(z)dz
)1/p

.

Îòñþäà ââèäó (3) ñíîâà ïîëó÷àåìDε ≥ cCε. Ýòà îöåíêà âûâîäèëàñüïðè p > 1. Ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èïðè p = 1.Îöåíèì ñâåðõó íîðìó îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε))→ Lq(Ω(ε)).Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî
‖u‖Lq(Ω(ε)) ≤ cCε‖∇lu‖Lp(Ω(ε)) (5)

â ïðåäïîëîæåíèè u(x) = 0 â îêðåñòíîñòè z = 1.Åãî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (5.1.3/8)â òåîðåìå 5.1.3, ïîýòîìó ìû îòìåòèì çäåñü ëèøü ðàçëè÷èÿ â ðàñ-ñóæäåíèÿõ. Ïðåäñòàâëåíèå (5.1.3/14) èìååò ìåñòî äëÿ z ∈ (ε, 1)è δ = 1. Â ðàññóæäåíèÿõ, ïðèâîäÿùèõ ê (5.1.3/12), ññûëàòüñÿ íàîöåíêó (5.1.1/3) ñëåäóåò ïðè f(z) = c zλ è z ∈ (ε, 1). Òàêèì îáðàçîì,âìåñòî (5.1.3/12) (ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (2)) ïîëó÷èì
‖Q‖Lq(Ω(ε)) ≤ cCε‖∇lu‖Lp(Ω(ε)). (6)

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} â (5.1.3/18) ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷-íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Èìåííî, ïóñòü z0 = 1,
zk+1 + ϕ(zk+1) = zk ïðè k ≥ 0, zk > ε. (7)

Åñëè zN+1 < ε ≤ zN , òî ìû ïîëàãàåì zN = ε. Â íåðàâåíñòâàõ(5.1.3/18�19) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, . . . , N−1.Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûâîäèòñÿ îöåíêà
‖u−Q‖Lq(Ω(ε)) ≤ c ‖∇lu‖Lp(Ω(ε)).

Ïîñëåäíÿÿ â ñî÷åòàíèè ñ (6) è î÷åâèäíîé îöåíêîé Cε ≥ c ïðèâîäÿòê (5).Äîêàæåì (5) ïðè q = ∞. Ïóñòü {zk}Nk=0 � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (7), ãäå z0 = δ ∈ (0, 1), δ > 2ε. Â õîäå
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äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîôèêñèðîâàííîãî δ ∈ (0, 1) (çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ôóíêöèè ϕ) è
ëþáîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω(ε)), ðàâíîé íóëþ íà Ω(δ/2), ñïðàâåäëèâàîöåíêà

‖u‖L∞(Ωk) ≤ c

(
k∑
i=1

z
(l−1)p′

i ϕ(zi)1+(1−n)p′/p

) 1
p′

‖∇lu‖Lp(Ω(ε)), (8)

ãäå
Ωk = {x = (y, z) ∈ Ω(ε) : z ∈ (zk, zk−1)}

è k = 1, . . . , N (ñì. (5.2/13)). Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ñóììà íå áîëüøå

c
k∑
i=1

zi−1∫
zi

z(l−1)p′ϕ(z)(1−n)p′/pdz = c

z0∫
zk

z(l−1)p′ϕ(z)(1−n)p′/pdz,

òî èç (8) âûâîäèì

‖u‖L∞(Ω(ε)) ≤ c
(∫ 1

ε

z(l−1)p′ϕ(z)(1−n)p′/pdz

)1/p′

‖∇lu‖Lp(Ω(ε)).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ çàêîí÷åíî.
Ñôîðìóëèðóåì îäíî óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç òîëüêî ÷òîäîêàçàííîãî.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ íàèëó÷øàÿ ïî-ñòîÿííàÿ Dε â �íåðàâåíñòâå Ïóàíêàðå�
inf{‖u−Q‖Lq(Ω(ε)) : Q ∈ Pl−1} ≤ Dε‖∇lu‖Lp(Ω(ε)), u ∈ V lp (Ω(ε)), (9)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Dε ∼ Cε, ãäå âåëè÷èíà Cε îïðåäåëåíàâ (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ è ñäå-ëàííîãî ïåðåä íèì çàìå÷àíèÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ V lp (Ω

(ε))èìååì
inf{‖u−Q‖Lq(Ω(ε)) : Q ∈ Pl−1} ≤

≤ cCε(inf{‖u−Q‖Lp(Ω(2/3)) : Q ∈ Pl−1}+ ‖∇lu‖Lp(Ω(ε))).

Èñïîëüçóÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå â îáëàñòè Ω(2/3), ïî-ëó÷àåì (9) ñ êîíñòàíòîé cCε. Îòñþäà Dε ≤ cCε. Äëÿ ïðîâåðêè
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îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî (9) âûïîëíåíî ñ íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòîé Dε. Ïóñòü u ∈ V lp (Ω(ε)) è u = 0 íà Ω(2/3). Îáîçíà÷èì
÷åðåç Qu ïîëèíîì, ðåàëèçóþùèé èíôèìóì â ëåâîé ÷àñòè (9). Òîãäà

‖Qu‖Lq(Ω(2/3)) ≤ Dε‖∇lu‖Lp(Ω(ε)),

ïîýòîìó
‖u‖Lq(Ω(ε)) ≤ ‖u−Qu‖Lq(Ω(ε)) + ‖Qu‖Lq(Ω(ε)) ≤

≤ Dε‖∇lu‖Lp(Ω(ε)) + c ‖Qu‖Lq(Ω(2/3)) ≤ cDε‖∇lu‖Lp(Ω(ε)).

Òàêèì îáðàçîì, íîðìà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε)) → Lq(Ω(ε))íå ïðåâîñõîäèò cDε. Èç äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ òåïåðüñëåäóåò, ÷òî Cε ≤ cDε.

5.3.2 Îáúåäèíåíèå ïèêà è ìàëîãî øàðà

Ïîëîæèì
Ω(ε) = Ω ∪Bε

(ñì. Ðèñ. 7), ãäå Ω � îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â (5.3/1) è ϕ(z) = c zλ,
λ > 1. Â ôîðìóëèðóåìîì íèæå óòâåðæäåíèè ïðèâîäÿòñÿ òî÷íûåîöåíêè íîðìû îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε))→ Lq(Ω(ε)) äëÿ ìàëîãîïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε.
Ïðåäëîæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, l = 1, 2, . . . è
l − n/p+ n/q ≥ 0, ïðè÷åì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå ïðè p > 1è q = ∞. Òîãäà íîðìà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε)) → Lq(Ω(ε))ýêâèâàëåíòíà âåëè÷èíå

Cε +
(
εn/p−n/q + εν

)−1
,

ãäå Cε îïðåäåëÿåòñÿ â (5.3.1/1) è ν =
(
λ(n− 1) + 1

)
/p− n/q − l.

Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå,êàñàþùååñÿ ôóíêöèé â ìàëûõ îáëàñòÿõ è òîíêèõ öèëèíäðàõ.
Ëåììà.Ïóñòü (a, b) � èíòåðâàë âR1 (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) è
ïóñòü G% = B

(n−1)
% × (a, b). Åñëè δ ∈ (0, ε/2), òî äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Gε)âåðíà îöåíêà

‖u‖p,Gε ≤ c (n, p, l)
(ε
δ

)(n−1)/p (
εl‖∇lu‖p,Gε +

l−1∑
k=0

εk‖∇ku‖p,Gδ

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî
‖v‖p,Bε ≤ c (εδ−1)(n−1)/p

(
εl‖∇lv‖p,Bε +

∑l−1

j=0
εj‖∇jv‖p,Bδ

)
, (1)

ãäå Bε = {y ∈ Rn−1 : |y| < ε} è v ∈ V lp (Bε). Ââåäåì ïîëèíîì
P â Rn−1 ñòåïåíè íå âûøå l − 1, óäîâëåòâîðÿþùèé îáîáùåííîìóíåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå

‖∇j(v − P )‖p,Bε
≤ c εl−j‖∇lv‖p,Bε

, 0 ≤ j ≤ l − 1. (2)

Òîãäà
‖v‖p,Bε ≤ ‖P‖p,Bε + c εl‖∇lv‖p,Bε . (3)

Êðîìå òîãî,
‖P‖p,Bε

≤ c
∑

|α|<l
|(DαP )(0)| ε|α|+(n−1)/p.

Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà S â Rn−1 âåðíà îöåíêà
|S(0)| ≤ c δ(1−n)/p‖S‖p,Bδ

ñ ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé ëèøü îò n, p è ñòåïåíè ïîëèíîìà. Ïîýòîìó
‖P‖p,Bε ≤ c (εδ−1)(n−1)/p

∑l−1

j=0
εj‖∇jP‖p,Bδ

. (4)

Èñïîëüçóÿ (2), íàéäåì, ÷òî
‖∇jP‖p,Bδ

≤ ‖∇jv‖p,Bδ
+ c εl−j‖∇lv‖p,Bε

. (5)

Òåïåðü (1) ñëåäóåò èç (3) � (5). Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçóíîðìû îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω(ε))→ Lq(Ω(ε)), ïðåäïîëîæèì, ÷òî

‖u‖Lq(Ω(ε)) ≤ Nε‖u‖V l
p(Ω(ε)) (6)

äëÿ âñåõ u ∈ V lp (Ω(ε)). Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå îöåíêè:
Nε ≥ c

(
εn/p−n/q + εν

)−1
, (7)

Nε ≥ cCε. (8)
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Ïóñòü g ∈ C∞(R1), g(z) = 1 ïðè z ≤ 1, g(z) = 0 ïðè z ≥ 2 .Ïîëîæèì u(x) = g(z/ε) ïðè x = (y, z) ∈ Ω(ε) è ïîäñòàâèì ôóíêöèþ
u â (6). Òîãäà

c εn/q ≤ ‖u‖Lq(Bε) ≤ Nε‖u‖V l
p(Ω(ε)) ≤

≤ cNε
(
εn/p +

(
ϕ(ε)n−1ε

)1/p
ε−l
)
,

îòêóäà âûòåêàåò (7).Èç (5.3.1/1) ñëåäóåò, ÷òî (8) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî â ñëó-÷àÿõ µ < 0 è µ = 0, q = ∞, ãäå µ = l −
(
λ(n − 1) + 1

)(
p−1 − q−1

).
Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (1, 2), ψ|(4/3,5/3) = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ

Ω(ε) 3 x = (y, z) 7→ u(x) = ψ(z/ε)

â (6), ïîëó÷àåì
c
(
εϕ(ε)n−1

)1/q ≤ ‖u‖Lq(Ω(ε)) ≤ Nε‖u‖V l
p(Ω(ε)) ≤

≤ cNε
(
εϕ(ε)n−1

)1/p
ε−l.

Îòñþäà Nε ≥ c εµ, åñëè µ < 0.Îáðàùàÿñü ê ñëó÷àþ µ = 0, q = ∞, ââåäåì ôóíêöèþ η ñîñâîéñòâàìè
η ∈ C∞(R1), η|(−∞,1/3) = 0, η|(2/3,∞) = 1.

Ôóíêöèÿ u, îïðåäåëåííàÿ íà Ω(ε) ðàâåíñòâîì
u(y, z) =

{
1, åñëè z < ε,
η(log z/ log ε), åñëè z ≥ ε,

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V lp (Ω(ε)) è ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè
z = 1. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè âåðíà îöåíêà

|(∇lu)(x)| ≤ c z−l| log ε|−1 ïðè z > ε,

îáúåäèíÿÿ êîòîðóþ ñ ëåììîé 4.1.1, íàõîäèì
‖u‖V l

p(Ω(ε)) ≤ c εn/p + c ‖∇lu‖Lp(Ω) ≤ c | log ε|(1−p)/p.

Ïîäñòàíîâêà u â (6) äàåò
1 ≤ ‖u‖L∞(Ω(ε)) ≤ cNε| log ε|(1−p)/p,
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îòêóäà ñëåäóåò (8) ïðè µ = 0 è q =∞.Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó ñâåðõó äëÿ íîðìû îïåðàòîðà âëîæåíèÿ:
V lp (Ω(ε)) → Lq(Ω(ε)). Ïóñòü Ω(ε) îçíà÷àåò ñðåçàííûé ïèê (5.3/2) è
ïóñòü u ∈ V lp (Ω(ε)). Ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε èìååì

‖u‖Lq(Ω(ε)) ≤ ‖u‖Lq(Bε) + ‖u‖Lq(Ω(ε/2)). (9)

Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 5.3.1:
‖u‖Lq(Ω(ε/2)) ≤ cCε‖u‖V l

p(Ω(ε/2) . (10)

Âåëè÷èíó æå ‖u‖Lq(Bε) ìàæîðèðóåì äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñî-ñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà:
‖u‖Lq(Bε) ≤ c εn/q−n/p‖u‖V l

p(Bε). (11)

Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì öèëèíäðû
Tε = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (ε/2, 2ε/3), |y| < ϕ(ε/2)} ,

Gε = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (ε/2, 2ε/3), |y| < 2ε/3} .

ßñíî, ÷òî Tε ⊂ Gε ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ïî òåîðåìåâëîæåíèÿ Ñîáîëåâà è òåîðåìå 1.5.2 èìååì
‖u‖Lq(Bε) ≤ c εn/q−n/p

(
‖u‖Lp(Gε) + εl‖∇lu‖Lp(Bε)

)
. (12)

Èñïîëüçóÿ ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå ëåììó, íàéäåì, ÷òî

‖u‖Lp(Gε) ≤ c
(
ϕ(ε)/ε

)(1−n)/p(
εl ‖∇lu‖Lp(Gε) +

l−1∑
k=0

εk ‖∇ku‖Lp(Tε)

)
.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà â ñî÷åòàíèè ñ (12) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
c ‖u‖Lq(Bε) ≤ ε−ν‖∇lu‖Lp(Bε) +

∑l−1

k=0
εk−l−ν‖∇ku‖Lp(Tε), (13)

ν =
(
λ(n − 1) + 1

)
/p − n/q − l. Äëÿ îöåíêè îáùåãî ÷ëåíà ñóììû â(13) ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1o (l − k)p < λ(n− 1) + 1. Î÷åâèäíî, ÷òî
εk−l‖∇ku‖Lp(Tε) ≤ c ‖zk−l∇ku‖Lp(Ω).
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè
‖zk−l∇ku‖Lp,Ω) ≤ c ‖u‖V l

p(Ω)

(ñì. ïðèìåð 4.1.2), ïîëó÷èì
εk−l−ν‖∇ku‖Lp(Tε) ≤ c ε−ν‖u‖V l

p(Ω(ε)). (14)

2o (l − k)p = λ(n − 1) + 1. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3.1 íîðìàîïåðàòîðà âëîæåíèÿ:
V l−kp

(
Ω(ε/2)

)
→ L∞

(
Ω(ε/2)

)
(15)

ýêâèâàëåíòíà | log ε|(p−1)/p. Ïîýòîìó
‖∇ku‖Lp(Tε) ≤ (mesn(Tε))1/p ‖∇ku‖L∞(Ω(ε/2)) ≤

≤ c ε(λ(n−1)+1)/p| log ε|(p−1)/p‖u‖V l
p(Ω(ε/2) .

3o (l − k)p > λ(n − 1) + 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3.1íîðìà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ (15) îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñè-òåëüíî ε, è òî æå ðàññóæäåíèå, ÷òî è â 2o, ïðèâîäèò ê îöåíêå
‖∇ku‖Lp(Tε) ≤ c ε(λ(n−1)+1)/p‖u‖V l

p(Ω(ε/2)).

Îáúåäèíÿÿ 2o è 3o ñ (5.3.1/1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòà-òó: åñëè (l − k)p ≥ λ(n− 1) + 1, òî
εk−l−ν‖∇ku‖Lp(Tε) ≤ c Cε‖u‖V l

p(Ω(ε)).

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âìåñòå ñ (13), (14) äàþò
‖u‖Lq(Bε) ≤ c

(
Cε + ε−ν

)
‖u‖V l

p(Ω(ε)). (16)

Òåïåðü íåðàâåíñòâî
‖u‖Lq(Ωε)) ≤ c

(
Cε + (εν + εn/p−n/q)−1

)
‖u‖V l

p(Ω(ε))

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (9) � (11) è (16). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. Åñëè lp > n, òî íîðìû îáîèõ îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ:

V lp
(
Ω(ε)

)
→ C

(
Ω

(ε))
, V lp

(
Ω(ε)

)
→ C

(
Ω(ε)

)
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ýêâèâàëåíòíû ïðàâîé ÷àñòè â (5.3.1/1) ïðè q =∞.
Ïóñòü lp < n è q = np/(n − lp). Åñëè λ ≥ (2n − 1)/(n − 1), òîíîðìû îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ:

V lp
(
Ω(ε)

)
→ Lq

(
Ω(ε)

)
, V lp

(
Ω(ε)

)
→ Lq

(
Ω(ε)

)
ýêâèâàëåíòíû ε−l(λ−1)(n−1)/n. Åñëè 1 < λ < (2n − 1)/(n − 1), òîíîðìà ïåðâîãî îïåðàòîðà ýêâèâàëåíòíà òîé æå âåëè÷èíå, à íîðìàâòîðîãî îïåðàòîðà ýêâèâàëåíòíà ε−min{l,(λ−1)(n−1)/p} è ðàñòåò ïðè
ε→ 0 áûñòðåå, ÷åì íîðìà ïåðâîãî îïåðàòîðà.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.3.1 è ïðåäëîæå-íèÿ, äîêàçàííîãî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.

5.4 Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà ãðàíè÷íî-

ãî ñëåäà: W 1
p (Ω)→ Lq(∂Ω) äëÿ îáëàñòè

ñ âíåøíèì ïèêîì

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.1 ôóíêöèè êëàññà W 1
p (Ω), Ω ∈ C0,1, èìåþò

ñëåäû íà ∂Ω, ïðèíàäëåæàùèå Lp(∂Ω). Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìå Ñîáî-ëåâà (ñì. òåîðåìó 1.7 è åå îáîáùåíèÿ) â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ãðàíè÷íîãîñëåäà âåðíà îöåíêà(∫
∂Ω

|u(x)|qdsx
)1/q

≤ c ‖u‖W 1
p (Ω), u ∈W 1

p (Ω),

ãäå dsx � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂Ω, q = (n−1)p/(n−p) ïðè
p < n, q ∈ [1,∞) ïðè p = n, q = ∞ ïðè p > n è c � ïîëîæèòåëüíàÿïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò u.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà îáëàñòü èìååò îñîáåííîñòè íà ãðàíèöå.Íàïðèìåð, åñëè
Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : 0 < z < 1, |y| < zλ}, λ > 1,

òî ôóíêöèÿ Ω 3 x 7→ u(x) = z−1−λ(n−2) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
W 1
p (Ω) ïðè 1 < p < (1 + λ(n − 1))/(2 + λ(n − 2)), íî åå ñëåä u|∂Ωíåñóììèðóåì íà ∂Ω.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ãðàíè÷íîãî ñëåäà W 1

p (Ω) 3 u 7→ u|∂Ω ∈
Lq(∂Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì ïðè p, q ≥ 1.
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5.4.1 Ñëó÷àé q < p

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà âñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Îòíîñèòåëüíî îáëàñòè ω ïðåäïîëîæèì,÷òî îíà îäíîñâÿçíà è ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1. Ïî òåîðåìå 3.1.1ãðàíè÷íûé ñëåä ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èçW 1
p (Ω) åñòü ýëåìåíò ïðî-

ñòðàíñòâà Lp(∂Ω\Bε) ïðè ëþáîì ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, óïîìÿíóòûéñëåä îïðåäåëåí ïî÷òè âåçäå íà ∂Ω. Íèæå ìû äàåì óñëîâèå ïðèíàä-ëåæíîñòè ñëåäà ïðîñòðàíñòâó Lq(∂Ω) ïðè q < p. Ôèãóðèðóþùèåäàëåå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c çàâèñÿò òîëüêî îò p, q, n,Ω.Íàì ïîíàäîáèòñÿ äâóõâåñîâîå íåðàâåíñòâî Õàðäè äëÿ èíòåðâà-ëîâ ÷èñëîâîé îñè â ñëó÷àå q < p (ñì. Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.3]).
Ëåììà. Ïóñòü 1 ≤ q < p ≤ ∞ è −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Íåðàâåíñòâî(∫ b

a

∣∣∣∣∣w(x)
∫ b

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣
q

dx

)1/q

≤ C

(∫ b

a

|v(x)f(x)|pdx

)1/p

(1)

âåðíî ñ êîíñòàíòîé C, íå çàâèñÿùåé îò ôóíêöèè f , òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà

B =


b∫
a

 dx

|v(x)|p′

x∫
a

|w(y)|qdy

 b∫
x

dy

|v(y)|p′

q−1


p
p−q


p−q
pq

<∞,

ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Åñëè C � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â (1), òî
q1/q((p− q)/(p− 1))(q−1)/qB ≤ C ≤ p′(q−1)/q

q1/qB

è
B = C ïðè q = 1 < p ≤ ∞.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçä. 5.4.1.
Òåîðåìà. Ïóñòü 1 ≤ q < p. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà

W 1
p (Ω) 3 u 7→ u|∂Ω ∈ Lq(∂Ω) (2)

äëÿ îáëàñòè ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå ðàâíîñèëüíàóñëîâèþ

D =

1∫
0

 z∫
0

ϕ(t)n−2dt

 1∫
z

dt

ϕ(t)
n−1
p−1

q−1


p
p−q

dz

ϕ(z)
n−1
p−1

<∞. (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð (2) íåïðåðûâåí. Òîãäà äëÿ âñåõ
u ∈W 1

p (Ω) âåðíà îöåíêà(∫
S

|u(x)|qdsx
)1/q

≤ c ‖u‖W 1
p (Ω), (4)

ãäå
S = {x = (y, z) : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ∂ω}. (5)

Ïðîâåðèì óñëîâèå (3).Äëÿ f ∈ Lp,loc(0, 1) îïðåäåëèì ôóíêöèþ
{x = (y, z) : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω} 3 x 7→ u(x) =

∫ 1

z

f(t)dt,

u(x) = 0 ïðè îñòàëüíûõ x ∈ Ω. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u â (4) èïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 4.1.1, ïîëó÷èì(∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

z

f(t)dt
∣∣∣∣q ϕ(z)n−2dz

)1/q

≤

≤ c
(∫ 1

0

|f(z)|pϕ(z)n−1dz

)1/p

,

è íåðàâåíñòâî (3) âûòåêàåò èç ëåììû, ïðåäøåñòâóþùåé òåîðåìå.Ïóñòü òåïåðü (3) èìååò ìåñòî. ×òîáû óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòüîïåðàòîðà (2), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îöåíêó (4) äëÿ u ∈W 1
p (Ω) ïðèóñëîâèè u = 0 âíå îêðåñòíîñòè U èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Îáîçíà÷èì÷åðåç ū(z) ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u(·, z) íà ñå÷åíèè Ω∩U ãèïåð-ïëîñêîñòüþ z = const. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (0, 1) 3 z 7→ ū(z)àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è îöåíèì åå ïðîèçâîäíóþ. Èìååì

ū(z) =
1

ϕ(z)n−1|ω|

∫
ϕ(z)ω

u(y, z)dy =
1
|ω|

∫
ω

u(ϕ(z)Y, z)dY,

ãäå |ω| =mesn−1(ω). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
ω × (0, 1) 3 (Y, z) 7→ v(Y, z) = u(ϕ(z)Y, z)

ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1
p (ω × (ε, 1)) ïðè ëþáîì ε ∈ (0, 1). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ôóíêöèÿ v(Y, ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïðè ï.â. Y ∈ ω.Îòñþäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ C∞0 (0, 1) ïîëó÷àåì∫ 1

0

ū(z)η′(z)dz = − 1
|ω|

∫
ω

dY

∫ 1

0

∂v

∂z
(Y, z)η(z)dz.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ū àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå
(0, 1), è ïðè ï.â. z ∈ (0, 1)

ū′(z) =
1
|ω|

∫
ω

(
∂u

∂z
(ϕ(z)Y, z) +

n−1∑
i=1

∂u

∂yi
(ϕ(z)Y, z)ϕ′(z)Yi

)
dY.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà íàéäåì, ÷òî∫ 1

0

|ū′(z)|pϕ(z)n−1dz ≤

≤ 1
|ω|

1∫
0

ϕ(z)n−1dz

∫
ω

∣∣∣∣∣∂u∂z (ϕ(z)Y, z) +
n−1∑
i=1

∂u

∂yi
(ϕ(z)Y, z)ϕ′(z)Yi

∣∣∣∣∣
p

dY ≤

≤ c
∫ 1

0

dz

∫
ϕ(z)ω

|∇u(y, z)|pdy ≤ c ‖∇u‖pLp(Ω). (6)

Êðîìå òîãî, ∫
S

|ū(z)|qdsx ≤ c(ω)
∫ 1

0

|ū(z)|qϕ(z)n−2dz. (7)

Òàê êàê ū(1) = 0, òî ïî ïðåäûäóùåé ëåììå èìååì(∫ 1

0

|ū(z)|qϕ(z)n−2dz

)1/q

≤

≤ c(p, q)D(p−q)/pq
(∫ 1

0

|ū′(z)|pϕ(z)n−1dz

)1/p

, (8)

ãäå âåëè÷èíà D îïðåäåëåíà â (3). Èç (6) � (8) âûòåêàåò îöåíêà(∫
S

|ū(z)|qdsx
)1/q

≤ c ‖∇u‖Lp(Ω), (9)

â êîòîðîé dsx � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè S (ñì. (5)).Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû ‖u− ū‖Lq(S). Òàê êàê q < p, òî ïîíåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà
‖u− ū‖Lq(S) ≤ c ‖u− ū‖Lp(S). (10)
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Â ñâîþ î÷åðåäü,

‖u− ū‖Lp(S) ≤ c

 1∫
0

dz

∫
Sz

|u(y, z)− ū(z)|pdSz(y)

1/p

, (11)

ãäå Sz = {ϕ(z)y : y ∈ ∂ω} � ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè S ãèïåðïëîñêî-ñòüþ z = const. Ïðèìåíèì â îáëàñòè ϕ(z)ω = {ϕ(z)y : y ∈ ω} ïðèôèêñèðîâàííîì z èçâåñòíóþ îöåíêó äëÿ ãðàíè÷íîãî ñëåäà ôóíêöèè
w ∈W 1

p (ϕ(z)ω):
ϕ(z)

∫
Sz

|w(y)|pdSz(y) ≤

≤ c
∫

ϕ(z)ω

|w(y)|pdy + c ϕ(z)p
∫

ϕ(z)ω

|∇yw(y)|pdy.

Ïîëîæèì â ýòîé îöåíêå w(y) = u(y, z)− ū(z) è èñïîëüçóåì íåðàâåí-ñòâî Ïóàíêàðå∫
ϕ(z)ω

|w(y)|pdy ≤ c ϕ(z)p
∫
ϕ(z)ω

|∇yw(y)|pdy.

Òîãäà ïîëó÷èì∫
Sz

|u(y, z)− ū(z)|pdSz(y) ≤ c ϕ(z)p−1

∫
ϕ(z)ω

|∇yu(y, z)|pdy.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî z ∈ (0, 1) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå(10), (11), ïðèäåì ê îöåíêå(∫
S

|u(x)− ū(z)|qdsx
)1/q

≤ c ‖∇u‖Lp(Ω). (12)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (9) ñëåäóåò (4). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-ìû çàêîí÷åíî.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ïèê

Ω = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < c zλ}, λ > 1. (13)

Òîãäà îïåðàòîð ñóæåíèÿ íà ãðàíèöó (2) íåïðåðûâåí ïðè 1 ≤ q < pâ ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
1) p ≥ 1 + λ(n− 1) è q ∈ [1, p);
2) p < 1+λ(n−1) è 1 ≤ q < p min{1, (1+λ(n−2))/(1+λ(n−1)−p)}.
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5.4.2 Ñëó÷àé p ≤ q

Ìû ñîõðàíÿåì ââåäåííûå â íà÷àëå ðàçä. 5.4.1 ïðåäïîëîæåíèÿ èîáîçíà÷åíèÿ. Ñîîòíîøåíèå a ∼ b îçíà÷àåò, ÷òî c−1 ≤ a/b ≤ c.Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñ-ëîâèå íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñóæåíèÿ íà ãðàíèöó (5.4.1/2) äëÿîáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì ïðè q ≥ p.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íàãðàíèöå. Îïåðàòîð (5.4.1/2) íåïðåðûâåí ïðè p ≤ q < ∞ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

D = sup
r∈(0,1)

(∫ r

0

ϕ(z)n−2dz

)1/q(∫ 1

r

ϕ(z)
1−n
p−1 dz

)(p−1)/p

<∞. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü íåðàâåíñòâà (1) óñòàíàâëèâàåòñÿòàê æå, êàê è â òåîðåìå 5.4.1 ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ïðîáíîéôóíêöèè â íåðàâåíñòâî (4) è ïîñëåäóþùåé ññûëêè íà ëåììó 4.1.2/1.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü óñëîâèå (1) âûïîëíåíî è u ∈ W 1
p (Ω),

ïðè÷åì u = 0 âíå îêðåñòíîñòè U èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Ïóñòü ū(z)èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â òåîðåìå 5.4.1. Òàê êàê ū(1) = 0, òî ïîëåììå 4.1.2/1 âåðíà îöåíêà(∫ 1

0

|ū(z)|qϕ(z)n−2dz

)1/q

≤ c(p, q)D
(∫ 1

0

|ū′(z)|pϕ(z)n−1dz

)1/p

,

ãäå D îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1). Ñî÷åòàÿ ýòó îöåíêó ñ (5.4.1/6�7)(äâå ïîñëåäíèå îñòàþòñÿ â ñèëå), ïðèõîäèì ê (5.4.1/9).Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî (5.4.1/12). Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîêàçàòåëü q â(1) íå ïðåâîñõîäèò ïðåäåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ â òåîðåìå Ñîáîëåâà.Â ñàìîì äåëå, èç (1) âûâîäèì ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ z > 0íåðàâåíñòâî(∫ z

z−ϕ(z)

ϕ(t)n−2dt

)1/q (∫ z+ϕ(z)

z

ϕ(t)
1−n
p−1 dt

)(p−1)/p

≤ D.

Òàê êàê ϕ(z+O(ϕ(z))) = ϕ(z)+o(ϕ(z)) ïðè z → +0, òî èç ïðåäûäó-ùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ z > 0

ϕ(z)(n−1)/q+1−n/p ≤ const.
Îòñþäà 1− n/p+ (n− 1)/q ≥ 0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (5.4.1/12) ïîëîæèì z0 = 1 è ïîñòðî-èì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} ñî ñâîéñòâàìè (5.1.2/4) ïîïðàâèëó (5.1.2/3). Ðàçîáüåì îáëàñòü Ω∩U è ïîâåðõíîñòü S íà ÿ÷åé-êè
Ωk = {x = (y, z) : z ∈ (zk, zk−1), y/ϕ(z) ∈ ω}, k = 1, 2, . . . ,

Sk = {x = (y, z) : z ∈ (zk, zk−1), y/ϕ(z) ∈ ∂ω}, k = 1, 2, . . .

ßñíî, ÷òî(∫
S

|u(x)− ū(z)|qdsx
)1/q

=

( ∞∑
k=1

∫
Sk

|u(x)− ū(z)|qdsx

)1/q

. (2)

Ïóñòü v ∈W 1
p (Ωk). Çàìåíà ïåðåìåííîé

x = (y, z) 7→ X = (Y, Z) : Y = y/ϕ(z), Z = (z − zk)/ϕ(zk),

ïåðåâîäèò îáëàñòü Ωk â öèëèíäð G = ω × (0, 1), à ïîâåðõíîñòü
Sk â áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü Γ = ∂ω × (0, 1) öèëèíäðà G. Ïîëîæèì
w(X) = v(x). Òàê êàê q íå áîëüøå ïðåäåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ â òåîðåìåÑîáîëåâà, òî âåðíà îöåíêà(∫

Γ

|w(X)|qdΓX
)1/q

≤ c ‖w‖W 1
p (G), (3)

ãäå dΓX � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ. Çàìåòèì, ÷òî
|∇Xw| ∼ ϕ(zk)|∇xv|, dx ∼ ϕ(zk)ndX, dsx ∼ ϕ(zk)n−1dΓX .

Â ñèëó óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íåðàâåíñòâî (3) âïåðåìåííûõ x = (y, z) ïðèîáðåòàåò âèä(∫
Sk

|v(x)|qdsx
) 1

q

≤

≤ c ϕ(zk)−
n
p + n−1

q
(
‖v‖Lp(Ωk) + ϕ(zk)‖∇u‖Lp(Ωk)

)
, (4)

ãäå k = 1, 2, . . ., à êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò v è k. Ïîëîæèì â (4)
v(x) = u(x) − ū(z) è îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâîÏóàíêàðå íà êàæäîì ñå÷åíèè Ω(z) = ϕ(z)ω îáëàñòè Ωk ïëîñêîñòüþ
z = const, íàéäåì, ÷òî

‖u− ū‖Lp(Ωk) ≤ c

(∫ zk−1

zk

ϕ(z)pdz
∫

Ω(z)

|∇yu(y, z)|pdy

)1/p

.
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Ïîýòîìó (∫
Sk

|u(x)− ū(z)|qdsx
)1/q

≤

≤ c ϕ(zk)1−
n
p + n−1

q
(
‖∇u‖Lp(Ωk) + ‖ū′‖Lp(Ωk)

)
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2) è àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà (5.1.3/20) âûâî-äèì îöåíêó (∫
S

|u(x)− ū(z)|qdsx
)1/q

≤

≤ c
(
‖∇u‖Lp(Ω∩U) + ‖ū′‖Lp(Ω∩U)

)
,

ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå(5.4.1/6), ïîëó÷àåì îöåíêó (5.4.1/12).
Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u êëàññà

W 1
p (Ω), òàêîé, ÷òî u ñîñðåäîòî÷åíà âáëèçè âåðøèíû ïèêà, âåðíà

îöåíêà (5.4.1/4). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, ïîêàçàòåëü q íå ïðå-âîñõîäèò ïðåäåëüíîãî ñîáîëåâñêîãî, ïîýòîìó íåïðåðûâíîñòü îïåðà-òîðà (5.4.1/2) âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ñðåçêè ñ íîñèòåëåì âìàëîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïèêà è òåîðåìû Ñîáîëåâà. Äîêàçàòåëü-ñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà âåðíà è ïðè q = ∞. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå(1) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó∫ 1

0

ϕ(t)
1−n
p−1 dt <∞, (5)

íåîáõîäèìîñòü êîòîðîãî ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 5.2 íåðàâåíñòâî (5) íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî äëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W 1

p (Ω) → C(Ω).
Â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè (5) íåïðåðûâåí îïåðàòîð ñóæåíèÿ íàãðàíèöó: W 1

p (Ω)→ C(∂Ω).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ïèê (5.4.1/13). Îïåðàòîð ñóæå-íèÿ íà ãðàíèöó (5.4.1/2) íåïðåðûâåí ïðè q ≥ p, åñëè âûïîëíåíîîäíî èç óñëîâèé

1) p > 1 + λ(n− 1) è p ≤ q ≤ ∞;
2) p = 1 + λ(n− 1) è p ≤ q <∞;
3) 1 ≤ p < 1 + λ(n− 1) è p ≤ q ≤ (λ(n− 2) + 1)p/(1 + λ(n− 1)− p).
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5.5 Âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â

Lq è C íà ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè

5.5.1 Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ âëîæå-

íèÿ: V l
p (Ω)→ Lq(Ω), V l

p (Ω)→ C(Ω)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ìû óñòàíîâèì â äàííîìðàçäåëå òåîðåìó âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà V lp (Ω) â Lq(Ω) è â C(Ω)äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ã¼ëüäåðîâûõ îáëàñòåé. Îïèøåì óïîìÿíóòûéêëàññ îáëàñòåé.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈ (0,∞) è ψ : [0, a)→ [0,∞) � íåïðåðûâ-íàÿ âîçðàñòàþùàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ψ(0) = 0. Ãîâîðÿò, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn (n ≥ 2)ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,ψ,1 åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè X ∈ ∂Ω ñóùåñò-âóþò ñèñòåìà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x′, xn) : x′ ∈ Rn−1, xn ∈ R1 ñíà÷àëîì â òî÷êå X è öèëèíäðè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü
U = {(x′, xn) : |x′| < R, xn ∈ (−b, b)}, R < a/2,

òàêèå, ÷òî
U ∩ Ω = {(x′, xn) : |x′| < R, −b < xn < f(x′)}

è
U ∩ ∂Ω = {(x′, xn) : |x′| < R, xn = f(x′)},

ãäå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â øàðå B(n−1)
R óñëîâèÿì

f(x′) ∈ (−b, b), |f(x′)− f(y′)| ≤ ψ(|x′ − y′|).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ,
x = (x′, xn) ∈ U ∩ Ω, y = (y′, yn) ∈ U è xn − yn > ψ(|x′ − y′|),

òî yn < f(y′), ò.å. y ∈ U ∩ Ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ Ω ∈ C0,ψ

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 êàæäàÿ òî÷êà çàìûêàíèÿ Ω ÿâëÿåòñÿâåðøèíîé ñîäåðæàùåãîñÿ â Ω ïèêà, êîíãðóýíòíîãî ïèêó
Kδ = {x : xn ∈ (0, δ), |x′| < ψ−1(xn)}. (1)

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü U â îïðåäåëåíèè
êëàññà C0,ψ èìååò âèä U = B

(n−1)
R × (−ψ(R), ψ(R)).

1ïðè ψ(t) = tλ, λ ∈ (0, 1] ýòîò êëàññ îáîçíà÷àåòñÿ C0,λ
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Ïîëîæèì ϕ = ψ−1. Òîãäà ϕ åñòü íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ âû-ïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [0, δ]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ ∈ C0,1([0, δ]) è ñóùåñòâóåò limt→+0 ϕ

′(t) ≥ 0. Åñëè ïîñëåäíèéïðåäåë ïîëîæèòåëåí, òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíóñà, è äëÿîáëàñòè Ω âåðíà òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü,÷òî
ϕ(0) = lim

t→+0
ϕ′(t) = 0. (2)

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü êëàññà C0,ψ, ϕ = ψ−1 è âûïîë-íåíî óñëîâèå (2). Ïóñòü åùå l = 1, 2, . . ., p ∈ [1,∞).(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0(∫ ε

0

t(l−1)p′ϕ(t)(1−n)p′/pdt

)1/p′

<∞, 1/p+ 1/p′ = 1.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â C(Ω).
(ii) Åñëè 1 ≤ p ≤ q <∞ è

sup{tl−1/p+1/qϕ(t)(n−1)(1/q−1/p) : t ∈ [0, ε]} <∞ (3)

ïðè íåêîòîðîì ε > 0, òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî
â Lq(Ω).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ �òðàíçèòèâíûåñâîéñòâà� âëîæåíèé Llp(Ω) ⊂ Lq(Ω). Ìû èõ ñôîðìóëèðóåì â íèæå-ñëåäóþùèõ ëåììàõ 1, 2.
Ëåììà 1. Ïóñòü G � îáëàñòü â Rn, p, q ∈ [1,∞). Ïðåäïîëîæèì,÷òî r ∈ (p,∞), s ∈ (q,∞) è p−1 − q−1 = r−1 − s−1. Òîãäà èçíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: L1

p(G)→ Lq(G) ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: L1

r(G)→ Ls(G). Êðîìå òîãî, åñëè g� ïîäîáëàñòü G, g ⊂⊂ G, è äëÿ âñåõ u ∈ L1
p(G), u|g = 0, âåðíà îöåíêà

‖u‖Lq(G) ≤ C ‖∇u‖Lp(G), C = const,
òî äëÿ âñåõ v ∈ L1

r(G), v|g = 0, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖v‖Ls(G) ≤ sq−1C ‖∇v‖Lr(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � ïîäîáëàñòü G,
g ⊂⊂ G, v ∈ L1

r(G) ∩ L∞(G), v|g = 0.
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Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u = |v|s/q â íåðàâåíñòâî
‖u‖Lq(G) ≤ C ‖∇u‖Lp(G), C = const, (4)

ïîëó÷èì
‖v‖s/qLs(G) ≤ C ‖∇(|v|s/q)‖Lp(G) ≤ C sq−1‖ |v|(s−q)/q|∇v| ‖Lp(G).

Ïîñëåäíþþ íîðìó îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà:
‖ |v|(s−q)/q|∇v| ‖pLp(G) ≤

≤
(∫

G

|v|(s−q)pr/((r−p)q)dx
)1−p/r (∫

G

|∇v|rdx
)p/r

=

= ‖v‖(r−p)s/rLs(G) ‖∇v‖pLr(G).

Îòñþäà
‖v‖s/qLs(G) ≤ C sq

−1‖v‖(s−q)/qLs(G) ‖∇v‖Lr(G). (5)

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî L1
p(G) âëîæåíî â Lq(G), òî mesn(G) < ∞,

ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ v ∈ L∞(G) ñëåäóåò v ∈ Ls(G) è, çíà÷èò, èç(5) âûòåêàåò, ÷òî
‖v‖Ls(G) ≤ C sq−1‖∇v‖Lr(G). (6)

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ v ∈ L∞(G), ðàññìîòðèìôóíêöèè
v+(x) = max{v(x), 0}, v−(x) = max{−v(x), 0}

è ïðè N = 1, 2, . . . îïðåäåëèì
vN (x) = min{v+(x), N} −min{v−(x), N}.

Òîãäà vN ∈ L∞(G), vN |g = 0, åñëè v|g = 0, vN ∈ L1
r(G) ïðè

v ∈ L1
r(G) è |∇vN | ≤ |∇v|. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî èìååì
‖vN‖Ls(G) ≤ C sq−1‖∇v‖Lr(G), v ∈ L1

r(G), v|g = 0.

Òàê êàê vN (x) → v(x) ïðè N → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ G, òîíåðàâåíñòâî (6) ñëåäóåò èç ïîñëåäíåé îöåíêè è òåîðåìû Ôàòó.



5.5. Âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â Lq è C ... 243

Óñòàíîâèì íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: L1
r(G)→ Ls(G).Âûáåðåì ïîäîáëàñòü g1 ⊂ G òàê, ÷òîáû g ⊂⊂ g1 ⊂⊂ G è ââåäåìñðåçêó η:

η ∈ C∞(Rn), 0 ≤ η ≤ 1, η|g = 0, η = 1 â îêðåñòíîñòè Rn \ g1.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ L1
r(G)

‖v‖Ls(G) ≤ ‖ηv‖Ls(G) + ‖(1− η)v‖Ls(G). (7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (6):
‖ηv‖Ls(G) ≤ C qs−1‖∇(ηv)‖Lr(G) ≤

≤ C qs−1‖∇v‖Lr(G) + C1‖v‖Lr(g1).

Çäåñü C1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò v. Ïîñêîëüêóïðîñòðàíñòâî L1
p(G) âëîæåíî â Lq(G), òî 1 − n/p + n/q ≥ 0 è,

çíà÷èò, 1−n/r+n/s ≥ 0. Ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâî W̊ 1
r (g1)âëîæåíî â Ls(Rn), ïîýòîìó ïîñëåäíèé ÷ëåí â (7) íå ïðåâîñõîäèò

C2‖v‖W 1
r (g1) ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò v. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî

äëÿ âñåõ v ∈ L1
r(G) âåðíà îöåíêà
‖v‖Ls(G) ≤ const(‖v‖Lr(g1) + ‖∇v‖Lr(G)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Ëåììà 2. Ïóñòü G � îáëàñòü â Rn è ïóñòü ïðîñòðàíñòâî L1

1(G)íåïðåðûâíî âëîæåíî â Ls(G) ïðè íåêîòîðîì s ∈ [1, n/(n−1)]. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî p ∈ [1,∞) , l = 1, 2, . . . è pl(1− s−1) ≤ 1. Òîãäà Llp(G)
íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(G), ãäå

q = p/(1− pl(1− s−1)) (8)

ïðè pl(1 − s−1) < 1 è q ∈ [1,∞) ïðè pl(1 − s−1) = 1. Â ÷àñòíîñòè,ïðè s = n/(n− 1) è lp < n ïîëó÷àåì q = np/(n− lp).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âëîæåíèÿ L1

1(G) ⊂ Ls(G) îáëàñòü G èìå-åò êîíå÷íûé îáúåì, òàê ÷òî L1
1(G) ⊂ Ls−ε(G) ïðè ìàëîì ε > 0.Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé pl(1− s−1) < 1.Ïðè l = 1 òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 1.Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî l. Ïóñòü l > 1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Ll−1
p (G) ⊂ Lr(G), r = p/(1− p(l − 1)(1− s−1)).
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Âûáåðåì ëþáîé ýëåìåíò u ∈ Llp(G). Òîãäà ∇u ∈ Ll−1
p (G), è ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ∇u ∈ Lr(G). Îòñþäà u ∈ L1
r(G),à òàê êàê

r−1 − q−1 = 1− s−1,

òî u ∈ Lq(G) â ñèëó ëåììû 1. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ïî êðàéíåé
ìåðå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå Llp(G) ⊂ Lq(G). Íî â
ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð: Llp(G) → Lq(G) çàìêíóò è,ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâåí, ÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîëåììû.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. (i) Ïðè íåêîòîðîì δ > 0 äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ Ω ñóùåñòâóåò òàêîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Txâ Rn, ÷òî ïèê x + TxKδ, êîíãðóýíòíûé ïèêó (1), ñîäåðæèòñÿ â Ω.
Ïóñòü u ∈ V lp (Ω) ∩ C(Ω). Òàê êàê ôóíêöèÿ y 7→ v(y) = u(x + Txy)
ïðèíàäëåæèò êëàññó V lp (Kδ)∩C(Kδ), òî ïî òåîðåìå 5.2 âåðíà îöåíêà

|v(0)| ≤ c ‖v‖V l
p(Kδ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäâèãå è îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäè-íàò â Rn íîðìà â ïðîñòðàíñòâå V lp çàìåíÿåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíóþ ñêîíñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè ëèøü îò l, n. Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ îöåíêàäàåò
|u(x)| ≤ c ‖u‖V l

p(x+TxKδ),

ãäå êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò x, u. Òåì áîëåå âåðíà îöåíêà
|u(x)| ≤ c ‖u‖V l

p(Ω).

Ìíîæåñòâî V lp (Ω)∩C(Ω) ïëîòíî â V lp (Ω) ïî òåîðåìå 1.4/2 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ C(Ω) íåïðåðûâåí.

(ii) Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáëàñòè Ω ∈ C0,ψ ïðîñòðàíñòâà V lp (Ω) è
Llp(Ω) ñîâïàäàþò â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.5.1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî ïðè p = l =
1 è âûâåäåì îòñþäà óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3), îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
l − n/p + n/q ≥ 0. Ïîýòîìó ïàðàìåòð s, îïðåäåëåííûé óðàâíåíèåì(8), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ s ∈ [1, n/(n − 1)], ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü(3) ðàâíà (

sup{t1/sϕ(t)(1−n)(1−1/s) : t ∈ [0, ε]}
)l
.
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Ââèäó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî V 1
1 (Ω) íåïðåðûâíîâëîæåíî â Ls(Ω), è íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ V lp (Ω) ⊂ Lq(Ω) âûòå-êàåò èç ëåììû 2.Èòàê, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p = l = 1è çíà÷åíèÿ q ≥ 1, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

C = sup{t1/qϕ(t)(1−n)(1−1/q) : t ∈ [0, ε]} <∞. (9)

Ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû è òåîðåìû 1.4/2 äîêàçà-òåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ V 1
1 (Ω) ⊂ Lq(Ω) ñâîäèòñÿ ê ïðî-âåðêå íåðàâåíñòâà

‖u‖Lq(Ω) ≤ const · ‖∇u‖L1(Ω), (10)

â êîòîðîì u∈C∞(Ω), u= 0 âíå ìíîæåñòâà Ω ∩ BR/4(X), X∈ ∂Ω è
B

(n−1)
R ×(−ψ(R), ψ(R)) � îêðåñòíîñòü òî÷êè X â ëîêàëüíûõ êîîðäè-íàòàõ èç îïðåäåëåíèÿ ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè.Âûâåäåì (10) èç ñëåäóþùåãî èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà,äîêàçûâàåìîãî íèæå: 2

|G|1/q ≤ const · s(∂iG). (11)

Çäåñü G ⊂ BR/4(X) ∩ Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå äîïóñòèìîå ìíî-æåñòâî, ò.å., òàêîå, ÷òî ïîâåðõíîñòü ∂iG = ∂G∩Ω åñòü ìíîãîîáðàçèåêëàññà C∞, |G| = mesn(G) è s � (n− 1)-ìåðíàÿ ïëîùàäü.Ïðåäñòàâëÿÿ |u(x)| â âèäå
|u(x)| =

∫ ∞

0

χ(0,|u(x)|)(t)dt (12)

è ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì
‖u‖Lq(Ω) ≤

∫ ∞

0

|Mt|1/qdt, Mt = {x ∈ Ω : |u(x)| > t}. (13)

Ïî òåîðåìå Ìîðñà [127] (ñì. òàêæå Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.2.2]) ïðèïî÷òè âñåõ t > 0 ìíîæåñòâà Et = {x ∈ Ω : |u(x)| = t} ÿâëÿþòñÿìíîãîîáðàçèÿìè êëàññà C∞. Òàêèì îáðàçîì, Mt � äîïóñòèìîå ìíî-æåñòâî ïðè ï.â. t > 0, è íåðàâåíñòâî (11) äàåò
‖u‖Lq(Ω) ≤ const

∫ ∞

0

s(Et)dt.

2Íà ñàìîì äåëå (10) ðàâíîñèëüíî èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó (11),
ñì. Â. Ã. Ìàçüÿ [33], [40, 3.2.3].
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Ñîãäàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå äëÿ èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ ãðàäèåíòàãëàäêîé ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.2.4], Ó. Çåìåð[144, 2.7.1]), ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí ‖∇u‖L1(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (11). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî ε èç óñëîâèÿ òåîðåìû íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî

ϕ′(t) < 1 ïðè ï.â. t ∈ (0, ε). Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì äàëåå X = 0è ñ÷èòàåì, ÷òî êîîðäèíàòû x = (x′, xn) ñîâïàäàþò ñ ëîêàëüíûìèêîîðäèíàòàìè èç îïðåäåëåíèÿ ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè ïðè X = 0, àïàðàìåòð R îêðåñòíîñòè èç óïîìÿíóòîãî îïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿ-åò óñëîâèþ R ≤ ϕ(ε)/3.Êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω∩ B̄R/2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå øàð Brx(x)
ñ ðàäèóñîì rx = ϕ(f(x′)− xn)/4. Ïðîâåðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

Brx
(x) ⊂ Ω ∩BR äëÿ âñåõ x ∈ Ω ∩BR/2, (14)

Brx
(x) ∩BR/4 = ∅, åñëè |x| = R/2. (15)

Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ Ω, |x| = R/2 è y ∈ Brx(x), òî
|y| ≥ R/2− rx = R/2− ϕ(f(x′)− xn)/4 ≥

≥ R/2− ϕ(ψ(R/2) +R/2)/4 ≥ R/4.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-æåíèé ψ′(t) > 1 ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, ϕ(ε)), è, çíà÷èò,

ψ(2t)− ψ(t) =
∫ 2t

t

ψ′(s)ds ≥ t (16)

ïðè t ∈ (0, ϕ(ε)/2]. Îòñþäà ψ(R/2) + R/2 ≤ ψ(R). Òàêèì îáðàçîì,óñëîâèå (15) âûïîëíåíî.Ïóñòü x ∈ Ω ∩BR/2, y ∈ Brx
(x). Ìû èìååì

|y| ≤ |x|+ rx ≤ R/2 + ϕ(ψ(R/2) +R/2)/4 ≤

≤ R/2 + ϕ(ψ(R))/4 = 3R/4,

òàê ÷òî íà ñàìîì äåëå Brx
(x) ⊂ B3R/4.Äëÿ ïðîâåðêè (14) òåïåðü äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî

dist(x, ∂Ω ∩BR) > rx äëÿ âñåõ x ∈ Ω ∩BR/2. (17)

Åñëè (z′, f(z′)) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ∂Ω ∩BR, òî
f(x′)− xn ≤ |f(x′)− f(z′)|+ |f(z′)− xn| ≤
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≤ ψ(|x′ − z′|) + |f(z′)− xn|.
Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì äâàñëó÷àÿ. Ïóñòü |x′ − z′| ≥ |f(z′)− xn|. Òîãäà

f(x′)− xn ≤

≤ ψ(|x′ − z′|) + |x′ − z′| ≤ ψ(2 |x′ − z′|).
Ìû ñíîâà èñïîëüçîâàëè (16) ïðè t = |x′ − z′| < 3R/2 ≤ ϕ(ε)/2.Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå |x′ − z′| < |f(z′)− xn| èìååì

f(x′)− xn ≤

≤ ψ(|f(z′)− xn|) + |f(z′)− xn| ≤ ψ(2 |f(z′)− xn|),
ïîñêîëüêó |f(z′)|+ |xn| < 3R/2. Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(f(x′)− xn) ≤ 2(|x′ − z′|+ |f(z′)− xn|)

è
|x− z| > ϕ(f(x′)− xn)/4 äëÿ âñåõ z = (z′, f(z′)) ∈ ∂Ω ∩BR.

Îòñþäà ñëåäóåò (17) è âìåñòå ñ òåì (14).Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (11).Ïóñòü G ⊂ Ω∩BR/4 � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå îòêðûòîå ìíîæåñò-âî è x = (x′, xn) ∈ G. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x′ îáîçíà÷èì ÷åðåç
`(x′) îòðåçîê, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê (x′, t) ∈ Ω ∩ BR/2. Èìåþòñÿ äâåâîçìîæíîñòè: ëèáî

|Bry
(y) ∩G| < |Bry

(y)|/2 äëÿ âñåõ y ∈ `(x′), (18)

ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y ∈ `(x′), ÷òî
|Bry (y) ∩G| = |Bry (y)|/2. (19)

Ââèäó óñëîâèÿ (15) âî âòîðîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå çíà-÷åíèå t = t(x′), ïðè êîòîðîì âåðíî (19) äëÿ y = (x′, t). Ïîäìíî-æåñòâî G1 ⊂ G ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê x ∈ G, äëÿêîòîðûõ èìååò ìåñòî (18) èëè âåðíî (19) äëÿ y = (x′, t(x′)) ïðè
xn < t(x′). ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ G1

|Brx
(x) ∩G| < |Brx

(x)|/2.

Ïîëîæèì åùå G2 = G \ G1 è îöåíèì îòäåëüíî îáúåì êàæäîãîìíîæåñòâà G1, G2.
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Î÷åâèäíî, ÷òî øàðû Brx(x) îáðàçóþò ïðè x ∈ G1 ïîêðûòèå G1.Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áåçèêîâè÷à [86] (ñì. òàêæå [40, 1.2.1]), âûäå-ëèì èç ýòîãî ïîêðûòèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå {Bj},êðàòíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò òîëüêî îò n. Ïðèìåì âî âíèìàíèå ñëå-äóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò. Åñëè B � îòêðûòûé øàð â Rn è
g ⊂ B � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî

|g| ≤ |B|/2 è ∂g ∩B ∈ C∞,

òî
|g|(n−1)/n ≤ c(n)s(∂g ∩B), (20)

(ñì. Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 3.2.1]). Èñïîëüçóÿ (20), ïîëó÷èì
|G1| ≤

∑
j
|Bj ∩G| ≤ c

∑
j
(s(Bj ∩ ∂G))n/(n−1) ≤

≤ c
(∑

j
s(Bj ∩ ∂G)

)n/(n−1)

≤ c s(∂iG)n/(n−1) (21)

ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n. Òàê êàê q ≤ n/(n − 1) (ýòîñëåäóåò èç (9)), òî
|G1|1/q ≤ |Ω|1/q−(n−1)/n|G1|(n−1)/n ≤

≤ c(n)|Ω|1/q−(n−1)/ns(∂iG). (22)

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå îáúåìà ìíîæåñòâà G2. Ïðè x = (x′, xn)
ïîëîæèì Π(x) = x′. Ïóñòü x ∈ G2 è B(x′) � øàð ñ öåíòðîì (x′, t(x′))è ðàäèóñîì r(x′,t(x′)). Ïî ëåììå Âèòàëè (ñì. È. Ñòåéí [71, 1.1.6])ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõ-ñÿ øàðîâ {B(j)} èç ýòîãî ñåìåéñòâà, òàêèõ, ÷òî êîíöåíòðè÷åñêèå
ñ B(j) øàðû B̂(j), diam(B̂(j)) = 5diam(B(j)), îáðàçóþò ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà ∪x′∈ΠG2B

(x′). Ïóñòü x(j) = ((x(j))′, x(j)
n ) � öåíòð øàðà

B(j) è rj = ϕ(dj)/4 � åãî ðàäèóñ, ãäå dj = f((x(j))′) − x
(j)
n . Äëÿ

ëþáîãî x ∈ G2 òî÷êà (x′, t(x′)) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó øàðó B̂(j).
Åñëè ïðè ýòîì x /∈ B̂(j), òî xn > x

(j)
n , ïîñêîëüêó xn > t(x′). Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

Dj = B̂(j) ∪
{
x : x′ ∈ Sj , x(j)

n < xn < max{f(x′), f((x(j))′)}
}
,

ãäå
Sj = ΠB̂(j) ∩ΠG2,
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ïîêðûâàåò G2. Ïðè x′ ∈ Sj èìååì
|f(x′)− x(j)

n | ≤

≤ ψ(|x′ − (x(j))′|+ f((x(j))′)− x(j)
n ≤ ψ(5rj) + dj .

Òàê êàê äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè ψ âûïîëíåíî ñâîéñòâî óäâîåíèÿ
ψ(2t) ≤ 2ψ(t), òî

|f(x′)− x(j)
n | ≤ ψ(5ϕ(dj)/4) + dj ≤ 3 dj .

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó
|Dj | ≤ c(rnj + rn−1

j dj) ≤ c ϕ(dj)n−1dj

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò j. Çàìåòèì, ÷òî x(j) ∈ Ω ∩ BR/2,ïîýòîìó
dj = f((x(j))′)− x(j)

n ≤ ψ(R/2) +R/2 ≤ ψ(R) < ε,

êàê ñëåäóåò èç (16). Òàêèì îáðàçîì,
|G2| ≤

∑
j
|Dj | ≤ c(n)Cq

∑
j
r
(n−1)q
j , (23)

ãäå C îïðåäåëÿåòñÿ â (9). Ïîñêîëüêó |B(j) ∩G| = |B(j)|/2, òî∑
j
r
q(n−1)
j ≤ c(n, q)

∑
j
|B(j) ∩G|q(n−1)/n ≤

≤ c(n, q)
(∑

j
|B(j) ∩G|(n−1)/n

)q
. (24)

Èñïîëüçóÿ (20) äëÿ îöåíêè îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäíåé ñóììû è ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå äèçúþíêòíîñòü øàðîâ B(j), ïîëó÷èì

|G2| ≤ const(∑
j
s(∂G ∩B(j))

)q
≤ const · s(∂iG)q.

Ïîñëåäíåå âìåñòå ñ (22) äàþò (11). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â õîäå ëîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ôàêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî òàêîåóòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî (11) ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå
sup
|G|1/q

s(∂iG)
≤ γ(µ), (25)
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ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâàì G, òàêèì,÷òî G ⊂ BR/4(X) ∩ Ω, X ∈ ∂Ω, |G| ≤ µ, µ ∈ (0, |BR/4(X) ∩ Ω|),
γ(µ) = c1 max

{
µ1/q−(n−1)/n, sup{Φ(t) : t ∈ (0, ψ(c2µ1/n)]}

}
, (26)

Φ(t) = t1/qϕ(t)(1−n)(1−1/q), c1 = c1(n, q), c2 = c2(n).
Â ñàìîì äåëå, èç (21), (23), (24) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|G|1/q ≤ c(n, q) max{|G|1/q−(n−1)/n, sup
j

Φ(dj)}s(∂iG).

Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî ñóïðåìóìà ïðèìåì âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà
|B(j) ∩G| = |B(j)|/2, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(dj) = 4rj ≤ c(n)|B(j) ∩G|1/n ≤ c(n)|G|1/n,

îòêóäà dj ≤ ψ(c(n)µ1/n).
Çàìå÷àíèå 3. Óñëîâèå (3) òî÷íî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: cóùåñòâó-åò îáëàñòü Ω ∈ C0,ψ, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå (3) íåîáõîäèìî äëÿ íåïðå-ðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ Lq(Ω). Èç çàìå÷àíèÿ 5.1.3

âûòåêàåò, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîé îáëàñòè ìîæíî âûáðàòü ïèê (1), åñëè
ψ−1(2z) ≤ const · ψ−1(z) ïðè ìàëûõ z > 0.Èç òåîðåìû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî â òîì æå ñìûñëå òî÷íî è óñëîâèå âóòâåðæäåíèè (i).
5.5.2 Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì òî÷íûå óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé
V lp (Ω) ⊂ Lq(Ω) è V lp (Ω) ⊂ C(Ω) äëÿ ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè. Íàì
ïîíàäîáÿòñÿ àíàëîãè ëåìì 5.5.1/1�2, â êîòîðûõ èäåò ðå÷ü î êîì-ïàêòíîñòè ðàññìîòðåííûõ òàì îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ.
Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 5.5.1/1 è îïåðàòîð âëî-æåíèÿ: L1

p(G) → Lq(G) âïîëíå íåïðåðûâåí, òî âïîëíå íåïðåðûâåí
è îïåðàòîð âëîæåíèÿ: L1

r(G)→ Ls(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 âåðíà îöåíêà

‖u‖Lq(G) ≤ ε ‖∇u‖Lp(G) + Cε‖u‖Lp(gε), u ∈ L1
p(G), (1)

ãäå gε � âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòüG (ò.å. gε ⊂⊂ G), à Cε > 0 íå çàâèñèòîò u. Ïîëàãàÿ
‖u‖L1

p(G) = ‖u‖Lp(g) + ‖∇u‖Lp(G) (2)
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äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïîäîáëàñòè g ⊂⊂ G è ñ÷èòàÿ, ÷òî
g ⊂ gε, ïåðåïèøåì (1) â ðàâíîñèëüíîì âèäå

‖u‖Lq(G) ≤ ε ‖u‖L1
p(G) + Cε‖u‖Lp(gε), u ∈ L1

p(G).

Óñòàíîâèì ïîñëåäíåå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî ïðè íåêî-òîðîì ε0 > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîäîáëàñòåé gk ⊂⊂ G è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}k≥1 ⊂ L1
p(G), òà-

êèå, ÷òî ‖uk‖L1
p(G) = 1 ïðè âñåõ k, ∪k≥1gk = G è

‖uk‖Lq(G) > ε0 + k ‖uk‖Lp(gk).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî L1
p(G) êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(G), òî ñó-

ùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â
Lq(G). Ïóñòü u � åå ïðåäåë. Òàê êàê ‖uk‖Lq(G) > ε0, òî ‖u‖Lq(G) ≥ ε0.Êðîìå òîãî,

‖uk‖Lp(gk) < k−1‖uk‖Lq(G), k = 1, 2, . . . ,

îòêóäà uk → 0 â Lp,loc(G). Îäíàêî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ñõîäè-ìîñòè uk → u â Lq(G) ê íåíóëåâîé ôóíêöèè u.
Èòàê, (1) èìååò ìåñòî. Ïóñòü u ∈ L1

r(G). Çàôèêñèðóåì ε > 0.Åñëè u|gε = 0, òî èç (1) è ëåììû 5.5.1/1 ñëåäóåò, ÷òî
‖u‖Ls(G) ≤ sq−1ε ‖∇u‖Lr(G).

Â îáùåì ñëó÷àå ââåäåì ñðåçêó ξε:
ξε ∈ C∞0 (G), 0 ≤ ξε ≤ 1, ξε|gε

= 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ L1
r(G) èìååì

‖u‖Ls(G) ≤ ‖ξεu‖Ls(G) + ‖(1− ξε)u‖Ls(G) ≤

≤ sq−1ε ‖∇((1− ξε)u)‖Lr(G) + ‖u‖s,Gε
,

ãäå Gε � òàêàÿ ïîäîáëàñòü G, ÷òî supp ξε ⊂ Gε ⊂⊂ G. Ïîýòîìóñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{δi}i≥1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {Mi}i≥1 è ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïîäîáëàñòåé Gi ⊂⊂ G, i = 1, 2, . . ., òàêèå, ÷òî äëÿâñåõ u ∈ L1

r(G) âåðíà îöåíêà
‖u‖Ls(G) ≤ δi‖∇u‖Lr(G) +Mi‖u‖Lt(Gi), t = max{r, s}. (3)
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âñåõ i = 1, 2, . . .
Gi ∈ C0,1 è Gi ⊂ Gi+1.Òàê êàê L1

p(G) êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(G), òî p−1 − q−1 < n−1

(ñð. çàìå÷àíèå 1.8). Òîãäà
r−1 − s−1 = p−1 − q−1 < n−1,

è, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.8/2, ïðîñòðàíñòâî L1
r(Gi) êîìïàêòíî âëîæåíîâ Lt(Gi), i = 1, 2, . . . Êàê è â (2), ñïåöèôèöèðóåì íîðìó ‖ · ‖L1

r(G)ôèêñèðîâàííîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòüþ g ⊂ G. Íàïðèìåð, ìîæíîäëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèòü g = G1 è ïðè ëþáîì i ≥ 1 ñïåöèôè-öèðîâàòü íîðìó ‖ · ‖L1
r(Gi) òîé æå ïîäîáëàñòüþ.Ïóñòü {uk}k≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ëåæàùàÿ â åäèíè÷íîì øà-ðå ïðîñòðàíñòâà L1

r(G). Âûäåëèì èç íåå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,ñõîäÿùóþñÿ â Ls(G). Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ïîñòðîèòü íà-
áîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {uk}, {u(1)

k }, {u(2)
k }, . . ., êàæäàÿ èç êîòî-

ðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåäûäóùåé è {u(i)
k |Gi} ñõî-

äèòñÿ â Lt(Gi), i = 1, 2, . . . Ïîëîæèì vk = u
(k)
k , k ≥ 1. Òîãäà {vk}� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} è, î÷åâèäíî, {vk} ñõîäèòñÿ â Lt(Gi)ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . Ïîêàæåì, ÷òî {vk} ñõîäèòñÿ â ñåáå â Ls(G).Ïóñòü ε > 0. Çàôèêñèðóåì òàêîé íîìåð j, ÷òî δj < ε/4. Òîãäà èç (3)ñëåäóåò îöåíêà

‖vk − vi‖Ls(G) < ε/2 +Mj‖vk − vi‖Lt(Gj), (4)

ãäå i, k = 1, 2, . . . Òàê êàê {vk} ñõîäèòñÿ â Lt(Gj), òî ñóùåñòâóåòòàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè âñåõ i, k ≥ N ïîñëåäíèé ÷ëåí â (4) íåïðåâîñõîäèò ε/2. Èòàê, {vk} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ñõîäÿ-ùàÿñÿ â Ls(G). Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 5.5.1/2 è îïåðàòîðâëîæåíèÿ: L1

1(G)→ Ls(G) âïîëíå íåïðåðûâåí. Òîãäà âïîëíå íåïðå-ðûâåí è îïåðàòîð âëîæåíèÿ: Llp(G)→ Lq(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåìì 5.5.1/1�2 îïåðàòîð âëîæåíèÿ

I : Llp(G)→ Lq(G)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé I = I2I1 äâóõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-ðîâ, ãäå I1 � îïåðàòîð âëîæåíèÿ:
Llp(G)→ L1

r(G), r = p/(1− p(l − 1)(1− s−1)),
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à I2 � îïåðàòîð âëîæåíèÿ: L1
r(G)→ Lq(G). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

I2 âïîëíå íåïðåðûâåí ïî ëåììå 1.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé V lp (Ω) ⊂ Lq(Ω)

è V lp (Ω) ⊂ C(Ω) äëÿ ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü êëàññà C0,ψ, ϕ = ψ−1 è âûïîë-íåíî óñëîâèå (5.5.1/2). Ïóñòü åùå l = 1, 2, . . ., p ∈ [1,∞).
(i) Åñëè p ≤ q <∞ è

lim
t→+0

{tl−1/p+1/qϕ(t)(1−n)(1/p−1/q)} = 0,

òî ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â Lq(Ω).
(ii) Ïóñòü ëèáî∫ ε

0

t(l−1)p′ϕ(t)(1−n)p′/pdt <∞, 1/p+ 1/p′ = 1, p > 1

ïðè íåêîòîðîì ε > 0, ëèáî
lim
t→0

tl−1ϕ(t)1−n = 0, p = 1.

Òîãäà îïåðàòîð âëîæåíèÿ: V lp (Ω)→ C(Ω) âïîëíå íåïðåðûâåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â íà÷àëå äîêàçàòåëü-ñòâà ï. (ii) â òåîðåìå 5.5.1 è èñïîëüçóÿ ëåììó 2, óáåäèìñÿ, ÷òîäîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p = l = 1. Èòàê, ïóñòü

Φ(t) = t1/qϕ(t)(1−n)(1−1/q), lim
t→+0

Φ(t) = 0. (5)

Ïðè z ∈ ∂Ω è r > 0 ïîëîæèì Ωr(z) = Ω ∩ Br(z). Óñòàíîâèì, ÷òîäëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ ∂Ω ñóùåñòâóåò r = r(z) > 0 ñî ñëåäóþùèìñâîéñòâîì: ìíîæåñòâî
{u ∈ C∞(Ω) : u

∣∣
Ω\Ωr(z)

= 0}, (6)

ñîäåðæàùååñÿ â åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà V 1
1 (Ω), îòíîñèòåëüíîêîìïàêòíî â Lq(Ω). Ïðîâåðèì ýòî ñâîéñòâî ïðè r = R/4, ãäå R =

R(z) � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé öèëèíäðè÷åñêóþ îêðåñòíîñòüòî÷êè z ∈ ∂Ω èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà C0,ψ. Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà (6). Ïîëîæèì Nt = {x ∈ Ω : |u(x)| ≥ t},



254 Ãëàâà 5. Òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ...

Mt = {x ∈ Ω : |u(x)| > t} ïðè t ≥ 0. Äëÿ ëþáîãî τ > 0 èìååìî÷åâèäíûå îöåíêè∫
Ω

|u|qdx ≤
∫
Nτ

|u|qdx+ τ q|Ω| ≤

≤ c(q)
(∫

Ω

(|u| − τ)q+dx+ τ q|Ω|
)
, (7)

ãäå |Ω| = mesn(Ω) è v+(x) = max{v(x), 0}. Ïðè µ ∈ (0, |Ωr(z)|)îïðåäåëèì
τ = sup {t ≥ 0 : |Nt| ≥ µ}.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òîãäà |Mτ | ≤ µ ≤ |Nτ |. Ïðèìåíÿÿ ôîðìó-ëû (5.5.1/12�13) ïî îòíîøåíèþ ê (|u| − τ)+, ïîëó÷èì
‖(|u| − τ)+‖Lq(Ω) ≤

∫ ∞

0

|Mt+τ |1/qdt. (8)

Òàê êàê Mt+τ � äîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî Ωr(z) ïðè ï.â. t > 0 è
Mt+τ ⊂Mτ , òî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî (5.5.1/25) äàåò

|Mt+τ |1/q ≤ γ(µ)s(∂iMt+τ ),

ãäå âåëè÷èíà γ(µ) îïðåäåëåíà â (5.5.1/26). Îòñþäà è èç (8) âûâîäèì
‖(|u| − τ)+‖Lq(Ω) ≤ γ(µ)

∫ ∞

τ

s(∂iMt) ≤ γ(µ)‖∇u‖L1(Ω). (9)

Çäåñü íà ïîñëåäíåì øàãå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà∫ ∞

0

s({x ∈ Ω : |u(x)| = t})dt = ‖∇u‖L1(Ω)

(ñì. [40, 1.2.4], [144, 2.7.1]).Ïóñòü ω = ω(µ) � ïîäîáëàñòü Ω, ω ⊂ Ω è |Ω\ω| < µ/2. Ïîñêîëüêó
|Nτ | ≥ µ, òî |ω ∩Nτ | ≥ µ/2 è, çíà÷èò,

2
∫
ω

|u|dx ≥ µτ.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (7) è (9), ïðèõîäèì ê îöåíêå
c(q)‖u‖Lq(Ω) ≤ γ(µ)‖∇u‖L1(Ω) + 2µ−1|Ω|1/q‖u‖L1(ω). (10)
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Â ñèëó (5) èìååì limµ→+0 γ(µ) = 0, à êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî
V 1

1 (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â L1(ω) ïðè ëþáîì µ ∈ (0, |Ωr(z)|) ïîëåììå 1.8. Òåïåðü èç (10) ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè âûâîäèòñÿîòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü â Lq(Ω) ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà (6) ñ
åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà V 1

1 (Ω).Óñòàíîâèì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â Lq(Ω) ìíîæåñòâà, îã-
ðàíè÷åííîãî â V 1

1 (Ω). Ïî òåîðåìå 1.4/2 ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíîâ ïðîñòðàíñòâå V 1
1 (Ω), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ⊂ C∞(Ω), îãðàíè÷åííàÿ â V 1
1 (Ω), èìååòïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â Lq(Ω). Ïîñòðîèì òàêîå êî-

íå÷íîå ïîêðûòèå ∂Ω øàðàìè {B(i) = Bri
(zi)}Ni=1, zi ∈ ∂Ω, ÷òî ïðèëþáîì i = 1, . . . , N ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç

{u ∈ C∞(Ω) : u
∣∣
Ω\B(i) = 0},

îãðàíè÷åííîå â V 1
1 (Ω), îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â Lq(Ω). Óêàçàííûéíàáîð øàðîâ ïîêðûâàåò íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ ïîãðàíè÷íóþ ïîëîñó

Ω. Ïóñòü ïðè 1 ≤ i ≤ N ôóíêöèè ηi ∈ C∞0 (B(i)) îáðàçóþò ðàçáèåíèååäèíèöû äëÿ óïîìÿíóòîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû. Ïîëîæèì
η0(x) = 1−

∑N

i=1
ηi(x), x ∈ Ω.

Òîãäà η0 ∈ C∞0 (Ω), à íàáîð ôóíêöèé {ηi}Ni=0 îáðàçóåò ðàçáèåíèå
åäèíèöû äëÿ Ω.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η0uk} îãðàíè÷åíà â V̊ 1
1 (Ω) (ò.å. âçàìûêàíèè C∞0 (Ω) ïî íîðìå ‖ · ‖V 1

1 (Ω)) è q < n/(n− 1) (ýòî ñëåäóåò
èç (5)), òî â ñèëó òåîðåìû 1.8/2 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{u(0)

k } ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk}, äëÿ êîòîðîé {η0u(0)
k } ñõîäèòñÿ â

Lq(Ω). Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η1u(0)
k } ïðèíàäëåæèò C∞(Ω),

îãðàíè÷åíà â V 1
1 (Ω), ïðè÷åì êàæäûé åå ÷ëåí ðàâåí íóëþ íà ìíîæå-

ñòâå Ω \ B(1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {u(1)

k } ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {u(0)
k }, ÷òî {η1u(1)

k } ñõîäèòñÿ â
Lq(Ω). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñòðîèì íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñ-òåé

{uk}, {u(0)
k }, {u

(1)
k }, . . . , {u

(N)
k },

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåäûäóùåé,
ïðè÷åì {ηiu(i)

k } ñõîäèòñÿ â Lq(Ω) ïðè i = 0, . . . , N . Òàê êàê
u

(N)
k =

∑N

i=0
ηiu

(N)
k
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è êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñëåäíåé ñóììû ñõîäèòñÿ â Lq(Ω), òî òî æå
âåðíî è äëÿ ñóììû. Êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ V 1

1 (Ω) ⊂ Lq(Ω) óñòà-íîâëåíà.
(ii) Òàê æå, êàê è â ï. (i), óñòàíîâèì ïðè êàæäîì z ∈ ∂Ω ñóùåñòâî-âàíèå òàêîãî ÷èñëà r = r(z) > 0, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà (6)ñ åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà V lp (Ω) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî

â C(Ω). Ïóñòü z ∈ ∂Ω è ïóñòü r > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî øàð
B2r(z) ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè U = U(z) èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòèêëàññà C0,ψ, à òàêæå ϕ′(t) < 1/2 ïðè ï.â. t ∈ (0, r) (ïîñëåäíååâîçìîæíî â ñèëó (5.5.1/2)). Ïîëîæèì δ = 2r/3. Òîãäà äèàìåòðïèêà Kδ, îïèñàííîãî â (5.5.1/1), íå áîëüøå r. Â ñîîòâåòñòâèè ñóïîìÿíóòûì âûøå îïðåäåëåíèåì ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïðå-îáðàçîâàíèå Tz ïðîñòðàíñòâà Rn, äëÿ êîòîðîãî

Ωr(z) +Kδ(z) ⊂ Ω2r(z), Kδ(z) = TzKδ. (11)

Ðàññìîòðèì åøå ïèê
Gδ = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn ∈ (0, δ/2), |x′| < 1

2
ϕ(xn)}

è ñðåçàííûé ïèê
G

(%)
δ = {x ∈ Gδ : xn ∈ (%, δ/2}, % ∈ (0, δ/4).

Î÷åâèäíî, ÷òî
dist (∂Kδ, G

(%)
δ ) = d(%, δ) > 0. (12)

Ïîëîæèì G
(%)
δ (z) = TzG

(%)
δ è Gδ(z) = TzGδ. Åñëè x ∈ Ωr(z), òî âñèëó (11), (12) èìååì

dist (x+G
(%)
δ (z), ∂Ω) ≥ dist(x+G

(%)
δ (z), ∂(x+Kδ(z))

)
= d(%, δ).

Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Ωr(z) + G
(%)
δ (z) ëåæèò â Ωïðè ëþáîì % ∈ (0, δ/4).Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà (6) è x ∈ Ωr(z).Ïîñêîëüêó x + Gδ(z) ⊂ Ω, òî â ïèêå x + Gδ(z) ìîæíî ïðèìåíèòüîöåíêó (5.2/15), ñîãëàñíî êîòîðîé3

|u(x)| ≤ g(%)‖∇lu‖Lp(x+Gδ(z)) + C% ‖u‖V l−1
p (x+G

(%)
δ

(z))
+

3ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ñäâèã è îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â Rn

ñîõðàíÿþò íîðìó â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ñ
êîíñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè ëèøü îò n è ïîêàçàòåëÿ ãëàäêîñòè
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+‖u‖
L∞(x+G

(%)
δ

(z))
. (13)

Çäåñü g(%) è C% � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò x è
ôóíêöèè u, ïðè÷åì lim%→0 g(%) = 0. Òàê êàê u

∣∣
Ω\Ωr(z)

= 0, òî èç
(13) ñëåäóåò îöåíêà

‖u‖C(Ω) ≤ g(%)‖∇lu‖Lp(Ω) + C%‖u‖V l−1
p (ω) + ‖u‖C(ω), (14)

ãäå ω = ω(z, %, δ) � ïîäîáëàñòü Ω, ëåæàùàÿ â Ω âìåñòå ñ çàìûêàíèåì.Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ω èìååò ãëàäêóþãðàíèöó, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî V lp (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â C(ω)
ïî òåîðåìå 1.8/2 (çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî lp > n âûòåêàåò èçóñëîâèÿ òåîðåìû). Êðîìå òîãî, V lp (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â V l−1

p (ω)
ïî ëåììå 1.8. Òåïåðü èç (14) ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè âûâî-
äèòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü â C(Ω) åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñò-ðàíñòâà (6) ñ íîðìîé ‖ · ‖V l

p(Ω).
Îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü øàðà {u ∈ C∞(Ω) : ‖u‖V l

p(Ω) ≤ 1}
â ïðîñòðàíñòâå C(Ω) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäèíè-öû, ïîä÷èíåííîãî ïîêðûòèþ ∂Ω êîíå÷íûì íàáîðîì øàðîâ. Ðàñ-ñóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íû îêîí÷àíèþ äîêàçàòåëüñòâà ï. (i) òåî-ðåìû. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü âëîæå-íèÿ V lp (Ω) ⊂ C(Ω), áëàãîäàðÿ ïëîòíîñòè â V lp (Ω) ìíîæåñòâà C∞(Ω).
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû òî÷íû. Íàïðèìåð, óñëîâèå ï. (i)íåîáõîäèìî, åñëè â êà÷åñòâå Ω ∈ C0,ψ âûáðàòü ïèê (5.5.1/1), ãäå

ψ−1(2z) ≤ const · ψ−1(z) ïðè ìàëûõ z (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 5.1.5).

5.6 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 5

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå q, ïðè êîòîðîì ïðîñòðàíñòâîW 1
p (Ω) íåïðå-

ðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Lq(Ω) äëÿ îáëàñòè ñî ñòåïåííûìïèêîì
Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}, (1)

ãäå ϕ(z) = c zλ, λ > 1, áûëî íàéäåíî â ðàáîòå Â. Ã. Ìàçüÿ [33] êàêñëåäñòâèå áîëåå îáùèõ òåîðåì âëîæåíèÿ. Îòíîñèòåëüíî àíàëîãè÷-íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòåïåííûõ ïèêîâ ñì. òàêæå êíèãó Ð. À. Àäàì-ñà [83] (Sec. 5.35, 5.36), ðàáîòû È. Ã. Ãëîáåíêî [18], Ì. Ôóêóøèìà èÌ. Òîìèñàêè [100].
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Ä. À. Ëàáóòèí [27] äîêàçàë òåîðåìó âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñî-áîëåâà â ïðîñòðàíñòâî Lq ñ ìàêñèìàëüíûì ïðåäåëüíûì ïîêàçàòå-ëåì äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà îáëàñòåé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü âíåøíèåñòåïåííûå çàîñòðåíèÿ.
Â. Ã. Ìàçüÿ [37, 38], [40, 4.4, 5.1] ïîëó÷èë, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäè-ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâà

W 1
p (Ω) â Lq(Ω) è â C(Ω) ∩ L∞(Ω) äëÿ îáëàñòè (1) êàê ñëåäñòâèÿêðèòåðèåâ íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé â òåðìèíàõ èçîïåðèìåòðè÷åñ-êèõ (ïðè p = 1) èëè åìêîñòíûõ (ïðè p > 1) íåðàâåíñòâ. Â ñëó÷àåíåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè ϕ, ϕ(0) = 0, ýòèóñëîâèÿ èìåþò âèä

sup
z∈(0,1)

{(∫ z

0

ϕ(t)n−1dt

) 1
q
(∫ 1

z

ϕ(t)
n−1
1−p dt

) p−1
p

}
<∞ (2)

äëÿ íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ W 1
p (Ω) ⊂ Lq(Ω) ïðè p ≤ q <∞ è∫ 1

0

ϕ(t)
n−1
1−p dt <∞

äëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W 1
p (Ω)→ C(Ω) ∩ L∞(Ω).

Â ðàáîòå àâòîðîâ [123] (ñì. òàêæå êíèãó [125, 8.2, 8.3] è ðàáîòó[132] îäíîãî èç àâòîðîâ) ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àéïðîcòðàíñòâàW l
p(Ω), l ≥ 1, è îáëàñòè, èìåþùåé íà ãðàíèöå âåðøèíóâíåøíåãî ïèêà, çàîñòðåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ϕ. Îä-íàêî ïðè l > 1 íà ϕ íàêëàäûâàëîñü äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå

ϕ(2t) ∼ ϕ(t). Â òåîðåìàõ ðàçäåëîâ 5.1 � 5.2 íàñòîÿùåé êíèãè ýòîòðåáîâàíèå ñíÿòî. Ìû ñëåäóåì ðàáîòå [51] â ðàçä. 5.1 � 5.2.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáëàñòè âèäà (5.1.3/1) îöåíêà

‖u‖Lq(Ω) ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω), (3)

âåðíàÿ äëÿ âñåõ u ∈ W 1
p (Ω) ñ íîñèòåëåì âáëèçè âåðøèíû ïèêà ïðè

óñëîâèè (2), äîïóñêàåò óòî÷íåíèå çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ âåñîâûõíîðì. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ñòåïåííîãî ïèêà (1) â ñëó÷àå
ϕ(z) = zλ, λ > 1. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

x = (y, z) 7→ ξ = (η, ζ) : η = y, ζ = ϕ(z)

ïåðåâîäèò ïèê Ω â êîíóñ K = {ξ : ζ ∈ (0, 1), |η| < ζ}. Ïîëîæèì
v(ξ) = u(x(ξ)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç v̄(ζ) ñðåäíåå çíà÷åíèå v íà ñå÷åíèè
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K ãèïåðïëîñêîñòüþ ζ = const. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.1.2/1 äëÿ îöåíêè
‖ζβ v̄‖Lq(K) è èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå K íà �ÿ÷åéêè�

{ξ ∈ K : 2−i−1 < ζ < 2−i}, i = 0, 1, . . .

äëÿ îöåíêè ‖ζβ(v − v̄)‖Lq(K), ïîëó÷èì âåñîâîå íåðàâåíñòâî
‖ζβv‖Lq(K) ≤ c ‖ζα∇v‖Lp(K),

ãäå

1 ≤ p < n, p ≤ q ≤ np

n− p
, β = α− 1 + n

(
1
p
− 1
q

)
> −n

q
.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïðèõîäèì ê îöåíêå
‖zλβ+(λ−1)/qu‖Lq(Ω) ≤

≤ c (‖zαλ+(λ−1)/p∇yu‖Lp(Ω) + ‖zαλ−(λ−1)(p−1)/p∂u/∂z‖Lp(Ω)).

Åñëè ïîëîæèòü çäåñü α = (λ− 1)(p− 1)(λp)−1, òî ïîëó÷èì íåðàâåí-ñòâî
‖zλβ+(λ−1)/qu‖Lq(Ω) ≤ c (‖zλ−1∇yu‖Lp(Ω) + ‖∂u/∂z‖Lp(Ω)). (4)

Âûáåðåì q =
(
1 + λ(n − 1)

)
p/
(
1 + λ(n − 1) − p

) � ïðåäåëüíûé
ïîêàçàòåëü â òåîðåìå âëîæåíèÿ W 1

p (Ω) ⊂ Lq(Ω). Òîãäà âåñ â ëåâîé÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èñ÷åçíåò, è ìû óñòàíàâëèâàåì îöåíêó
‖u‖Lq(Ω) ≤ c (‖zλ−1∇yu‖Lp(Ω) + ‖∂u/∂z‖Lp(Ω)).

Òàê êàê λ > 1, òî ýòîò ðåçóëüòàò òî÷íåå, ÷åì îöåíêà (3). Ïðè ëþáîì
λ > 1 ìîæíî âçÿòü â (4) ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü â òåîðåìå Ñîáîëåâà
q = np/(n− p). Òîãäà íåðàâåíñòâî (4) ïðèíèìàåò âèä
‖z(λ−1)(n−1)/nu‖Lnp/(n−p) ≤ c (‖zλ−1∇yu‖Lp(Ω) + ‖∂u/∂z‖Lp(Ω))

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ W 1
p (Ω) ñ íîñèòåëåì â îêðåñòíîñòèâåðøèíû ïèêà. Òàêèì îáðàçîì, âíîâü ïîëó÷àåì îöåíêó, áîëåå òî÷-íóþ, ÷åì âëîæåíèå W 1

p (Ω) ⊂ Lq,σ(Ω) ïðè q = np/(n − p) ñ âåñîì
σ(x) = z(λ−1)(n−1)/n (ñð. ïðèìåð 5.1.4).
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Ñîäåðæàíèå ðàçäåëà 5.3 ñîîòâåòñòâóåò ðàçäåëó 8.4 êíèãè [125]àâòîðîâ. Â ðàçä. 5.4 ìû ñëåäóåì ðàáîòå [61]. Óòâåðæäåíèå, ñôîðìó-ëèðîâàííîå â ïðèìåðå 5.4.1, ïðè p = n = 2 áûëî óñòàíîâëåíî âðàáîòå [79].Òåîðåìà 5.5.1 ïðè l = 1 áûëà äîêàçàíà Ä. À. Ëàáóòèíûì [28] ïðèäîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ϕ(2t) ∼ ϕ(t). Ìû ñëåäóåì ðàáîòå[28] ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (5.5.1/11). Ëåììû 5.5.1/1�2 è5.5.2/1�2 õîðîøî èçâåñòíû [40, 4.9].Îòíîñèòåëüíî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 5.5.1 è 5.5.2 îòìåòèì, ÷òîðàâíîñèëüíîñòü íåðàâåíñòâ (5.5.1/10) è (5.5.1/11) äëÿ îáëàñòåé îá-ùåãî âèäà, à òàêæå êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè â òåðìèíàõ èçîïåðè-ìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòå Â. Ã. Ìàçüÿ [33]åùå â 1960 ã. Ñâÿçü ìåæäó èçîïåðèìåòðè÷åñêèìè íåðàâåíñòâàìè èòåîðåìàìè âëîæåíèÿ èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [34, 36, 37, 38] (ñì. òàêæåãëàâû 3, 4, 7, 8 êíèãè [40]).Óêàæåì íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè èçî-ïåðèìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ èíòåãðàëüíûì íåðàâåíñòâàì ñîáîëåâ-ñêîãî òèïà. Â. Ã. Ìàçüÿ [119] ïîêàçàë, ÷òî âëîæåíèÿ â äðîáíûåïðîñòðàíñòâà Áåñîâà èëè ïîòåíöèàëîâ Ðèññà ðàâíîñèëüíû èçîïåðè-ìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì íîâîãî òèïà. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èçðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn è µ �ìåðà íà Ω× Ω, µ(E × F ) = µ(F × E). Îïðåäåëèì ïîëóíîðìó

|u|q,µ =

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|qµ(dx, dy)

1/q

.

Îêàçûâàåòñÿ [119], ÷òî íåðàâåíñòâî
|u|q,µ ≤ C

∫
Ω

|∇u|dx, q ≥ 1,

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ u ∈ C∞(Ω)∩L1
1(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàäëÿ âñåõ g ⊂ Ω, òàêèõ, ÷òî Ω ∩ ∂g � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, âåðíîíåðàâåíñòâî

µ(g,Ω \ g)1/q ≤ 2−1/qC s(Ω ∩ ∂g),
ãäå s îçíà÷àåò (n− 1)-ìåðíóþ ïëîùàäü.



Ãëàâà 6

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà â íåêîòîðûõ

íåëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèéèç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðûõ ìíîãîìåð-íûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ. Â ðàçäåëå 6.1 ñòðî-ÿòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûå øàðîâûå ïîêðûòèÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
{x ∈ Rn : ϕ(x) > 0}, ãäå ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ â Rn,óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà, à ðàäèóñ êàæäîãî øàðà ïî-êðûòèÿ ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè ϕ â åãî öåíòðå. Åñëè ϕ åñòüðàññòîÿíèå äî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, òàêèå ïîêðûòèÿ àíàëîãè÷íûïîêðûòèÿì ïî Óèòíè. Óïîìÿíóòûå ïîêðûòèÿ èñïîëüçóþòñÿ â ðàç-äåëå 6.2 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì, îïèñûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâàãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé êëàññà W 1

p , p ∈ [1,∞), äëÿ îáëàñòåéìåæäó ëèïøèöåâûìè ãðàôèêàìè, äîïóñêàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, íàëè-÷èå íóëåâûõ ðåáåð íà ãðàíèöå èëè êàñàíèå ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñ-òåé. Â ðàçä. 6.3 îõàðàêòåðèçîâàíû ãðàíè÷íûå ñëåäû ôóíêöèé òîãîæå êëàññà äëÿ îáëàñòåé, äîïîëíèòåëüíûõ ê îáëàñòÿì ìåæäó ëèï-øèöåâûìè ãðàôèêàìè. Â ðàçä. 6.4 è 6.5 ãðàíè÷íûå ñëåäû îïèñàíûäëÿ ôóíêöèé èç W 1
p (Ω) äëÿ ïëîñêîé îáëàñòè ñ íóëåâûì óãëîì èëèóãëîì 2π íà ãðàíèöå.
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Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû øåñòîé ãëàâû. Ïóñòü G �îáëàñòü â Rn−1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ1, ϕ2 � ôóíêöèè íà G, óäîâ-ëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà
|ϕi(x)− ϕi(ξ)| ≤ const |x− ξ|, x, ξ ∈ G, i = 1, 2,

à òàêæå óñëîâèÿì ϕ1 < ϕ2 íà G è ϕ1 = ϕ2 íà ∂G. Ðàññìîòðèìîáëàñòü
Ω =

{
x = (y, z) ∈ Rn : y ∈ G, z ∈

(
ϕ1(y), ϕ2(y)

)}
, n ≥ 2. (1)
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Γ1

Γ2

Ðèñ. 8
Íèæíþþ è âåðõíþþ ÷àñòè ∂Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñò-âåííî, ò.å.

Γi = {(y, ϕi(y)) : y ∈ G} , i = 1, 2,

(ñì. ðèñ. 8). Ïóñòü p ∈ (1,∞) è ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ∂Ω, ëîêàëüíîñóììèðóåìàÿ íà Γ1 è Γ2. Òîãäà f ∈ TW 1
p (Ω) â òîì è òîëüêî âòîì ñëó÷àå, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ êîíå÷íàè, áîëåå òîãî,

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

{ 2∑
i=1

∫
Γi

|f(x)|pϕ(y)dsx+

+
∫
G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|p ϕ(y)1−pdy+

+
2∑
i=1

∫∫
{x,ξ∈Γi:|x−ξ|<AM(y,η)}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

}1/p

,
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ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ), dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
Γ1 ∪ Γ2, ϕ = ϕ2 − ϕ1, A � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (êîòîðàÿìîæåò áûòü âûïèñàíà ÿâíî), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è ïîñòîÿííîéËèïøèöà äëÿ ôóíêöèè ϕ è

M(y, η) = max{ϕ(y), ϕ(η)}.

Çíàê ∼ îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàòèìååò ìåñòî äëÿ p = 1:

‖f‖TW 1
1 (Ω) ∼

2∑
i=1

∫
Γi

|f(x)|ϕ(y)dsx+

+
∫
G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|dy+

+
2∑
i=1

∫∫
{x,ξ∈Γi:|x−ξ|<AM(y,η)}

|f(x)− f(ξ)| dsxdsξ
M(y, η)n−1

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü G èç îïðåäåëåíèÿ (1) îãðàíè÷åíà è
èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Rn \ Ω) ïðè
p ∈ (1,∞) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

‖f‖TW 1
p (Rn\Ω) ∼

{∑2

i=1

∫
Γi

|f(x)|pdsx+

+
∑2

i=1

∫∫
Γi×Γi

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

+

+
∫
G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|p
dy

dist(y, ∂G)p−1

}1/p

,

à ïðîñòðàíñòâî TW 1
1 (Rn \ Ω) ñîâïàäàåò ñ L1(∂Ω).

6.1 Øàðîâûå ïîêðûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ

ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé

Ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóþ-ùèåñÿ äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ñëåäàõ. Íà÷íåì ñî ñëåäóþ-ùåé ëåììû î ïîêðûòèÿõ, êîòîðàÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äîêàçà-òåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ëåììà 1. Ïóñòü ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ â Rn, ϕ 6≡ 0, èïóñòü ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
|ϕ(x)− ϕ(ξ)| ≤ L|x− ξ|, x, ξ ∈ Rn, L = const > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1 = c1(n),
c2 = c2(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, c1L−1] ìíîæåñòâî

G = {x ∈ Rn : ϕ(x) > 0}

ìîæíî ïîêðûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòêðûòûõ øàðîâ
B(`) = {x ∈ Rn : |x− x`| < aϕ(x`)}, ` = 1, 2, . . . , (1)

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: êîíöåíòðè÷åñêèå øàðû óäâîåííîãî äè-àìåòðà ëåæàò â G âìåñòå ñ çàìûêàíèÿìè è îáðàçóþò ïîêðûòèå,êðàòíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò c2. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëî-æèòü c1 = 2−n−5n−1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè i ∈ Z1, k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn îïðåäåëèì êóá

Qi,k =
{
x ∈ Rn : 0 ≤ xs − 2−iks ≤ 2−i, s = 1, . . . , n

}
è ââåäåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

A =
{
α = (i, k) ∈ Zn+1 : ϕ(x) ≥ 2−iL äëÿ âñåõ x ∈ Qα

}
.

Êóá Qβ ïðè β ∈ A íàçîâåì ìàêñèìàëüíûì, åñëè èç âêëþ÷åíèé
α ∈ A, Qβ ⊂ Qα ñëåäóåò Qβ = Qα. Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííîñòèðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ êóáîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü B ⊂ A �ïîäìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíûì êóáàì. Ïîñêîëüêóêàæäàÿ òî÷êà G ëåæèò â íåêîòîðîì êóáå Qα, α ∈ A, à êàæäûé êóá
Qα ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì êóáå, òî

G =
⋃

β∈B
Qβ .

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.
1o. Ïóñòü {Q̂β}β∈B � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êóáîâ Q̂β ñ ðåáðàìè,ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, êîíöåíòðè÷åñêèõ ñ Qβ è òà-êèõ, ÷òî

diam (Q̂β) = (1 + dn) diam (Qβ), dn = (2
√
n)−1.

Ìû ñåé÷àñ ïðîâåðèì, ÷òî ÷èñëî êóáîâ Q̂β , ñîäåðæàùèõ îäíó è òóæå òî÷êó, îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n. Ñíà÷àëà
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ïîëó÷èì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè äëÿ ϕ(x) ïðè x ∈ Q̂β . Ïóñòü
β = (i, k) ∈ B è x ∈ Q̂β . Òîãäà

|x− ξ| ≤ 2−idnn1/2

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξ ∈ Qβ . Îòñþäà
ϕ(x) ≥ ϕ(ξ)− L|x− ξ| ≥ 2−i−1L. (2)

Â ÷àñòíîñòè, Q̂β ⊂ G. Äàëåå, ïóñòü α � ëþáîé èíäåêñ âèäà
α = (i− 1, j) ∈ Zn+1,

äëÿ êîòîðîãî Qβ ⊂ Qα. Ìû èìååì α /∈ A â ñèëó ìàêñèìàëüíîñ-
òè êóáà Qβ , è ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà z ∈ Qα, ÷òî ϕ(z) < 21−iL.Ïîýòîìó

ϕ(x) ≤ ϕ(z) + L|x− z| ≤ 2−iL(2 + n1/2(2 + dn)). (3)

Èç (2) è (3) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:
2−i−1L ≤ ϕ(x) ≤ 2n+2−iL, x ∈ Q̂β . (4)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè
β = (i, k), α = (m, l), α, β ∈ B è Q̂α ∩ Q̂β 6= ∅,

òî |i−m| ≤ n+ 3.Ýòî íåðàâåíñòâî ëåãêî âûâîäèòñÿ, åñëè ïðèìåíèòü (4) ê êàæäîìó
êóáó Q̂α, Q̂β è ê èõ îáùåé òî÷êå.

Çàôèêñèðóåì α = (m, l)∈B è îöåíèì ÷èñëî êóáîâ Q̂β , ïåðåñåêà-þùèõñÿ ñ Qα. Ïóñòü β = (i, k) ∈ B. Åñëè
m < i è Q̂β ∩Qα 6= ∅, òî ∂Qβ ∩ ∂Qα 6= ∅,

è ÷èñëî òàêèõ êóáîâ Qβ íå ïðåâîñõîäèò (2i−m + 2)n. Ïóñòü m ≥ i.
Òîãäà êóáû Q̂β è Qα èìåþò îáùóþ òî÷êó òîëüêî åñëè ∂Qβ ïåðåñåêà-åòñÿ ñ ãðàíèöåé òîãî (åäèíñòâåííîãî) êóáà âèäà Qi,r, r ∈ Zn, êîòî-ðûé ñîäåðæèò Qα. ×èñëî òàêèõ êóáîâ Qβ íå áîëüøå, ÷åì 3n. Ïî-
ñêîëüêó |i −m| ≤ n + 3, îáùåå ÷èñëî êóáîâ Q̂β , ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ
Qα, ìàæîðèðóåòñÿ âûðàæåíèåì

c (n) = (n+ 4)3n +
∑n+3

s=1
(2s + 2)n. (5)



266 Ãëàâà 6. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ ...

ßñíî, ÷òî êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ {Q̂β}
β∈B

íå ïðåâîñõîäèò c (n).
2o. Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ òðåáóåìûõ øàðîâûõ ïîêðûòèé G.Ïîêàæåì, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè

0 < aL ≤ 2−n−5n−1/2. (6)

Ïóñòü N � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå 2n1/2(aL)−1. Ïîëîæèì
εi = 2−i−1aL, i = 0,±1, . . .

Åñëè β = (i, k) ∈ B, òî òî÷êè
xj,β = 2−ik + εin

−1/2j, (7)

ãäå
j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn, 1 ≤ js ≤ N, s = 1, . . . , n, (8)

ëåæàò â êóáå Qβ è îáðàçóþò εi-ñåòü äëÿ Qβ . Ïîñêîëüêó
min{ϕ(x) : x ∈ Qβ} ≥ 2−iL,

òî aϕ(xj,β) ≥ 2εi. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî âñåõ øàðîâ âèäà
B(j,β) =

{
x ∈ Rn : |x− xj,β | < aϕ(xj,β)

}
, (9)

ãäå β ∈ B è j óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8), ïîêðûâàåò G.
Ïóñòü B(j,β) � îòêðûòûé êîíöåíòðè÷åñêèé ñ B(j,β) øàð óäâîåííî-ãî äèàìåòðà. Åñëè èíäåêñ β = (i, k) ∈ B ôèêñèðîâàí, òî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ëþáûìè ðàçíûìè öåíòðàìè ýòèõ øàðîâ íå ìåíüøå n−1/2εi.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (4) ñëåäóåò, ÷òî
diam (B(j,β)) ≤ 2n+4−iaL = 2n+5εi. (10)

Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì β ∈ B ÷èñëî øàðîâ B(j,β), ñîäåðæà-ùèõ îäíó è òó æå òî÷êó, ìàæîðèðóåòñÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c0,çàâèñÿùåé ëèøü îò n. Êðîìå òîãî, èç (6) è (10) âûâîäèì
diam (B(j,β)) ≤ 2−idn.

Îòñþäà B(j,β) ⊂ Q̂β ⊂ G, è êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ {B(j,β)} íå ïðåâîñ-õîäèò c0(n) c (n), ãäå c (n) � òà æå ïîñòîÿííàÿ, ÷òî è â (5). Èòàê,øàðû, îïðåäåëåííûå â (7)�(9), îáðàçóþò òðåáóåìîå ïîêðûòèå G.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 çàêîí÷åíî.
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Çàìå÷àíèå 1. Òîëüêî ÷òî ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî {B(j,β)} èìååòñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Åñëè äâà øàðà èç ýòîãî ñåìåéñòâà ïåðåñåêàþò-ñÿ, òî îòíîøåíèå èõ äèàìåòðîâ îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó ïîñòîÿí-íûìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò n. Äåéñòâèòåëüíî, â ëåììå 1 ïîêàçàíî,÷òî åñëè β = (i, k) ∈ B, òî
8εi ≤ diam (B(j,β)) ≤ 2n+5εi, εi = 2−i−1aL.

Ïóñòü
B(j,β) ∩ B(l,α) 6= ∅ ïðè α = (m, r) ∈ B.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì Q̂β ∩ Q̂α 6= ∅ è, çíà÷èò, |i − m| ≤ n + 3, êàêáûëî îòìå÷åíî â ëåììå 1. Îòñþäà îòíîøåíèå äèàìåòðîâ ýòèõ øàðîâïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó [2−2n−5, 22n+5].
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì a ∈ (0, c1L−1] ëþáîå êîìïàêò-íîå ïîäìíîæåñòâî G ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâèç íàáîðà {B(j,β)}.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü F � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî G. Òîãäàñóæåíèå ϕ|F îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿí-íûìè. Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî F íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êóáàìè

Q̂β , β ∈ B, èìåþùèìè äîñòàòî÷íî áîëüøèå èëè äîñòàòî÷íî ìàëûå
ðåáðà. Äàëåå, ïðè ôèêñèðîâàííîì i ∈ Z1 êîìïàêò F ïåðåñåêàåòñÿòîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êóáîâ Qi,k, k ∈ Zn. Ñëåäîâàòåëüíî, Fèìååò îáùèå òî÷êè ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìàêñèìàëüíûõ êóáîâ.
Êðîìå òîãî, ÷èñëî êóáîâ {Q̂β}β∈B, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ôèêñèðîâàí-íûì ìàêñèìàëüíûì êóáîì, îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ çàâè-
ñèò ëèøü îò n. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé êóá Q̂β ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî øàðîâ {B(j,β)}.
Ïðèìåð. Ïóñòü G ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, G 6= Rn. Ïîëî-æèì

ϕ(x) = dist (x,Rn \G), x ∈ Rn.

Òîãäà ϕ � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ (ñ ëèïøèöåâîé ïîñòîÿííîé 1), è Gåñòü â òî÷íîñòè òî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ϕ ïîëîæèòåëüíà. Â ýòîìñëó÷àå ïîêðûòèå G, ïîñòðîåííîå â ëåììå 1, ñîñòîèò èç øàðîâ ñäèàìåòðàìè, ñðàâíèìûìè ñ ðàññòîÿíèÿìè îò ýòèõ øàðîâ äî ∂G.
Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïîäõîäÿùèõ ðàçáèåíèé åäèíèöû, ïîä-÷èíåííûõ ïîêðûòèÿì, óêàçàííûì â ëåììå 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1 è ïóñòü {B(`)}`≥1� ïîêðûòèå G ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øàðîâ âèäà (1), ïîñòðîåííîåâ ëåììå 1. Ñóùåñòâóþò ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ψ`}`≥1 â G,
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ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòêðûòûõ êîíöåíò-ðè÷åñêèõ øàðîâ ñ äèàìåòðàìè 3
2 diam (B(`)) è òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c,çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, ÷òî

|∇ψ`|diam (B(`)) ≤ c, ` = 1, 2, . . . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {B(`)}`≥1 � ïåðåíóìåðîâàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {B(j,β)} øàðîâ, îïðåäåëåííûõ â (7)�(9).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç r` ðàäèóñ B(`) è ïîëîæèì

η`(x) = η
(
r−1
` (x− x`)

)
, x ∈ Rn, ` = 1, 2, . . . ,

ãäå
η ∈ C∞0 (B3/2), 0 ≤ η ≤ 1, η

∣∣
B1

= 1.

Òîãäà η` ∈ C∞0 (
B3r`/2(x`)

) è ïðè x ∈ G ñóììà
ψ(x) =

∑
`≥1

η`(x)

îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, çàâèñÿ-ùèìè ëèøü îò n. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ψ` = η`ψ
−1, ` = 1, 2, . . . ,îáðàçóþò òðåáóåìîå ðàçáèåíèå åäèíèöû. Ïðîâåðèòü íóæíî ëèøüîöåíêó (11). Èìååì

|∇ψ`| ≤ ψ−1|∇η`|+ ψ−2
∑

s≥1
η`|∇ηs|.

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî åñëè íîñèòå-ëè ôóíêöèé η` è ηs ïåðåñåêàþòñÿ è, çíà÷èò, òîëüêî åñëè âåëè÷èíà
r`r

−1
s îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè,çàâèñÿùèìè ëèøü îò n (ñì. çàìå÷àíèå 1). Êðîìå òîãî, ÷èñëî íåíóëå-âûõ ñëàãàåìûõ â óêàçàííîé ñóììå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â ëþáîéôèêñèðîâàííîé òî÷êå ìíîæåñòâà G. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî âåðíàîöåíêà |∇η`| ≤ c (n) r−1

` . Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 çàêîí÷åíî.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî â ðàçä. 6.2.2.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
t ∈ G è x ∈ Br(t), ãäå r = aϕ(t), a > 0. Åñëè A = a(1 + 2aL)−1 è

|x− ξ| ≤ Amax{ϕ(x), ϕ(ξ)},

òî ξ ∈ B2r(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó íåðàâåíñòâà

|ξ − t| < r +Amax{ϕ(x), ϕ(ξ)}
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äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå áîëüøå r. Èìååì
ϕ(x) ≤ ϕ(t) + L|x− t| ≤ ϕ(t) + Lr,

îòêóäà
ϕ(x) ≤ (1 + aL)ϕ(t) (12)

è Aϕ(x) ≤ r. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îñòàíåòñÿ âåðíîé ïðèçàìåíå x íà ξ. Ïóñòü ϕ(ξ) ≥ ϕ(x). Òîãäà
ϕ(ξ) ≤ ϕ(x) + L|x− ξ| ≤ ϕ(x) +ALϕ(ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(ξ) ≤ (1−AL)−1ϕ(x). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12),íàõîäèì
ϕ(ξ) ≤ (1−AL)−1(1 + aL)ϕ(t) = A−1r,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

6.2 Ñëåäû ôóíêöèé â îáëàñòè ìåæäó

ëèïøèöåâûìè ãðàôèêàìè

6.2.1 Îïèñàíèå îáëàñòåé è ëåììà îá àïïðîêñèìà-

öèè

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàñòî-ÿùåì ðàçäåëå. Ïóñòü G � îáëàñòü â Rn−1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ1, ϕ2� ôóíêöèè íà G, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà
|ϕi(y)− ϕi(η)| ≤ Li|y − η|, y, η ∈ G, i = 1, 2, Li = const > 0,

à òàêæå óñëîâèÿì ϕ1 < ϕ2 íà G è ϕ1 = ϕ2 íà ∂G. Ðàññìîòðèìîáëàñòü
Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : y ∈ G, z ∈ (ϕ1(y), ϕ2(y))} , n ≥ 2, (1)

(ñì. ðèñ. 8 íà ñòð. 246). Â ÷àñòíîñòè, G ìîæåò ñîâïàäàòü ñ Rn−1. Âýòîì ñëó÷àå Ω åñòü ñëîé ìåæäó äâóìÿ ëèïøèöåâûìè ãðàôèêàìè.Íèæíþþ è âåðõíþþ ÷àñòè ∂Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñò-âåííî, ò.å.
Γi = {(y, ϕi(y)) : y ∈ G} , i = 1, 2. (2)

Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ v ∈W 1
p (Ω), p ∈ [1,∞), èìååò ñëåäû

v|Γ1 , v|Γ2 . Áîëåå òîãî, ñëåä v|Γi ìîæåò áûòü îïèñàí òåîðåìîé 3.1.1â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè Γi, i = 1, 2.



270 Ãëàâà 6. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ ...

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôàíàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ. Äàëåå ÷åðåç
c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèåòîëüêî îò n, p, ϕ1, ϕ2. Åñëè a, b > 0, òî ñèìâîë a ∼ b îçíà÷àåò, ÷òî
c−1 ≤ ab−1 ≤ c.
Ëåììà 1. Ïóñòü G 6= Rn−1. Åñëè v ∈ W 1

p (Ω), p ∈ [1,∞), v|Γ1 = 0,òî ∫
Ω

|v(x)|p dx(
dist(y, ∂G)

)p ≤ c ‖∇v‖pLp(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ = ϕ2 − ϕ1. Ïîñêîëüêó ϕ|∂G = 0 è ϕóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ìû èìååì
ϕ(y) ≤ cdist (y, ∂G), y ∈ G.

ßñíî, ÷òî∫
Ω

|v(x)|p dx

ϕ(y)p
≤
∫
G

dy

ϕ(y)p

∫ ϕ2(y)

ϕ1(y)

dz

∣∣∣∣ ∫ z

ϕ1(y)

∂v

∂t
(y, t)dt

∣∣∣∣p.
Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà âûðàæåíèå ñïðàâà íå ïðåâîñõîäèò
‖∇v‖pLp(Ω), ÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.

Ïóñòü p ∈ [1,∞). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W̊ 1
p (Ω,Γ1,Γ2), ñîñòîÿùåå

èç òàêèõ ôóíêöèé v ∈W 1
p (Ω), ÷òî v|Γ1 = 0 è v|Γ2 = 0.

Ëåììà 2. Ïðîñòðàíñòâî W̊ 1
p (Ω,Γ1,Γ2) ñîâïàäàåò ñ W̊ 1

p (Ω), ò.å. ñ
çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà C∞0 (Ω) â W 1

p (Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òîëüêî âêëþ÷åíèå W̊ 1

p (Ω,Γ1,Γ2) ⊂ W̊ 1
p (Ω) òðå-áóåò ïðîâåðêè.

Ïðè v ∈ W 1
p (Ω) ïóñòü Π(v) îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

ìíîæåñòâà supp v â G. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè v ∈ W̊ 1
p (Ω,Γ1,Γ2), äëÿêîòîðûõ Π(v) ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå G, ïðèíàä-

ëåæàò W̊ 1
p (Ω). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü òàêèìè ôóí-

êöèÿìè ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò v ∈ W̊ 1
p (Ω,Γ1,Γ2). Îïðåäåëèì

vN (x) = ψN (y)v(x), x ∈ Ω, ãäå N = 1, 2, . . ., ψN (y) = ψ(|y|/N) è
ψ � ôóíêöèÿ èç C∞([0,∞)

), ïîä÷èíåííàÿ òðåáîâàíèÿì
0 ≤ ψ ≤ 1, ψ

∣∣
[0,1]

= 1, ψ
∣∣
[2,∞)

= 0.
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Òîãäà vN → v â W 1
p (Ω) ïðè N → ∞. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Π(vN )

îãðàíè÷åíû, äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî â ñëó÷àå G = Rn−1. Ïîêà-
æåì, ÷òî åñëè G 6= Rn−1, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ v ∈ W̊ 1

p (Ω,Γ1,Γ2) ñ
îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà â W 1

p (Ω)
ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà W̊ 1

p (Ω). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ λ íà [0,∞):
λ
∣∣
[0,1)

= 0, λ
∣∣
(2,∞)

= 1, λ(t) = t− 1, t ∈ [1, 2].

Ïðè ìàëîì ε > 0 ïîëîæèì
vε(x) = λ

(
ε−1%(y)

)
v(x), x = (y, z) ∈ Ω, %(y) = dist(y, ∂G).

Òîãäà vε ∈ W̊ 1
p (Ω,Γ1,Γ2), íîñèòåëü vε îãðàíè÷åí, vε(x) = 0, åñëè

%(y) < ε. Îòñþäà vε ∈ W̊ 1
p (Ω). ßñíî, ÷òî vε → v â Lp(Ω) ïðè ε→ 0.Êðîìå òîãî,
c ‖∇(vε − v)‖pLp(Ω) ≤

≤ ‖(1− λ(ε−1%))∇v‖pLp(Ω) +
∫

Ω(v,ε)

|v(x)|p

%(y)p
dx, (3)

ãäå Ω(v, ε) = {x ∈ Ω : y ∈ Π(v), %(y) < 2ε}. Ïåðâîå ñëàãàåìîå âïðàâîé ÷àñòè (3) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0 ïî òåîðåìå Ëåáåãàîá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþïî ëåììå 1 è ââèäó òîãî, ÷òî mesn
(
Ω(v, ε)

)
→ 0. Äîêàçàòåëüñòâîëåììû çàêîí÷åíî.

Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èçëåììû 2.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Γ = Γ1 ∪Γ2 è ïóñòü Tp(Γ) � ïðîñòðàíñòâî òàêèõ
ôóíêöèé f íà Γ, ÷òî f = u|Γ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ W 1

p (Ω);
íîðìó f â Tp(Γ) îïðåäåëèì êàê

inf
{
‖u‖W 1

p (Ω) : u
∣∣
Γ

= f
}
. (4)

Ïîëîæèì TW 1
p (Ω) = W 1

p (Ω)/W̊ 1
p (Ω). Åñëè u ∈W 1

p (Ω) è
u̇ = u+ W̊ 1

p (Ω) ∈ TW 1
p (Ω),

òî îòîáðàæåíèå u̇ 7→ u|Γ åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó TW 1
p (Ω) è Tp(Γ).
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Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïðî-ñòðàíñòâà TW 1
p (Ω) è Tp(Γ). Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíòû ïðî-

ñòðàíñòâà TW 1
p (Ω) ïðîñòî êàê ôóíêöèè f íà Γ ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f‖TW 1
p (Ω), îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (4).

6.2.2 Òåîðåìû î ñëåäàõ

Ïóñòü Ω � îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â (6.2.1/1). Ïîëîæèì ϕ = ϕ2−ϕ1.ßñíî, ÷òî ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà G, ϕ = 0 íà ∂Gè ϕ > 0 íà G. Ïðîäîëæàÿ ϕ íóëåì âî âíåøíîñòü G, ìû ïîëó÷àåìôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Ëèïøèöà íà Rn−1, ïðè÷åì
{y ∈ Rn−1 : ϕ(y) > 0} = G. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîåïðîäîëæåíèå óæå ñäåëàíî.Òåîðåìà 3.1.1 äàåò ëîêàëüíîå îïèñàíèå ñëåäîâ u|Γi

, i = 1, 2, ôóí-êöèé u ∈ W 1
p (Ω): â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè Γi ñëåä ïðèíàäëåæèò

W
1−1/p
p ïðè p > 1 è L1 ïðè p = 1. Ýòî ïîëíàÿ ëîêàëüíàÿ õàðàêòåðè-ñòèêà ñëåäà. Îäíàêî ýòîé èíôîðìàöèè íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïèñàòüïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Ω). Ïðè p > 1 òàêîå îïèñàíèå äàíî â ñëåäóþùåéòåîðåìå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, îïðåäåëåííàÿ â (6.2.1/1), èïóñòü Γ = Γ1∪Γ2, ãäå Γi � ïîâåðõíîñòü (6.2.1/2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîôóíêöèÿ ϕ = ϕ2 − ϕ1 îãðàíè÷åíà. Åñëè p ∈ (1,∞), òî

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼ {f}p +

∑
i=1,2

(
|f |pi,p +

∫
Γi

|f(x)|pϕ(y)dsx

)1/p

, (1)

ãäå {f}p è |f |i,p � ïîëóíîðìû, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè
{f}pp =

∫
G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|pϕ(y)1−pdy,

|f |pi,p =
∫∫

{x,ξ∈Γi:|x−ξ|<AM(y,η)}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

, i = 1, 2,

x = (y, z), ξ = (η, ζ), dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ,
M(y, η) = max{ϕ(y), ϕ(η)}, y, η ∈ G,

è A � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è ïîñòî-ÿííîé Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè ϕ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü
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A = c1(1+2c1)−1L−1, ãäå c1 = c1(n−1) � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 6.1/1è L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
sup

y,η∈G,y 6=η
|ϕ(y)− ϕ(η)||y − η|−1 ≤ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 6.2.1 ìû èíòåðïðå-òèðóåì ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω) êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Γ ñ

íîðìîé (6.2.1/4). Äëÿ ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà Γ, ïîëîæèì
fi(y) = f(y, ϕi(y)), y ∈ G, i = 1, 2.

Ïóñòü u ∈W 1
p (Ω), u|Γ = f . Çàìåòèì, ÷òî
‖u‖W 1

p (Ω) ∼ ‖∇u‖Lp(Ω) +
∑
i=1,2

‖fiϕ1/p‖Lp(G). (2)

Â ñàìîì äåëå, åñëè i = 1, 2 è z ∈ (ϕ1(y), ϕ2(y)), òî ïî íåðàâåíñòâóÃ¼ëüäåðà

|u(y, z)− fi(y)|p ≤ ϕ(y)p−1

∫ ϕ2(y)

ϕ1(y)

∣∣∣∣∂u∂t (y, t)
∣∣∣∣pdt (3)

ïðè ï.â. y ∈ G. Èíòåãðèðóÿ ïî z ∈ (ϕ1(y), ϕ2(y)), à çàòåì ïî y ∈ G,ïîëó÷àåì ∣∣∣‖u‖Lp(Ω) − ‖fiϕ1/p‖Lp(G)

∣∣∣ ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω).

Îòñþäà âûòåêàåò (2). Òàêèì îáðàçîì, (1) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñî-îòíîøåíèÿ
inf
{
‖∇u‖Lp(Ω) : u

∣∣
Γ

= f
}
∼ {f}p +

∑
i=1,2

|f |i,p. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1o. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì òðåáóåìûå îöåíêè äëÿ ñëåäà f = u|Γôóíêöèè u ∈W 1

p (Ω). Íåðàâåíñòâî
{f}p ≤ ‖∇u‖Lp(Ω) (5)

âûòåêàåò èç (3) ïðè z = ϕ3−i(y).Òàê êàê dsx ∼ dy è dsξ ∼ dη íà Γi, òî îöåíêà
|f |i,p ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω), i = 1, 2, (6)
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âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà∫∫
{y,η∈G:|y−η|<AM(y,η)}

|fi(y)−fi(η)|p
dydη

|y − η|n+p−2
≤ c ‖∇u‖pLp(Ω). (7)

Ïóñòü i = 1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ
x = (y, z) 7→ X = (s, t), s = y, t = z − ϕ1(y)

ïåðåâîäèò Ω íà îáëàñòü {X ∈ Rn : s ∈ G, 0 < t < ϕ(s)}, ïðè÷åì
|∇xu| ∼ |∇Xu| è |D(s, t)/D(y, z)| = 1. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñò-âî (7) ïðè i = 1 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ϕ1 = 0. Ìû óñòàíîâèì (7) ïðè

A = c1(1 + 2c1)−1L−1, c1 = 2−n−4(n− 1)−1/2. (8)

Ïî ëåììå 6.1/1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (n − 1)-ìåð-íûõ øàðîâ {Brk
(yk)}k≥1 ñ ðàäèóñàìè rk = c1L

−1ϕ(yk), ÷òî ýòèøàðû îáðàçóþò ïîêðûòèå G, à îòêðûòûå êîíöåíòðè÷åñêèå øàðû
{B(k)}k≥1 óäâîåííîãî äèàìåòðà ëåæàò â G. Êðîìå òîãî, êðàòíîñòü
ïîêðûòèÿ {B(k)}k≥1 çàâèñèò òîëüêî îò n. Èç ëåììû 6.1/3 ñëåäóåò,
÷òî åñëè y ∈ Brk

(yk), η ∈ G è |y − η| < AM(y, η), òî η ∈ B(k).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè y ∈ B(k)

|ϕ(y)− ϕ(yk)| ≤ 2rkL,

îòêóäà
1− 2−n−3 ≤ ϕ(y)/ϕ(yk) ≤ 1 + 2−n−3, y ∈ B(k), k ≥ 1. (9)

Ïðè i = 1 ëåâàÿ ÷àñòü (7) íå ïðåâîñõîäèò∑
k≥1

∫
Brk

(yk)

dy

∫
|y−η|<AM(y,η)

|f1(y)− f1(η)|p
dη

|y − η|n+p−2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàæîðèðóåòñÿ ñóììîé∑
k≥1

∫∫
B(k)×B(k)

|f1(y)− f1(η)|p
dydη

|y − η|n+p−2
. (10)

Ïóñòü
Ωk =

{
x = (y, z) : y ∈ B(k), 0 < z < (1− 2−n−3)ϕ(yk)

}
, k ≥ 1.
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Êàæäàÿ ÿ÷åéêà Ωk ëåæèò â Ω â ñèëó (9) (íàïîìíèì, ÷òî ìû âðåìåí-íî ïðåäïîëàãàåì ϕ1 = 0). Ââèäó òåîðåìû 3.1.2 îáùèé ÷ëåí ñóììûâ (10) íå áîëüøå, ÷åì c ‖∇u‖pLp(Ωk). Ïîýòîìó âûðàæåíèå (10) íå
ïðåâîñõîäèò c ‖∇u‖pLp(Ω). Îòñþäà âûòåêàåò (7) ïðè i = 1. Ñëó÷àé
i = 2 ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Îöåíêè (5) è (6) îçíà÷àþò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4) ìàæîðèðóåòñÿëåâîé ÷àñòüþ, óìíîæåííîé íà êîíñòàíòó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îá-ðàòíîãî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f íà Γ,äëÿ êîòîðîé f1, f2 ∈ Lp,loc(G) è ïðàâàÿ ÷àñòü (4) êîíå÷íà. Íàøåéöåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ôóíêöèè u ñ ãðàäèåíòîì èç Lp(Ω), óäîâ-ëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ u|Γ = f è íåðàâåíñòâó

c ‖∇u‖Lp(Ω) ≤ {f}p +
∑

i=1,2
|f |i,p. (11)

2o. Íà ýòîì ýòàïå ìû îïðåäåëèì òàêèå ôóíêöèè u1, u2 ñ ãðàäèåí-òàìè èç Lp(Ω), ÷òî ui|Γi
= f |Γi

, i = 1, 2, è
‖∇ui‖Lp(Ω) ≤ c |f |i,p, i = 1, 2. (12)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óêàçàííûõ �îòäåëüíûõ� ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé f |Γiâ Ω íàì ïîíàäîáèòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèåG ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ (n−1)-ìåðíûõ øàðîâ {B(k)}k≥1 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) B(k) ⊂ G ïðè âñåõ k = 1, 2, . . ., è êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ {B(k)}çàâèñèò òîëüêî îò n;
2) Îòêðûòûå êîíöåíòðè÷åñêèå ñ B(k) øàðû ïîëîâèííîãî äèàìåòðàîáðàçóþò ïîêðûòèå G;
3) Åñëè y ∈ B(k), òî ϕ(y) ∼ diam (B(k));
4) Åñëè y, η ∈ B(k), òî

|y − η|+
∑

i=1,2
|ϕi(y)− ϕi(η)| < AM(y, η) (13)

ñ ïîñòîÿííîé A, îïðåäåëåííîé â (8).
Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà {B(k)} ñ óêàçàííûìè ñâîé-ñòâàìè. Ïóñòü L1, L2, L � ïîñòîÿííûå Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé ϕ1,

ϕ2, ϕ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì
b = min

{
2c1L−1, A

(
2 +AL+ 2(L1 + L2)

)−1
}
,

ãäå A è c1 � òå æå, ÷òî è â (8). Ââèäó ëåììû 6.1/1 è çàìå÷àíèÿ 6.1/2ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}k≥1 ⊂ G, ÷òî øàðû
B(k) =

{
y ∈ Rn−1 : |y − yk| < bϕ(yk)

}
, k ≥ 1, (14)
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îáðàçóþò ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå G è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-ÿì 1), 2). Êðîìå òîãî, åñëè y ∈ B(k), òî
|ϕ(y)− ϕ(yk)| ≤ bLϕ(yk),

îòêóäà
1− bL ≤ ϕ(y)/ϕ(yk) ≤ 1 + bL, (15)

è óñëîâèå 3) âûïîëíåíî. Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ b ñëåäóåò, ÷òî
(1 + L1 + L2) diam (B(k)) ≤ A (1− bL)ϕ(yk).

Ïðè y, η ∈ B(k) ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå áîëüøå
AM(y, η) â ñèëó (15). Â òî æå âðåìÿ ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå

|y − η|+
∑

i=1,2
|ϕi(y)− ϕi(η)|.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 4) òàêæå âûïîëíåíî äëÿ øàðîâ, îïðåäåëåí-íûõ â (14).
Íèæå ìû ïèøåì äëÿ êðàòêîñòè ϕk âìåñòî ϕ(yk). Ïóñòü {ψk}k≥1� ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà G, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ îòêðû-òûìè êîíöåíòðè÷åñêèìè ñ (14) øàðàìè ðàäèóñîâ 3

4bϕk. Ñîãëàñíîëåììå 6.1/2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
|∇ψk| ≤ c ϕ−1

k , k = 1, 2, . . .

Ââåäåì åùå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k≥1 ôóíêöèé ñî ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè: ïðè âñåõ k ≥ 1

λk ∈ C∞0 (B(k)), 0 ≤ λk ≤ 1, λkψk = ψk,

dist (suppλk, G \B(k)) ≥ c ϕk, |∇λk| ≤ c ϕ−1
k .

Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ òðåáóåìûõ ïðîäîëæåíèé f |Γi
7→ ui ïðè

i = 1, 2. Ïóñòü
Γi,k = {x = (y, z) : y ∈ B(k), z = ϕi(y)}, i = 1, 2, k ≥ 1,

è ïóñòü f i,k åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå f íà Γi,k. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
fi,k íà Γi,k:

Γi,k 3 x 7→ fi,k(x) = λk(y)
(
f(x)− f i,k

)
.
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Îòîáðàæåíèå
x = (y, z) 7→ Φix =

(
y, z − ϕi(y)

)
ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü Γi,k íà σk = {(y, z) : y ∈ B(k), z = 0}, ïðè÷åì
‖fi,k‖Lp(Γi,k) ∼ ‖fi,k ◦ Φ−1

i ‖Lp(σk) è [fi,k]p,Γi,k
∼ [fi,k ◦ Φ−1

i ]p,σk
,

ãäå [·]p,Γi,k
, [·]p,σk

� ïîëóíîðìû, îïðåäåëåííûå â (3.1.1/3). Â ñèëó
çàìå÷àíèÿ 3.1.1 ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå Ui,k ôóíêöèè fi,k ◦ Φ−1

i ñïîâåðõíîñòè σk íà Rn, òàêîå, ÷òî
ϕ−1
k ‖Ui,k‖Lp(Rn) + ‖∇Ui,k‖Lp(Rn) ≤

≤ c
(
ϕ
−1+1/p
k ‖fi,k ◦ Φ−1

i ‖Lp(σk) + [fi,k ◦ Φ−1
i ]p,σk

)
.

Ïîëîæèì C(k) = B(k)×R1 è ui,k = Ui,k ◦Φi|C(k) . Òîãäà ui,k ÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè fi,k ñ ïîâåðõíîñòè Γi,k íà öèëèíäð C(k), èâåðíà îöåíêà

ϕ−1
k ‖ui,k‖Lp(C(k)) + ‖∇ui,k‖Lp(C(k)) ≤

≤ c
(
ϕ
−1+1/p
k ‖fi,k‖Lp(Γi,k) + [fi,k]p,Γi,k

)
. (16)

Îïðåäåëèì ïðè x = (y, z) ∈ Ω

vi(x) =
∑

k≥1
f i,kψk(y), (17)

wi(x) =
∑

k≥1
ψk(y)ui,k(x) (18)

(ìû ñ÷èòàåì îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ðàâíûì íóëþ âî âíåø-
íîñòè C(k)). ßñíî, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ ui = vi + wi, i = 1, 2,óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ui|Γi

= f |Γi
.

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (12). Ïîñêîëüêó ∑k≥1∇ψk = 0 â G, òî
∇vi(x) =

∑
k≥1

[
f i,k − f(y, ϕi(y))

]
∇ψk(y), x ∈ Ω.

Òàê êàê ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå ïî k ≥ 1 ðàâíîìåðíîîãðàíè÷åíî äëÿ ëþáîãî y ∈ G, ìû èìååì
|∇vi(x)|p ≤ c

∑
k≥1
|f i,k − f(y, ϕi(y))|p|∇ψk(y)|p,
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îòêóäà
‖∇vi‖pLp(Ω) ≤ c

∑
k≥1

ϕ1−p
k ‖f − f i,k‖

p
Lp(Γi,k).

Ïî ëåììå 3.1.1 îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû íå áîëüøå c [f ]pp,Γi,k
.

Èç óñëîâèÿ (13) âûòåêàåò, ÷òî |x − ξ| < AM(y, η), åñëè x, ξ ∈ Γi,k.Ïîýòîìó
[f ]pp,Γi,k

≤ c
∫

Γi,k

dsx

∫
{ξ∈Γi:|ξ−x|<AM(y,η)}

|f(x)−f(ξ)|p|x−ξ|2−n−pdsξ.

Ñåìåéñòâî {Γi,k}k≥1 îáðàçóåò ïîêðûòèå Γi, êðàòíîñòü êîòîðîãî çà-âèñèò ëèøü îò n. Îòñþäà∑
k≥1

[f ]pp,Γi,k
≤ c |f |pi,p, i = 1, 2, (19)

ñëåäîâàòåëüíî,
‖∇vi‖Lp(Ω) ≤ c |f |i,p, i = 1, 2. (20)

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå íîðìû ãðàäèåíòà ôóíêöèè (18) â Lp(Ω). Èç
(16) è íåðàâåíñòâà |∇ψk| ≤ c ϕ−1

k ïîëó÷àåì
‖∇wi‖pLp(Ω) ≤ c

∑
k≥1

(
ϕ1−p
k ‖fi,k‖pLp(Γi,k) + [fi,k]

p
p,Γi,k

)
. (21)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1.1
ϕ1−p
k ‖fi,k‖pLp(Γi,k) ≤ c [f ]pp,Γi,k

. (22)

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî îáùåãî ÷ëåíà ñóììû â (21) çàìåòèì,÷òî
c [fi,k]

p
p,Γi,k

≤ [f ]pp,Γi,k
+ I, (23)

ãäå
I =

∫∫
Γi,k×Γi,k

|f(ξ)− f i,k|p|λk(y)− λk(η)|p
dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2
.

Ïîñêîëüêó
|λk(y)− λk(η)| ≤ c ϕ−1

k |y − η|, y, η ∈ B(k),



6.2. Ñëåäû ôóíêöèé â îáëàñòè ìåæäó ... 279

à òàêæå dsx ∼ dy ïðè x ∈ Γi,k, òî
I ≤ c ϕ−pk

∫
Γi,k

|f(ξ)− f i,k|pdsξ
∫
|y−η|<diam(B(k))

|y − η|2−ndη ≤

≤ c ϕ1−p
k ‖f − f i,k‖

p
Lp(Γi,k) ≤ c [f ]pp,Γi,k

. (24)

Çäåñü íà ïîñëåäíåì øàãå âíîâü áûëà èñïîëüçîâàíà ëåììà 3.1.1.Îöåíêè (21)�(24) äàþò
‖∇wi‖pLp(Ω) ≤ c

∑
k≥1

[f ]pp,Γi,k
.

Ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (19), (20) ïðèâîäÿò ê (12).
3o. Íà äàííîì ýòàïå ìû ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå f 7→ u, óäîâëåò-âîðÿþùåå óñëîâèþ (11), è òåì ñàìûì çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ìîæíî âû-áðàòü â âèäå
u(x) = u1(x) + (u2(x)− u1(x))(z − ϕ1(y))/ϕ(y), x = (y, z) ∈ Ω,

ãäå ui = vi + wi, à ôóíêöèè vi, wi îïðåäåëåíû â (17), (18). Òàê êàê
ui|Γi

= f |Γi
, i = 1, 2, òî äëÿ óêàçàííîé ôóíêöèè u î÷åâèäíî èìååì

u|Γ = f . Îáðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó (11), çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî
c ‖∇u‖pLp(Ω) ≤

∑
i=1,2

‖∇ui‖pLp(Ω)+

+
∫

Ω

ϕ(y)−p|u2(x)− u1(x)|pdx.

Ñîãëàñíî (12) íåðàâåíñòâî (11) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè∫
Ω

|u2(x)− u1(x)|p
dx

ϕ(y)p
≤

≤ c {f}pp + c
∑

i=1,2
|f |pi,p. (25)

Óñòàíîâèì ïîñëåäíþþ. Èç îïðåäåëåíèé (17), (18) è óñëîâèé 1), 3)äëÿ øàðîâ (14) âûòåêàåò, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (25) ìàæîðè-ðóåòñÿ âûðàæåíèåì
c
∑

k≥1
|f2,k − f1,k|pϕ

n−p
k +
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+c
∑

i=1,2

∑
k≥1

ϕ−pk ‖ui,k‖
p
Lp(Rn). (26)

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñì. (16), (22)�(24) è (19)), äâîéíàÿ ñóììàâ (26) íå ïðåâîñõîäèò c∑i=1,2 |f |
p
i,p. Îáùèé ÷ëåí ïåðâîé ñóììû â

(26) ýêâèâàëåíòåí
ϕ1−p
k

∫
B(k)
|f2,k − f1,k|pdy

è ïîýòîìó íå áîëüøå
c

∫
B(k)
|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|pϕ(y)1−pdy+

+c
∑

i=1,2
ϕ1−p
k

∫
B(k)
|f(y, ϕi(y))− f i,k|pdy.

Ïîñêîëüêó dy ∼ dsx ïðè x ∈ Γi,k, ïîñëåäíÿÿ ñóììà ïî i íå ïðåâîñõî-äèò
c
∑

i=1,2
ϕ1−p
k ‖f − f i,k‖

p
Lp(Γi,k),

÷òî ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c∑i=1,2[f ]pp,Γi,k
ïî ëåììå 3.1.1. Ïðè-

íèìàÿ âî âíèìàíèå (19), ìû ìîæåì îöåíèòü ñâåðõó ïåðâóþ ñóììóâ (26) ïðàâîé ÷àñòüþ (25). Íåðàâåíñòâî (25) óñòàíîâëåíî, è äîêàçà-òåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ: TW 1
p (Ω)→W 1

p (Ω), p ∈ (1,∞).

Çàìå÷àíèå 1. Â îïðåäåëåíèè ïîëóíîðìû |f |i,p ìîæíî ñ÷èòàòü
A ∈ (0, 1]. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, âûáðàâ â (8) äîñòàòî÷íî áîëüøóþêîíñòàíòó Ëèïøèöà L äëÿ ôóíêöèè ϕ.
Çàìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (7) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1)îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè |f |pi,p çàìåíèòü ëåâîé ÷àñòüþ (7).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñëåäû ôóíêöèé èç W 1

1 (Ω).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå 1. Òîãäà

‖f‖TW 1
1 (Ω) ∼

∑
i=1,2

∫
Γi

|f(x)|ϕ(y)dsx+
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+
∫
G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|dy+

+
∑
i=1,2

∫∫
{x,ξ∈Γi:|x−ξ|<AM(y,η)}

|f(x)− f(ξ)| dsxdsξ
M(y, η)n−1

,

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â òåîðåìå 1.
Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1. Îöåíêè äëÿ ñëåäàôóíêöèè èçW 1

1 (Ω) âûâîäÿòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ï. 1o äîêàçàòåëü-ñòâà òåîðåìû 1. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî èâûøå â ïï. 2o è 3o è äàæå íåñêîëüêî ïðîùå, òàê êàê íåðàâåíñòâî(16) ïðè p = 1 ïðèîáðåòàåò âèä
ϕ−1
k ‖ui,k‖L1(C(k)) + ‖∇ui,k‖L1(C(k)) ≤ c ‖fi,k‖L1(Γi,k).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: TW 1
1 (Ω) → W 1

1 (Ω)(ïîñòðîåííûé òàê æå, êàê â ï. 3o äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1) îãðàíè-÷åí, íî íåëèíååí.

6.3 Îáëàñòè, äîïîëíèòåëüíûå ê îáëàñòÿì

ìåæäó ëèïøèöåâûìè ãðàôèêàìè

Çäåñü ìû îïèøåì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà W 1
p (Ω),

1 ≤ p < ∞, äëÿ îáëàñòåé, äîïîëíèòåëüíûõ ê ðàññìîòðåííûì âðàçä. 6.2.
Ïóñòü G ⊂ Rn−1 (n ≥ 2) � îáëàñòü êëàññà C0,1. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ϕ1, ϕ2 � ôóíêöèè íà G, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà, àòàêæå óñëîâèÿì ϕ1 < ϕ2 íà G è ϕ1 = ϕ2 íà ∂G. Ïóñòü
Ω = Rn \

{
x = (y, z) : y ∈ G, ϕ1(y) ≤ z ≤ ϕ2(y)

}
. (1)

Ïî òåîðåìå 3.1.1 êàæäàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W 1
p (Ω), 1 ≤ p < ∞, èìååò

ñëåä u|Γ, ãäå Γ = Γ1∪Γ2 è Γi � ïîâåðõíîñòè (6.2.1/2). Òàêèì îáðàçîì,ñëåä u|∂Ω îïðåäåëåí ïî÷òè âñþäó íà ∂Ω.
Íèæå çíàê ∼ è áóêâà c èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ðàçä. 6.2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü, îïðåäåëåííàÿ â (1), ãäå G � îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C0,1. Åñëè p ∈ (1,∞), òî
‖f‖TW 1

p (Ω) ∼
∑

i=1,2
‖f‖

W
1−1/p
p (Γi)
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+
(∫

G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|p
dy

dist (y, ∂G)p−1

)1/p

, (2)

ãäå Γi = {(y, ϕi(y)) : y ∈ G}, i = 1, 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ1 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ëèïøè-öåâîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà Rn−1 (ñì. È. Ñòåéí [71], ãë. 6,òåîðåìà 3). Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Ω 3 (y, z) 7→ (y, z − ϕ1(y))äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (2) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ϕ1 = 0, ϕ2 > 0íà G, ϕ2 = 0 íà ∂G. Ìû òîãäà ïèøåì ϕ âìåñòî ϕ2.Ïóñòü u ∈W 1

p (Ω), u|∂Ω = f . Îöåíêà
‖f‖

W
1−1/p
p (Γi)

≤ c ‖u‖W 1
p (Ω), i = 1, 2,

ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1. Îáðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó∫
G

|f(y, ϕ(y))− f(y, 0)|p dy

dist (y, ∂G)p−1
≤ c ‖u‖pW 1

p (Ω), (3)

çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî îöåíèòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ëèøü ïîóçêîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñå â G. Ïîñêîëüêó G ∈ C0,1, òî ñóùåñòâóåòòàêîå ïîêðûòèå ∂G êîíå÷íûì íàáîðîì îêðåñòíîñòåé, ÷òî ïåðåñå÷å-íèå ∂G ñ êàæäîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé ôóíêöèè âíåêîòîðîé ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Ïóñòü U � ëþáàÿ èç ýòèõîêðåñòíîñòåé. Èñïîëüçóÿ áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå U íà (n − 1)-ìåðíûé êóá, ñâåäåì ðàññìîòðåíèå ê ñëó÷àþ
U ∩G =

{
y ∈ Rn−1 : yn−1 ∈ (0, 1), |yi| < 1, i = 1, . . . , n− 2

}
(4)

è
U \G =

{
y ∈ Rn−1 : yn−1 ∈ (−1, 0), |yi| < 1, i = 1, . . . , n− 2

}
. (5)

Òîãäà (3) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà∫
U∩G
|f(y, ϕ(y))− f(y, 0)|p dy

yp−1
n−1

≤ c ‖u‖pW 1
p (Ω). (6)

Ïóñòü L îçíà÷àåò ïîñòîÿííóþ Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè ϕ. Ñ ïðîèç-âîëüíîé òî÷êîé y = (y′, yn−1) ∈ U ∩ G ñâÿæåì ïðÿìîóãîëüíèê
P1P2P3P4 ñ âåðøèíàìè

P1 = (y′, yn−1, Lyn−1), P2 = (y′,−yn−1, Lyn−1),

P3 = (y′,−yn−1,−Lyn−1), P4 = (y′, yn−1,−Lyn−1)
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Ìû èìååì
c |f(y, ϕ(y))− f(y, 0)|p ≤ |f(y, ϕ(y))− u(P1)|p+

+|f(y, 0)− u(P4)|p +
∑3

i=1
|u(Pi)− u(Pi+1)|p. (7)

Îöåíèì èíòåãðàë ïî U ∩G (ñ âåñîì y1−p
n−1) îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî âïðàâîé ÷àñòè (7). Òàê êàê ϕ(y) ≤ Lyn−1 ïðè y ∈ U ∩G, òî

|f(y, ϕ(y))− u(P1)|p =
∣∣∣∣ ∫ Lyn−1

ϕ(y)

∂u

∂z
(y, z)dz

∣∣∣∣p ≤
≤ (Lyn−1)p−1

∫ Lyn−1

ϕ(y)

∣∣∣∣∂u∂z (y, z)
∣∣∣∣pdz.

Ïîýòîìó ∫
U∩G
|f(y, ϕ(y))− u(P1)|py1−p

n−1dy ≤ c ‖u‖
p
W 1

p (Ω).

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (7) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.Èòàê, íåðàâåíñòâî (6) óñòàíîâëåíî.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (2) òðåáóåòñÿ ïî-ñòðîèòü òàêîå ïðîäîëæåíèå u ∈ W 1

p (Ω) ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé
íà ∂Ω, äëÿ êîòîðîãî c ‖u‖W 1

p (Ω) ìàæîðèðóåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (2).
Íàïîìíèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ϕ1 = 0 (â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì
ϕ âìåñòî ϕ2).Ââåäåì ïîêðûòèå ðåáðà {(y, 0) : y ∈ ∂G} êîíå÷íûì íàáîðîì
{Uj}Nj=1 îêðåñòíîñòåé Uj ⊂ Rn ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè Ujåñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Uj íà ãèïåðïëîñêîñòü z = 0, òî ñåìåé-
ñòâî {Uj}Nj=1 ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ∂G, è êàæäîå ìíîæåñòâî Uj ∩Gìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â íåêîòîðîé ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäè-íàò íåðàâåíñòâîì yn−1 > ψj(y1, . . . , yn−2), ãäå ψj � ôóíêöèÿ, óäîâ-ëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0,ïðè êîòîðîì îáúåäèíåíèå ∪Nj=1Uj ñîäåðæèò ïîëîñó

Γ(δ) =
{
(y, z) ∈ ∂Ω : y ∈ G, dist (y, ∂G) ≤ δ

}
. (8)

Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ òðåáóåìîãî ïðîäîëæåíèÿ f 7→ u äëÿôóíêöèè f ñ êîíå÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (2). Äîñòàòî÷íîðàññìîòðåòü ñëó÷àé supp f ⊂ Γ(δ) (ðåçóëüòàò â îáùåì ñëó÷àå òîãäà
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âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ãëàäêîé ñðåçêè è òåîðåìû 3.1.1). Çàôèêñè-ðóåì j, 1 ≤ j ≤ N , è ïîëîæèì U = Uj . Áåç ïîòåðè îáùíîñòèìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà (4) è (5). Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕïðîäîëæåíà íóëåì â Rn−1 \G è ïóñòü
σ− = {(y, 0) : y ∈ U} , σ+ = {(y, ϕ(y)) : y ∈ U} , (9)

Γ− = {(y, 0) : y ∈ U ∩G} , Γ+ = {(y, ϕ(y)) : y ∈ U ∩G} . (10)

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f îïðåäåëèì ôóíêöèþ f− íà σ−:
f−
∣∣
Γ−

= f
∣∣
Γ−
,

f−(y, 0) = f(y1, . . . , yn−2,−yn−1, 0) ïðè y ∈ U \G.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ îöåíêà
‖f−‖W 1−1/p

p (σ−)
≤ c ‖f‖

W
1−1/p
p (Γ−)

. (11)

Äàëåå, ïîëîæèì

f+(x) =
{
f(x) ïðè x ∈ σ+ ∩ Γ+,
f−(x) ïðè x ∈ σ+ \ Γ+.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òîãäà f+ ∈W 1−1/p
p (σ+) è âåðíà îöåíêà

‖f+‖p
W

1−1/p
p (σ+)

≤ c ‖f‖p
W

1−1/p
p (Γ+)

+ c ‖f‖p
W

1−1/p
p (Γ−)

+

+c
∫
U∩G
|f(y, ϕ(y))− f(y, 0)|py1−p

n−1dy. (12)

Â ñàìîì äåëå, ââèäó (11) íåðàâåíñòâî (12) áóäåò óñòàíîâëåíî, åñëèìû ìàæîðèðóåì èíòåãðàë∫
σ+∩σ−

dsξ

∫
σ+\σ−

|f+(x)− f+(ξ)|p dsx
|x− ξ|n+p−2

(13)

ïðàâîé ÷àñòüþ (12) (çäåñü dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
σ+). Âûðàæåíèå (13) íå áîëüøå

c

∫
U\G

dη

∫
U∩G
|f−(η, 0)− f(y, ϕ(y))|p dy

|y − η|n+p−2
,
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÷òî íå ïðåâîñõîäèò
c

∫∫
{y,η∈U∩G}

|f(y, 0)− f(η, 0)|p dydη

|η − y|n+p−2
+

+c
∫
U∩G
|f(y, 0)− f(y, ϕ(y))|pdy

∫
U∩G

dη

|η − y|n+p−2
,

ãäå η = (η1, . . . , ηn−2,−ηn−1). Èíòåãðàë ïî {y, η ∈ U∩G} îöåíèâàåò-ñÿ ñâåðõó ÷åðåç c ‖f‖p
W

1−1/p
p (Γ−)

, à ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî η ∈ U ∩G
íå ïðåâîñõîäèò c y1−p

n−1. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (12) äîêàçàíî.
Ââåäåì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {µj}Nj=1 â ïîëîñå (8), ïîä÷è-íåííîå ïîêðûòèþ {Uj}Nj=1. Êðîìå òîãî, ïóñòü

λj ∈ C∞0 (Uj), λjµj = µj , 0 ≤ λj ≤ 1, j = 1, . . . , N.

Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ êàæäîãî 1 ≤ j ≤ N
ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå ïðîäîëæåíèÿ f (j)

± ôóíêöèè f ñ ïîâåðõíîñ-
òåé (10) (ïðè U = Uj , ãäå Uj � ïðîåêöèÿ Uj) íà ïîâåðõíîñòè σ(j)

± ,îïðåäåëåííûå â (9); ïðè ýòîì
‖λjf (j)

− ‖
p

W
1−1/p
p (σ

(j)
− )

+ ‖λjf (j)
+ ‖

p

W
1−1/p
p (σ

(j)
+ )
≤ c

∑
i=1,2

‖f‖p
W

1−1/p
p (Γi)

+

+c
∫
G

|f(y, ϕ(y))− f(y, 0)|p dy

dist (y, ∂G)p−1
. (14)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.1 äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , N ñóùåñòâóþò ïðî-äîëæåíèÿ
W 1−1/p
p (σ(j)

± ) 3 λjf (j)
± 7→ u

(j)
± ∈W 1

p (Rn),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
‖u(j)

± ‖W 1
p (Rn) ≤ c ‖λjf

(j)
± ‖W 1−1/p

p (σ
(j)
± )

.

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû â (14) è â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âîîáùåãîâîðÿ çàâèñÿò îò íàáîðà {Uj} (íî íå çàâèñÿò îò f). Ïðè òåõ æå jïîëîæèì

uj(x) =


0 âíå Uj ,
µj(x)u

(j)
− (x), åñëè x = (y, z) ∈ Uj ∩ Ω, z < 0,

µj(x)u
(j)
+ (x), åñëè x = (y, z) ∈ Uj ∩ Ω, z > ϕ(y).
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Òîãäà uj ∈ W 1
p (Ω) è ‖uj‖pW 1

p (Ω) ìàæîðèðóåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (14).
Òåïåðü òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå f 7→ u èç ∂Ω íà Ω ìîæåò áûòü
çàäàíî ôîðìóëîé u =

∑N
j=1 uj . Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàêîí-÷åíî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà TW 1
1 (Ω) íå îòëè÷àåòñÿîò ñëó÷àÿ Ω ∈ C0,1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü èç òåîðåìû 1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
TW 1

1 (Ω) ñîâïàäàåò ñ L1(∂Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ϕ1 = 0.Îöåíêà

‖f‖L1(∂Ω) ≤ c ‖f‖TW 1
1 (Ω) (15)

ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1. Îáðàùàÿñü ê îáðàòíîìó íåðàâåíñòâó, ïðî-äîëæèì f íóëåì íà ìíîæåñòâî {(y, 0) : y /∈ G}. Ïóñòü
Ω1 = {x = (y, z) ∈ Ω : z < 0}, Ω2 = {x ∈ Ω : z > 0}.

Ïî òîé æå òåîðåìå 3.1.1 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ui ∈ W 1
1 (Ωi) ïðè

i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ui|∂Ωi = f |∂Ωi è
‖ui‖W 1

1 (Ωi) ≤ c ‖f‖L1(∂Ωi), i = 1, 2.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u íà Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: u(x) = u1(x)ïðè z ≤ 0 è u(x) = u2(x) ïðè z > 0. Òîãäà u ∈W 1
1 (Ω). Êðîìå òîãî,

u|∂Ω = f è
‖u‖W 1

1 (Ω) ≤ c ‖f‖L1(∂Ω).

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî, îáðàòíîå ê (15).
Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ1 = ϕ2 â (1). Â ýòîì âûðîæ-äåííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ u ∈ W 1

p (Ω) èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷-íûå ñëåäû íà âåðõíåì è íèæíåì �áåðåãàõ� ãðàíèöû ∂Ω. Ïîëîæèì
u− = u

∣∣
{(y,z):y∈G,z<ϕ(y)}, u+ = u

∣∣
{(y,z):y∈G,z>ϕ(y)},

ãäå ϕ = ϕ1 = ϕ2. Ïóñòü Γ = {(y, ϕ(y)) : y ∈ G} è f+, f− ∈ Lp(Γ).Íåçíà÷èòåëüíûå ìîäèôèêàöèè äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1�2 ïðèâîäÿòê ñîîòíîøåíèÿì
inf
{
‖u‖W 1

p (Ω) : u+

∣∣
Γ

= f+, u−
∣∣
Γ

= f−
}
∼ ‖f−‖W 1−1/p

p (Γ)
+

+‖f+‖W 1−1/p
p (Γ)

+

∫
G

∣∣f+(y, ϕ(y))− f−(y, ϕ(y))
∣∣p dy

dist (y, ∂G)p−1

 1
p
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ïðè p > 1 è
inf
{
‖u‖W 1

1 (Ω) : u+

∣∣
Γ

= f+, u−
∣∣
Γ

= f−
}
∼ ‖f−‖L1(Γ) + ‖f+‖L1(Γ).

Çàìå÷àíèå 2. Íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ ñëåäîâ TW 1
p (Rn \ Ω) è

TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè Ω èç òåîðåìû 1, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñðàâíèìû

ïðè p > 1. Ïåðåñå÷åíèå TW 1
p (Ω)∩ TW 1

p (Rn \Ω) ìîæåò áûòü èíòåð-
ïðåòèðîâàíî êàê ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Rn, ∂Ω) ñëåäîâ ôóíêöèé èç
W 1
p (Rn) íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω ñ íîðìîé

‖f‖TW 1
p (Rn,∂Ω) = inf

{
‖u‖W 1

p (Rn) : u
∣∣
∂Ω

= f
}
.

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìû 1, 2 äàííîãî ðàçäåëà ñ òåîðåìàìè 6.2.2/1�2,ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

‖f‖TW 1
p (Rn,∂Ω) ∼

{∑
i=1,2

‖f‖p
W

1−1/p
p (Γi)

+

+
∫
G

|f(y, ϕ2(y))− f(y, ϕ1(y))|pϕ(y)1−pdy
}1/p

, p > 1,

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â òåîðåìå 1; â òî æåâðåìÿ èìååì TW 1
1 (Rn, ∂Ω) = L1(∂Ω) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì.

6.4 Ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ íóëåâûì óãëîì

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè. Ïóñòü Ω � îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü â R2 è O ∈ ∂Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ ∂Ω \ {O}ëîêàëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé ôóíê-öèè. Â òî÷êåO ïîìåñòèì íà÷àëî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x = (x1, x2).Ïóñòü ôóíêöèè ϕ1, ϕ2 îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0,1], è óäîâ-ëåòâîðÿþò íà ýòîì ïðîìåæóòêå óñëîâèþ Ëèïøèöà. Êðîìå òîãî,ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, à ôóíêöèÿ ϕ = ϕ2 − ϕ1ïîëîæèòåëüíà íà (0, 1] è limϕ′(t) = 0 ïðè t→ +0.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé íóëåâîãî óãëà íàãðàíèöå îáëàñòè Ω, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷-êè, ÷òî

U ∩ Ω =
{
x ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1), ϕ1(x1) < x2 < ϕ2(x1)

}
.
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(t) < tïðè t ∈ (0, 1], à òàêæå (ñì. Ðèñ. 9)
U ∩ ∂Ω = ∪2

i=1

{
x : x1 ∈ [0, 1) : x2 = ϕi(x1)

}
.
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Ðèñ. 9
Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíà âíåøíåãî ïèêà ïðè n = 2 â ñìûñëå îïðå-äåëåíèÿ 4.1.1 ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé íóëåâîãî óãëà.Ïóñòü O � âåðøèíà íóëåâîãî óãëà íà ãðàíèöå ïëîñêîé îáëàñòè Ω.Åñëè Γ ⊂ ∂Ω � êðèâàÿ, óäàëåííàÿ îò O, òî ïî òåîðåìå 3.1.1 êàæäàÿ

ôóíêöèÿ u ∈ W 1
p (Ω), 1 ≤ p < ∞, èìååò ñëåä u|Γ ∈ W 1−1/p

p (Γ) ïðè
p > 1 è u|Γ ∈ L1(Γ) ïðè p = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñëåä u|∂Ω îïðåäåëåíïî÷òè âñþäó. Ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Ω) ýòèõ ñëåäîâ ñíàáæåíî íîðìîé
(3.1.1/1).Â äàííîì ðàçäåëå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-íûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò p è Ω. Ñîîòíîøåíèå a ∼ b îçíà÷àåò, ÷òî
c−1 ≤ ab−1 ≤ c.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü O � âåðøèíà íóëåâîãî óãëà íà ãðàíèöå ïëîñêîéîáëàñòè Ω. Åñëè p ∈ (1,∞), òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

( ∑
i=1,2

∫ 1

0

|fi(t)|pϕ(t)dt
)1/p

+

+{f}p +
∑

i=1,2
|fi|p + ‖f‖

W
1−1/p
p (Γ)

, (1)

ãäå fi(t) = f(t, ϕi(t)), i = 1, 2, ϕ = ϕ2 − ϕ1,

{f}p =
(∫ 1

0

|f2(t)− f1(t)|pϕ(t)1−pdt
)1/p

,
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|g|p =
( ∫∫

{t,τ∈(0,1):|t−τ |<M(t,τ)}

|g(t)− g(τ)|p dtdτ

|t− τ |p

)1/p

,

M(t, τ) = max{ϕ(t), ϕ(τ)},

Γ = ∂Ω \ {x = (x1, x2) ∈ U ∩ ∂Ω : x1 ≤ 1/2}

è U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ âåðøèíû íóëåâîãî óãëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈W 1

p (Ω), u|∂Ω = f . Îöåíêà

{f}pp +
∑
i=1,2

∫ 1

0

|fi(t)|pϕ(t)dt ≤ c ‖u‖pW 1
p (Ω) (2)

âûâîäèòñÿ òàê æå, êàê (6.2.2/3�5) â òåîðåìå 6.2.2/1.Íåðàâåíñòâî
‖f‖

W
1−1/p
p (Γ)

≤ c ‖u‖W 1
p (Ω) (3)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1.1.Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå
|fi|p ≤ c ‖u‖W 1

p (Ω), i = 1, 2. (4)

Çàôèêñèðóåì δ ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå:êîíñòàíòà L = L(δ) â íåðàâåíñòâå
sup

{
|ϕ(t)− ϕ(τ)||t− τ |−1 : t, τ ∈ [0, δ], t 6= τ

}
≤ L

ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî A = 1 â (6.2.2/8) ïðè n = 2. Ýòîâîçìîæíî, ïîñêîëüêó limt→0 ϕ
′(t) = 0. Ìû ìîæåì ïðè ýòîì ñ÷èòàòü

Bδ ⊂ U . Çàìåòèì, ÷òî åñëè
t, τ ∈ (0, 1), |t− τ | < M(t, τ)

è îäíà èç òî÷åê t èëè τ ëåæèò â [δ/2, 1), òî äðóãàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿâ ïðîìåæóòêå (ε(δ), 1) ïðè íåêîòîðîì ε(δ) > 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü,íàïðèìåð, τ ≥ δ/2. Òîãäà t > τ −M(t, τ). Åñëè ϕ(τ) > ϕ(t), òî
t > τ − ϕ(τ) ≥ min{s− ϕ(s) : s ∈ [δ/2, 1]} > 0.

Åñëè æå ϕ(τ) ≤ ϕ(t), òî t + ϕ(t) > τ , îòêóäà t > δ/4 â ñèëóíåðàâåíñòâà ϕ(t) < t. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ε(δ) ñóùåñòâóåò, è ìîæ-íî ñ÷èòàòü, ÷òî ε(δ) ∈ (0, δ/2). Ñëåäîâàòåëüíî,
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c |fi|pp ≤ [f ]p
p,∂Ω\Bε(δ)

+

+
∫∫

{t,τ∈(0,δ/2):|t−τ |<M(t,τ)}

|fi(t)− fi(τ)|p
dtdτ

|t− τ |p
, (5)

ãäå [·]p,∂Ω\Bε(δ)
� ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (3.1.1/3) ïðè n = 2.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) íå ïðåâîñõîäèò c ‖u‖pW 1
p (Ω) ïî

òåîðåìå 3.1.1. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â (5) ââåäåì ñðåçêó
η ∈ C∞([0,∞)), 0 ≤ η ≤ 1, η

∣∣
[0,2/3]

= 1, η
∣∣
[5/6,∞)

= 0. (6)

Ïîëîæèì Ωδ = {x ∈ Ω ∩ U : x1 < δ} è îïðåäåëèì ôóíêöèþ
Ωδ 3 x 7→ v(x) = η(x1/δ)u(x).

Òîãäà v(x) = u(x) ïðè x1 ∈ (0, δ/2) è v(x) = 0 âáëèçè x1 = δ. Ïóñòü
Dδ îçíà÷àåò îáúåäèíåíèå Ωδ ñî ñâîèì ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì îòíî-ñèòåëüíî ïðÿìîé x1 = δ. Ôóíêöèÿ v, äîîïðåäåëåííàÿ íóëåì íàìíîæåñòâå Dδ \ Ωδ, ïðèíàäëåæèò W 1

p (Dδ), è âåðíà îöåíêà
‖v‖W 1

p (Dδ) ≤ c ‖u‖W 1
p (Ω).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 6.2.2/1 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 6.2.2/2) ê îáëàñòè
Dδ, ìàæîðèðóåì èíòåãðàë â (5) âåëè÷èíîé c ‖v‖pW 1

p (Dδ). Òàêèì îáðà-
çîì, íåðàâåíñòâî (4) óñòàíîâëåíî. Èç (2)�(4) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ÷àñòü (1) íå áîëüøå c ‖f‖TW 1

p (Ω).Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó îáðàòíîãîíåðàâåíñòâà. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ∂Ω è 〈f〉 � íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿïðàâîé ÷àñòüþ (1). Ïðè óñëîâèè 〈f〉 <∞ ïîñòðîèì òàêóþ ôóíêöèþ
u ∈W 1

p (Ω), ÷òî
u
∣∣
∂Ω

= f è ‖u‖W 1
p (Ω) ≤ c 〈f〉. (7)

Ïóñòü η � ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèÿì (6). Ïîëîæèì
ψ(x) =

{
η(x1), x = (x1, x2) ∈ ∂Ω ∩ U,
0, x ∈ ∂Ω \ U.

Òîãäà supp (1− ψ)f ⊂ Γ, à, êðîìå òîãî, (ñì. (3.1.1/4))
‖(1− ψ)f‖

W
1−1/p
p (Γ)

≤ c ‖f‖
W

1−1/p
p (Γ)

.
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Ïî òåîðåìå 3.1.1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ũ ∈W 1
p (Ω), äëÿ êîòîðîé

ũ
∣∣
∂Ω

= (1− ψ)f è ‖ũ‖W 1
p (Ω) ≤ c ‖f‖W 1−1/p

p (Γ)
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ w ∈W 1
p (Ω∩U), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâè-

ÿì w|∂Ω∩U = ψf è
‖w‖pW 1

p (Ω∩U) ≤ c {f}
p
p + c

∑
i=1,2

(
|fi|pp + ‖fiϕ1/p‖pLp(0,1)

)
. (8)

Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ w ïîñòðîåíà, òî ôóíêöèÿ u, ïîä÷èíåííàÿ (7),ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü µ ∈ C∞([0,∞)),
ηµ = η è µ = 0 â îêðåñòíîñòè [1,∞). Ïîëîæèì w̃(x) = µ(x1)w(x)ïðè x ∈ Ω ∩ U è w̃ = 0 íà Ω \ U . Òîãäà w̃ ∈W 1

p (Ω),
w̃
∣∣
∂Ω

= ψf è ‖w̃‖W 1
p (Ω) ≤ c ‖w‖W 1

p (Ω∩U).

Óñëîâèÿ (7) î÷åâèäíî âûïîëíåíû äëÿ ôóíêöèè u = ũ+ w̃.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ w ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ îáëàñòü
D = {x : x1 ∈ (0, 2), ϕ1(x1) < x2 < ϕ2(x1)} ,

ãäå
ϕi(1 + t) = ϕi(1− t), t ∈ [0, 1], i = 1, 2.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h íà ∂D:
h
∣∣
∂D∩U = ψf, h

∣∣
∂D\U = 0.

Ïî ñëåäñòâèþ 6.2.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ w ∈ W 1
p (D), ÷òî

w|∂D = h è
c ‖w‖pW 1

p (D) ≤

≤
∫ 2

0

|h2(t)− h1(t)|pϕ(t)1−pdt+
∑
i=1,2

‖hiϕ1/p‖pLp(0,2)+

+
∑
i=1,2

∫∫
H

|hi(t)− hi(τ)|p
dtdτ

|t− τ |p
(9)

ãäå ϕ = ϕ2 − ϕ1 íà [0, 2],
hi(t) = h(t, ϕi(t)), t ∈ (0, 2), i = 1, 2,
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H = {(t, τ) : t, τ ∈ (0, 2), |t− τ | < AM(t, τ)}

è
M(t, τ) = max{ϕ(t), ϕ(τ)}, t, τ ∈ (0, 2).

Êîíñòàíòà A çàâèñèò òîëüêî îò ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà L äëÿ ôóíê-öèè ϕ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü A = 2−6(1+2−5)−1L−1 ∈ (0, 1](ñì. çàìå÷àíèå 6.2.2/1).ßñíî, ÷òî w = ψf íà ∂Ω ∩ U . Ïðîâåðèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (9)íå áîëüøå ïðàâîé ÷àñòè (8), ñëåäîâàòåëüíî, w|Ω∩U åñòü òðåáóåìàÿôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ (8). Â îöåíêå íóæäàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿñóììà ïî i â (9). Çàìåòèì, ÷òî åñëè (t, τ) ∈ H, òî ϕ(t) ∼ ϕ(τ), àòàêæå
|t− τ | ≤ AL max{t, τ} ≤ 2AL ≤ 1/6.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îöåíêó ϕ(t) ≤ Lt. Òàê êàê hi(t) = 0 ïðè
t ≥ 5/6, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå â (9)îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî åñëè t, τ ∈ (0, 1). Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî H â(9) íå ïðåâîñõîäèò

c

∫∫
{(t,τ)∈H:t,τ∈(0,1)}

η(τ)p|fi(t)− fi(τ)|p
dtdτ

|t− τ |p
+

+c
∫ 1

0

|fi(t)|pdt
∫
|t−τ |<AM(t,τ)

|η(t)− η(τ)|p

|t− τ |p
dτ,

ãäå ôóíêöèÿ η îïèñàíà â (6). Ïåðâûé ÷ëåí â ýòîé ñóììå íå áîëüøå
c |fi|pp, à âòîðîé ìàæîðèðóåòñÿ âûðàæåíèåì c ‖fiϕ1/p‖pLp(0,1). Äîêà-çàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå 1. Ñîîòíîøåíèå (1) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè Γ ⊂ ∂Ω �ïðîèçâîëüíàÿ ñâÿçíàÿ êðèâàÿ, óäàëåííàÿ îò òî÷êè O è òàêàÿ, ÷òîdist (∂Ω \ Γ, ∂Ω \ U) > 0. Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿ-ùåé ñðåçàþùåé ôóíêöèè η, ïîä÷èíåííîé òðåáîâàíèÿì, àíàëîãè÷-íûì (6). Ïðè ýòîì êîíñòàíòû â (1) çàâèñÿò îò Γ.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è òåîðåìà 1,ñî ññûëêîé íà òåîðåìó 6.2.2/2 âìåñòî 6.2.2/1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå 1. Òîãäà

‖f‖TW 1
1 (Ω) ∼

1∫
0

|f2(t)− f1(t)|dt+
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+
∑
i=1,2

1∫
0

|fi(t)|ϕ(t)dt+ ‖f‖L1(Γ)+

+
∑
i=1,2

∫∫
{t,τ∈(0,1):|t−τ |<M(t,τ)}

|fi(t)− fi(τ)|
dtdτ

M(t, τ)
,

ãäå ïðèíÿòû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 1.
Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â äâóõ ïðåäûäóùèõòåîðåìàõ. Ïî òåîðåìå 2 ïðîñòðàíñòâî L1(∂Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíîâ TW 1

1 (Ω). Ïîêàæåì, ÷òî âêëþ÷åíèå L1(∂Ω) ⊂ TW 1
1 (Ω) ñòðîãîå. Âñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì L1(∂Ω) = TW 1

1 (Ω). Òîãäà
‖f‖L1(∂Ω) ≤ c ‖u‖W 1

1 (Ω) (10)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 1
1 (Ω), u|∂Ω = f . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì

ε > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèþ v ∈ C0,1([0, 1]): v = 1 íà [0, ε], v = 0 íà
[ε + ϕ(ε), 1], v ëèíåéíà íà [ε, ε + ϕ(ε)]. Ïîëîæèì u(x) = v(x1) ïðè
x ∈ Ω ∩ U è u = 0 íà Ω \ U . Ïîäñòàâëÿÿ u â (10), ïîëó÷èì

c ε ≤
∫ ε+ϕ(ε)

0

ϕ(t)dt+
1

ϕ(ε)

∫ ε+ϕ(ε)

ε

ϕ(t)dt.

Îäíàêî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ϕ(t) = o(t) ïðè t→ +0.
Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è âûøå. Òîãäà ïðîñò-ðàíñòâî TW 1

1 (Ω) íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì
L1(∂Ω, σ), ãäå σ � íåîòðèöàòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ âåñî-âàÿ ôóíêöèÿ íà ∂Ω, îòäåëåííàÿ îò íóëÿ íà ëþáîé ÷àñòè ∂Ω, óäàëåí-íîé îò òî÷êè O.Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî L1(∂Ω, σ) âëîæåíî â TW 1

1 (Ω).Ïóñòü f ∈ L1(∂Ω, σ). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g íà ∂Ω:
g(t, ϕ2(t)) = 0 ïðè t ∈ (0, 1)

è g = f íà îñòàëüíîé ÷àñòè ∂Ω. Ïî òåîðåìå 2 èìååì

‖fσ‖L1(∂Ω) ≥ ‖gσ‖L1(∂Ω) ≥ c ‖g‖TW 1
1 (Ω) ≥ c

∫ 1

0

|f1(t)|dt

(ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 2). Îöåíêà
‖fσ‖L1(∂Ω) ≥ c ‖f2‖L1(0,1)
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óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì,
L1(∂Ω, σ) ⊂ L1(∂Ω) ⊂ TW 1

1 (Ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî TW 1
1 (Ω) = L1(∂Ω, σ) âëå÷åò ðàâåíñòâî

TW 1
1 (Ω) = L1(∂Ω), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìå÷àíèþ 2.

6.5 Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â ïëîñ-

êîé îáëàñòè ñ âíóòðåííèì ïèêîì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èìååì äåëî ñ îáëàñòÿìè, îïèñàííûìè â îïðå-äåëåíèè 4.7.2. Ïóñòü Ω � ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ âåðøèíîé âíóòðåííåãîïèêà íà ãðàíèöå. Ïî òåîðåìå 3.1.1 êàæäàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W 1
p (Ω),

p ∈ (1,∞), èìååò ñëåä u|σ ∈ W
1−1/p
p (σ), åñëè σ ⊂ ∂Ω � êðèâàÿ,óäàëåííàÿ îò âåðøèíû O ïèêà. Ïîýòîìó ñëåä u|∂Ω îïðåäåëåí ïî÷òèâñþäó. Ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Ω) âñåõ òàêèõ ñëåäîâ ñíàáæàåòñÿ íîðìîé
(3.1.1/1).Â ýòîì ðàçäåëå ñèìâîë c îçíà÷àåò ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûåêîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò p è Ω, à ñîîòíîøåíèå a ∼ b ðàâíî-ñèëüíî òîìó, ÷òî c ≤ a/b ≤ c−1.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ âåðøèíîé âíóò-ðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå. Åñëè p ∈ (1,∞), òî

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

(
‖f‖pLp(∂Ω) +

∫∫
∂Ω×∂Ω

|f(P )− f(Q)|p dsP dsQ
%(P,Q)p

)1/p

, (1)

ãäå dsP , dsQ � ýëåìåíòû äëèíû íà ∂Ω, à %(P,Q) � ðàññòîÿíèå ìåæäóòî÷êàìè P,Q âäîëü êðèâîé ∂Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
U ∩ ∂Ω = {O} ∪ Γ− ∪ Γ+, ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.2è

Γ± = {(x, ϕ±(x)) : x ∈ (0, 1)}. (2)

Åñëè f � ôóíêöèÿ íà ∂Ω, òî ôóíêöèè f+, f− îïðåäåëÿþòñÿ íà (0,1)ðàâåíñòâîì
f±(x) = f(x, ϕ±(x)), x ∈ (0, 1).

Çàìåòèì, ÷òî íîðìà â ïðàâîé ÷àñòè (1) ýêâèâàëåíòíà íîðìå
|||f ||| = ‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

+ 〈f〉,
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ãäå σ = ∂Ω \ {(x, y) ∈ U ∩ ∂Ω : x ≤ 1/2} è
〈f〉p = ‖f‖p

W
1−1/p
p (Γ−)

+ ‖f‖p
W

1−1/p
p (Γ+)

+

+
∫ 1

0

|f+(x)− f−(x)|p dx

xp−1
.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óïîìÿíóòûõ íîðì ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé
%(P,Q) ∼ x+ t, åñëè P = (x, ϕ+(x)) ∈ Γ+, Q = (t, ϕ−(t)) ∈ Γ−,

x1−p ∼
∫ 1

0

dt

(x+ t)p
, x ∈ (0, 1)

è íåðàâåíñòâà ∣∣∣∣( ∫∫
S

|f+(x)− f−(t)|p dxdt

(x+ t)p

)1/p

−

−
(∫∫

S

|f+(x)− f−(x)|p dxdt

(x+ t)p

)1/p∣∣∣∣ ≤
≤
(∫∫

S

|f−(x)− f−(t)|p dxdt

|x− t|p

)1/p

, S = (0, 1)× (0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
‖f‖TW 1

p (Ω) ∼ |||f |||. (3)

Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû B2ε ⊂ U, B2ε ∩ σ = ∅. Èñïîëüçóÿãëàäêóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ è òåîðåìó 3.1.1, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî(3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ
‖f‖TW 1

p (Ω) ∼ 〈f〉 (4)

äëÿ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ supp f ⊂ Bε.Äëÿ ïðîâåðêè (4) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ îáëàñòü
D = R2 \ {(x, y) : x ∈ [0, 2], ϕ−(x) ≤ y ≤ ϕ+(x)},

ãäå ϕ−, ϕ+ îïðåäåëåíû íà [1, 2] ðàâåíñòâîì
ϕ±(1 + x) = ϕ±(1− x), x ∈ [0, 1].
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Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f íà ∂Ω, supp f ⊂ Bε, îïðåäåëèì ôóíêöèþ
g íà ∂D:

g
∣∣
∂D∩∂Ω

= f
∣∣
∂D∩∂Ω

, g
∣∣
∂D\∂Ω

= 0.

Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (B2ε), ψ = 1 íà Bε. Åñëè u ∈ W 1
p (Ω), u|∂Ω = f , àôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

v
∣∣
D∩B2ε

= ψu, v
∣∣
D\B2ε

= 0,

òî v ∈W 1
p (D), à òàêæå

v
∣∣
∂D

= g, ‖v‖W 1
p (D) ≤ c ‖u‖W 1

p (Ω).

Îáðàòíî, åñëè v ∈ W 1
p (D), v|∂D = g, à ôóíêöèÿ u îïðåäåëåíà íà Ωðàâåíñòâàìè
u
∣∣
Ω∩B2ε

= ψv, u
∣∣
Ω\B2ε

= 0,

òî u ∈W 1
p (Ω) è

u
∣∣
∂Ω

= f, ‖u‖W 1
p (Ω) ≤ c ‖v‖W 1

p (D).

Òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèÿ f ∈ TW 1
p (Ω), g ∈ TW 1

p (D) èìåþò ìåñòîîäíîâðåìåííî è
‖f‖TW 1

p (Ω) ∼ ‖g‖TW 1
p (D).

Òåïåðü (4) ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.3/1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â ïðåäûäóùåé òåîðå-ìå, òî TW 1

1 (Ω) = L1(∂Ω). Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñò-âèåì òåîðåìû 3.1.1.
Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíûå èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìûïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü îáëàñòü ñ ðàçðåçîì, ò.å. ñëó÷àé ϕ+ = ϕ−(ñð. çàìå÷àíèå 6.3/1). Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàòíå ïðèìåðå êðóãà ñ óäàëåííûì ðàäèóñîì.
Ïðèìåð. Ïóñòü Ω = B1 \ {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1} è ïóñòü (r, θ) �ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ∂Ω (è èìåþ-ùàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà �áåðåãàõ� θ = 0 è θ =

2π), ïðèíàäëåæèò TW 1
p (Ω), p ∈ (1,∞), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫ 2π

0

|f(1, θ)|pdθ +
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(1, θ)− f(1, α)|p

|θ − α|p
dαdθ+
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+
∫ 1

0

dr

∫ π/2

0

|f(r, 0)− f(1, θ)|p

(1− r)p + θp
dθ+

+
∫ 1

0

dr

∫ 2π

3π/2

|f(r, 2π)− f(1, θ)|p

(1− r)p + (2π − θ)p
dθ+

+
∫ 1

0

(|f(r, 0)|p + |f(r, 2π)|p)dr +
∫ 1

0

|f(r, 2π)− f(r, 0)|p dr

rp−1
<∞.

Çàìå÷àíèå 3. Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ñ òåîðå-ìàìè 6.4/1�2 è çàìå÷àíèåì 1, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì íîðìèðîâ-êàì ïðîñòðàíñòâà TW 1
p (R2, ∂Ω) äëÿ îáëàñòè Ω ñ âíóòðåííèì ïèêîì

(ñð. çàìå÷àíèå 6.3/2):
‖f‖TW 1

1 (R2,∂Ω) ∼ ‖f‖L1(∂Ω)

è
‖f‖TW 1

p (R2,∂Ω) ∼
{∫ 1

0

|f(x, ϕ+(x))− f(x, ϕ−(x))|pϕ(x)1−pdx+

+‖f‖p
W

1−1/p
p (Γ−)

+ ‖f‖p
W

1−1/p
p (Γ+)

+ ‖f‖p
W

1−1/p
p (σ)

}1/p

, p ∈ (1,∞).

Çäåñü ϕ = ϕ+−ϕ−, Γ+,Γ− îïðåäåëåíû â (2), à σ � ëþáîå îòêðûòîåñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ∂Ω, óäàëåííîå îò âåðøèíû O ïèêà è ñîäåð-æàùåå ∂Ω \ (Γ+ ∪ Γ− ∪ {O}).

6.6 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 6

Ñîäåðæàíèå ðàçäåëîâ 6.1 � 6.3 ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå Â. Ã. Ìàçüÿ,Þ. Â. Íåòðóñîâà è Ñ. Â. Ïîáîð÷åãî [42].
Òåîðåìà 6.4/1 ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ãðà-íèöó âáëèçè îñîáîé òî÷êè áûëà äîêàçàíà Ã. Í. ßêîâëåâûì [78].Òåîðåìà 6.5 òàêæå ïðèíàäëåæèò Ã. Í. ßêîâëåâó [77].
Òåîðåìà 6.4/2 óñòàíîâëåíà â ðàáîòå àâòîðîâ [47].
Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 6.3/2 óêàæåì ðàáîòó Ã. Àíöåëîòòè è Ì. Äæà-êâèíòà [84], ãäå íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâïà-äåíèÿ ïðîñòðàíñòâ TW 1

1 (Ω) è L1(∂Ω):
sup
x∈Ω

lim
%→0

sup{PCΩ(E)/PΩ(E) : E ⊂ Ω%(x)} <∞.



298 Ãëàâà 6. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ ...

Çäåñü Ω%(x) = B%(x)∩Ω, à PΩ(E), PCΩ(E) � âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ÷àñòè ïåðèìåòðà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω(ñì. [84]). Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ñóììèðóåìîñòè ãðàíè÷íûõ ñëåäîâôóíêöèé èç BV (Ω) èçó÷àëèñü â ðàáîòå Þ. Ä. Áóðàãî è Â. Ã. Ìàçüÿ[11] (ñì. òàêæå Â. Ã. Ìàçüÿ [40, ãë. 6]).Íà÷èíàÿ ñ 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü ñëåäûäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâàõ Rn ñ íåöåëîé õàóñ-äîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ (òàêèå ïîäìíîæåñòâà åùå íîñÿò íàçâàíèå
ôðàêòàëîâ). Óêàæåì ðàáîòû À. �íññîíà è Õ. Âàëëèíà [114], À. �íñ-ñîíà [113], Õ. Âàëëèíà [140, 141] â ýòîì íàïðàâëåíèè.Þ. Â. Íåòðóñîâ [53, 54, 55] ðàññìîòðåë çàäà÷ó î ïðîäîëæåíèèôóíêöèé èç Lp-ïðîñòðàíñòâ íà ïîäìíîæåñòâàõ Rn â ïðîñòðàíñòâàãëàäêèõ ôóíêöèé íà Rn. Â ÷àñòíîñòè, îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîãîìíîæåñòâà F ⊂ Rn ñ ëîêàëüíî êîíå÷íîé (n − l)-ìåðíîé ìåðîéÕàóñäîðôà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé (íåëèíåéíûé) îïåðàòîð ïðî-äîëæåíèÿ: L1(F )→W l

1(R
n), l < n.Îòìåòèì çäåñü ðàáîòó Ï. Õàéëàøà è Î. Ìàðòèî [106], ãäå ñëåäûôóíêöèé èç W 1

p (Rn) íà øèðîêîì êëàññå ïîäìíîæåñòâ Rn îïèñàíûâ òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.Óïîìÿíåì åùå ðàáîòó Þ. Áðóäíîãî è Ï. Øâàðöìàíà [89], â êîòî-ðîé, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ (C1(Rn) ∩ L1
∞(Rn)

)
|F îõà-ðàêòåðèçîâàíî äëÿ çàìêíóòîãî F ⊂ Rn.



Ãëàâà 7

Ãðàíè÷íûå ñëåäû

ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà â îáëàñòÿõ ñ

ïèêàìè

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèéêëàññà W 1
p , p ∈ [1,∞), â n-ìåðíîé îáëàñòè (n > 2) ñ âåðøèíîé ïèêàíà ãðàíèöå. Â ðàçä. 7.1 ðàññìîòðåí ñëó÷àé p = 1. Â ðàçä. 7.2 îõàðàê-òåðèçîâàíî ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ äëÿ âíåøíåãî ïèêà ïðè p > 1.Ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé â îáëàñòè ñ âíóòðåí-íèì ïèêîì îïèñàíî â ðàçä. 7.3 è 7.4 ïðè p < n− 1 è p = n− 1ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàçä. 7.5 äîêàçàíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûåèíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ãðàíèöåîáëàñòè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïèêà. Â ðàçä. 7.6 îõàðàêòåðèçîâàíîïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èçW 1

p äëÿ îáëàñòè ñ âíó-òðåííèì ïèêîì ïðè p > n− 1.
Îïèøåì ïîëó÷åííûå â ñåäüìîé ãëàâå ðåçóëüòàòû íà ïðèìåðåïèêà

Ω = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}, n > 2,

ãäå ϕ � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ èç C0,1([0, 1]), òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) =
limz→0 ϕ

′(z) = 0.
299
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç W 1
p (Rn \ Ω)

è W 1
p (Ω) õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíå÷íîñòüþ íîðìû

|||f |||p,∂Ω =
(∫
∂Ω

|f(x)|pq(x)dsx +
∫∫
∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|pQ(x, ξ)dsxdsξ

) 1
p

,

ãäå q èQ � íåîòðèöàòåëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè, à dsx, dsξ � ýëåìåíòûïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂Ω.Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ∂Ω ñ íîñèòåëåì â ìàëîé îêðåñòíîñòèâåðøèíû ïèêà. Òîãäà f ∈ TW 1
p (Ω), p ∈ (1,∞), â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè |||f |||p,∂Ω <∞, ãäå 0 ≤ q(x) ≤ const · ϕ′(z),

Q(x, ξ) =
{
|x− ξ|2−n−p ïðè |z − ζ| < M(z, ζ), z, ζ ∈ (0, 1),
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

x = (y, z), ξ = (η, ζ) è M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}. Ïðè ýòîì íîðìà
|||f |||p,∂Ω ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖f‖TW 1

p (Ω).Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè ôóíê-öèè f ïðîñòðàíñòâó TW 1
p (Rn \Ω) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü |||f |||p,∂Ω, ãäå

q(x) =


ϕ(z)1−p ïðè 1 < p < n− 1,(
ϕ(z)| log(ϕ(z)/z)|

)1−p ïðè p = n− 1,
ϕ(z)2−n ïðè p > n− 1

è Q(x, ξ) 6= 0 òîëüêî åñëè z, ζ ∈ (0, 1). Äëÿ òàêèõ ïàð x, ξ ∈ ∂Ωâåñîâàÿ ôóíêöèÿ Q îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñëó÷àå
p < n− 1

Q(x, ξ) = |x− ξ|2−n−p.

Òîé æå ôîðìóëîé çíà÷åíèå Q(x, ξ) îïðåäåëÿåòñÿ è ïðè p ≥ n − 1,
|x− ξ| < M(z, ζ). Íàêîíåö, åñëè |x− ξ| ≥M(z, ζ), òî

Q(x, ξ) =
M(z, ζ)2(1−p)

|x− ξ|

(
log
(

1 +
|x− ξ|
M(z, ζ)

))−p
, p = n− 1,

è
Q(x, ξ) = |x− ξ|n−p−2

(
ϕ(z)ϕ(ζ)

)2−n
, p > n− 1.

Íîðìà |||f |||p,∂Ω ñ òàêèìè âåñàìè q,Q ýêâèâàëåíòíà ‖f‖TW 1
p (Rn\Ω).Ïðè p = n − 1 íà ôóíêöèþ ϕ íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíè-òåëüíûå óñëîâèÿ.
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Îïðåäåëåííàÿ íà ∂Ωôóíêöèÿ f ñ íîñèòåëåì â ìàëîé îêðåñòíîñòèâåðøèíû ïèêà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó TW 1
1 (Ω) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà |||f |||1,∂Ω <∞, ãäå

0 ≤ q(x) ≤ constϕ′(z),

Q(x, ξ) =
{
M(z, ζ)1−n ïðè z, ζ ∈ (0, 1), |z − ζ| < M(z, ζ),
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Êðîìå òîãî, íîðìû ‖f‖TW 1
1 (Ω) è |||f |||1,∂Ω ýêâèâàëåíòíû.

Ïðîñòðàíñòâî TW 1
1 (Rn \ Ω) ñîâïàäàåò ñ L1(∂Ω) ñ ýêâèâàëåíò-íîñòüþ íîðì.Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïå-ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ:

TW 1
p (Ω)→W 1

p (Ω) èëè TW 1
p (Rn \ Ω)→W 1

p (Rn \ Ω).

Ýòîò îïåðàòîð ëèíååí ïðè p > 1 è íåëèíååí ïðè p = 1.

7.1 Ñëåäû ôóíêöèé ñ ãðàäèåíòîì èç L1

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî TW 1
1 (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âåð-øèíîé âíåøíåãî èëè âíóòðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå.

7.1.1 Âíåøíèå ïèêè

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü òî÷êà Oÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.1. Äî-ïîëíèòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöû ∂ω è ∂Ω ñâÿçíû, à òàêæå
ω ⊂ B

(n−1)
1 . Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì åùå ïðåäïîëàãàòüâûïîëíåíèå óñëîâèé ϕ(z) < z ïðè z ∈ (0, 1] è

U ∩ ∂Ω = Γ ∪ {O}, Γ = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ∂ω}, (1)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ è îêðåñòíîñòü U � òå æå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè 4.1.1.
Çàìå÷àíèå 1. Ñäåëàåì çäåñü îäíî îáùåå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíîãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé èç W 1

p (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âåðøèíîéâíóòðåííåãî èëè âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü
∂Ω\{O} ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìà ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé ôóíêöèè, òîêàæäûé ýëåìåíò v ∈ W 1

p (Ω) èìååò ñëåä v|∂Ω, îïðåäåëåííûé ïî÷òèâñþäó íà ∂Ω. Ýòîò ñëåä îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé 3.1.1 â îêðåñòíîñòè
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ëþáîé òî÷êè èç ∂Ω\{O}. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, óïðàæíå-íèå 1.6 íà ñòð. 74 â [125]), ÷òî ìíîæåñòâî {v ∈ W 1
p (Ω) : v|∂Ω = 0}

ñîâïàäàåò ñ W̊ 1
p (Ω), ò.å. ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà C∞0 (Ω) â W 1

p (Ω).Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ
TW 1

p (Ω) = {f = v
∣∣
∂Ω

: v ∈W 1
p (Ω)},

ñ íîðìîé (3.1.1/1) èçîìîðôíî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâóW 1
p (Ω)/W̊ 1

p (Ω).
Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïî-ñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n è Ω. Ñîîòíîøåíèå a ∼ b ïî îïðå-äåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî c−1 ≤ a/b ≤ c.

Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãîâî âíåøíîñòü îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Òîãäà
‖f‖TW 1

1 (Ω) ∼
∫
U∩∂Ω

ϕ′(z)|f(x)|dsx +
∫
S

|f(x)|dsx + 〈f〉, (2)

ãäå
〈f〉 =

∫∫
{x,ξ∈U∩∂Ω:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)| dsxdsξ
M(z, ζ)n−1

,

x = (y, z), ξ = (η, ζ), dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
∂Ω, U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1,

S = ∂Ω \ {x ∈ U ∩ ∂Ω : z ∈ [0, 1/2]}

è
M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}.

Ñîîòíîøåíèå (2) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè îïóñòèòü ïåðâîå ñëàãàåìîåâ åãî ïðàâîé ÷àñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈W 1

1 (Ω), v|∂Ω = f . Ïî òåîðåìå 3.1.1
‖f‖L1(S) ≤ c ‖v‖W 1

1 (Ω). (3)

Ïîëîæèì γ = ∂ω. ßñíî, ÷òî∫
Γ

ϕ′(z)|f(x)|dsx ≤ c
∫ 1

0

ϕ(z)n−2ϕ′(z)dz
∫
γ

|f(ϕ(z)Y, z)|dγY ,
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ãäå ïîâåðõíîñòü Γ îïðåäåëåíà â (1). Ïîëàãàÿ ϕ(z) = t, ïðèâåäåìïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ê âèäó

c

∫ ϕ(1)

0

tn−2dt

∫
γ

|f(tY, ϕ−1(t))|dγY . (4)

Îòîáðàæåíèå s = y, t = ϕ(z) ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî U ∩ Ω íà êîíóñ
K = {(s, t) : t ∈ (0, ϕ(1)), s/t ∈ ω}. Ïóñòü w(s, t) = v(s, ϕ−1(t)).Òîãäà

‖w‖W 1
1 (K) ≤ c ‖v‖W 1

1 (U∩Ω).

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (4) íå ïðåâîñõîäèò c ‖w‖L1(∂K), ÷òî, â ñâîþî÷åðåäü, íå áîëüøå c ‖w‖W 1
1 (K) ïî òåîðåìå 3.1.1. Îòñþäà∫

Γ

ϕ′(z)|f(x)|dsx ≤ c ‖v‖W 1
1 (Ω). (5)

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (2). Ïîëîæèì
I(f) =

∫
Γ

dsx
ϕ(z)n−1

∫
{ξ∈Γ:0<z−ζ<ϕ(z)}

|f(x)− f(ξ)|dsξ. (6)

Èç (1) è îïðåäåëåíèÿ ïîëóíîðìû 〈f〉 ïîëó÷àåì 〈f〉 = 2I(f), ïîýòîìóíåðàâåíñòâî 〈f〉 ≤ c ‖v‖W 1
1 (Ω) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè

I(f) ≤ c ‖∇v‖L1(U∩Ω). (7)

Äëÿ ïðîâåðêè (7) âûáåðåì òàêîå ÷èñëî z1 ∈ (0, 1), ÷òî 2ϕ(z) < zïðè z ∈ (0, z1] è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk}k≥0 ïî ïðàâèëó
z0 = 1, zk+1 = zk − 2ϕ(zk), k ≥ 1.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàåò è, êðîìå òîãî,
zk → 0, ϕ(zk+1)ϕ(zk)−1 → 1, zk+1z

−1
k → 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü z1 ñòîëü ìàëûì, ÷òî ϕ(zk−1) < 2ϕ(zk) äëÿ âñåõ k ≥ 2.Â ýòîì ñëó÷àå z − ϕ(z) > zk+1 ïðè z ∈ (zk, zk−1), k ≥ 2. Ïîëîæèì
a = min{z − ϕ(z) : z ∈ [z1, 1]}, Γ1 = {x ∈ Γ : z ∈ (a, 1)}

è
Γk = {x ∈ Γ : z ∈ (zk+1, zk−1)}, k ≥ 2,
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σk = {x ∈ Γ : z ∈ (zk, zk−1)}, k ≥ 1.

Òîãäà èç âêëþ÷åíèé x ∈ σk, ξ ∈ Γ, ζ ∈ (z − ϕ(z), z) ñëåäóåò, ÷òî
ξ ∈ Γk. Ïîýòîìó
I(f) ≤

∑
k≥1

∫
σk

dsx
ϕ(z)n−1

∫
Γk

|f(x)− f(ξ)|dsξ ≤ c
∑

k≥1
[f ]1,Γk

,

ãäå [·]1,Γk
� ïîëóíîðìà (3.1.1/7). Ïî òåîðåìå 3.1.2 âåðíà îöåíêà

[f ]1,Γ ≤ c ‖∇v‖L1(Ωk), k = 1, 2, . . . ,

â êîòîðîé
Ω1 = {x ∈ U ∩ Ω : z ∈ (a, 1)},

Ωk = {x ∈ U ∩ Ω : z ∈ (zk+1, zk−1)}, k ≥ 2.

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (7).Îöåíêè (3), (5), (7) ïîêàçûâàþò, ÷òî íîðìà â ïðàâîé ÷àñòè (2)ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c ‖f‖TW 1
1 (Ω). Îáðàòèìñÿ ê ïðîâåðêå îáðàò-íîãî íåðàâåíñòâà.Ïóñòü f ∈ L1,loc(∂Ω \ {O}) � òàêàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé äâàïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2) êîíå÷íû. Òðåáóåòñÿ ïîñò-ðîèòü ïðîäîëæåíèå u ôóíêöèè f ñ ïîâåðõíîñòè ∂Ω â îáëàñòü Ω,óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

c ‖u‖W 1
1 (Ω) ≤ ‖f‖L1(S) + 〈f〉. (8)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé f |S = 0. Ïîëîæèì
t0 = 1, tk+1 = tk − ν ϕ(tk), k ≥ 0, (9)

ãäå
ν = min{1/6, (2‖ϕ′‖L∞(0,1))−1}.

Ïðèíèìàÿ äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèå ϕk = ϕ(tk), çàìåòèì, ÷òî
t2 > 2/3, tk ↘ 0, tk+1t

−1
k → 1, ϕk+1ϕ

−1
k → 1.

Êðîìå òîãî,
ϕk − ϕk+1 =

∫ tk

tk+1

ϕ′(t)dt ≤ ν ϕk‖ϕ′‖L∞(0,1) ≤ ϕk/2,

îòêóäà ϕk ≤ 2ϕk+1 ïðè k ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
tk−1 − tk+1 = ν (ϕk−1 + ϕk) ≤ 6ν ϕk+1 ≤ ϕk+1 (10)
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è, çíà÷èò,
(tk+1, tk−1) ⊂ (t− ϕ(t), t+ ϕ(t)) ïðè t ∈ (tk+1, tk−1), k ≥ 1. (11)

Ïóñòü
Sk = {x ∈ Γ : z ∈ (tk+1, tk−1)}, k ≥ 1,

Gk = {x ∈ U ∩ Ω : z ∈ (tk+1, tk−1)}, k ≥ 1,

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.1.1 è ñëåäñòâèþ 3.1.1 äëÿ êàæäîãî k ≥ 1ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ wk ∈W 1
1 (Gk) ñî ñâîéñòâàìè

wk
∣∣
Sk

= f − fk, ϕ−1
k ‖wk‖L1(Gk) + ‖∇wk‖L1(Gk) ≤ c [f ]1,Sk

, (12)

ãäå fk � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà Sk è [·]1,Sk
� ïîëóíîðìà(3.1.1/7).Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {λk}k≥1 íà ïðîìåæóòêå

(0, t1], ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ {(tk+1, tk−1)}k≥1. Ïðè ýòîì ìîæíî
ñ÷èòàòü |λ′k| ≤ c ϕ−1

k . Ïîëîæèì
V (x) =

∑
k≥1

fkλk(z), x = (y, z) ∈ U ∩ Ω, (13)

W (x) =
∑

k≥1
λk(z)wk(x), x ∈ U ∩ Ω, (14)

(E f)(x) = V (x) +W (x), x ∈ U ∩ Ω, E f
∣∣
Ω\U = 0 (15)

(îáùèé ÷ëåí ñóììû â (14) äîîïðåäåëÿåòñÿ íóëåì âíå Gk). Èìååì
V (x) = W (x) = 0 ïðè z > t1. Îòñþäà è èç (13)�(15) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî E f ∣∣

∂Ω
= f . Ìû óòâåðæäàåì òàêæå, ÷òî âåðíà îöåíêà

‖E f‖W 1
1 (Ω) ≤ c 〈f〉. (16)

Â ñàìîì äåëå, çàìåòèì, ÷òî
V |Gk∩Gk+1 = fk+1 + (fk − fk+1)λk, k ≥ 1,

îòêóäà
‖∇V ‖L1(Gk∩Gk+1) ≤ c ϕ

n−1
k |fk − fk+1| ≤ c

∑k+1

i=k
‖f − f i‖L1(Si).

Ïî ëåììå 3.1.1 ïîñëåäíÿÿ ñóììà íå áîëüøå ∑k+1
i=k [f ]1,Si

. Ïîýòîìó
‖∇V ‖L1(U∩Ω) ≤ c

∑
k≥1

[f ]1,Sk
. (17)
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Ââèäó (12) àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî è äëÿ W :
‖∇W‖L1(U∩Ω) ≤ c

∑
k≥1

[f ]1,Sk
. (18)

Â ñèëó (11) ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (18) íå ïðåâîñõîäèò∑
k≥1
|Sk|−1

∫
Sk

dsx

∫
{ξ∈Γ:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|dsξ,

ãäå |Sk| îçíà÷àåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Sk. Ïîñêîëüêó
|Sk| ∼M(z, ζ)n−1 ïðè x ∈ Sk, ξ ∈ Γ, |ζ − z| < M(z, ζ),

òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c 〈f〉. Îòñþäà è èç(15), (17), (18) ïîëó÷àåì
‖∇(E f)‖L1(Ω) ≤ c 〈f〉.

Òåïåðü (16) âûòåêàåò èç ëåììû 4.1.1.
Îáðàùàÿñü ê ïîñòðîåíèþ ïðîäîëæåíèÿ f 7→ u â îáùåì ñëó÷àå,ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f ∈ L1,loc(∂Ω \ {O}) è 〈f〉+ ‖f‖L1(S) <∞.

Ïî òåîðåìå 3.1.1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ũ ∈W 1
1 (Ω) ñî ñâîéñòâàìè

ũ
∣∣
∂Ω

= χf, ‖ũ‖W 1
1 (Ω) ≤ c ‖f‖L1(S), (19)

ãäå χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ S. Ïîëîæèì g = (1 − χ)fè îïðåäåëèì E g ïðè ïîìîùè (13)�(15) (ñ çàìåíîé f íà g). Òîãäàôóíêöèÿ u = ũ+E g óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u|∂Ω = f ,à íåðàâåíñòâà (16), (19) ïðèâîäÿò ê îöåíêå
c ‖u‖W 1

1 (Ω) ≤ ‖f‖L1(S) + 〈g〉.

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (8) âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé îöåíêè è îöåí-êè
〈g〉 ≤ c (‖f‖L1(S) + 〈f〉). (20)

Äîêàæåì ïîñëåäíþþ. Òàê êàê
|g(x)− g(ξ)| ≤ |f(x)− f(ξ)|+ |f(x)||χ(x)− χ(ξ)|,
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òî
I(g) ≤ I(f) +

∫
Γ

|f(x)| dsx
ϕ(z)n−1

∫
Γ(z)

|χ(x)− χ(ξ)|dsξ, (21)

ãäå I(f) � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (6) è
Γ(z) = {ξ = (η, ζ) ∈ Γ : ζ ∈ (z − ϕ(z), z)}.

Ïðè x ∈ Γ \ S èíòåãðàë ïî Γ(z) ðàâåí íóëþ, à â ñëó÷àå x ∈ Γ ∩ Sýòîò èíòåãðàë íå ïðåâîñõîäèò c ϕ(z)n−1. Ñëåäîâàòåëüíî, äâîéíîéèíòåãðàë â (21) íå áîëüøå c ‖f‖L1(Γ∩S). ×òîáû ïîëó÷èòü (20), îñòà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëóíîðì 〈f〉 è I(f).Âîçìîæíîñòü îïóñòèòü èíòåãðàë ïî U ∩ ∂Ω â (2) âûòåêàåò èç (5)è (8). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå 2. Ñîîòíîøåíèå (2) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè S ÿâëÿåò-ñÿ ñâÿçíûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ∂Ω, ñîäåðæàùèì ∂Ω \ U èðàñïîëîæåííûì íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò âåðøèíû O. Äî-êàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â òåîðåìå. Íà-äî òîëüêî âûáðàòü ïîäõîäÿùèì îáðàçîì êîýôôèöèåíò ν â (9). Ïðèýòîì êîíñòàíòû â ñîîòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè (2), âîîáùå ãîâîðÿ,çàâèñÿò îò S.
Çàìå÷àíèå 3. Îáúåäèíÿÿ òåîðåìó íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ñ òåîðå-ìîé 5.4.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: åñëè âûïîëíåíîóñëîâèå

sup
r∈(0,1)

{(∫ r

0

ϕ(z)n−2dz

)1/q

ϕ(r)1−n
}
<∞, q ∈ [1,∞),

òî äëÿ îáëàñòè Ω ñ âíåøíèì ïèêîì âåðíî ñîîòíîøåíèå
‖f‖TW 1

1 (Ω) ∼ 〈f〉+ ‖f‖Lq(∂Ω),

ãäå 〈f〉 � òà æå ïîëóíîðìà, ÷òî è â (2).
Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ òåîðåìó, ìîæíî âûïèñàòü ÿâ-íî îïðåäåëÿåìóþ ïîëóíîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ ïîëóíîðìå ‖ · ‖TL1

1(Ω)(ñì. (3.1.1/2)).
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû âåðíîñîîòíîøåíèå

‖f‖TL1
1(Ω) ∼ 〈f〉+ [f ]1,S ,

ãäå [·]1,S � ïîëóíîðìà (3.1.1/7).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ïîâåð-õíîñòè S. Îáúåäèíÿÿ ñëåäñòâèå 3.1.1, òåîðåìó 1.5.2 è ñîîòíîøåíèå(2) ñ îïóùåííûì ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì
‖f‖TL1

1(Ω) ∼ ‖f − f‖TW 1
1 (Ω) ∼ 〈f〉+ ‖f − f‖L1(S).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ‖f − f‖L1(S) ∼ [f ]1,S .
7.1.2 Î íåâîçìîæíîñòè ñîâïàäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

TW 1
1 (Ω) è L1(∂Ω, σ)

Ïóñòü n > 2 è Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïðåäïîëîæèì,÷òî ôóíêöèÿ σ ∈ L∞(∂Ω) íåîòðèöàòåëüíà è îòäåëåíà îò íóëÿ íàëþáîì ïîäìíîæåñòâå ∂Ω, íàõîäÿùåìñÿ íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿ-íèè îò âåðøèíû O ïèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1(∂Ω, σ) ïðîñòðàíñòâîôóíêöèé íà ∂Ω, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êîíå÷íîñòüþ íîðìû
‖f‖L1(∂Ω,σ) = ‖σf‖L1(∂Ω).

Åñëè σ(x) ≤ c ϕ′(z) âáëèçè òî÷êè O, òî ïî òåîðåìå 7.1.1 âåðíûâëîæåíèÿ L1(∂Ω) ⊂ TW 1
1 (Ω) ⊂ L1(∂Ω, σ). Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííûåâëîæåíèÿ ñòðîãèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåâîçìîæíî îïèñàòü ïðîñòðàí-ñòâî TW 1

1 (Ω) â òåðìèíàõ âåñîâûõ êëàññîâ L1(∂Ω, σ).Äîïóñòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L1(∂Ω, σ) âëîæåíî â TW 1
1 (Ω). Íàïîâåðõíîñòè γ = ∂ω âûäåëèì äâå äèçúþíêòíûå ÷àñòè γ1 è γ2 ðàâíîé

(n− 2)-ìåðíîé ïëîùàäè. Ïîëîæèì
Γi = {x = (y, z) : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ γi}, i = 1, 2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà f ∈ L1(∂Ω, σ) îïðåäåëèì ôóíêöèþ gíà ∂Ω: g(x) = f(x) ïðè x ∈ Γ1 è g(x) = 0 ïðè x ∈ ∂Ω \ Γ1. Òàê êàê
g ∈ L1(∂Ω, σ), òî ïî òåîðåìå 7.1.1 èìååì

‖σf‖L1(Γ1) = ‖σg‖L1(∂Ω) ≥ c ‖g‖TW 1
1 (Ω) ≥ c 〈g〉 ≥

≥ c
∫

Γ1

|f(x)| dsx
ϕ(z)n−1

∫
Γ2(z)

dsξ ≥ c
∫

Γ1

|f(x)|dsx,

ãäå Γ2(z) = {ξ = (η, ζ) ∈ Γ2 : ζ ∈ (z−ϕ(z), z)}. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì
‖σf‖L1(Γ2) ≥ c ‖f‖L1(Γ2).

Èòàê, èç âëîæåíèÿ L1(∂Ω, σ) ⊂ TW 1
1 (Ω) âûòåêàåò, ÷òî

L1(∂Ω, σ) ⊂ L1(∂Ω).
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Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî TW 1
1 (Ω) âëîæåíî â L1(∂Ω, σ), ãäå âåñ

σ �ñèëüíåå� ϕ′ â òîì ñìûñëå, ÷òî
lim
z→0

ess inf
{(
ϕ′(t)

)−1
∫
γ

σ(ϕ(t)Y, t)dγY : t ∈ (0, z)
}

=∞. (1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ε > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèþ u íà Ω, ïîëàãàÿ
u = 0 âíå ìíîæåñòâà {(y, z) ∈ U ∩ Ω, z ≤ ε+ ϕ(ε)}, à íà óêàçàííîììíîæåñòâå u(x) = 1 ïðè z ≤ ε è u(x) = 1 − (z − ε)/ϕ(ε), åñëè
z ∈ [ε, ε+ ϕ(ε)]. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u â íåðàâåíñòâî

‖σu‖L1(∂Ω) ≤ c ‖u‖W 1
1 (Ω),

ïîëó÷èì ∫ ε

0

ϕ(z)n−2dz

∫
γ

σ(ϕ(z)Y, z)dγY ≤ c ϕ(ε)n−1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (1).Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî TW 1
1 (Ω) íå âëîæåíî â L1(∂Ω) è, âñèëó âûøåñêàçàííîãî, íå ñîâïàäàåò ñ âåñîâûì êëàññîì L1(∂Ω, σ).

7.1.3 Âíóòðåííèå ïèêè

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n > 2, è òî÷êà O ∈ ∂Ωÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãî âíóòðü Ω â ñìûñëå îïðåäå-ëåíèÿ 4.7.1. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ íàëîæèì íà Ω òå æå äîïîëíè-
òåëüíûå òðåáîâàíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå âíåøíåãî ïèêà: ω ⊂ B(n−1)

1 , ∂ωè ∂Ω ñâÿçíû, à òàêæå ϕ(z) < z ïðè z ∈ (0, 1].Ïðîñòðàíñòâî TW 1
1 (Ω) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü îáëàñòü Ω èìååò âåðøèíó âíóòðåííåãî ïèêà íàãðàíèöå. Òîãäà TW 1
1 (Ω) = L1(∂Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîîêðåñòíîñòü U èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.1 èìååò âèä
U = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (−1, 1), |y| < 1}

è ÷òî âåðíî (7.1.1/1).Ïóñòü u ∈ W 1
1 (Ω), u

∣∣
∂Ω

= f . Íîðìà ôóíêöèè f â L1(∂Ω \ U)
ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c ‖u‖W 1

1 (Ω) ââèäó òåîðåìû 3.1.1. Êðîìå
òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 ïðè ï.â. z ∈ (0, 1) èìååì

‖f(·, z)‖L1(Γz) ≤ c ‖u(·, z)‖W 1
1 (Uz), (1)
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ãäå Γz è Uz îçíà÷àþò ñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ z = const ìíîæåñòâ
U∩∂Ω è U∩Ω ñîîòâåòñòâåííî. Èíòåãðèðóÿ (1) ïî z ∈ (0, 1), óáåäèì-ñÿ, ÷òî íîðìà ýëåìåíòà f â ïðîñòðàíñòâå L1(U ∩∂Ω) íå ïðåâîñõîäèò
c ‖u‖W 1

1 (Ω). Òàêèì îáðàçîì,
‖f‖L1(∂Ω) ≤ c ‖f‖TW 1

1 (Ω).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïîñòðîèì ïðîäîëæå-íèå u ∈W 1
1 (Ω) ôóíêöèè f ∈ L1(∂Ω), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

‖u‖W 1
1 (Ω) ≤ c ‖f‖L1(∂Ω). (2)

Ïóñòü B2ε ⊂ U . Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèåôóíêöèè f â ñëó÷àå supp f ⊂ Bε (îáùèé ñëó÷àé òîãäà îáîñíîâûâà-åòñÿ ñ ïîìîùüþ ñðåçêè è òåîðåìû 3.1.1). Áóäåì ñ÷èòàòü ε ñòîëüìàëûì, ÷òî ϕ(2ε) ≤ ε. Ïîëîæèì
z0 = 2ε, zk+1 = zk − ϕ(zk), k = 0, 1, . . .

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
zk ↘ 0, zk+1z

−1
k → 1, ϕ(zk+1)ϕ(zk)−1 → 1.

Íà ïðîìåæóòêå (0, z1] ââåäåì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {σk}k≥1,ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ {(zk+1, zk−1)}k≥1, ïðè÷åì |σ′k| ≤ c/ϕ(zk).Ïóñòü
Γk = {x ∈ U ∩ ∂Ω : z ∈ (zk+1, zk−1)}, k ≥ 1.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1.1 äëÿ êàæäîãî k ≥ 1 ñóùåñòâóåò îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ
Ek : L1(Γk)→W 1

1 (Rn),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
‖∇(Ekg)‖L1(Rn) + ϕ(zk)−1‖Ekg‖L1(Rn) ≤ c ‖g‖L1(Γk) (3)

ïðè g ∈ L1(Γk). Ïóñòü åùå ψ ∈ C∞0 (B2ε), ψ = 1 â Bε. Îïðåäåëèìôóíêöèþ u íà Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: u(x) = 0 ïðè x ∈ Ω \B2ε è
u(x) = ψ(x)

∑
k≥1

σk(z)(Ekfk)(x), x = (y, z) ∈ Ω ∩B2ε,

ãäå fk = f |Γk
. Òîãäà u|∂Ω = f , è ñ ïîìîùüþ (3) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿîöåíêà (2). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

Èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîé æå îáëàñòè, ÷òî è â òåîðåìå, âåðíî ñîîòíîøå-íèå
‖f‖TL1

1(Ω) ∼ [f ]1,∂Ω,

ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðîãî îïðåäåëåíû â (3.1.1/2) è (3.1.1/7)ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè fíà ∂Ω. Ïî òåîðåìå 1.5.2 (îáëàñòü Ω î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþêîíóñà) è ââèäó ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû èìååì

‖f‖TL1
1(Ω) ∼ ‖f − f‖TW 1

1 (Ω) ∼ ‖f − f‖L1(∂Ω) ∼ [f ]1,∂Ω.

7.2 Ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ

âíåøíèì ïèêîì

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 3, ñ âíåøíèì ïèêîì(ñì. îïðåäåëåíèå 4.1.1). Ìû ñîõðàíÿåì äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ,ñôîðìóëèðîâàííûå â íà÷àëå ðàçä. 7.1.1. Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî(7.1.1/1). Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c è êîíñ-òàíòû â ñîîòíîøåíèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò n, p,Ω.
Ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Ω) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãîâî âíåøíîñòü îáëàñòè Ω. Åñëè p ∈ (1,∞), òî

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

(∫
U∩∂Ω

ϕ′(z)|f(x)|pdsx
)1/p

+ ‖f‖
W

1−1/p
p (σ)

+

+

( ∫∫
{x,ξ∈U∩∂Ω:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

)1/p

, (1)

ãäå
σ = ∂Ω \ {x = (y, z) ∈ U ∩ ∂Ω : 0 ≤ z ≤ 1/2},

à îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 7.1.1. Ñîîòíîøåíèå(1) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè â åãî ïðàâîé ÷àñòè îïóñòèòü ïåðâîåñëàãàåìîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v∈W 1
p (Ω), v|∂Ω =f . Òàê êàê |v|p ∈W 1

1 (Ω)è
‖|v|p‖W 1

1 (Ω) ≤ c ‖v‖
p
W 1

p (Ω),

òî îöåíêà ∫
U∩∂Ω

ϕ′(z)|f(x)|pdsx ≤ c ‖v‖pW 1
p (Ω) (2)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (7.1.1/5). Äàëåå, èç òåîðåìû 3.1.1âûòåêàåò îöåíêà
‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

≤ c ‖v‖W 1
p (Ω). (3)

Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (7.1.1/1). Ïîëîæèì äëÿêðàòêîñòè
∆(f ;x, ξ) = |f(x)− f(ξ)|p|x− ξ|2−n−p (4)

è îïðåäåëèì ïîëóíîðìû |f |p,Γ, I(f) ðàâåíñòâàìè

|f |pp,Γ =
∫∫

{x,ξ∈Γ:|ζ−z|<M(z,ζ)}
∆(f ;x, ξ)dsxdsξ, (5)

I(f)p =
∫∫

{x,ξ∈Γ:0<z−ζ<ϕ(z)}
∆(f ;x, ξ)dsxdsξ. (6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |f |p,Γ ∼ I(f), ïîýòîìó îöåíêà |f |p,Γ ≤ c ‖v‖W 1
p (Ω)ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

I(f) ≤ c ‖∇v‖Lp(Ω∩U). (7)

Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïîñëåäíåãî. Ïóñòü {zk}k≥0, {Γk}k≥1,
{σk}k≥1 è {Ωk}k≥1 èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â òåîðåìå 7.1.1 (ñì.äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (7.1.1/7)). Òîãäà

I(f)p ≤
∑

k≥1

∫
σk

dsx

∫
Γk

∆(f ;x, ξ)dsξ ≤

≤
∑

k≥1

∫∫
Γk×Γk

∆(f ;x, ξ)dsxdsξ.

Ïî òåîðåìå 3.1.2 îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû ìàæîðèðóåòñÿ âåëè-÷èíîé c ‖∇v‖pLp(Ωk), è, çíà÷èò, ýòà ñóììà íå áîëüøå c ‖∇v‖pLp(Ω∩U).Îòñþäà ñëåäóåò (7).
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Îöåíêè (2), (3), (7) ïîêàçûâàþò, ÷òî íîðìà â ïðàâîé ÷àñòè (1) íåïðåâîñõîäèò c ‖f‖TW 1
p (Ω). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñò-

âà ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f ∈ Lp,loc(∂Ω \ {O}) ñ êîíå÷íîé íîðìîé
|f |p,Γ+‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

âíóòðü îáëàñòè Ω òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîäîëæå-
íèå (îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖u‖W 1
p (Ω) ≤ c

(
|f |p,Γ + ‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

)
. (8)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íîñèòåëü f íàõîäèòñÿ âáëèçèâåðøèíû ïèêà. Ïóñòü δ ∈ (0, 1) � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî supp f ⊂ {x ∈ U ∩ ∂Ω : z ≤ δ}. Â ýòîì ñëó÷àå ìûîïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð f 7→ Eδf ∈ W 1
p (Ω) ñî ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:

Eδf
∣∣
∂Ω

= f, Eδf
∣∣
Ω\U = 0

è
‖Eδf‖W 1

p (Ω) ≤ c |f |p,Γ (9)

ñ ïîñòîÿííîé c = c (n, p, ϕ, ω, δ).Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Eδ. Âíîâü èñïîëüçóåì ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {tk}k≥0, îïðåäåëåííóþ â (7.1.1/9), ãäå
ν = min

{
(1− δ)/2, 1/6,

(
2‖ϕ′‖L∞(0,1)

)−1}
. (10)

Ïîëîæèì ϕk = ϕ(tk). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
t2 > δ, tk+1t

−1
k → 1, ϕk+1ϕ

−1
k → 1.

Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (7.1.1/10�11). Ââåäåì ãëàä-êîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {λk}k≥1 äëÿ ïðîìåæóòêà (0, t1], ïîä÷èíåí-íîå ïîêðûòèþ èíòåðâàëàìè (tk+1, tk−1), k = 1, 2, . . . Ïóñòü åùå ôóí-êöèè µk ∈ C∞0 (tk+1, tk−1) òàêîâû, ÷òî µkλk = λk ïðè k ≥ 1, à òàêæå
0 ≤ µk, λk ≤ 1, |µ′k|+ |λ′k| ≤ c ϕ−1

k

è dist (suppµk,R1 \ (tk+1, tk−1)
)
≥ c ϕk, k = 1, 2, . . .

Ïóñòü ïîâåðõíîñòè Sk è îáëàñòè Gk � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 7.1.1.Ïîëîæèì
fk(x) = µk(z)(f(x)− fk), x = (y, z) ∈ Sk, k ≥ 1,

ãäå fk åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà Sk.
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Ïðîâåðèì îöåíêó
ϕ

1/p−1
k ‖fk‖Lp(Sk) + [fk]p,Sk

≤ c [f ]p,Sk
, k = 1, 2, . . . , (11)

â êîòîðîé [·]p,Sk
� ïîëóíîðìà (3.1.1/3). Â ñàìîì äåëå, ââèäó ëåì-ìû 3.1.1 èìååì

‖fk‖Lp(Sk) ≤ ‖f − fk‖Lp(Sk) ≤ c ϕ
1−1/p
k [f ]p,Sk

.

Çàìåòèì, ÷òî c [fk]
p
p,Sk
≤ [f ]pp,Sk

+ J , ãäå

J =
∫∫

Sk×Sk

|f(ξ)− fk|p|µk(z)− µk(ζ)|p
dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2
.

Òàê êàê |µ′k| ≤ c ϕ−1
k , òî

J ≤ c ϕ−pk
∫
Sk

|f(ξ)− fk|pdsξ
∫
Sk

dsx
|x− ξ|n−2

.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë íå áîëüøå c ϕk. Îòñþäà è èç ëåììû 3.1.1âûâîäèì J ≤ c [f ]pp,Sk
è, òàêèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåì (11).

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (11) è [f ]p,Sk
≤ |f |p,Γ (ïîñëåäíåå ñëåäóåò

èç âêëþ÷åíèé (7.1.1/11)), ïîëó÷èì fk ∈ W
1−1/p
p (Sk). Ïðîäîëæèìôóíêöèþ fk, ïîëàãàÿ fk = 0 íà ∂Gk \ Sk (ñì. Ðèñ. 33). Áåç òðóäà

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òîãäà fk ∈W 1−1/p
p (∂Gk) è ïðè k ≥ 1 âåðíà îöåíêà

ϕ1−p
k ‖fk‖pLp(∂Gk) + [fk]

p
p,∂Gk

≤ c
(
ϕ1−p
k ‖fk‖pLp(Sk) + [fk]

p
p,Sk

)
. (12)

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.1.1 äëÿ êàæäîãî k ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïå-ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E(k) : W 1−1/p

p (∂Gk)→W 1
p (Rn),

óäîâëåòâðÿþùèé óñëîâèþ
ϕ−1
k ‖E

(k)g‖Lp(Rn) + ‖∇E(k)g‖Lp(Rn) ≤

≤ c
(
ϕ
−1+1/p
k ‖g‖Lp(∂Gk) + [g]p,∂Gk

)
, g ∈W 1−1/p

p (∂Gk).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (11) è (12) ïðèâîäÿò ê îöåíêå
ϕ−1
k ‖E

(k)fk‖Lp(Rn) + ‖∇E(k)fk‖Lp(Rn) ≤ c [f ]p,Sk
. (13)
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Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ Eδf íà Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî-ëîæèì Eδf |Ω\U = 0 è(
Eδf

)
(x) =

∑
k≥1

fkλk(z) +
∑

k≥1
λk(z)

(
E(k)fk

)
(x) (14)

ïðè x = (y, z) ∈ U ∩ Ω. Òàê êàê f(x) = 0 ïðè z ≥ t2 > δ, òî
(Eδf) (x) = 0 ïðè z > t1. Îòñþäà è èç (14) âûòåêàåò, ÷òî Eδf |∂Ω = f .

Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (9). Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ñóì-ìó â ïðàâîé ÷àñòè (14) ÷åðåç V (x), à âòîðóþ ñóììó � ÷åðåç W (x).Îöåíêà
‖∇V ‖pLp(U∩Ω) ≤ c

∑
k≥1

[f ]pp,Sk
(15)

äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ
V |Gk∩Gk+1 = fk+1 + (fk − fk+1)λk

òî÷íî òàê æå, êàê (7.1.1/17) â òåîðåìå 7.1.1, à îöåíêà
‖∇W‖pLp(U∩Ω) ≤ c

∑
k≥1

[f ]pp,Sk
(16)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (13). Ââèäó âêëþ÷åíèÿ (7.1.1/11) ïîñëåäíÿÿñóììà íå áîëüøå∑
k≥1

∫
Sk

dsx

∫
{ξ∈Γ:|ζ−z|<M(z,ζ)}

∆(f ;x, ξ)dsξ,

ãäå âåëè÷èíà ∆(f ;x, ξ) îïðåäåëåíà â (4). Òàêèì îáðàçîì,∑
k≥1

[f ]pp,Sk
≤ c |f |pp,Γ. (17)

Íåðàâåíñòâà (15)�(17) è ëåììà 4.1.1 ïðèâîäÿò ê (9).
Ïîñòðîåíèå ïðîäîëæåíèÿ f 7→ u â îáùåì ñëó÷àå. Ïðåäïîëîæèì,÷òî f ∈ Lp,loc(∂Ω \ {O}) è ïðàâàÿ ÷àñòü (8) êîíå÷íà. Ïóñòü ψ �ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà ∂Ω, òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1 â îêðåñò-íîñòè ìíîæåñòâà ∂Ω \ σ è

suppψ ⊂ {x = (y, z) ∈ ∂Ω ∩ U, z ≤ 3/4}.

Òîãäà supp (1− ψ) ⊂ σ, è ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà
‖(1− ψ)f‖

W
1−1/p
p (σ)

≤ c ‖f‖
W

1−1/p
p (σ)

.
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Ïî òåîðåìå 3.1.1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ũ ∈ W 1
p (Ω), óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ óñëîâèÿì

ũ
∣∣
∂Ω

= (1− ψ)f, ‖ũ‖W 1
p (Ω) ≤ c ‖f‖W 1−1/p

p (σ)
. (18)

Ïðîâåðèì, ÷òî òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå u ôóíêöèè f (ò.å. òàêîå,äëÿ êîòîðîãî âåðíà îöåíêà (8)), ìîæåò áûòü çàäàíî ôîðìóëîé
u = ũ+ Eδ(ψf) ïðè δ = 3/4.

Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî ðàâåíñòâî u|∂Ω = f , à èç (9) è (18) ñëåäóåòîöåíêà
c ‖u‖W 1

p (Ω) ≤ ‖f‖W 1−1/p
p (σ)

+ |ψf |p,Γ.

Òåïåðü æåëàåìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà
|ψf |p,Γ ≤ c

(
|f |p,Γ + ‖f‖Lp(Γ∩σ)

)
. (19)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî çàìåòèì, ÷òî | · |p,Γ ∼ I(·), êàêñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (5)�(6). Èìååì
c I(ψf)p ≤ I(f)p +

∫
Γ

|f(x)|pJ(x)dsx, (20)

ãäå
J(x) =

∫
Γ(z)

|ψ(x)− ψ(ξ)|p dsξ
|x− ξ|n+p−2

è Γ(z) = {ξ = (η, ζ) ∈ Γ : ζ ∈ (z − ϕ(z), z)}. Åñëè x ∈ Γ \ σ, òî
ψ(x) = ψ(ξ) = 1 è J(x) = 0. Åñëè æå x ∈ Γ ∩ σ, òîãäà

J(x) ≤ c
∫

Γ(z)

|x− ξ|2−ndsξ.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ϕ(ζ)−1η = Y, ϕ(z)−1(z − ζ) = tóáåäèìñÿ, ÷òî J(x) ≤ c. Èòàê, ïîñëåäíèé ÷ëåí â (20) íå áîëüøå
c ‖f‖pLp(Γ∩σ). Îòñþäà ñëåäóåò (19), è äîêàçàòåëüñòâî ñîòíîøåíèÿ (1)çàêîí÷åíî.

Âîçìîæíîñòü îïóñòèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1) âû-òåêàåò èç íåðàâåíñòâ (2) è (8). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî óñòàíîâëåííîé òåî-ðåìû.
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Çàìå÷àíèå 1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøå-íèå (1) îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè σ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ñâÿçíûì ïîä-ìíîæåñòâîì ∂Ω, ñîäåðæàùèì ∂Ω\U è óäàëåííûì íà ïîëîæèòåëüíîåðàññòîÿíèå îò âåðøèíû ïèêà.
Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (7.1.1/1),

f ∈ Lp,loc(Γ), f(x) = 0 ïðè z > δ è |f |p,Γ < ∞. Òîãäà ôîðìóëà (14)îïðåäåëÿåò îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè Γ âíóòðü �êðóã-ëîãî� ïèêà
G = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}

(ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ω ⊂ B(n−1)
1 ). Áîëåå òîãî, âåðíà îöåíêà

‖Eδf‖W 1
p (G) ≤ c |f |p,Γ,

ãäå c = c(n, p, ϕ, ω, δ). Ýòîò ôàêò óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê èîöåíêà (9).
Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü Γ è f � òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè.Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (14) ðàâíà íóëþ, åñëè z ≥ δ + ϕ(δ). Â ñàìîìäåëå, èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk} (ñì. (7.1.1/9) è (10))ñëåäóåò, ÷òî t2 > δ. Ïîýòîìó δ ∈ [ti+1, ti) äëÿ íåêîòîðîãî i ≥ 2 è,çíà÷èò, (Eδf)(y, z) = 0 ïðè z ≥ ti−1. Ââèäó (7.1.1/10) è ìîíîòîííîñ-òè ϕ èìååì

δ + ϕ(δ) ≥ ti+1 + ϕ(ti+1) ≥ ti−1.

Çàìå÷àíèå 4. Ïîëîæèì
D = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ B(n−1)

1 \ ω},

ãäå ϕ è ω � òå æå, ÷òî â òåîðåìå (è â îïðåäåëåíèè 4.1.1). Ïóñòü
Γ � ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (7.1.1/1) è | · |p,Γ � ïîëóíîðìà,
îïèñàííàÿ â (4)�(5). Åñëè u ∈W 1

p (D) è u|Γ = f , òî
|f |p,Γ ≤ c (n, p, ω)‖∇u‖Lp(D), p ∈ (1,∞).

Ýòà îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è îöåíêà (7). Íóæíî òîëüêî âäîêàçàòåëüñòâå çàìåíèòü îáëàñòè Ωk íà {x ∈ D : z ∈ (zk+1, zk−1)}.
Çàìå÷àíèå 5. Îáúåäèíÿÿ òåîðåìû 5.4/1�2 ñ òåîðåìîé íàñòîÿùåãîðàçäåëà, ïðèõîäèì ê òàêîìó óòâåðæäåíèþ: åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

∫ 1

0

∫ z

0

ϕ(t)n−2dt

(∫ 1

z

dt

ϕ(t)
n−1
p−1

)q−1


p
p−q

dz

ϕ(z)
n−1
p−1

<∞



318 Ãëàâà 7. Ãðàíè÷íûå ñëåäû ôóíêöèé ...

ïðè q ∈ [1, p) èëè óñëîâèå

sup
r∈(0,1)

(∫ r

0

ϕ(z)n−2dz

)1/q(∫ 1

r

ϕ(z)
1−n
p−1 dz

)(p−1)/p

<∞

ïðè p ≤ q ≤ ∞, òî ñîîòíîøåíèå (1) îñòàíåòñÿ âåðíûì ïðè çàìåíåïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè íà ‖f‖Lq(∂Ω).
Çàâåðøèì ðàçäåë ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
‖f‖TL1

p(Ω) ∼ |f |p,Γ + [f ]p,σ

ãäå ïîëóíîðìà | · |p,Γ îïðåäåëåíà â (4)�(5) à ïîëóíîðìà [·]p,σ � â(3.1.1/3).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 7.1.1.

7.3 Ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ

âíóòðåííèì ïèêîì, p ∈ (1, n− 1)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè Ω â

Rn ñ âåðøèíîé âíóòðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå ïðè p ∈ (1, n− 1).
Ïóñòü ϕ è ω � òå æå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè 4.7.1, ω ⊂ B

(n−1)
1è ω èìååò ñâÿçíóþ ãðàíèöó. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü, ââåäåííàÿ â(7.1.1/1). Â ñëåäóþùåé ëåììå ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè Γ íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rn, n > 2.

Ëåììà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ p ∈ (1,∞), 0 < δ + ϕ(δ) < 1,
f ∈ Lp(Γ), f(y, z) = 0 ïðè z > δ è |f |p,Γ <∞, ãäå | · |p,Γ � ïîëóíîðìà,îïðåäåëåííàÿ â (7.2/4�5). Òîãäà ñóùåñòâóþò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
f 7→ Ef ∈ W 1

p (Rn) è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c = c (n, p, ϕ, ω, δ),
òàêèå, ÷òî Ef |Γ = f ,

supp (Ef) ⊂ {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ [0, δ + ϕ(δ)], |y| ≤ 8ϕ(z)} (1)

è
c ‖Ef‖pW 1

p (Rn) ≤ |f |
p
p,Γ +

∫
Γ

ϕ(z)1−p|f(x)|pdsx. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}k≥0, çàäàí-íóþ ôîðìóëàìè (7.1.1/9), (7.2/10). Ïîëîæèì ϕk = ϕ(tk),
Sk = {x = (y, z) ∈ Γ : z ∈ (tk+1, tk−1)}, k ≥ 1.
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Ïóñòü fk, fk, µk, E(k) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (7.2/13�14). Ââå-äåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψk}k≥1 ⊂ C∞([0,∞)) ñî ñâîéñòâàìè
ψk(t) = 1 ïðè t ∈ [0, ϕk−1], ψk(t) = 0 ïðè t ≥ 2ϕk−1 è |ψ′k| ≤ c ϕ−1

k .Ïîëîæèì
σk(x) = µk(z)ψk(|y|), x = (y, z) ∈ Rn, k ≥ 1.

Òîãäà σk(x) = µk(z), åñëè x ∈ Γ. Îòñþäà ∑k≥1 σk(x) = 1 ïðè
x ∈ Γ, z ≤ t1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ϕk−1 ≤ 2ϕk ïðè k = 1, 2, . . .,ïîñêîëüêó

ϕk−1 − ϕk =
∫ tk−1

tk

ϕ′(t)dt ≤ ν ϕk−1‖ϕ′‖L∞(0,1) ≤
ϕk−1

2

(ñð. (7.1.1/9), (7.2/10)). Ïîýòîìó
suppσk ⊂ {x ∈ Rn : z ∈ (tk+1, tk−1), |y| ≤ 8ϕ(z)}. (3)

Ïðîâåðèì, ÷òî òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî ôîð-ìóëîé
Ef =

∑
k≥1

fkσk +
∑

k≥1
σk E

(k)fk. (4)

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â çàìå÷àíèè 7.2/3, äàþò (Ef)(x) = 0ïðè z ≥ δ + ϕ(δ) (â ÷àñòíîñòè, (Ef)(x) = 0 ïðè z ≥ t1). Îòñþäà èèç (3)�(4) âûòåêàþò âêëþ÷åíèå (1) è ðàâåíñòâî Ef |Γ = f .Îáðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (2), îáîçíà÷èì ÷åðåç v è wñîîòâåòñòâåííî ïåðâóþ è âòîðóþ ñóììó â (4). Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà
Rn ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì äâóì ìíîæåñòâàì íàáîðà {suppσk},òî

‖∇v‖pLp(Rn) ≤ c
∑

k≥1
|fk|p‖∇σk‖

p
Lp(Rn).

Ââèäó îöåíêè |∇σk| ≤ c ϕ−1
k îáùèé ÷ëåí ïîñëåäíåé ñóììû íå áîëü-øå

c

∫
Sk

|f(x)|pϕ(z)1−pdsx,

ãäå dsx îçíà÷àåò ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ. Òàêèì îáðàçîì,
‖∇v‖pLp(Rn) ≤ c

∫
Γ

|f(x)|pϕ(z)1−pdsx. (5)

Èìååì òàêæå
‖∇w‖pLp(Rn) ≤ c

∑
k≥1

(
ϕ−pk ‖E

(k)fk‖pLp(Rn) + ‖∇E(k)fk‖pLp(Rn)

)
.
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Îáúåäèíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (7.2/13) è (7.2/17), ïîëó÷àåì
‖∇w‖pLp(Rn) ≤ c |f |

p
p,Γ.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà, îöåíêà (5) è íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà
‖Ef‖Lp(Rn) ≤ c ‖∇(Ef)‖Lp(Rn)

(êîòîðîå âåðíî áëàãîäàðÿ (1)) ïðèâîäÿò ê (2). Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ïîâåðõíîñòü Γ â ëåììå ìîæåò áûòü, î÷åâèäíî, çàìå-íåíà ïîâåðõíîñòüþ {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| = ϕ(z)}.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà. Ïóñòü

Ω ⊂ Rn (n > 2) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì âñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.7.1. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíå-íû òàêæå òðåáîâàíèÿ, ïåðå÷èñëåííûå â íà÷àëå ðàçä. 7.1.3. Íèæå÷åðåç c îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâè-ñÿùèå ëèøü îò n, p,Ω; ñîîòíîøåíèå a ∼ b îçíà÷àåò c−1 ≤ ab−1 ≤ c.
Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãîâíóòðü îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Åñëè 1 < p < n− 1, òî

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

(∫
∂Ω∩U

ϕ(z)1−p|f(x)|pdsx
)1/p

+ ‖f‖Lp(∂Ω\U)+

+
(∫∫

∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

)1/p

, (6)

ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.1, x = (y, z) è dsx, dsξ �ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
U = {x = (y, z) : |y| < 1, z ∈ (−1, 1)} è èìååò ìåñòî (7.1.1/1).Ïîëîæèì V = {x ∈ U : z > 0}.Ïóñòü u ∈ W 1

p (Ω), u|∂Ω = f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γz è Vz ñå÷åíèÿãèïåðïëîñêîñòüþ z = const ìíîæåñòâ Γ è V ∩ Ω ñîòâåòñòâåííî. Ïîòåîðåìå 3.2 îöåíêà
ϕ(z)1−p‖f(·, z)‖pLp(Γz) ≤ c ‖u(·, z)‖

p
W 1

p (Vz)

ñïðàâåäëèâà äëÿ ï.â. z ∈ (0, 1). Èíòåãðèðóÿ ïî z ∈ (0, 1), ïîëó÷àåì∫
Γ

ϕ(z)1−p|f(x)|pdsx ≤ c ‖u‖pW 1
p (Ω). (7)
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Ïóñòü | · |p,Γ � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (7.2/4-5). Ââèäó çàìå-÷àíèÿ 7.2/4 âåðíà îöåíêà
|f |p,Γ ≤ c ‖∇u‖Lp(V ∩Ω). (8)

Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

≤ c ‖u‖pW 1
p (Ω), (9)

ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ), M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}. Â ñàìîì äåëå,ëåâàÿ ÷àñòü (9) íå ïðåâîñõîäèò
c

∫
Γ

|f(x)|pdsx
∫
{ζ∈(0,1):|ζ−z|>M(z,ζ)}

ϕ(ζ)n−2dζ

|ζ − z|n+p−2
.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë ìàæîðèðóåòñÿ èíòåãðàëîì∫
|ζ−z|>ϕ(z)

|ζ − z|−pdζ,

êîòîðûé íå áîëüøå c ϕ(z)1−p. Îòñþäà è èç (7) ñëåäóåò (9).Âûáåðåì ÷èñëî δ ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (1)ñîäåðæàëàñü â U . Ïîëîæèì
σ = ∂Ω \ {x ∈ U ∩ ∂Ω : z ≤ δ/2} (10)

è çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 3.1.1 âûòåêàåò îöåíêà
‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

≤ c ‖u‖W 1
p (Ω). (11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |||f ||| ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6). Íåðàâåíñò-âà (7) � (11) äàþò
|||f ||| ≤ c ‖f‖TW 1

p (Ω).

Äëÿ ïðîâåðêè îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå f 7→ uïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f (|||f ||| <∞), èç ∂Ω âíóòðü Ω, óäîâëåòâîðÿ-þùåå óñëîâèþ
‖u‖W 1

p (Ω) ≤ c |||f |||. (12)

Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ëèïøèöåâó ôóíêöèþ ψ íà ∂Ω ñî ñâîéñòâàìè
0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1 â îêðåñòíîñòè ∂Ω \ σ è

suppψ ⊂ {x ∈ ∂Ω ∩ U : z ≤ δ}.
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Âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ (1− ψ)f â Ω îáîñíîâûâàåòñÿ ñïîìîùüþ òåîðåìû 3.1.1, è äëÿ ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ (îáîçíà÷àåìîãî÷åðåç ũ) èìååò ìåñòî (7.2/18), ãäå σ � ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â(10). Îòìåòèì åùå, ÷òî âåðíà îöåíêà (7.2/19). Ïóñòü E � îïåðàòîðïðîäîëæåíèÿ, ïîñòðîåííûé â ëåììå, ïðåäøåñòâóþùåé òåîðåìå. Ñî-ãëàñíî ýòîé ëåììå è ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì îïðåäåëåííàÿ â
Ω ôóíêöèÿ u = ũ + E(ψf) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f èñïðàâåäëèâà îöåíêà (12). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñîîòíîøåíèå (6) îñòàíåòñÿ âåð-íûì, åñëè â åãî ïðàâîé ÷àñòè îïóñòèòü âòîðîå ñëàãàåìîå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖f‖ ñóììó ïåðâîãî è òðåòüåãî
ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (6). Ïóñòü ‖f‖ <∞. Åñëè f åñòü ñðåäíååçíà÷åíèå ôóíêöèè f íà Γ, òî

‖f − f‖pLp(∂Ω) ≤ |Γ|
−1

∫
∂Ω

dsx

∫
Γ

|f(x)− f(ξ)|pdsξ,

ãäå |Γ| ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Γ. Îòñþäà âåëè÷èíà c ‖f − f‖Lp(∂Ω)ìàæîðèðóåòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (6). Êðîìå òîãî,∫
Γ

ϕ(z)1−p|f(x)− f |pdsx ≤ c
∫

Γ

ϕ(z)1−p|f(x)|pdsx

è, çíà÷èò, |||f − f ||| ≤ c ‖f‖. Ïóñòü F : TW 1
p (Ω) → W 1

p (Ω) � îãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ u = f + F (f − f)óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u|∂Ω = f , è â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
‖ · ‖TW 1

p (Ω) ∼ ||| · ||| ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖u‖W 1

p (Ω) ≤ c
(
|f |+ |||f − f |||

)
.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò c ‖f‖è ââèäó (11) ïîëó÷àåì ‖f‖Lp(∂Ω\U) ≤ c ‖f‖.

7.4 Îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì, ïðîñò-

ðàíñòâî TW 1
p (Ω) â ñëó÷àå p = n− 1

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå çàäà÷à, ÷òî è â ïðåäûäó-ùåì, íî â ñëó÷àå p = n−1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà TW 1
p (Ω)ïðè p < n− 1 è p = n− 1 õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè.Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàçä. 7.3.
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7.4.1 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû äëÿ ôóíêöèé, îïðå-

äåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ñ ïèêîì

Íà÷íåì ñ íåðàâåíñòâà Õàðäè äëÿ ôóíêöèé â îáëàñòè ñ âíóòðåííèìïèêîì.
Ëåììà 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, n > 2, ñ âåðøèíîé âíóòðåííåãîïèêà íà ãðàíèöå. Åñëè 1 ≤ p < n, òî äëÿ âñåõ u ∈W 1

p (Ω)∫
Ω

|u(x)|p dx
|x|p
≤ c ‖u‖pW 1

p (Ω). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.7.1 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïå-ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ: W 1
p (Ω) → W 1

p (Rn), òàê ÷òî (1) ñëåäóåò èç
òîãî æå íåðàâåíñòâà ïðè Ω = Rn. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (1)õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê ñôåðè÷åñêèìêîîðäèíàòàì è ïðèìåíåíèåì âäîëü êàæäîãî ðàäèóñà îäíîìåðíîãîíåðàâåíñòâà (1.1.2/3).

Â ôîðìóëèðóåìûõ íèæå ëåììàõ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà Γ îçíà÷àåòòó æå ïîâåðõíîñòü, ÷òî è â ëåììå 7.3 (ñð. (7.1.1/1), à ÷åðåç c îáîçíà-÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêîîò p, ϕ, ω. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ(z) < z ïðè z ∈ (0, 1].
Ëåììà 2. Ïóñòü p = n − 1 > 1 è ïóñòü M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)},
z, ζ ∈ (0, 1),

Φ(z) =
(
ϕ(z) log(z/ϕ(z))

)1−p
, z ∈ (0, 1),

Q(t) = 1 + t2p−2
(
log(1 + t)

)−p
, t > 0.

Ïðè f ∈ Lp(Γ) íîðìà∫
Γ

|f(x)|pΦ(z)dsx +
∫∫
Γ×Γ

|f(x)− f(ξ)|pQ
(

r

M(z, ζ)

)
dsxdsξ
rn+p−2

1/p

ýêâèâàëåíòíà íîðìå 〈f〉p,Γ, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì
〈f〉pp,Γ =

∫
Γ

|f(x)|pΦ(z)dsx+

+
∫∫

{x,ξ∈Γ:2−1<z/ζ<2}

|f(x)− f(ξ)|pQ
(

r

M(z, ζ)

)
dsxdsξ
rn+p−2

,
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ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ), r = |x− ξ| è dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäèïîâåðõíîñòè Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:∫
{ξ∈Γ:ζ>2z}

dsξ
rn+p−2

≤ c
1∫

2z

ϕ(ζ)p−1 dζ

ζ2p−1
≤ c

zp−1
≤ cΦ(z), z ∈ (0, 1/2);

∫
{x∈Γ:z<ζ/2}

dsx
rn+p−2

≤ c
ζ/2∫
0

ϕ(z)p−1 dz

ζ2p−1
≤ c

ζp−1
≤ cΦ(ζ), ζ ∈ (0, 1);

∫
{ξ∈Γ:ζ>2z}

dsξ
rM(z, ζ)2p−2[log(1 + r/M(z, ζ))]p

≤ c
1∫

2z

(ζ/ϕ(ζ))p−1

[log(ζ/ϕ(ζ))]p
dζ

ζp
≤

≤ c
∫ 1

2z

(ζ/ϕ(z))p−1

[log(ζ/ϕ(z))]p
dζ

ζp
≤ cΦ(z), z ∈ (0, 1/2);

∫
{x∈Γ:z<ζ/2}

M(z, ζ)2−2pdsx
r[log(1 + r/M(z, ζ))]p

≤ cΦ(ζ), ζ ∈ (0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì∫∫
{x,ξ∈Γ:ζ>2z}

(
|f(x)|p + |f(ξ)|p

)
Q

(
r

M(z, ζ)

)
dsxdsξ
rn+p−2

≤ c
∫
Γ

|f(x)|pΦ(z)dsx,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Ëåììà 3. Ïóñòü {λk}k≥1 � ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû äëÿ ïðîìå-
æóòêà (0, 1/2], ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ {(2−1−k, 21−k)}k≥1, è ïóñòü
|λ′k| ≤ c 2k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p = n − 1 >1 è ϕ(2z) ∼ ϕ(z) ïðè
z ∈ (0, 1/2). Åñëè f ∈ Lp(Γ) è f(y, z) = 0 ïðè z > 1/2, òî

〈f〉pp,Γ ∼
∑

k≥1
〈λkf〉pp,Γ,

ãäå 〈·〉p,Γ � íîðìà, ââåäåííàÿ â ëåììå 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì H = {(x, ξ) : x, ξ ∈ Γ : 2−1 < z/ζ < 2},ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ). ßñíî, ÷òî

f(x) =
∑

k≥1
λk(z)f(x), x ∈ Γ,
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f(x)− f(ξ) =
∑

k≥1

(
λk(z)f(x)− λk(ζ)f(ξ)

)
, (x, ξ) ∈ H,

è ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îáåèõ ñóììàõ îãðàíè÷åíî ðàâíîìåð-íî îòíîñèòåëüíî x, ξ. Ïîýòîìó
|f(x)|p ≤ c

∑
k≥1
|λk(z)f(x)|p,

|f(x)− f(ξ)|p ≤ c
∑

k≥1
|λk(z)f(x)− λk(ζ)f(ξ)|p ,

îòêóäà
〈f〉pp,Γ ≤ c

∑
k≥1
〈λkf〉pp,Γ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòüîöåíêó∑
k≥1

∫∫
H

|λk(z)f(x)− λk(ζ)f(ξ)|pQ
(

r

M(z, ζ)

)
dsxdsξ
rn+p−2

≤ c 〈f〉pp,Γ (2)

(ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ëåììå 2). Çàìåòèì, ÷òî
c
∑

k≥1
|λk(z)f(x)− λk(ζ)f(ξ)|p ≤ |f(x)− f(ξ)|p+

+|f(ξ)|p
∑

k≥1
|λk(z)− λk(ζ)|p

è ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò c ζ−p|z− ζ|p, åñëè (x, ξ) ∈ H.Êðîìå òîãî,

Q
( r

M

)
∼

{
1 ïðè |ζ − z| < M,(
|ζ−z|
M

)2p−2 (
log
(
1 + |ζ−z|

M

))−p ïðè |ζ − z| > M,

ãäåM = M(z, ζ). ÏîñêîëüêóM(z, ζ) ∼ ϕ(ζ) äëÿ (x, ξ) ∈ H, òî ëåâàÿ
÷àñòü (2) ìàæîðèðóåòñÿ âûðàæåíèåì c

(
〈f〉pp,Γ + I1 + I2

), â êîòîðîì
I1 =

∫
Γ

|f(ξ)|p dsξ
ζp

∫
{x∈Γ:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|ζ − z|p dsx
rn+p−2

,

I2 =
∫

Γ

|f(ξ)|p dsξ
ζp

∫
`(ζ)

(|ζ − z|/ϕ(ζ))p−1dz

[log(1 + |ζ − z|/ϕ(ζ))]p

è `(ζ) = {z ∈ (0, 1) : ϕ(ζ) < |ζ − z| < ζ}.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(ξ) âíóòðåííèé èíòåãðàë â I1. Òàê êàê ïîäûí-òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â J(ξ) íå ïðåâîñõîäèò r2−n è ϕ(z) ∼ ϕ(ζ) ïðè
|ζ − z| < M(z, ζ), òî

J(ξ) ≤
∫
{x∈Γ:|z−ζ|<cϕ(ζ)}

|x− ξ|2−ndsx.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ
(y, z) 7→ (Y, t), Y = ϕ(z)−1y, t = ϕ(ζ)−1(z − ζ)

íàéäåì, ÷òî J(ξ) ≤ c ϕ(ζ). Ñëåäîâàòåëüíî, I1 ≤ cI3, ãäå
I3 =

∫
Γ

|f(ξ)|pΦ(ζ)dsξ.

×òîáû îöåíèòü I2, ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó `(ζ) â âèäå

2ϕ(ζ)
∫ ζ/ϕ(ζ)

1

tp−1 (log(1 + t))−p dt.

Ýòî âûðàæåíèå ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé c ζ g(ζ/ϕ(ζ)), â êîòîðîé
g(t) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå. Îòñþäà
I2 ≤ cI3. Íåðàâåíñòâî (2) óñòàíîâëåíî, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû.
7.4.2 Òåîðåìà î ñëåäàõ

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ íà îáëàñòü Ω, ïðèâåäåííûåïåðåä òåîðåìîé 7.3. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçä. 7.4.
Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé âíóòðåííåãî ïèêà íàãðàíèöå îáëàñòè Ω ⊂ Rn (n > 2) è p = n − 1. Ïåäïîëîæèì, ÷òî
ϕ′(z) ≤ c ϕ(z)/z ïðè z ∈ (0, 1). Òîãäà

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

{∫
U∩∂Ω

|f(x)|p dsx(
ϕ(z) log(z/ϕ(z))

)p−1 +

+ ‖f‖pLp(∂Ω\U) +
∫∫

∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
rn+p−2

+

+
∫∫

{x,ξ∈U∩∂Ω:r>M(z,ζ)}

|f(x)−f(ξ)|p M(z, ζ)2−2pdsxdsξ

r
(
log(1 + r/M(z, ζ))

)p
}1/p

, (1)
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ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.1, r = |x − ξ|, x = (y, z),
ξ = (η, ζ), M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)} è dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäèïîâåðõíîñòè ∂Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó (logϕ(z))′ ≤ c (log z)′, òî

ϕ(b)/ϕ(a) ≤ (b/a)c ïðè 0 < a ≤ b < 1

è, â ÷àñòíîñòè, ϕ(2z) ∼ ϕ(z) ïðè z ∈ (0, 1/2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U = B

(n−1)
1 × (−1, 1) è èìååò ìåñòî(7.1.1/1).Ïóñòü u ∈ W 1

p (Ω), u|∂Ω = f . Ïîëîæèì δ = 1/2 è îïðåäåëèì
ïîâåðõíîñòü σ òàê æå, êàê è â (7.3/10). Òîãäà òåîðåìà 3.1.1 ïðèâîäèòê îöåíêå (7.3/11). Îáîçíà÷èì ÷åðåç |||f ||| ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ(1). Ââèäó (7.3/11) è ëåììû 7.4.1/2 íåðàâåíñòâî |||f ||| ≤ c ‖f‖TW 1

p (Ω)ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äîêàçûâàåìîé íèæå îöåíêè
〈f〉p,Γ ≤ c ‖u‖W 1

p (Ω). (2)

Èç ëåììû 7.4.1/1 âûòåêàåò, ÷òî ãëàäêèå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûåôóíêöèè íóëåâîé ñòåïåíè íà Rn \ {O} ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðà-ìè â ïðîñòðàíñòâå W 1
p (Ω). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü (2) â

ñëó÷àå u(x) = 0 âî âíåøíîñòè êîíóñà {x : z ∈ (0, 1/2), |y| < z}.Ïóñòü {λk}k≥1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû, îïèñàííîå â ëåììå 7.4.1/3. Ïîëåììå 7.4.1/1 èìååì
‖u‖pW 1

p (Ω) ∼
∑

k≥1

(
2kp‖λku‖pLp(Ω) + ‖∇(λku)‖pLp(Ω)

)
. (3)

Çàìåòèì, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè λku ëåæèò â ìíîæåñòâå
Dk =

{
x : z ∈ (2−k−1, 2−k+1), |y| < z, y/ϕ(z) ∈ Rn−1 \ ω

}
.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
x 7→ νk(x) = X = (Y,Z), Y = y/ϕ(z), Z = z/ϕk, k = 1, 2, . . . ,

ãäå ϕk = ϕ(2−k). Òîãäà ìíîæåñòâî νkDk åñòü ïîäîáëàñòü öèëèíäðà
C(e) =

(
Rn−1 \ ω

)
×R1.

Ïîñêîëüêó ϕ′(z) = O(z−1ϕ(z)), òî
ϕk|(∇xu)| ∼ |∇X((λku) ◦ ν−1

k )|
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ïðè x ∈ Dk. Ïîñëå çàìåíû x→ X ñîîòíîøåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä
‖u‖pW 1

p (Ω) ∼
∑

k≥1
ϕk‖(λku) ◦ ν−1

k ‖
p
W 1

p (C(e),εk)
. (4)

Çäåñü εk = 2kϕk, à íîðìà ‖ · ‖W 1
p (C(e),εk) îïðåäåëåíà â (3.3.1/1). Èç

(4) ñëåäóåò, ÷òî
‖u‖pW 1

p (Ω) ≥ c
∑

k≥1
ϕk‖(λkf) ◦ ν−1

k ‖
p
TW 1

p (C(e),εk)
(5)

(ñð. (3.3.1/2)). Ïî òåîðåìå 3.7 âåðíî ñîîòíîøåíèå
‖gk‖pTW 1

p (C(e),εk)
∼ | log εk|1−p‖gk‖pLp(∂C(e))

+
∫∫

∂C(e)×∂C(e)

|gk(X)− gk(X ′)|pQ(|X −X ′|) dsXdsX′

|X −X ′|n+p−2
,

â êîòîðîì gk = (λkf) ◦ ν−1
k ; dsX , dsX′ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõ-

íîñòè ∂C(e) è Q � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â ëåììå 7.4.1/2. Âîçâðà-
ùàÿñü ê ïåðåìåííûì x = ν−1

k (X), ξ = ν−1
k (X ′), ïîëó÷èì

ϕk‖(λkf) ◦ ν−1
k ‖

p
TW 1

p (C(e),εk)
∼ 〈λkf〉pp,Γ. (6)

Îáúåäèíÿÿ (5) è (6) ñ ëåììîé 7.4.1/3, ïðèõîäèì ê (2). Òàêèì îáðà-çîì,
|||f ||| ≤ c ‖f‖TW 1

p (Ω),

ãäå ||| · ||| � íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïîñòðîèì òàêîå ïðî-äîëæåíèå f 7→ u ôóíêöèè f (|||f ||| <∞) èç ∂Ω âíóòðü Ω, ÷òî

‖u‖W 1
p (Ω) ≤ c |||f |||.

Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü èñêîìîå ïðîäîëæåíèå â ñëó÷àå, êîãäà
supp f ⊂ {x ∈ U ∩ ∂Ω, z ≤ δ}

è δ > 0 � ìàëîå ÷èñëî. Òîãäà îáùèé ñëó÷àé îáîñíîâûâàåòñÿ ñïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ñðåçàþùåé ôóíêöèè è òåîðåìû 3.1.1 (ñì.êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.3). Âûáåðåì δ ∈ (0, 1/2] òàê, ÷òîáû
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ïðè z ∈ (0, δ] âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 8ϕ(z) < z. Ââåäåì ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ôóíêöèé {µk}k≥1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
µk ∈ C∞0

(
2−1−k, 21−k) , µkλk = λk, |µ′k| ≤ c 2k, k = 1, 2, . . .

Ïóñòü åùå µ ∈ C∞([0,∞)), µ(t) = 1 ïðè t ≤ 1/2, µ(t) = 0 ïðè t ≥ 1.Ïîëîæèì
ψk(x) = µk(z)µ(2k+1|y|), k = 1, 2, . . . , x = (y, z) ∈ Rn.

Ïî òåîðåìå 3.7 è ââèäó (6) ïðè êàæäîì k = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ vk ∈W 1

p (C(e)), ÷òî vk|∂C(e) = (λkf) ◦ ν−1
k è

‖vk‖W 1
p (C(e),εk) ≤ c ϕ

−1/p
k 〈λkf〉p,Γ. (7)

Ôóíêöèÿ wk = (ψk ◦ ν−1
k )vk èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

suppwk ⊂ νkDk, wk
∣∣
∂C(e) = (λkf) ◦ ν−1

k

è, êðîìå òîãî, âåðíà îöåíêà
‖wk‖W 1

p (C(e),εk) ≤ c ‖vk‖W 1
p (C(e),εk). (8)

Ïóñòü uk = wk ◦ νk. Òîãäà suppuk ⊂ Dk, uk|Γ = λkf è
2pk‖uk‖pLp(Dk) + ‖∇uk‖pLp(Dk) ≤ c ϕk‖wk‖

p
W 1

p (C(e),εk)
. (9)

Ïîëîæèì u =
∑
k≥1 uk. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â Ω, ðàâíà íóëþâíå ìíîæåñòâà

D = {x : z ∈ (0, 1), |y| < z, y/ϕ(z) /∈ ω}

è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u|Γ = f . Áîëåå òîãî, èç ëåì-ìû 7.4.1/3 è îöåíîê (7)�(9) ñëåäóåò, ÷òî
‖u‖pW 1

p (D) ≤ c
∑

k≥1
‖uk‖pW 1

p (Dk) ≤ c
∑

k≥1
〈λkf〉pp,Γ ≤ c 〈f〉

p
p,Γ .

Èòàê, ôóíêöèÿ u � òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f . Òåîðåìàäîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ñîîòíîøåíèå (1) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè â åãî ïðàâîé÷àñòè îïóñòèòü ÷ëåí ‖f‖pLp(∂Ω\U).Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñëåäñòâèå 7.3.
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7.5 Íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé íà ïîâåðõ-

íîñòè ñ ïèêîì

Â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàçäåëàõ íàñòîÿùåé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâî TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ âíóòðåííèì ïèêîì ïðè p > n−1.Äàííûé ðàçäåë ñîäåðæèò íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-íèÿ.

Ïóñòü ϕ è ω èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â îïðåäåëåíèè 4.7.1.Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ϕ(z) < z

ïðè z ∈ (0, 1], ω ⊂ B
(n−1)
1 è ∂ω � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Êàê è âûøå,÷åðåç Γ îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííóþ â (7.1.1/1) ïðè n > 2.Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå êðóãîâàÿ ïîâåðõíîñòü

S = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| = ϕ(z)}, n > 2, (1)

è êðóãîâîé ïèê
G = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < ϕ(z)}, n > 2. (2)

Ïîëîæèì äëÿ f ∈ Lp,loc(Γ), p ∈ (1,∞)

{f}p,Γ =
(∫∫

H

dzdζ

|ζ − z|p+2−n

∫
γ

|f(ϕ(z)y, z)−f(ϕ(ζ)y, ζ)|pdγy
) 1

p

, (3)

ãäå γ = ∂ω, dγy îçíà÷àåò ýëåìåíò (n−2)-ìåðíîé ïëîùàäè ïîâåðõíî-ñòè γ,
H = {(z, ζ) : z, ζ ∈ (0, 1), |ζ − z| > M(z, ζ)}

è, êàê îáû÷íî, M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}. Ïîëóíîðìà {·}p,S äëÿ
ôóíêöèé íà S îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì ñ çàìåíîé γ íà Sn−2.

Íèæå ìû äîêàæåì òðè ëåììû î ôóíêöèÿõ íà Γ è S, êîòîðûåàíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì ðàçä. 3.4 äëÿ ôóíê-öèé íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ôèãóðèðóþùèå íèæå ïîëîæè-òåëüíûå êîíñòàíòû c è êîíñòàíòû â ñîîòíîøåíèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòèçàâèñÿò òîëüêî îò n, p, ϕ, γ.
Ëåììà 1. Ïóñòü p > n− 1 ≥ 2 è ïóñòü v ∈W 1

p (G). Òîãäà
c {v}p,Γ ≤ {v}p,S + ‖∇v‖Lp(G). (4)

Ýòî íåðàâåíñòâî îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè Γ è S ïîìåíÿòü ìåñòàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì B = B
(n−1)
1 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ï.â.

z, ζ ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ
B 3 y 7→ u(y) = v(ϕ(z)y, z)− v(ϕ(ζ)y, ζ)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
p (B) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

c ‖∇u‖pLp(B) ≤ ϕ(z)p+1−n‖∇v(·, z)‖pLp(Bϕ(z))
+

+ϕ(ζ)p+1−n‖∇v(·, ζ)‖pLp(Bϕ(ζ))
. (5)

Èç òåîðåì 1.5.2 è 3.1.1 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
c ‖u‖pLp(γ) ≤ ‖u‖

p
Lp(∂B) + ‖∇u‖pLp(B).

Óìíîæèì åãî íà |ζ − z|n−2−p è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îïðåäåëåííîìóâûøå ìíîæåñòâó H. Èñïîëüçóÿ (5), ïðèäåì ê îöåíêå
c {v}pp,Γ ≤ {v}

p
p,S+

+

1∫
0

dz

∫
|y|<ϕ(z)

|(∇v)(y, z)|pdy
∫

|ζ−z|>ϕ(z)

ϕ(z)p+1−n

|ζ − z|p+2−n dζ.

Ïîñëåäíèé âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé ζ îãðàíè÷åí ðàâíî-ìåðíî îòíîñèòåëüíî z ∈ (0, 1), îòêóäà ñëåäóåò (4). Àíàëîãè÷íî äîêà-çûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â (4) ïîìåíÿòü ìåñ-òàìè Γ è S.
Ëåììà 2. Ïóñòü

f ∈ Lp,loc(Γ), p > n− 1 ≥ 2.

Åñëè f(y, z) = 0 ïðè z > 1/2, òî∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p(ϕ(z)ϕ(ζ))2−n
dsxdsξ

|ζ − z|p+2−n+

+|f |pp,Γ ∼ {f}
p
p,Γ + |f |pp,Γ, (6)

ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ); dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
Γ è | · |p,Γ � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (7.2/4�5).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
D = {x : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω}.

Åñëè |f |p,Γ <∞, òî ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå u ôóíêöèè f ñ ïîâåðõ-íîñòè Γ âíóòðü îáëàñòè D, òàêîå, ÷òî
‖u‖W 1

p (D) ≤ c |f |p,Γ

(ñì. çàìå÷àíèå 7.2/2). Ïîëîæèì y = ϕ(z)Y, η = ϕ(ζ)Y ′, Y, Y ′ ∈ γ.Òàê êàê
|f(x)− f(ξ)| ≤

≤ |f(ϕ(ζ)Y ′, ζ)− f(ϕ(z)Y ′, z)|+

+|f(ϕ(z)Y ′, z)− f(ϕ(z)Y, z)|,

òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (6) íå ïðåâîñõîäèò c {f}pp,Γ + c I, ãäå

I =

1∫
0

dz

∫∫
γ×γ

|f(x)− f(x′)|pdγY dγY ′
∫

|ζ−z|>ϕ(z)

dζ

|ζ − z|p+2−n , (7)

x = (ϕ(z)Y, z), x′ = (ϕ(z)Y ′, z). Ïîñëåäíèé âíóòðåííèé èíòåãðàë ïîïåðåìåííîé ζ íå áîëüøå c ϕ(z)n−1−p, çíà÷èò,

I ≤ c
∫ 1

0

dz

∫∫
Γz×Γz

|f(y, z)− f(y′, z)|p dΓz(y)dΓz(y
′)

|y − y′|n+p−3
. (8)

Çäåñü Γz îçíà÷àåò ñå÷åíèå Γ ãèïåðïëîñêîñòüþ z = const. Ââèäóòåîðåìû 3.1.2 èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó Γz×Γz ìàæîðèðóåòñÿ ïðè ï.â.
z ∈ (0, 1) âåëè÷èíîé c ‖∇u(·, z)‖pLp(ϕ(z)ω). Îòñþäà ïðàâàÿ ÷àñòü (8)
íå ïðåâîñõîäèò c ‖∇u‖pLp(D), ÷òî íå áîëüøå c |f |pp,Γ. Ïîýòîìó ëåâàÿ
÷àñòü (6) èìååò ìàæîðàíòó c({f}pp,Γ + |f |pp,Γ).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6) íå ïðåâîñ-õîäèò ëåâîé ÷àñòè, óìíîæåííîé íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó c. Åñëè
z, ζ ∈ (0, 1) è Y ′ ∈ γ, òî

c |f(ϕ(z)Y ′, z)− f(ϕ(ζ)Y ′, ζ)|p ≤
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≤
∫
γ

|f(ϕ(z)Y ′, z)− f(ϕ(z)Y, z)|pdγY +

+
∫
γ

|f(ϕ(z)Y, z)− f(ϕ(ζ)Y ′, ζ)|pdγY .

Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà |ζ− z|n−p−2 è èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåí-íûì Y ′, z, ζ, ìàæîðèðóåì âûðàæåíèå c {f}pp,Γ ñóììîé èíòåãðàëà â
ëåâîé ÷àñòè (6) è èíòåãðàëà I, îïðåäåëåííîãî â (7). Êàê áûëî ïîêà-çàíî âûøå, I ≤ c |f |pp,Γ. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî óñòà-
íîâëåíî è ñîîòíîøåíèå (6) äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ â ëåììå 2 ìîæåò áûòü çàìå-íåíà ïîâåðõíîñòüþ S.Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîâåðõíîñòè S, è ïóñòü f(z)� ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(·, z) íà ñå÷åíèè S ãèïåðïëîñêîñòüþ

z = const, ò.å.
f(z) =

∣∣Sn−2
∣∣−1
∫
Sn−2

f(ϕ(z)θ, z)dθ, z ∈ (0, 1), (9)

ãäå dθ îçíà÷àåò ýëåìåíò (n − 2)-ìåðíîé ïëîùàäè ñôåðû Sn−2 è∣∣Sn−2
∣∣ � ïëîùàäü Sn−2. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü f ∈ Lp,loc(S), p ∈ (1,∞), è ïóñòü f(y, z) = 0 ïðè
z > 1/2. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè∫

S

ϕ(z)1−p|f(x)− f(z)|pdsx ≤ c |f |pp,S , (10)

( ∫∫
{x,ξ∈S:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(z)−f(ζ)|p dsxdsξ
|x− ξ|n+p−2

)1/p

≤ c |f |p,S , (11)

à ïðè p > n− 1 âåðíà îöåíêà∫ 1

0

∫ 1

0

|f(z)− f(ζ)|pdzdζ
(M(z, ζ) + |ζ − z|)2−n|ζ − z|p

≤ c
(
|f |p,S + {f}p,S

)p
. (12)

Çäåñü | · |p,S � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (7.2/4�5), x = (y, z),
ξ = (η, ζ); dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè S è {·}p,S �ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ íåðàâåíñòâà (10). Ïóñòü Sz � ñå÷åíèåïîâåðõíîñòè S ãèïåðïëîñêîñòüþ z = const. Òîãäà∫
S

ϕ(z)1−p|f(x)− f(z)|pdsx ≤

≤ c
∫ 1

0

dz

ϕ(z)p+1−n

∫
Sn−2

dα

∫
Sn−2

|f(ϕ(z)α, z)− f(ϕ(z)θ, z)|pdθ ≤

≤ c
∫ 1

0

dz

∫∫
Sz×Sz

|f(y, z)− f(y′, z)|p dSz(y)dSz(y
′)

|y − y′|n+p−3
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷è-íîé c |f |pp,S òàê æå, êàê ïðàâàÿ ÷àñòü (8) îöåíèâàëàñü â ëåììå 2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (11) îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü (11)

÷åðåç |f |p,S è ïîëîæèì T = {(z, ζ) : z, ζ ∈ (0, 1), |ζ − z| < M(z, ζ)}.Èìååì
|f |pp,S ≤ c

∫∫
T

|f(z)− f(ζ)|p(ϕ(z)ϕ(ζ))n−2dzdζ ×

×
∫
Sn−2

dθ

∫
Sn−2

(|ζ − z|+ |ϕ(z)θ − ϕ(ζ)α|)2−n−pdα.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëåïî Sn−2 ýêâèâàëåíòíî
(ϕ(ζ)|α− θ|+ |ζ − z|)2−n−p

è ñäåëàåì çàìåíó α = θ+ϕ(ζ)−1|ζ − z|β. Â ðåçóëüòàòå ìàæîðèðóåìýòîò èíòåãðàë âåëè÷èíîé c ϕ(ζ)2−n|ζ − z|−p. Òàêèì îáðàçîì,
|f |pp,S ≤ c J,

ãäå
J =

∫∫
T

|f(z)− f(ζ)|p

|ζ − z|p
M(z, ζ)n−2dzdζ. (13)

Òàê êàê
T = {(z, ζ) : 0 < z − ζ < ϕ(z)} ∪ {(z, ζ) : 0 < ζ − z < ϕ(ζ)},

òî
c J ≤

∫∫
{0<z−ζ<ϕ(z)}

ϕ(z)n−2dzdζ

(z − ζ)p

∫
Sn−2

|f(ϕ(z)θ, z)− f(ϕ(ζ)θ, ζ)|pdθ. (14)
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Ïðîâåðèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò
c |f |pp,S . Ïî òåîðåìå 7.2 (ïðèìåíåííîé ê ïèêó G, îïðåäåëåííîìó â
(2)) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v ∈ W 1

p (G), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ v|S = f è

‖v‖W 1
p (G) ≤ c |f |p,S .

Ïóñòü {zi}i≥0 � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñâîéñòâàìè
z0 = 1, zi → 0, ϕ(zi+1)ϕ(zi)−1 → 1, zi − zi+1 ∼ ϕ(zi)

è z−ϕ(z) > zi+1, åñëè z ∈ (zi, zi−1), i ≥ 2 (ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçàí â òåîðåìå 7.1.1 ïðè äîêàçàòåëüñòâå íå-ðàâåíñòâà (7.1.1/7)). Ïîëîæèì ∆k = (zk+1, zk−1), k ≥ 2 è ââåäåì
a = min{z − ϕ(z) : z ∈ [z1, 1]}, ∆1 = (a, 1).

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (14) íå áîëüøå

c
∑
k≥1

ϕ(zk)n−2

∫
Sn−2

dθ

∫∫
∆k×∆k

|f(ϕ(z)θ, z)− f(ϕ(ζ)θ, ζ)|p

|z − ζ|p
dzdζ. (15)

Ïðè θ ∈ Sn−2 è k = 1, 2, . . . îïðåäåëèì
Π(θ)
k = {x ∈ Rn : z ∈ ∆k, y/|y| = θ, 1/2 < |y|/ϕ(z) < 1}.

Ìíîæåñòâî Π(θ)
k ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíîå ñå÷åíèå îá-ëàñòè

Gk = {x ∈ Rn : z ∈ ∆k, ϕ(z)/2 < |y| < ϕ(z)}

ãèïåðïëîñêîñòüþ θ = const. Ïîëîæèì % = |y| è ïðåäñòàâèì Π(θ)
k êàêîáëàñòü

{(%, z) : z ∈ ∆k, 1/2 < %/ϕ(z) < 1}

â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ %, z. Çàìåòèì, ÷òî v|
Π

(θ)
k

∈ W 1
p (Π(θ)

k ) ïðè
ïî÷òè âñåõ θ ∈ Sn−2. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1.2, ïîëó÷èì∫∫

∆k×∆k

|f(ϕ(z)θ, z)− f(ϕ(ζ)θ, ζ)|p dzdζ

|ζ − z|p
≤

≤ c
∫

∆k

dz

∫ ϕ(z)

ϕ(z)/2

(|vz|p + |v%|p)d%.



336 Ãëàâà 7. Ãðàíè÷íûå ñëåäû ôóíêöèé ...

Îòñþäà îáùèé ÷ëåí ñóììû â (15) íå ïðåâîñõîäèò c ‖∇v‖pLp(Gk). Òà-êèì îáðàçîì, óïîìÿíóòàÿ ñóììà íå áîëüøå c ‖∇v‖pLp(G), è îöåíêà
(11) óñòàíîâëåíà. Ïîïóòíî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî J ≤ c |f |pp,S , ãäå Jîïðåäåëÿåòñÿ â (13).Îáðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (12), ìàæîðèðóåì åå ëåâóþ÷àñòü âåëè÷èíîé

c J + c

∫∫
H

|f(z)− f(ζ)|p dzdζ

|ζ − z|p+2−n (16)

ñ òåì æå ìíîæåñòâîì H, ÷òî è â (3). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,ïåðâîå ñëàãàåìîå â (16) íå ïðåâîñõîäèò c |f |pp,S . Â òî æå âðåìÿ âòîðîå
ñëàãàåìîå íå áîëüøå
c

∫∫
H

dzdζ

|ζ − z|p+2−n

∫
Sn−2

|f(ϕ(z)θ, z)− f(ϕ(ζ)θ, ζ)|pdθ = c {f}pp,S .

Îòñþäà âûòåêàåò (12). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

7.6 Âíóòðåííèé ïèê. Ïðîñòðàíñòâî ãðà-

íè÷íûõ ñëåäîâ ïðè p > n− 1

Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.1, òàêàÿ, ÷òî ϕ(z) < z ïðè
z ∈ (0, 1], è ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (7.5/1). Äëÿäîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿëåììà, â êîòîðîé ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïåðåìåííîé z,ïðîäîëæàþòñÿ ñ ïîâåðõíîñòè S âíóòðü îáëàñòè D, ãäå

D = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), ϕ(z) < |y| < 1}, n > 2.

Ëåììà. Ïóñòü g ∈ Lp,loc(0, 1), p ∈ (1,∞) è g(z) = 0 ïðè z > 1/2.Ïóñòü åùå K ∈ C∞0 (1/4, 1/2) è ∫ K(t)dt = 1. Ïîëîæèì

(Fg)(x) =
∫ 1/2

1/4

K(t)g(z + (|y| − ϕ(z))t)dt, x ∈ D.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c = c (n, p, ϕ), ÷òî

‖∇(Fg)‖pLp(D) ≤ c
∫ 1

0

∫ 1

0

|g(z)− g(ζ)|pdzdζ(
M(z, ζ) + |ζ − z|

)2−n|ζ − z|p , (1)
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ãäå M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}. Êðîìå òîãî, Fg∣∣|y|=ϕ(z)
= g(z) ïðè

ïî÷òè âñåõ z ∈ (0, 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì % = |y|, v = Fg, τ =
%− ϕ(z), L(t) = tK(t). Ïîñêîëüêó

v% = −τ−1

∫ 1/2

1/4

L′(t)g(z + τt)dt

è
vz = τ−1

∫ 1/2

1/4

(
ϕ′(z)L′(t)−K ′(t)

)
g(z + τt)dt,

òî
|(∇v)(x)| ≤ c

∫ 1/2

1/4

|g(z + τt)− g(z)|τ−1dt, x ∈ D.

Îòñþäà

‖∇v‖pLp(D) ≤ c
∫ 1

0

dz

∫ 1

ϕ(z)

%n−2d%

(∫ 1/2

1/4

|g(z + τt)− g(z)|dt
τ

)p
.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì

‖∇v‖Lp(D) ≤ c
∫ 1/2

1/4

dt

(∫ 1

0

dz

∫ 1

ϕ(z)

|g(z + τt)− g(z)|p%n−2 d%

τp

)1/p

.

Çàìåíà ïåðåìåííîé % = ϕ(z) + ht−1 âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ïîïðîìåæóòêó (ϕ(z), 1) ïðèâîäèò ê îöåíêå

‖∇v‖pLp(D) ≤ c
∫ 1

0

dz

∫ (1−ϕ(z))/2

0

|g(z + h)− g(z)|p

(h+ ϕ(z))2−nhp
dh,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1).Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî v(y, z) = g(z) ïðè ï.â. z ∈ (0, 1), åñëè
|y| = ϕ(z). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî ε > 0 ïîëîæèì gε(z) = v(y, z)ïðè |y| = ϕ(z) + ε. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

lim
ε→0

∫ 1

a

|gε(z)− g(z)|pdz = 0,

âåðíîãî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî a ∈ (0, 1). Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîìâ ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.7.1. Äàëåå ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ èäîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà Ω, ñôîðìóëèðîâàííûå ïåðåä òåîðå-ìîé 7.3. Ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω) ïðè p > n− 1 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-ùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn è òî÷êà O ∈ ∂Ω � âåðøèíà ïèêà,íàïðàâëåííîãî âíóòðü Ω. Åñëè p > n− 1 ≥ 2, òî

‖f‖TW 1
p (Ω) ∼

{∫
U∩∂Ω

ϕ(z)2−n|f(x)|pdsx + ‖f‖pLp(∂Ω\U)+

+
∫∫

{x,ξ∈∂Ω∩U :r>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p(ϕ(z)ϕ(ζ))2−n
dsxdsξ
rp+2−n +

+
∫∫

∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|p dsxdsξ
rn+p−2

}1/p

, (2)

ãäå x = (y, z), ξ = (η, ζ), r = |x − ξ|, M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}, U� îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.1 è dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäèïîâåðõíîñòè ∂Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
U = B

(n−1)
1 ×(−1, 1) è èìååò ìåñòî (7.1.1/1). Ïóñòü σ � ïîâåðõíîñòü,îïðåäåëåííàÿ â (7.3/10) ïðè δ = 1/4. Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå (2) âíåñêîëüêî ýòàïîâ.

1o. Ïîêàæåì, ÷òî íîðìà, çàäàâàåìàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (2), ýêâèâà-ëåíòíà íîðìå
|||f ||| = ‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ) + ‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

+ |f |p,Γ + {f}p,Γ, (3)

ãäå Γ � ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (7.1.1/1), | · |p,Γ � ïîëóíîðìà,îïðåäåëåííàÿ â (7.2/4�5) è {·}p,Γ � ïîëóíîðìà (7.5/3). Çàìåòèì ñëå-äóþùåå: åñëè x, ξ ∈ Γ è |ζ − z| > M(z, ζ), òî ïîäûíòåãðàëüíàÿôóíêöèÿ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè (2) ìàæîðèðóåòñÿïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé â ïðåäøåñòâóþùåì ñëàãàåìîì. Êðîìåòîãî, |x − ξ| ∼ |ζ − z| ïðè ýòèõ x, ξ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî íîðìà,îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (2), ýêâèâàëåíòíà íîðìå
‖f‖ = ‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ) + ‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

+ |f |p,Γ + (f)p,Γ,
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ãäå
(f)pp,Γ =

∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p(ϕ(z)ϕ(ζ))2−n
dsxdsξ

|ζ − z|p+2−n .

Ïóñòü ψ � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà ∂Ω, ψ = 1 â îêðåñòíîñòè ∂Ω\σ,
0 ≤ ψ ≤ 1 è

suppψ ⊂ {x ∈ ∂Ω ∩ U : z ≤ 1/4}.

Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ îöåíêè
c {ψf}p,Γ ≤ {f}p,Γ + ‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ), (4)

{(1− ψ)f}p,Γ + |(1− ψ)f |p,Γ

≤ c
(
‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

+ ‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ)

)
(5)

è îöåíêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (4), (5) çàìåíîé {·}p,Γ íà (·)p,Γ.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èìååò ìåñòî (7.2/19). Òàêèì îáðàçîì,
‖f‖ ∼ ‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ) + ‖f‖

W
1−1/p
p (σ)

+ (ψf)p,Γ + |ψf |p,Γ,

|||f ||| ∼ ‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ) + ‖f‖
W

1−1/p
p (σ)

+ {ψf}p,Γ + |ψf |p,Γ.

Ïî ëåììå 7.5/2
(ψf)p,Γ + |ψf |p,Γ ∼ {ψf}p,Γ + |ψf |p,Γ,

è ïðàâàÿ ÷àñòü (2) ýêâèâàëåíòíà ïðàâîé ÷àñòè (3).
2o. Íà ýòîì ýòàïå ìû óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî

|||f ||| ≤ c ‖f‖TW 1
p (Ω). (6)

Ïóñòü u ∈ W 1
p (Ω), u|∂Ω = f . Ïîëîæèì V = {x ∈ U : z > 0}. Îöåíêà

(7.3/8) âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 7.2/4, à îöåíêà (7.3/11) ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1.1. Íåðàâåíñòâî∫
Γ

ϕ(z)2−n|f(x)|pdsx ≤ c ‖u‖pW 1
p (V ∩Ω) (7)

äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê íåðàâåíñòâî (7.3/7) â òåîðåìå 7.3.Èç íåðàâåíñòâ (7.3/8), (7.3/11) è òåîðåìû 7.2 âûòåêàåò âêëþ÷åíèå
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f ∈ TW 1
p (Rn \ Ω). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

u ∈W 1
p (Rn) è

‖u‖W 1
p (Rn) ≤ c ‖u‖W 1

p (Ω) (8)

(ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò òàêæå èç òåîðåìû 4.7.1).Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè
{f}p,Γ ≤ c ‖u‖W 1

p (Ω). (9)

Ââèäó ëåììû 7.5/1 è îöåíêè (8) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (9), êîãäà
Γ ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé ïîâåðõíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ(7.5/1). Ïóñòü y = (%, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû âRn−1. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî |ζ − z| > M(z, ζ) è çàôèêñèðóåì θ ∈ Sn−2. Òîãäà

c |f(ϕ(z)θ, z)− f(ϕ(ζ)θ, ζ)|p ≤

(∫ |ζ−z|

ϕ(z)

|u%(%, θ, z)|d%

)p
+

+

∣∣∣∣∣
∫ ζ

z

ut(|ζ − z|, θ, t)dt

∣∣∣∣∣
p

+

(∫ |ζ−z|

ϕ(ζ)

|u%(%, θ, ζ)|d%

)p
.

Ïîëàãàÿ K(z, ζ) = |ζ − z|n−2−p, íàéäåì, ÷òî
{f}pp,Γ =

∫
Sn−2

dθ

∫∫
H

K(z, ζ)|f(ϕ(z)θ, z)− f(ϕ(ζ)θ, ζ)|pdzdζ ≤ c (I1 + I2),

ãäå H = {(z, ζ) : z, ζ ∈ (0, 1), |ζ − z| > M(z, ζ)},

I1 =
∫
Sn−2

dθ

∫∫
H

K(z, ζ)dzdζ

∣∣∣∣∣
∫ ζ

z

ut(|ζ − z|, θ, t)dt

∣∣∣∣∣
p

,

I2 =
∫
Sn−2

dθ

∫∫
H

K(z, ζ)dzdζ

(∫ |ζ−z|

ϕ(z)

|u%(%, θ, z)|d%

)p
.

Âåëè÷èíà I1 èìååò ìàæîðàíòó
c

∫
Sn−2

dθ

∫ 1

0

dz

∫ z−ϕ(z)

0

(z − ζ)n−2−pdζ

(∫ z

ζ

|ut(z − ζ, θ, t)|dt
)p

.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ ζ = z − h, t = z − hτ è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðàäàþò
I1 ≤ c

∫
Sn−2

dθ

∫ 1

0

dz

∫ z

ϕ(z)

hn−2dh

∫ 1

0

|uz(h, θ, z − τh)|pdτ.
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Ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì
I1 ≤ c

∫
Sn−2

dθ

∫ 1

0

hn−2dh

∫
R1
|uz(h, θ, z)|pdz ≤

≤ c ‖∇u‖pLp(Rn) ≤ c ‖u‖
p
W 1

p (Ω).

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû I2. Èìååì
I2 ≤ c

∫
Sn−2

dθ

∫ 1

0

dz

∫ 1

ϕ(z)

hn−2−pdh

(∫ h

ϕ(z)

|u%(%, θ, z)|d%
)p
.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè (1.1.2/3), íàéäåì, ÷òî
I2 ≤ c

∫
Sn−2

dθ

∫ 1

0

dz

∫ 1

ϕ(z)

|u%(%, θ, z)|p%n−2d% ≤ c ‖u‖pW 1
p (Ω).

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî (9). Îáúåäèíÿÿ (7.3/8),(7.3/11), (7) è (9), ïðèõîäèì ê îöåíêå (6).
3o. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (6). Ïóñòü f � ôóíê-öèÿ íà ∂Ω, äëÿ êîòîðîé |||f ||| < ∞. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðîäîëæå-íèå u ∈W 1

p (Ω) ôóíêöèè f , òàêîå, ÷òî
‖u‖W 1

p (Ω) ≤ c |||f |||.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.1.1 è ñðåçàþùåé ôóíêöèè ψ, îïèñàííîé âï. 1o (ñì. òàêæå (4) è (7.2/19)), ïîñòðîåíèå óïîìÿíóòîãî ïðîäîëæå-íèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
|f |p,Γ + {f}p,Γ <∞ è supp f ⊂ {x ∈ ∂Ω ∩ U : z ≤ 1/4}.

Ïóñòü G � êðóãîâîé ïèê, îïðåäåëåííûé â (7.5/2). Ïîëîæèì
v(x) = (Eδf) (x), x ∈ G,

ãäå Eδ � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, çàäàííûé ôîðìóëîé (7.2/14) ïðè
δ = 1/4. Êàê áûëî îòìå÷åíî â çàìå÷àíèè 7.2/2, âûïîëíåíû óñëîâèÿ
v ∈W 1

p (G), v|Γ = f è
‖v‖W 1

p (G) ≤ c |f |p,Γ. (10)

Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü (7.5/1). Åñëè g = v|S , òî èç ëåììû 7.5/1ñëåäóåò, ÷òî
c {g}p,S ≤ ‖∇v‖Lp(G) + {f}p,Γ ≤ c

(
|f |p,Γ + {f}p,Γ

)
.
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 7.2 ïî îòíîøåíèþ ê G è S, ïîëó÷èì
|g|p,S ≤ c ‖v‖W 1

p (G),

ãäå | · |p,S � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (7.2/4�5) äëÿ ôóíêöèé íàïîâåðõíîñòè S. Îòñþäà
|g|p,S + {g}p,S ≤ c

(
|f |p,Γ + {f}p,Γ

)
. (11)

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ g ñ ïîâåðõíîñòè S âî âíåøíîñòü îáëàñòè G.Îòìåòèì, ÷òî v(x) = 0 ïðè z > 1/4 + ϕ(1/4) (ñì. çàìå÷àíèå 7.2/3),çíà÷èò, g(x) = 0 ïðè z > 1/2. Ïóñòü g(z) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (7.5/9)è E � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè S íà Rn, ïîñòðîåííûéâ ëåììå 7.3 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 7.3). Ïîëîæèì
v(x) =

(
F g
)
(x) +

(
E(g − g)

)
(x), x ∈ V \G,

ãäå F � îïåðàòîð, ââåäåííûé â ëåììå, ïðåäøåñòâóþùåé òåîðåìå, è
V = {x ∈ U : z > 0}. Ñîãëàñíî ëåììå 7.5/3∫ 1

0

∫ 1

0

|g(z)− g(ζ)|pdzdζ
(M(z, ζ) + |ζ − z|)2−n|ζ − z|p

+|g − g|pp,S +
∫
S

ϕ(z)1−p|g(x)− g(z)|pdsx ≤ c (|g|p,S + {g}p,S)p .

Ýòî íåðàâåíñòâî, ëåììà 7.3 è ëåììà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ïîçâîëÿþòçàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè g ñïîâåðõíîñòè S âíóòðü îáëàñòè V \G, ïðè÷åì
c ‖∇v‖Lp(V \G) ≤ |g|p,S + {g}p,S .

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó ñ (10), (11) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,÷òî v(x) = 0 â îêðåñòíîñòè z = 1, ïîëó÷àåì v ∈W 1
p (V ) è

‖v‖W 1
p (V ) ≤ c

(
|f |p,Γ + {f}p,Γ

)
.

Ïóñòü
λ ∈ C∞0 (U), λ(y, z) = 1 ïðè |z| ≤ 1/4, |y| ≤ ϕ(1/4).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ṽ ÷åòíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè v èç V íà U .Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u íà Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì: u = λṽ íà Uè u = 0 âî âíåøíîñòè U . Òîãäà u ∈W 1
p (Rn), u

∣∣
∂Ω

= f è
‖u‖W 1

p (Rn) ≤ c
(
|f |p,Γ + {f}p,Γ

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, u åñòü òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f . Äîêàçà-òåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
Ôîðìóëèðóåìîå íèæå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñîîòíî-øåíèå (2) â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âèäå.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñîîòíîøåíèå (2) îñòàåòñÿ âåð-íûì, åñëè ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ âïðàâîé ÷àñòè çàìåíèòü íà ‖f‖pLp(Π), ãäå Π � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñò-
âî ∂Ω ïîëîæèòåëüíîé ïëîùàäè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïîëóíîðìó 〈f〉 òàê, ÷òî 〈f〉p åñòüñóììà äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé÷àñòè (2). Ïóñòü 〈f〉 + ‖f‖Lp(Π) < ∞ è ïóñòü f � ñðåäíåå çíà÷åíèåôóíêöèè f íà ïîâåðõíîñòè U ∩ ∂Ω = Γ. Òîãäà∫

Γ

|f(x)− f |pϕ(z)2−ndsx ≤ c
∫∫

Γ×Γ

|f(x)− f(ξ)|pϕ(z)2−ndsxdsξ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(x, ξ) ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ïîñëåäíåìèíòåãðàëå. Åñëè r < M(z, ζ), òî c g(x, ξ) ìàæîðèðóåòñÿ ïîäûíòåã-ðàëüíé ôóíêöèåé â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå â (2). Åñëè æå r > M(z, ζ),òî c g(x, ξ) íå ïðåâîñõîäèò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âî âòîðîìèíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (2). Îòñþäà∫
Γ

|f(x)− f |pϕ(z)2−ndsx ≤ c 〈f〉p. (12)

Çàìåòèì åùå, ÷òî âûðàæåíèå c ‖f − f‖pLp(∂Ω) íå áîëüøå ïîñëåäíåãîèíòåãðàëà â (2). Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå ñ (2) è (12), ïîëó÷àåì
‖f − f‖TW 1

p (Ω) ≤ c 〈f〉. (13)

Ïóñòü E : TW 1
p (Ω) → W 1

p (Ω) � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîë-
æåíèÿ. Ïîëîæèì u = f+E(f−f). Òîãäà u|∂Ω = f , à èç (13) ñëåäóåòîöåíêà

‖∇u‖Lp(Ω) ≤ c 〈f〉.
Ïî òåîðåìå 1.5.2 èìååì

c ‖u‖W 1
p (Ω) ≤ ‖∇u‖Lp(Ω) + ‖f‖Lp(Π),

è çíà÷èò,
c ‖u‖W 1

p (Ω) ≤ ‖f‖Lp(Π) + 〈f〉.
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Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âìåñòå ñ (2) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
‖ϕ(2−n)/pf‖Lp(Γ) + ‖f‖Lp(∂Ω) ≤ c

(
‖f‖Lp(Π) + 〈f〉

)
,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.
Òåîðåìà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà è ñëåäñòâèå 1 ïîçâîëÿþò ñôîðìóëè-ðîâàòü òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Ω � òà æå îáëàñòü, ÷òî è â òåîðåìå. Åñëè
p > n− 1, òî

‖f‖TL1
p(Ω) ∼ 〈f〉, (14)

ãäå 〈f〉p åñòü ñóììà äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõâ ïðàâîé ÷àñòè (2), à ïîëóíîðìà ‖ · ‖TL1
p(Ω) îïðåäåëåíà â (3.1.1/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 1.5.2 ëåâàÿ ÷àñòü (14) ýêâèâà-
ëåíòíà ‖f−f‖TW 1

p (Ω), ãäå f èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ñëåäñòâèè 1.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2) è (13), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì îäíî çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ôóí-êöèé êëàññà W 1
p (Rn).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü n > 2 è Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì.Óñòàíîâëåííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå òåîðåìû î ñëåäàõ ïîêàçûâàþò,÷òî ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â TW 1

p (Rn \Ω) ïðè
âñåõ p ∈ [1,∞). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ ôóíêöèéèç W 1

p (Rn) íà ∂Ω ñîâïàäàåò ñ TW 1
p (Ω) è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåòáûòü îõàðàêòåðèçîâàíî òåîðåìàìè 7.1.2, 7.3, 7.4.2 è 7.6.

7.7 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 7

Ñîäåðæàíèå ðàçä. 7.1 âçÿòî èç ðàáîòû àâòîðîâ [47].Â ñëó÷àå p = 2 òåîðåìû 7.2, 7.3 è 7.4.2 áûëè äîêàçàíû â ðàáîòåÂ. Ã. Ìàçüÿ [39] ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Â ðàçä. 7.2�7.6 èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòå àâòîðîâ [49]. Îñíîâíûåðåçóëüòàòû ãëàâû 7 áûëè àíîíñèðîâàíû â çàìåòêå àâòîðîâ [122].Ïðè p > 1 ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé êëàññà W 1
p (Ω) â îáëàñ-

òÿõ ñ ïèêàìè áûëè òàêæå ïîëó÷åíû â ðàáîòå Ì. Þ. Âàñèëü÷èêà [15].Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿëàñü ïîäõîäÿùàÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé,ñâîäÿùàÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ ôóíêöèé èç W 1
p (Ω), ñîñðå-äîòî÷åííûõ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïèêà, ê èññëåäîâàíèþ ãðàíè÷-íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç íåêîòîðîãî âåñîâîãî êëàññà W 1

p â ñòàíäàðò-íîì öèëèíäðå (èëè åãî âíåøíîñòè).



Ãëàâà 8

Ïðèëîæåíèÿ ê êðàåâûì

çàäà÷àì äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòèâàåì ïðèëîæåíèÿ òåîðåì âëîæåíèÿ èòåîðåì î ãðàíè÷íûõ ñëåäàõ ôóíêöèé ê íåêîòîðûì êðàåâûì çàäà÷àìäëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â ðàçä. 8.1 èññëåäóåòñÿ ðàçðåøè-ìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2l,

l ≥ 1, ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòî-ðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îáëàñòü Ω è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ðàçðå-øèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èç Lq(Ω), q ∈ (1,∞),
ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l

2(Ω)→ Lq′(Ω),
1/q+1/q′ = 1. Îòñþäà è èç ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 5.1 âûâîäèòñÿ íåîáõî-äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà â îá-ëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì.

Â ðàçä. 8.2 èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíàäëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì.Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà ñ ëþáûìè ãðàíè÷-íûìè äàííûìè èç Lq(∂Ω) ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
ãðàíè÷íîãî ñëåäà: C(Ω) ∩ W 1

2 (Ω) → Lq′(∂Ω), ãäå 1/q + 1/q′ = 1.Òåîðåìû ðàçä. 5.4 ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ÿâíûå óñëîâèÿ ðàç-
345
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ðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì.Â ðàçä. 8.3 ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿíà ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ êâàçèëè-íåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè ñïèêîì îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå W 1
p (Ω), 1 < p <∞.

8.1 Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñ-

ëîâèåì

Â ýòîì ðàçäåëå Ω îçíà÷àåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â Rn, n > 1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è aαβ � âåùåñòâåííûåôóíêöèè èç L∞(Ω), ãäå α, β � ïðîèçâîëüíûå ìóëüòèèíäåêñû ðàçìåð-íîñòè n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |α| = |β| = l. Ïóñòü aαβ = aβαè ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ ν > 0, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ Ll2(Ω)âåðíà îöåíêà∫
Ω

(∑
|α|=|β|=l

aαβ(x)Dαu Dβu

)
dx ≥ ν ‖∇lu‖2L2(Ω). (1)

Äàëåå ÷åðåç W l
p,q(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Llp(Ω) ∩ Lq(Ω) ñíîðìîé

‖u‖W l
p,q(Ω) = ‖∇lu‖Lp(Ω) + ‖u‖Lq(Ω), p, q ≥ 1.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî W l
p,q(Ω) áàíàõîâî, òî áàíàõîâûì ÿâëÿåòñÿ è

ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Ẇ l
p,q(Ω) = W l

p,q(Ω)/Pl−1, ñíàáæåííîå íîðìîé
‖v̇‖Ẇ l

p,q(Ω) = inf
{
‖v − P‖Lq(Ω) : P ∈ Pl−1

}
+ ‖∇lv‖p,Ω, v ∈W l

p,q(Ω),

ãäå v̇ = {v − P : P ∈ Pl−1}. Èçâåñòíî, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî
L̇lp(Ω) = Llp(Ω)/Pl−1 ñ íîðìîé

‖v̇‖L̇l
p(Ω) = ‖∇lv‖p,Ω

òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì (ñì, íàïðèìåð, Â. Ã. Ìàçüÿ [40, 1.1.13]).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü 1 < q <∞. Îïåðàòîð Aq çàäà÷è Íåéìàíàäëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

u 7→ (−1)l
∑

|α|=|β|=l
Dα

(
aαβD

βu
)
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çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè1) u ∈W l
2,q(Ω), Aqu ∈ Lq′(Ω), 1/q + 1/q′ = 1;

2) äëÿ âñåõ v ∈W l
2,q(Ω) âåðíî ðàâåíñòâî∫

Ω

vAqudx =
∫

Ω

(∑
|α|=|β|=l

aαβ(x)Dβu Dαv

)
dx.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
W l

2,q(Ω) ⊃ D(Aq) 3 u 7→ Aqu ∈ Lq′(Ω)

çàìêíóòî è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Im(Aq) îïåðàòîðà Aq ñîäåðæèòñÿ âìíîæåñòâå Lq′(Ω)	Pl−1 ôóíêöèé èç Lq′(Ω), îðòîãîíàëüíûõ ïðîñò-ðàíñòâó Pl−1. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðå-øèìîñòè óðàâíåíèÿ Aqu = f äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lq′(Ω), îðòî-ãîíàëüíîé ïðîñòðàíñòâó Pl−1.
Ëåììà 1. Åñëè íåðàâåíñòâî
inf
{
‖v − P‖Lq(Ω) : P ∈ Pl−1

}
≤ C ‖∇lv‖L2(Ω), C = const > 0, (2)

âåðíî äëÿ âñåõ v ∈ Ll2(Ω), òî
Im(Aq) = Lq′(Ω)	 Pl−1. (3)

Áîëåå òîãî, åñëè Aqu = f , òî èìååò ìåñòî îöåíêà
‖∇lu‖L2(Ω) ≤ Cν−1‖f‖Lq′ (Ω), (4)

â êîòîðîé ν è C � ïîñòîÿííûå èç (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî (ñëåäîâà-òåëüíî, u îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ñëà-ãàåìîãî èç Pl−1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ Lq′(Ω) 	 Pl−1, v ∈ Ll2(Ω). Èç (2)âûòåêàåò, ÷òî ∣∣∣∣∫

Ω

vfdx

∣∣∣∣ ≤ C ‖f‖Lq′ (Ω)‖∇lv‖L2(Ω). (5)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë Ll2(Ω) 3 v 7→
∫
Ω
vfdx íåïðåðûâåí â

Ll2(Ω) è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå [u, v], ãäå u ∈ Ll2(Ω) è
[u, v] =

∫
Ω

(∑
|α|=|β|=l

aαβ(x)DβuDαv
)
dx (6)
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(ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî L̇l2(Ω) ãèëü-áåðòîâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ u̇, v̇, îïðåäåëÿå-ìûì ïðàâîé ÷àñòüþ (6)). Ïî ëåììå 1.5.3 ïðîñòðàíñòâî Ll2(Ω) âëî-æåíî â Lq(Ω), îòêóäà u ∈W l
2,q(Ω) è f = Aqu. Ïðîâåðèì îöåíêó (4).

Òàê êàê [u, v] =
∫
Ω
fvdx äëÿ âñåõ v ∈ Ll2(Ω), òî

[u, u]1/2 = sup
{∣∣∣∣∫

Ω

fvdx

∣∣∣∣ : v ∈ Ll2(Ω), [v, v] = 1
}
.

Ïðèìåíÿÿ (1) è (5), ïîëó÷àåì
ν1/2‖∇lu‖L2(Ω) ≤ [u, u]1/2 ≤ Cν−1/2‖f‖Lq′ (Ω),

÷òî ïðèâîäèò ê (4). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 çàêîí÷åíî.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÷àñòè÷íî îáðàùàåò ëåììó 1.

Ëåììà 2. Åñëè âåðíî ðàâåíñòâî (3), òî (2) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
v ∈W l

2,q(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ W l

2,q(Ω), ‖∇lv‖L2(Ω) = 1. Ëèíåéíûéôóíêöèîíàë
Lq′(Ω)	 Pl−1 3 f 7→ Fv(f) = (f, v) =

∫
Ω

fvdx

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå Fv(f) = [u, v], ãäå áèëèíåéíàÿ ôîð-ìà [·, ·] îïðåäåëåíà â (6), à u � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç Ll2(Ω). Îòñþäà
|Fv(f)| ≤ [u, u]1/2[v, v]1/2 ≤ C [u, u]1/2, C = const,

è ìíîæåñòâî {Fv(f)} îãðàíè÷åíî äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ôóíê-öèè f ∈ Lq′(Ω)	 Pl−1. Òàêèì îáðàçîì, ‖Fv‖ ≤ const.
Óñòàíîâèì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ ‖Fv‖:

‖Fv‖ ≥ inf
{
‖v − P‖Lq(Ω) : P ∈ Pl−1

}
. (7)

Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ôóíêöèîíàë Fv ìîæåò áûòüïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà Lq′(Ω) ñòîé æå íîðìîé, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò w ∈ Lq(Ω), äëÿ êîòî-ðîãî ‖w‖Lq(Ω) = ‖Fv‖ è
(f, w) = (f, v) ïðè âñåõ f ∈ Lq′(Ω)	 Pl−1.
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Ïðîâåðèì, ÷òî v−w ∈ Pl−1. Ïóñòü {Pα}|α|<l � áàçèñ Pl−1, îðòîíîð-
ìèðîâàííûé â L2(Ω). Ïîëîæèì

Πg =
∑

|α|<l
(g, Pα)Pα.

Òîãäà (Πg, h) = (g,Πh) äëÿ âñåõ g ∈ Lq(Ω) è h ∈ Lq′(Ω). Â ÷àñòíîñ-òè, åñëè g = v − w, òî
(g −Πg, h) = (g, h−Πh) = 0 ïðè âñåõ h ∈ Lq′(Ω),

òàê êàê (h−Πh
)
⊥Pl−1. Îòñþäà g = Πg ∈ Pl−1. Èòàê,

‖Fv‖ = ‖v − P‖Lq(Ω)

äëÿ íåêîòîðîãî P ∈ Pl−1, è îöåíêà (7) óñòàíîâëåíà. Îòñþäà
inf{‖v − P‖Lq(Ω) : P ∈ Pl−1} ≤ const,

è (2) âåðíî äëÿ âñåõ v ∈W l
2,q(Ω). Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî W l
2,q(Ω) ïëîòíî â Ll2(Ω), òî ðàâåíñòâî

(3) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâåí îïåðàòîðâëîæåíèÿ: Ll2(Ω)→ Lq(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåìì 1, 2 è 1.5.3 äîñòàòî÷íî âûâåñòèíåðàâåíñòâî (2) äëÿ âñåõ v ∈ Ll2(Ω) ïðè óñëîâèè, ÷òî (2) âåðíî äëÿâñåõ v ∈W l

2,q(Ω).
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü (2) âåðíî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà v ∈W l

2,q(Ω).Òîãäà
‖v̇‖L̇l

2(Ω) ≤ ‖v̇‖Ẇ l
2,q(Ω) ≤ (1 + C)‖v̇‖L̇l

2(Ω) (8)

ïðè âñåõ v̇ ∈ Ẇ l
2,q(Ω) ñ òîé æå ïîñòîÿííîé C, ÷òî è â (2). Ïîñêîëüêó

ïðîñòðàíñòâî W l
2,q(Ω) ïëîòíî â Ll2(Ω), òî Ẇ l

2,q(Ω) ïëîòíî â L̇l2(Ω).
Îòñþäà è èç (8) ñëåäóåò, ÷òî L̇l2(Ω) = Ẇ l

2,q(Ω). Òàêèì îáðàçîì,
âòîðîå íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ v̇ ∈ L̇l2(Ω) è, çíà÷èò,(2) âåðíî äëÿ âñåõ v ∈ Ll2(Ω).
Çàìå÷àíèå. Â ñâÿçè ñ òðåáîâàíèåì ïëîòíîñòè ìíîæåñòâàW l

2,q(Ω)
â Ll2(Ω) â òåîðåìå 1, îòìåòèì, ÷òî îíî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî ïðè
l = 1 äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ñì. [40, 3.1.2]). Îäíàêî, êàêïîêàçàíî â ðàáîòå [121] (ñì. òàêæå [125, 2.3]), ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ,íå òàê â ñëó÷àå l > 1.
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Ïóñòü a ∈ L∞(Ω), a ≥ const > 0 ïî÷òè âñþäó â Ω. Ââåäåìîïåðàòîð
u 7→ Bqu = Aqu+ au

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Aq) ∩W l
2(Ω) è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåé-ìàíà Bqu = f ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èç Lq′(Ω). Åñëè 1 < q ≤ 2, òî ååðàçðåøèìîñòü âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà

v 7→
∫

Ω

fvdx

â ïðîñòðàíñòâå W l
2(Ω) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

[u, v] +
∫

Ω

a(x)uvdx,

ãäå [·, ·] � áèëèíåéíàÿ ôîðìà (6). Â ñëó÷àå q > 2 òå æå ðàññóæäåíèÿ,÷òî â ëåììàõ 1, 2 è òåîðåìå 1 ïðèâîäÿò ê òàêîìó ðåçóëüòàòó.
Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî W l

2,q(Ω) ïëîòíî â W l
2(Ω), òî íåïðå-

ðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W l
2(Ω) → Lq(Ω) ðàâíîñèëüíà îäíî-çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Bqu = f ïðè âñåõ f ∈ Lq′(Ω).

Çäåñü îïÿòü óñëîâèå ïëîòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî ïðè
l = 1 [40, 3.1.2]. Âîïðîñ î äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà B2 ñâî-äèòñÿ ê èçó÷åíèþ êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿW l

2(Ω) ⊂ L2(Ω). Èìåííî,
B2 èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óêàçàííîåâëîæåíèå êîìïàêòíî (ñì., íàïðèìåð, Ì. Ø. Áèðìàí è Ì. Ç. Ñîëî-ìÿê [10], òåîðåìà 10.2.5).

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì òðè ïðèìåðà.
Ïðèìåð 1. Çàäà÷à Íåéìàíà â îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïóñòü

Ω èìååò âèä (5.1.3/1), ãäå ω è ϕ îáëàäàþò îïèñàííûìè â íà÷àëåðàçä. 5.1.3 ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì ω ∈ C0,1. Èç ëåììû 4.5.1/1 è òåîðå-
ìû 1.4/2 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî C∞(Ω) ( è òåì áîëåå W l

2,q(Ω))
ïëîòíî â Ll2(Ω) ïðè ëþáûõ q ∈ (1,∞) è l = 1, 2, . . . Îáúåäèíÿÿòåîðåìû 1, 2 ñ òåîðåìàìè 5.1.3, 5.1.5, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ðå-çóëüòàòàì.

Ïóñòü Aq è Bq � îïðåäåëåííûå âûøå îïåðàòîðû çàäà÷è Íåéìàíàïðè l ≥ 1, q ∈ (1,∞). Åñëè q ≤ 2, òî óðàâíåíèå Aqu = f ðàçðåøèìîåäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëèíîìèàëüíîãî ñëàãàåìî-ãî èç Pl−1 äëÿ âñåõ f ∈ Lq′(Ω) 	 Pl−1, q′ = q/(q − 1), à óðàâíåèå
Bqu = f îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lq′(Ω).
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Åñëè q > 2, òî òå æå óòâåðæäåíèÿ âåðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ïðè γ = 0 è γ = 1

sup
z∈(0,1)

{(∫ z

0

ϕ(t)n−1(z − t)(l−1)q(1−γ)dt

)1/q

×

×
(∫ 1

z

ϕ(t)1−n(t− z)2γ(l−1)dt

)1/2
}
<∞.

Êðîìå òîãî, ñïåêòð îïåðàòîðà B2 äèñêðåòåí.
Ïðèìåð 2. Çàäà÷à Íåéìàíà â ñðåçàííîì ïèêå. Ïóñòü

Ω(ε) = {x = (y, z) ∈ Rn : z ∈ (ε, 1), |y| < ϕ(z)}, n ≥ 2,

ãäå ϕ(z) = c zλ, λ > 1, à ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.Ïóñòü Aq � îïèñàííûé âûøå îïåðàòîð çàäà÷è Íåéìàíà ïðè l ≥ 1,
q ∈ (1,∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2l < n. Òàê êàê Ω(ε) ∈ C0,1, òî âñèëó òåîðåìû Ñîáîëåâà è òåîðåìû 1 óðàâíåíèå Aqu = f ðàçðåøèìî
äëÿ âñåõ f ∈ Lq′(Ω(ε)) 	 Pl−1 ïðè q ∈ (1, 2n/(n − 2l)]. Êðîìå òîãî,ñîãëàñíî ëåììå 1 è ñëåäñòâèþ 5.3.1 âåðíà îöåíêà

‖∇lu‖L2(Ω(ε)) ≤ c(n, l, q)max{1, εµ}ν−1‖f‖Lq′ (Ω
(ε)),

ãäå µ = l− (λ(n− 1) + 1)(p−1 − q−1) è ν � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà(1). Â ÷àñòíîñòè, ïðè q = 2n/(n− 2l) ïîëó÷àåì àïðèîðíóþ îöåíêó
‖∇lu‖L2(Ω(ε)) ≤ c(n, l)ε−l(λ−1)(n−1)/nν−1‖f‖Lq′ (Ω

(ε)),

ãäå q′ = 2n/(n+ 2l).
Ïðèìåð 3. Çàäà÷à Íåéìàíà â îáëàñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü

Ω � îáëàñòü â Rn èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 10. Ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿîáúåäèíåíèåì öèëèíäðà
Q = {x = (y, z) ∈ Rn : y ∈ Rn−1, |y| < 1/2, z ∈ (−1, 0)},

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèëèíäðîâ
Qk = {(y, z) ∈ Rn : y ∈ B(k) ⊂ Rn−1, z ∈ (δk, 2δk)}, k = 1, 2, . . . ,

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîåäèíÿþùèõ Q ñ Qk ïåðåøåéêîâ
Sk = {(y, z) ∈ Rn : y ∈ B(k) ⊂ Rn−1, z ∈ [0, δk]}, k = 1, 2, . . . ,
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..................................................................................
εk

Qk

Sk

Ðèñ. 11
ãäå B(k) � îòêðûòûé øàð â Rn−1 äèàìåòðà δk è B(k) � îòêðûòûéêîíöåíòðè÷åñêèé ñ B(k) øàð äèàìåòðà εk, εk < δk (ñì. ðèñ. 10, 11).Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàìûêàíèÿ âñåõ øàðîâ B(k) ðàñïîëîæåíû âøàðå {y ∈ Rn−1 : |y| < 1/2}, è ïðè ëþáîì N ≥ 1 îáúåäèíåíèå øàðîâ
∪Nk=1B

(k) íàõîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò îáúåäèíåíèÿ
îñòàëüíûõ øàðîâ B(N+1), B(N+2), . . . Â ÷àñòíîñòè,

{δk}k≥1 ⊂ (0, 1),
∑
k≥1

δn−1
k <∞.

Íàêîíåö, ïîëîæèì εk = δλk , ãäå λ > 1.
Óáåäèìñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíî â Llp(Ω) ïðè l = 1, 2, . . .,

p ∈ [1,∞). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
Ω0 = Q, ΩN = ΩN−1 ∪ SN ∪QN , N = 1, 2, . . .

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ
E : V lp (Q)→ V lp (R

n).

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè u ∈ Llp(Ω) îïðåäåëèì uN íà Ω: uN = u íà
ΩN è uN = E(u|Q) íà Ω\ΩN . ßñíî, ÷òî uN → u â Llp(Ω) ïðè N →∞.
Ôàêòè÷åñêè ðàâåíñòâî uN = E(u|Q) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ uN âíåêîòîðîì öèëèíäðå DN × (0, 2), ñîäåðæàùåì Ω \ ΩN è óäàëåííîì
îò Qk ∪Sk ïðè k ≤ N . Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü DN ⊂



8.1. Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ... 353

B
(n−1)
1/2 ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1. Ñëåäîâàòåëüíî, uN ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó V lp (GN ) äëÿ îáëàñòè GN = ΩN ∪ (DN × [0, 2)) ∈ C0,1,
Ω ⊂ GN . Îñòàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü uN â V lp (GN ) ôóíêöèÿìè èç
C∞(GN ) ïî òåîðåìå 1.4/2. Òå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíî â W l

p(Ω) ïðè l = 1, 2, . . ., p ∈ [1,∞).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò λ-óñëîâèþÄæîíà (ñì. îïèñàíèå ýòîãî êëàññà îáëàñòåé â ðàçä. 1.7). ÑîãäàñíîÎ. Â. Áåñîâó [6, 7], äëÿ òàêîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâî Ll2(Ω) íåïðåðûâ-íî âëîæåíî â Lq(Ω), åñëè q ∈ (2,∞) è
l − (1 + λ(n− 1))/2 + n/q ≥ 0. (9)

Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè óñëîâèÿ (9) è íåîáõî-äèìû äëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: Ll2(Ω) → Lq(Ω). Ñýòîé öåëüþ ââåäåì ôóíêöèþ f ñî ñâîéñòâàìè
f ∈ C∞(R1), f |(−∞,1/3) = 0, f |(2/3,∞) = 1, 0 ≤ f ≤ 1, (10)

è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ãëàäêèõ â Ω ôóíêöèé, ïîëî-æèâ
uk(y, z) =

{
f(z/δk) íà Qk ∪ Sk,
0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Ω.

Èç íåïðåðûâíîñòè óïîìÿíóòîãî âëîæåíèÿ ñëåäóåò îöåíêà
‖uk‖Lq(Ω) ≤ c ‖∇luk‖L2(Ω), k = 1, 2, . . . , q ∈ [1,∞),

ñ êîíñòàíòîé c, íå çàâèñÿùåé îò k. Ïîýòîìó
[mesn(Qk)]1/q ≤ c δ−lk [mesn(Sk)]1/2,

îòêóäà ñëåäóåò (9).Èç äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (9) äëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëî-æåíèÿ: Ll2(Ω)→ Lq(Ω) è òåîðåìû 1.8/1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè íåðàâåí-ñòâî (9) ñòðîãîå ïðè íåêîòîðîì q ∈ [2,∞) òî óêàçàííûé îïåðàòîðâëîæåíèÿ êîìïàêòåí.Ìîæíî ïîêàçàòü [59], ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ll2(Ω) íåïðåðûâíî âëîæå-íî â L2(Ω) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà (9) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè
q = 2, ò.å. ïðè λ = 1 + 2l/(n − 1). Ïðîâåðèì îäíàêî, ÷òî â ýòîìñëó÷àå âëîæåíèå W l

2(Ω) ⊂ L2(Ω) íåêîìïàêòíî. Ïóñòü f � ôóíêöèÿñî ñâîéñòâàìè (10). Ïîëîæèì ïðè k = 1, 2, . . .

vk(y, z) =
{
δ
−n/2
k f(z/δk), åñëè (y, z) ∈ Qk ∪ Sk,

0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Ω.
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Òîãäà vk ∈ C∞(Ω),
‖vk‖2L2(Ω) + ‖∇lvk‖2L2(Ω) ≤

≤ δ−nk mesn(Qk ∪ Sk) + cδ−n−2l
k mesn(Sk) ≤ c,

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} îãðàíè÷åíà â W l
2(Ω). Â òî æå âðåìÿ

‖vk − vi‖2L2(Ω) ≥ ‖vk‖
2
L2(Qk) + ‖vi‖2L2(Qi)

= 2mesn−1(B
(n−1)
1/2 )

ïðè k 6= i. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk},ñõîäÿùåéñÿ â L2(Ω).
Ïóñòü Aq � îïåðàòîð çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè Ω äëÿ ýëëèïòè-÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà 2l, îïèñàííûé âíà÷àëå ðàçäåëà. Îáúåäèíÿÿ âûøåñêàçàííîå ñ òåîðåìîé 1, ïðèõîäèìê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: åñëè q ∈ [2,∞), òî íåðàâåíñòâî (9) åñòüíåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

Aqu = f

äëÿ âñåõ
f ∈ Lq′(Ω)	 Pl−1, q′ = q/(q − 1).

Ïóñòü Bq � îïåðàòîð çàäà÷è Íåéìàíà, îïðåäåëåííûé ïåðåä òåî-ðåìîé 2. Òîãäà òî æå íåðàâåíñòâî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿîäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Bqu = f , q ∈ [2,∞), ñ ëþáîéïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ Lq′(Ω). Îïåðàòîð B2 èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòðòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ < 1 + 2l/(n− 1).

8.2 Çàäà÷à Íåéìàíà ñ íåîäíîðîäíûì êðà-

åâûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèé âòîðî-

ãî ïîðÿäêà

Íèæå ìû äàåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà, ãäå ãðàíè÷-íûå äàííûå ïðèíàäëåæàò êëàññó Lq(∂Ω), ïîýòîìó íàì ïîíàäîáèòñÿ
(n−1)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà íà ∂Ω. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìåðûÕàóñäîðôà.Ïóñòü E � ïîäìíîæåñòâî Rn. Ðàññìîòðèì ïðè ε > 0 âñåâîçìîæ-íûå ïîêðûòèÿ E ñ÷åòíûìè ñåìåéñòâàìè øàðîâ ñ ðàäèóñàìè ≤ ε.Äëÿ s ≥ 0 ïîëîæèì

σs(ε) = vs inf∑
i

rsi ,
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ãäå ri � ðàäèóñ i-ãî øàðà, vs > 0 è èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåìóêàçàííûì ïîêðûòèÿì. Ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè σs ñóùåñòâó-åò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)
Hs(E) = lim

ε→+0
σs(ε).

Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ s-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà E.
Åñëè s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ïîëàãàþò vs = mess(B(s)

1 ), â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå vs � ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Íàïðèìåð, ìîæíîñ÷èòàòü vs = πs/2/Γ(1 + s/2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ≥ 0. Â ñëó÷àåíàòóðàëüíîãî s, s ≤ n, ìåðà Õàóñäîðôà Hs ñîâïàäàåò ñ s-ìåðíîéïëîùàäüþ s-ìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â Rn. Â ÷àñòíîñòè,
Hn(E) = mesn(E) äëÿ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ E ⊂ Rn

(ñì.,íàïðèìåð, Çåìåð [144, 1.4.2]).
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn è Hn−1(∂Ω) < ∞. Ïîëî-æèì

W = C(Ω) ∩ C∞(Ω) ∩W 1
2 (Ω)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç W̃ 1
2 (Ω) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà W â ïðîñòðàíñòâå

W 1
2 (Ω). Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

−
∑n

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ a(x)u = 0, x ∈ Ω, (1)

∑n

i,j=1
aij(x)

∂u

∂xj
cos(ν, xi)

∣∣
∂Ω

= g. (2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè i, j = 1, 2, . . . , n ôóíêöèè aij è ôóíêöèÿ
a ïðèíàäëåæàò êëàññó L∞(Ω) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì aij = aji,âûïîëíåíî óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè∑n

i,j=1
aij(x)ξiξj ≥ c |ξ|2 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn, x ∈ Ω,

ãäå c = const > 0 è a(x) ≥ const > 0 ïî÷òè âåçäå â Ω. Êðîìå òîãî, ν� åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê Ω íîðìàëè â òî÷êå
x ∈ ∂Ω. Îòíîñèòåëüíî g ïðåäïîëîæèì g ∈ L1(∂Ω).

Ôóíêöèÿ u ∈ W̃ 1
2 (Ω) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), åñëèäëÿ âñåõ v ∈W âåðíî ðàâåíñòâî

[u, v] =
∫
∂Ω

g(x)v(x)dsx,
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ãäå s = Hn−1 è

[u, v] =
∫

Ω

(∑n

i,j=1
aij(x)

∂u

∂xj

∂v

∂xi
+ a(x)uv

)
dx. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (2) ðàâíîñèëüíà íå-ïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà
W̃ 1

2 (Ω) ⊃W 3 v 7→
∫
∂Ω

g(x)v(x)dsx. (4)

Ïðè ýòîì ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è åäèíñòâåííî.
Ëåììà. Ïóñòü 1 ≤ q′ ≤ ∞ è 1/q + 1/q′ = 1. Çàäà÷à (1), (2) ðàçðå-øèìà ïðè âñåõ g ∈ Lq′(∂Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóøåñòâóåòòàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c, ÷òî äëÿ âñåõ v ∈ W âåðíàîöåíêà

‖v‖Lq(∂Ω) ≤ c ‖v‖W 1
2 (Ω), (5)

ò.å. îïåðàòîð ñóæåíèÿ íå ãðàíèöó W 3 v 7→ v|∂Ω äîïóñêàåò åäèíñò-
âåííîå ïðîäîëæåíèå äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà: W̃ 1

2 (Ω)→ Lq(∂Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (5) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ v ∈W . Ïî íåðà-âåíñòâó Ã¼ëüäåðà∣∣∣∣∫

∂Ω

g(x)v(x)dsx

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖Lq′ (∂Ω)‖v‖Lq(∂Ω),

à òàê êàê ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü íå áîëüøå c ‖v‖W 1
2 (Ω), òî ôóíê-öèîíàë (4) íåïðåðûâåí äëÿ âñåõ g ∈ Lq′(∂Ω).

Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ g ∈ Lq′(∂Ω). Ïîëîæèì
V = {v ∈W : ‖v‖W 1

2 (Ω) ≤ 1} è ïðè v ∈ V îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

Lq′(∂Ω) 3 g 7→ Φv(g) =
∫
∂Ω

g(x)v(x)dsx.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ Lq′(∂Ω) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ W̃ 1
2 (Ω),òàêàÿ, ÷òî

Φv(g) = [u, v], v ∈ V,

ãäå [·, ·] � áèëèíåéíàÿ ôîðìà (3). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Vèìååì
|Φv(g)| ≤ const · [u, u]1/2.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëû Φv(·) òî÷å÷íî îãðàíè÷åíû, è, çíà÷èò,èõ íîðìû îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, ò.å.
‖v‖Lq(∂Ω) ≤ const, v ∈ V.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêà (5) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ v ∈ W .Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 4.1.1, ãäå ω ∈ C0,1. Èç ëåììû 4.5.1/1 è òåîðåìû 1.4/2

âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíî â W 1
2 (Ω). Â ÷àñòíîñòè,

âåðíî ðàâåíñòâî W̃ 1
2 (Ω) = W 1

2 (Ω). Îáúåäèíÿÿ ëåììó íàñòîÿùåãîðàçäåëà ñ òåîðåìàìè 5.4.1, 5.4.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäå-íèþ.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íàãðàíèöå. Åñëè q′ > 2, òî çàäà÷à Íåéìàíà (1), (2) ðàçðåøèìà äëÿâñåõ g ∈ Lq′(∂Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1∫
0

 z∫
0

ϕ(t)n−2dt

 1∫
z

dt

ϕ(t)n−1

q−1


2
2−q

dz

ϕ(z)n−1
<∞,

ãäå 1/q + 1/q′ = 1. Â ñëó÷àå 1 ≤ q′ ≤ 2 ðàçðåøèìîñòü çàäà÷èÍåéìàíà äëÿ âñåõ g ∈ Lq′(∂Ω) ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

sup
r∈(0,1)

 r∫
0

ϕ(z)n−2dz

1/q 1∫
r

ϕ(z)1−ndz

1/2

<∞, 1/q + 1/q′ = 1.

Ïðèìåð. Äëÿ ñòåïåííîãî ïèêà
Ω = {(y, z) : z ∈ (0, 1), |y| < c zλ}, λ > 1,

çàäà÷à Íåéìàíà (1), (2) ðàçðåøèìà ïðè âñåõ g ∈ Lr(∂Ω) â ñëåäóþ-ùèõ ñëó÷àÿõ:
1) 1 < λ ≤ 2, r ≥ 2(λ(n− 2) + 1)/(λ(n− 3) + 3);
2) 2 < λ < 3, n = 2, r > 2/(3− λ);
3) λ > 2, n > 2, r > 2(λ(n− 2) + 1)/(λ(n− 3) + 3).
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8.3 Ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 7ðåçóëüòàòîâ ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è îòîáðàæåíèå
A : Ω×Rn → Rn

èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: âåêòîð-ôóíêöèÿ Ω 3 x 7→ A(x, ξ) ∈
Rn èçìåðèìà äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn; âåêòîð-ôóíêöèÿ Rn 3 ξ 7→ A(x, ξ)íåïðåðûâíà ïðè ï.â. x ∈ Ω. Ñóøåñòâóþò p ∈ (1,∞) è òàêèå êîíñ-òàíòû c0, c1 > 0, íå çàâèñÿùèå îò x, ξ, ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn è ï.â.
x ∈ Ω

A(x, ξ) · ξ ≥ c0|ξ|p, (1)

|A(x, ξ)| ≤ c1|ξ|p−1, (2)

ãäå η · ξ îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Êðîìå òîãî, äëÿï.â. x ∈ Ω

(A(x, ξ1)−A(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) > 0, åñëè ξ1, ξ2 ∈ Rn, ξ1 6= ξ2 (3)

è
A(x, λξ) = λ|λ|p−2A(x, ξ), λ ∈ R1, ξ ∈ Rn. (4)

Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî u0 ∈W 1
p (Ω).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ W 1
p (Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è divA(x,∇u(x)) = 0, x ∈ Ω, (5)

u− u0 ∈ W̊ 1
p (Ω), (6)

åñëè âûïîëíåíî (6) è∫
Ω

A(x,∇u(x)) · ∇vdx = 0 äëÿ âñåõ v ∈ C∞0 (Ω). (7)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1) � (5) óêàçàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷àèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u0 ∈ W 1
p (Ω) (ñì.

Î. À. Ëàäûæåíñêàÿ, Í. Í. Óðàëüöåâà [30, ãë. IV, V], Ä. Ãèëáàðã,Í. Òðóäèíãåð [17, ãë. 11], Þ. Õåéíîíåí, Ò. Êèëüïåëÿéíåí, Î. Ìàð-òèî [107, ãë. 3, 5], Ì. Ðåíàðäè, Ð. Ðîäæåðñ [135, ãë. 9]).
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Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, n > 2, ñ âåðøèíîé âíåøíåãî èëè âíóò-ðåííåãî ïèêà â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 4.1.1 è 4.7.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîîáëàñòü ω â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ îäíîñâÿçíà. Ðàññìîòðèì â Ω çàäà÷ó(5) c êðàåâûì óñëîâèåì
u
∣∣
∂Ω

= f, (8)

ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà ∂Ω. Åå ðåøåíèåì íàçîâåì ôóíê-öèþ u ∈ W 1
p (Ω), èìåþùóþ ãðàíè÷íûé ñëåä f è óäîâëåòâîðÿþùóþ

òîæäåñòâó (7). Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî (ñì. åùå çàìå÷àíèå 7.1.1/1)çàäà÷à (5), (8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññåW 1
p (Ω) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà f ∈ TW 1
p (Ω), ò.å. êîãäà f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç W 1
p (Ω).Òåîðåìû, äîêàçàííûå â ãëàâå 7, ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ÿâ-íûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñ-òè óïîìÿíóòîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå W 1

p (Ω). Èìåííî, åñëè âûïîë-íåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:(i) Ω èìååò âíåøíèé ïèê è
‖f‖p

W
1−1/p
p (σ)

+
∫∫

{x,ξ∈U∩∂Ω:|ζ−z|<M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p

|x− ξ|n+p−2
dsxdsξ <∞, (9)

ãäå σ � ïðîèçâîëüíîå ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ∂Ω, óäàëåí-íîå íà ïîëîæèòåëüíîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû ïèêà è ñîäåðæàùååïîâåðõíîñòü ∂Ω\U , U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1, x = (y, z),
ξ = (η, ζ), M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ} è dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäèïîâåðõíîñòè ∂Ω;
(ii) 1 < p < n− 1, Ω èìååò âíóòðåííèé ïèê è∫

U∩∂Ω

|f(x)|p dsx
ϕ(z)p−1

+
∫∫

∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|p

|x− ξ|n+p−2
dsxdsξ <∞, (10)

ãäå U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 4.7.1;
(iii) îáëàñòü Ω ⊂ Rn èìååò âíóòðåííèé ïèê, p = n − 1, âûïîëíåíûóñëîâèÿ òåîðåìû 7.4.2 è∫∫
{x,ξ∈U∩∂Ω:|x−ξ|>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p

M(z, ζ)2(p−1)|x− ξ|
dsxdsξ(

log
(
1 + |x−ξ|

M(z,ζ)

))p +

+
∫

U∩∂Ω

|f(x)|pdsx
(ϕ(z) log(z/ϕ(z))p−1

+
∫∫

∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|p

|x− ξ|2p−1
dsxdsξ <∞; (11)
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(iiii) îáëàñòü Ω èìååò âíóòðåííèé ïèê, p > n− 1 è∫∫
{x,ξ∈U∩∂Ω:|x−ξ|>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|p

(ϕ(z)ϕ(ζ))n−2

dsxdsξ
|x− ξ|p+2−n +

+
∫

U∩∂Ω

|f(x)|pdsx
ϕ(z)n−2

+
∫∫

∂Ω×∂Ω

|f(x)− f(ξ)|p

|x− ξ|n+p−2
dsxdsξ <∞, (12)

òîãäà çàäà÷à (5), (8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â W 1
p (Ω).

Îáðàòíî, åñëè Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì è çàäà÷à (5), (8)ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå W 1
p (Ω), òî âåðíî íåðàâåíñòâî (9). Àíà-ëîãè÷íî, åñëè Ω èìååò âíóòðåííèé ïèê è çàäà÷à Äèðèõëå ðàçðåøè-ìà â W 1

p (Ω), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10) ïðè p < n − 1 è
íåðàâåíñòâà (11), (12) ñîîòâåòñòâåííî â ñëó÷àÿõ p = n−1 è p > n−1.Â ñëó÷àå p = n − 1 íà çàîñòðåíèå ïèêà íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûåäîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå 7.4.2,äîïóñêàþùèå, âïðî÷åì, ñòåïåííûå çàîñòðåíèÿ.

8.4 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 8

Òåîðåìà 8.1/1 ïðè l = 1 äîêàçàíà â ðàáîòå Â. Ã. Ìàçüÿ [35]. Ëåì-ìà 8.1/1 ïðè l ≥ 1 è q = 2 èìååòñÿ â êíèãå Ëèîíñà è Ìàäæåíåñà[32], ãë. 2, ðàçä. 9.1. Â ðàçä. 8.1 ìû ñëåäóåì ðàáîòå [58]. Îáëàñòü èçïðèìåðà 8.1/3 âçÿòà èç ñòàòüè Ñ. Â. Ïîáîð÷åãî [59].Â ñâÿçè ñ ìàòåðèàëîì ðàçä. 8.2 çàìåòèì, ÷òî ðàâíîñèëüíîñòü
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà â êëàññå W̃ 1

2 (Ω) ïðè ëþáûõ ãðàíè÷-íûõ äàííûõ èç Lq′(∂Ω) è íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ãðàíè÷íîãî ñëå-
äà: W̃ 1

2 (Ω) → Lq(Ω) õîðîøî èçâåñòíà [40, 4.11.6]. Â îáùåì ñëó÷àåíåïðåðûâíîñòü óïîìÿíóòîãî îïåðàòîðà ñëåäà ïðè q ≥ 2 îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîñèëüíîé ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè êëàññó I

(n−1)
2,1/q [40, 4.11.4],

õàðàêòåðèçóåìîìó â òåðìèíàõ åìêîñòíûõ �èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ� íå-ðàâåíñòâ.
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p (Ω)â ñëó÷àå p = n− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3227.4.1 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû äëÿ ôóíêöèé, îïðåäå-ëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ñ ïèêîì . . . . . . . . . 3237.4.2 Òåîðåìà î ñëåäàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . 3267.5 Íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè ñ ïèêîì . . 3307.6 Âíóòðåííèé ïèê. Ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ïðè

p > n− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3367.7 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
8 Ïðèëîæåíèÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ýëëèïòè÷åñ-êèõ óðàâíåíèé 3458.1 Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì . . . . . . . . . . . . . 3468.2 Çàäà÷à Íåéìàíà ñ íåîäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåìäëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . 3548.3 Ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèéâòîðîãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3588.4 Êîììåíòàðèè ê ãëàâå 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360
Ëèòåðàòóðà 361


