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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè Ω. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èñ-
ñëåäîâàíèå åå ðàçðåøèìîñòè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà W 1

p (Ω)∗ �
ñîïðÿæåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó ÑîáîëåâàW 1

p (Ω) èëè ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà
TW 1

p (Ω)∗ � ñîïðÿæåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç êëàñ-
ñàW 1

p (Ω). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ÿâíûì îáðàçîì õàðàêòåðèçóåì ïðîñòðàíñò-
âà W 1

p (Ω)∗ è TW 1
p (Ω)∗ äëÿ îáëàñòè ñ âåðøèíîé ïèêà íà ãðàíèöå.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è Íåéìàíà è âûÿñíÿåòñÿ ñâÿçü åå ðàçðåøèìîñòè ñ çàäà÷åé îïèñàíèÿ óïîìÿ-
íóòûõ âûøå ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ôàêòè÷åñêè � 1 ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðíó-
òûì ââåäåíèåì. Â � 2 äîêàçàíà òåîðåìà 1, â êîòîðîé äàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïðîñòðàíñòâà W 1

p (Ω)∗ äëÿ îáëàñòè ñ âåðøèíîé âíåøíåãî ïèêà íà ãðàíèöå. Â
� 3 óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå
äàëåå. Â � 4 äàíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà TW 1

p (Ω)∗ äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì
ïèêîì (òåîðåìà 2). Ýòî ïðîñòðàíñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ â òåðìèíàõ êëàññîâ
(W 1−1/p

p (S))∗ íà ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, è â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ïðîñò-
ðàíñòâ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (0, 1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ÿâíîì îïèñàíèè êëàññà TW 1

p (Ω)
[7], [8, 7.2]. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà TW 1

p (Ω)∗ ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð,
ñôîðìóëèðîâàòü ÿâíîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ãðàíè÷íóþ
ôóíêöèþ èç êëàññà Lq(∂Ω), îáåñïå÷èâàþùåå ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà.
Íàêîíåö, â � 5 ðàññìîòðåí ñëó÷àé îáëàñòè ñ âíóòðåííèì ïèêîì. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìå 1 (� 2), â òåîðåìå 2 (� 4) è â
òåîðåìå 3 (� 5).

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà.

Ëåììà 1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è X0 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ẋ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/X0 ñ íîðìîé

‖ẋ‖ = inf{‖y‖ : y ∈ ẋ}.
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(i) Åñëè f ∈ X∗, ò.å. f � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â X, è f |X0 = 0,
òî ôóíêöèîíàë

Ẋ 3 ẋ 7→ ḟ(ẋ) = f(x)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó (Ẋ)∗ è ‖ḟ‖ = ‖f‖.
(ii) Åñëè ḟ ∈ (Ẋ)∗, òî ôóíêöèîíàë

X 3 x 7→ f(x) = ḟ(ẋ)

ïðèíàäëåæèò X∗ è f |X0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn è p ∈ (1,∞). ×åðåçW 1
p (Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé íà Ω, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êîíå÷íîñòüþ íîðìû

‖u‖W 1
p (Ω) =

(
‖u‖p

Lp(Ω) + ‖∇u‖p
Lp(Ω)

)1/p
.

Ïóñòü åùå TW 1
p (Ω) � ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ u|∂Ω ôóíêöèé èç W 1

p (Ω), ñíàáæåí-
íîå íîðìîé

‖v‖TW 1
p (Ω) = inf {‖u‖W 1

p (Ω) : u|∂Ω = v}.

Â ñëó÷àå îáëàñòè ñ �äîñòàòî÷íî õîðîøåé� ãðàíèöåé ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω)

äîïóñêàåò ÿâíîå îïèñàíèå. Òàê, ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàëüÿðäî [1], äëÿ îáëàñòåé
êëàññà C0,1 (ò.å. äëÿ îáëàñòåé ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, ãðàíèöà êîòîðûõ
ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé ôóíêöèè) ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Ω)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì W 1−1/p
p (S), S = ∂Ω, ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè S ñ

êîíå÷íîé íîðìîé
‖v‖

W
1−1/p
p (S)

= ‖v‖Lp(S) + [v]p,S,

ãäå

[v]p,S =

( ∫∫
S×S

|v(x)− v(ξ)|p dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2

)1/p

, (1.1)

à dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè íà S.
Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü TW 1

p (Ω) = W 1
p (Ω)/W̊ 1

p (Ω), ãäå W̊ 1
p (Ω)

îçíà÷àåò çàìûêàíèå â W 1
p (Ω) ïðîñòðàíñòâà C∞

0 (Ω) ãëàäêèõ â Ω ôèíèòíûõ
ôóíêöèé.
Ïóñòü ãðàíèöà îáëàñòè Ω êîìïàêòíà è ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íåëèïøè-

öåâûõ òî÷åê (íàïðèìåð, Ω èìååò âåðøèíó èçîëèðîâàííîãî ïèêà íà ãðàíèöå).
Òîãäà ïî÷òè âåçäå íà ∂Ω îòíîñèòåëüíî (n − 1)-ìåðíîé ïëîùàäè ñóùåñòâóåò
íîðìàëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîùàäü ∂Ω êîíå÷íà è ðàññìîòðèì â Ω çàäà÷ó
Íåéìàíà1

−div
(
|∇u|p−2∇u

)
+ a|u|p−2u = 0 â Ω, (1.2)

1ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó (1.2), (1.3) äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ. Íà ñàìîì
äåëå ñêàçàííîå íèæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî âèäà [2].
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|∇u|p−2∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= f, (1.3)

ãäå p ∈ (1,∞), ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå ãðàíèöû,
a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ const > 0 ïî÷òè âñþäó â Ω, à f � ôóíêöèîíàë, îäíîðîäíûé
è àääèòèâíûé íà ìíîæåñòâå V = W 1

p (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C∞(Ω) è îáðàùàþùèéñÿ
â íóëü íà C∞

0 (Ω).
Ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2), (1.3) íàçîâåì ôóíêöèþ u ∈ W 1

p (Ω), êîòîðàÿ ïðè
âñåõ v ∈ V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

L(u, v) = 〈f, v〉, (1.4)

ãäå 〈f, v〉 � çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f íà ýëåìåíòå v,

L(u, v) =
∫
Ω

(
|∇u|p−2∇u · ∇v + a|u|p−2uv

)
dx.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì u ∈ W 1
p (Ω) ëåâàÿ ÷àñòü â (1.4) ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îòíîñèòåëüíî v ∈ W 1
p (Ω), à ìíîæåñò-

âî V ïëîòíî â W 1
p (Ω) [5, 3.1.2]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè óêàçàííàÿ çàäà÷à

èìååò ðåøåíèå, òî ôóíêöèîíàë f åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî
ôóíêöèîíàëà èçW 1

p (Ω)∗, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ôóíêöèÿõ v ∈ W̊ 1
p (Ω),

è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó TW 1
p (Ω)∗ ïî ëåììå 1.

Ïóñòü òåïåðü F � îäíîðîäíûé è àääèòèâíûé ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå V
(íî íå îáÿçàòåëüíî KerF ⊃ C∞

0 (Ω)). Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1.4) ðàññìîòðèì åùå
çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ôóíêöèè u ∈ W 1

p (Ω), äëÿ êîòîðîé ðàâåíñòâî

L(u, v) = 〈F, v〉, (1.5)

âåðíî äëÿ âñåõ v ∈ V . Åñëè ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà, òî ôóíêöèîíàë F îïÿòü
ïðîäîëæàåòñÿ (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) äî ôóíêöèîíàëà èç W 1

p (Ω)∗.
Îáðàòíî, ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè F ∈ W 1

p (Ω)∗ (íî íå îáÿçàòåëüíî F ∈
TW 1

p (Ω)∗), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W 1
p (Ω), óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ (1.5) ïðè âñåõ v ∈ W 1
p (Ω). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêèõ ôóíêöèé äâå

(u1 è u2), òî èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

L(u1, u1 − u2)− L(u2, u1 − u2) = 0

èëè ∫
Ω

(
|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2

)
(∇u1 −∇u2)dx+

+
∫
Ω
a (|u1|p−2u1 − |u2|p−2u2)(u1 − u2)dx = 0. (1.6)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Rn 3 ξ 7→ |ξ|p ñòðîãî âûïóêëà ïðè p > 1, äëÿ ξ 6= η
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (∇ψ(ξ)−∇ψ(η))(ξ − η) > 0, ò.å.

(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η)(ξ − η) > 0, ξ 6= η. (1.7)
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Îòñþäà è èç (1.6) ñëåäóåò, ÷òî îáå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (1.6) ïî÷òè
âñþäó â Ω ðàâíû íóëþ. Íî òîãäà u1 = u2 ïî÷òè âñþäó â ñèëó (1.7). Åäèíñòâåí-
íîñòü ôóíêöèè u ∈ W 1

p (Ω) â (1.5) óñòàíîâëåíà.
Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå ñóùåñòâîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà pL(u, v) −

p 〈F, v〉 ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà

W 1
p (Ω) 3 v 7→ G(v) =

∫
Ω
(|∇v|p + a|v|p)dx− p 〈F, v〉,

ïîýòîìó (1.5) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ v ∈ W 1
p (Ω), åñëè u äîñòàâëÿåò ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëóG íàW 1
p (Ω). Óáåäèìñÿ, ÷òîmin {G(v) : v ∈ W 1

p (Ω)} äîñòèãàåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} äëÿ G(v). Òàê êàê
ôóíêöèîíàë F íåïðåðûâåí â W 1

p (Ω), òî äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, c2 > 0
èìååì

G(v) ≥ c1 ‖v‖p
W 1

p (Ω) − c2 ‖v‖W 1
p (Ω),

à ïîñêîëüêó p > 1, òî G(v) → +∞, åñëè ‖v‖W 1
p (Ω) → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åå
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþ ìû ñíîâà îáîçíà÷èì {vk}), ñëàáî ñõîäÿùàÿ-
ñÿ â W 1

p (Ω). Ïóñòü u � åå ïðåäåë. Ïðîâåðèì, ÷òî

G(u) = min{G(v) : v ∈ W 1
p (Ω)}. (1.8)

Ââåäåì â W 1
p (Ω) íîðìó

[v] =
(∫

Ω
(|∇v|p + a|v|p)dx

)1/p

,

ýêâèâàëåíòíóþ ‖ · ‖W 1
p (Ω). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë

f0 ∈ W 1
p (Ω)∗, íîðìà êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî íîâîé íîðìû ðàâíà 1 è

[u]p − ε < |〈f0, u〉|p = lim
k→∞

|〈f0, vk〉|p.

Òàêèì îáðàçîì, [vk]
p > [u]p − ε ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïðè òåõ æå

k èìååì
G(vk) > [u]p − ε− p 〈F, vk〉,

à òàê êàê 〈F, vk〉 → 〈F, u〉, òî

inf {G(v) : v ∈ W 1
p (Ω)} ≥ [u]p − ε− p 〈F, u〉.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà ñëåäóåò (1.8).
Èòàê, åñëè ôóíêöèîíàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.5) íåïðåðûâåí â W 1

p (Ω), òî (1.5)
âåðíî äëÿ íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé ôóíêöèè u ∈ W 1

p (Ω) è âñåõ v ∈ W 1
p (Ω).

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.2) � (1.3) (èëè, ÷òî
òî æå çàäà÷è (1.4) ñ ôóíêöèîíàëîì f , ÿäðî êîòîðîãî ñîäåðæèò C∞

0 (Ω)), à
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òàêæå ðàçðåøèìîñòè áîëåå îáùåé çàäà÷è (1.5) ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïðîñò-
ðàíñòâ TW 1

p (Ω)∗ è W 1
p (Ω)∗ ñîîòâåòñòâåííî. Íèæå ìû äàåì ÿâíîå îïèñàíèå

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ îáëàñòè ñ âåðøèíîé ïèêà íà ãðàíèöå.
Äàëåå äëÿ îáëàñòè Ω ∈ C0,1 ìû ïèøåì W−1

p′ (Ω) âìåñòî W 1
p (Ω)∗, ãäå p′ =

p/(p− 1), è ïîëàãàåì

‖f‖W−1
p′ (Ω) = sup {|〈f, v〉| : v ∈ W 1

p (Ω), ‖v‖W 1
p (Ω) = 1}.

Äëÿ ëèïøèöåâîé ïîâåðõíîñòè S âìåñòî (W 1−1/p
p (S))∗ ìû áóäåì ïèñàòü

W
−1/p′

p′ (S), ãäå p′ = p/(p− 1), è ïîëàãàåì

‖f‖
W

−1/p′
p′ (S)

= sup {|〈f, v〉| : v ∈ W 1−1/p
p (S), ‖v‖ = 1}.

Ïðîñòðàíñòâî W 1
p (Ω)∗ äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì õàðàêòåðèçóåòñÿ â

òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ W−1
p′ íà îáëàñòÿõ êëàññà C0,1, à òàêæå â òåðìèíàõ

íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (0, 1) ÷èñëîâîé îñè. Àíàëîãè÷íî
ïðîñòðàíñòâî (TW 1

p (Ω))∗ äëÿ îáëàñòè ñ ïèêîì õàðàêòåðèçóåòñÿ â òåðìèíàõ
êëàññîâW−1/p′

p′ íà ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, è â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ïðîñò-
ðàíñòâ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (0, 1).

� 2. Ïðîñòðàíñòâî W 1
p (Ω)∗ äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì

Äàäèì îïèñàíèå îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
â Rn (n > 2), òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ∂Ω è ïîâåðõíîñòü ∂Ω \ {O} ìîæåò
áûòü ëîêàëüíî ïðåäñòàâëåíà ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé ôóíêöèè. Â òî÷êå O
ðàñïîëîæèì íà÷àëî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x = (y, z), y ∈ Rn−1, z ∈ R1.
Ïóñòü ϕ � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ èç C0,1([0, 1]), òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0, ϕ′(t)→0
ïðè t→ +0, è ïóñòü ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn−1 êëàññà C0,1.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïèêà, íàïðàâëåííîãî âî âíå-
øíîñòü Ω, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè, äëÿ êîòîðîé

U ∩ Ω = {x = (y, z) : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ω}.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî

∂Ω ∩ U = {x : 0 < z < 1, y/ϕ(z) ∈ ∂ω}. (2.1)

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè F ∈ W 1
p (Ω)∗ è λ � ôóíêöèÿ, óäîâëåò-

âîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà íà Ω, òî ìû ïîëàãàåì

〈λF, v〉 = 〈F, λv〉, v ∈ W 1
p (Ω).

Äëÿ ôóíêöèè v, çàäàííîé íà Ω ∩ U , îïðåäåëèì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà
ñå÷åíèè z = const

ṽ(z) =
1

|ω|

∫
ω
v(ϕ(z)y, z)dy, (2.2)
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ãäå |ω| � ïëîùàäü ω.
Åñëè F ∈ W 1

p (Ω)∗ è íîñèòåëü ôóíêöèè v ∈ W 1
p (Ω) ëåæèò â Ω ∩ U , òî ìû

ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ 〈F̃ , v〉 = 〈F, ṽ〉.
Äàëåå âàæíóþ ðîëü èãðàåò íåêîòîðîå ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà

Ω. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} ïî ïðàâèëó

z0 ∈ (0, 1), zk+1 + ϕ(zk+1) = zk, k = 0, 1, . . .

ßñíî, ÷òî {zk} óáûâàåò, à, êðîìå òîãî,

zk → 0, z−1
k+1zk → 1, ϕ(zk+1)

−1ϕ(zk) → 1.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {µk}k≥1 íà ïðîìåæóòêå (0, z1], ïîä÷è-
íåííîå ïîêðûòèþ èíòåðâàëàìè ∆k = (zk+1, zk−1), ò.å. íàáîð ôóíêöèé µk ∈
C∞

0 (∆k), óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì

0 ≤ µk ≤ 1,
∑

k≥1
µk(z) = 1, z ∈ (0, z1].

Óêàçàííîå ðàçáèåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

dist(suppµk,R
1 \∆k) ≥ const · ϕ(zk), |µ′k| ≤ const · ϕ(zk)

−1 (2.3)

ñ êîíñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ϕ, à ðàâåíñòâî
∑

k≥1 µk(z) = 1 áûëî
âåðíî ïðè z ∈ (0, δ] äëÿ íåêîòîðîãî δ > z1.
Ââåäåì åùå íàáîð ôóíêöèé {λk}k≥1,

0 ≤ λk ≤ 1, λk ∈ C∞
0 (∆k), λk|supp µk

= 1.

Òîãäà λkµk = µk ïðè âñåõ k ≥ 1. Ïîëîæèì µ0(z) = 0 ïðè z < z1 è µ0(z) =
1 − µ1(z) ïðè z ≥ z1. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî

∑
k≥0 µk(z) = 1 äëÿ âñåõ z ∈ (0, 1].

Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå åäèíèöû è íàáîð ôóíêöèé {λk} çàâèñÿò òîëüêî îò
ôóíêöèè ϕ. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì èõ ôèêñèðîâàííûìè è íå îòìå÷àåì çàâèñè-
ìîñòü îò íèõ ôèãóðèðóþùèõ íèæå êîíñòàíò.
Ââåäåì îáëàñòè

Ωk = {(y, z) ∈ Ω ∩ U : z ∈ ∆k}, ∆k = (zk+1, zk−1), k = 1, 2 . . .

è ïîëîæèì åùå
Ω0 = Ω \ {x ∈ Ω ∩ U : z ≤ z1}.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå âûøå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà (0, 1] èíäóöèðóåò
ðàçáèåíèå åäèíèöû íà Ω, åñëè îïðåäåëèòü µ0 = 1 íà Ω0\(Ω∩U) è µk(x) = µk(z)
ïðè x ∈ Ω ∩ U , k ≥ 0, à ïðè k ≥ 1 ïîëîæèòü µk = 0 íà Ω \ U . Ïîñòðîåííîå
ðàçáèåíèå åäèíèöû â Ω ïîä÷èíåíî ïîêðûòèþ {Ωk}k≥0 â òîì ñìûñëå, ÷òî
µk = 0 íà Ω \ Ωk

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèîíàëà F ∈ W 1
p (Ω)∗ ëåæèò â Ωk (è

ïèñàòü suppF ⊂ Ωk), åñëè èç òîãî, ÷òî v|Ωk
= 0 ñëåäóåò 〈F, v〉 = 0.
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Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííîãî
â (2.2).

Ëåììà 2. Äëÿ v ∈ Lp(Ω ∩ U) âåðíà îöåíêà
∫ b

a
|ṽ(z)|pϕ(z)n−1dz ≤ c

∫ b

a
dz
∫
{y/ϕ(z)∈ω}

|v(y, z)|pdy,

à äëÿ v ∈ W 1
p (Ω ∩ U) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫ b

a
|ṽ′(z)|pϕ(z)n−1dz ≤ c

∫ b

a
dz
∫
{y/ϕ(z)∈ω}

|∇v(y, z)|pdy, (2.4)

ãäå 0 ≤ a < b ≤ 1, à êîíñòàíòû íå çàâèñÿò îò a, b, v.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ èç òðåáóåìûõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâè-
åì íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà.
Óñòàíîâèì (2.4). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (0, 1) 3 z 7→ ṽ(z) àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíà è îöåíèì åå ïðîèçâîäíóþ. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

ω × (0, 1) 3 (y, z) 7→ w(y, z) = v(ϕ(z)y, z)

ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1
p (ω × (ε, 1)) ïðè ëþáîì ε ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ w(y, ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïðè ï.â. y ∈ ω. Îòñþäà äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè η ∈ C∞

0 (0, 1) ïîëó÷àåì∫ 1

0
ṽ(z)η′(z)dz = − 1

|ω|

∫
ω
dy
∫ 1

0

∂w

∂z
(y, z)η(z)dz.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ṽ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, 1), è ïðè
ï.â. z ∈ (0, 1)

ṽ′(z) =
1

|ω|

∫
ω

(
∂v

∂z
(ϕ(z)y, z) +

n−1∑
i=1

∂v

∂yi

(ϕ(z)y, z)ϕ′(z)yi

)
dy.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà íàéäåì, ÷òî∫ b

a
|ṽ′(z)|pϕ(z)n−1dz ≤

≤ 1

|ω|

b∫
a

ϕ(z)n−1dz
∫
ω

∣∣∣∣∣∂v∂z (ϕ(z)y, z) +
n−1∑
i=1

∂v

∂yi

(ϕ(z)y, z)ϕ′(z)yi

∣∣∣∣∣
p

dy≤

≤ c
∫ b

a
dz
∫

ϕ(z)ω
|∇v(y, z)|pdy ≤ c ‖∇v‖p

Lp(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

7



Â ôîðìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìå äàåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà W 1
p (Ω)∗,

ñîïðÿæåííîãî ê W 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïðåäâàðèòåëüíî ââå-

äåì ïðîñòðàíñòâî Xp(0, 1) ôóíêöèé èç Lp,loc(0, 1), õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êîíå÷-
íîñòüþ íîðìû

‖u‖Xp(0,1) =
(∫ 1

0
(|u(z)|p + |u′(z)|p)ϕ(z)n−1dz

)1/p

.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì è {µk}k≥0 � ïîñòðîåííîå
âûøå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà Ω.
(i) Ïóñòü F ∈ W 1

p (Ω)∗. Òîãäà F ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ

F = µ0F + (1− µ0)F̃ + (1− µ0)(F − F̃ ) = F (1) + F (2) + F (3)

èç W 1
p (Ω)∗ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Íîñèòåëü F (1) ëåæèò â Ω0 è F (1) ∈

W−1
p′ (Ω0). Ôóíêöèîíàë F (2), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

W 1
p (Ω) 3 v 7→ 〈F (2), v〉 = 〈F, (1− µ0)ṽ〉,

èìååò íîñèòåëü â ìíîæåñòâå {x ∈ Ω∩U : z ≤ z0} è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Xp(0, 1)∗ â òîì ñìûñëå, ÷òî

|〈F (2), v〉| ≤ const · ‖ṽ‖Xp(0,1). (2.5)

Ôóíêöèîíàë F (3) èìååò íîñèòåëü â {x ∈ Ω∩U : z ≤ z0}, âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

〈F (3), v〉 =
∑

k≥1
〈µk(F − F̃ ), v〉, v ∈ W 1

p (Ω),

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà(∑
k≥1

‖µk(F − F̃ )‖p′

W−1
p′ (Ωk)

)1/p′

≤ c ‖(1− µ0)(F − F̃ )‖W 1
p (Ω)∗ (2.6)

ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò p, Ω.
(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè k ≥ 1 ôóíêöèîíàëû Fk ∈ W−1

p′ (Ωk) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì suppFk ⊂ Ωk, Fk îáðàùàåòñÿ â íóëü íà òàêèõ ôóíêöèÿõ v ∈ W 1

p (Ωk),
÷òî v(y, z) çàâèñèò òîëüêî îò z, è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∑

k≥1
‖λkFk‖p′

W−1
p′ (Ωk)

<∞. (2.7)

Òîãäà ôóíêöèîíàë

W 1
p (Ω) 3 v 7→ 〈F (3), v〉 =

∑
k≥1

〈λkFk, v〉 (2.8)

íåïðåðûâåí, èìååò íîñèòåëü â {x ∈ Ω ∩ U : z ≤ z0} è âåðíà îöåíêà

‖F (3)‖W 1
p (Ω)∗ ≤ c

(∑
k≥1

‖λkFk‖p′

W−1
p′ (Ωk)

)1/p′

(2.9)
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ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò p,Ω. Ïóñòü åùå h ∈ W−1
p′ (Ω0) è g ∈

Xp(0, 1)∗. Ïîëîæèì F (1) = µ0h,

〈F (2), v〉 = 〈g, (1− µ0)ṽ〉, v ∈ W 1
p (Ω), (2.10)

Òîãäà F (1), F (2) ∈ W 1
p (Ω)∗, à òàêæå F (1) ∈ W−1

p′ (Ω0).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðèíàäëåæíîñòü F (1) = µ0F ∈ W 1
p (Ω)∗ âûòåêàåò èç

îöåíîê

|〈F (1), v〉| = |〈F, µ0v〉| ≤ c ‖F‖W 1
p (Ω)∗‖µ0v‖W 1

p (Ω0) ≤ c ‖v‖W 1
p (Ω0).

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå F (2). Çäåñü

|〈F (2), v〉| = |〈F, (1− µ0)ṽ〉| ≤

≤ c(F ) ‖(1− µ0)ṽ‖W 1
p (Ω∩U) ≤ c(F )‖ṽ‖Xp(0,1),

îòêóäà ñëåäóåò (2.5).
Âêëþ÷åíèå F (3) ∈ W 1

p (Ω)∗ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî F (1), F (2) ∈ W 1
p (Ω)∗. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (2.6) ïðè êàæäîì k = 1, 2, . . . âûáåðåì ýëåìåíò
vk ∈ W 1

p (Ωk) ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé åäèíèöû, òàê, ÷òîáû

‖µk(F − F̃ )‖W−1
p′ (Ωk) ≤ 2 〈µk(F − F̃ ), vk〉.

Ïîëàãàÿ αk = ‖µk(F − F̃ )‖W−1
p′ (Ωk), äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ïîëó÷èì

N∑
k=1

αp′

k ≤ 2
N∑

k=1

αp′−1
k 〈µk(F − F̃ ), vk〉 =

= 2 〈F − F̃ ,
N∑

k=1

αp′−1
k µk(vk − v̊k)〉, (2.11)

ãäå v̊k � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè vk íà îáëàñòè Ωk. Î÷åâèäíî, ÷òî µk =
(1 − µ0)µk ïðè k ≥ 2. Èìååì òàêæå µ1 = (1 − µ0)µ1 íà ïðîìåæóòêå [z2, z1]
è µ1 = 1 − µ0 íà ïðîìåæóòêå [z1, z0]. Òàêèì îáðàçîì, µ1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ïðîèçâåäåíèåì (1− µ0)ν1, ãäå

ν1(z) =

{
µ1(z), z ∈ [z2, z1],
λ1(z), z ∈ [z1, z0].

(2.12)

Íàïîìíèì, ÷òî λk ∈ C∞
0 (∆k) � íàáîð ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ µkλk = µk,

k = 1, 2, . . . Òàêèì îáðàçîì, ν1 ∈ C∞
0 (z2, z0), 0 ≤ ν1 ≤ 1. Ïîëàãàÿ νk = µk ïðè

k = 2, 3, . . ., ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (2.11) â âèäå

N∑
k=1

αp′

k ≤ 2 〈(1− µ0)(F − F̃ ),
N∑

k=1

αp′−1
k νk(vk − v̊k)〉. (2.13)
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî νk(z)vk(x) = 0 âíå Ωk, îïðåäåëèì íà Ω ôóíêöèþ

v(x) =
N∑

k=1

αp′−1
k νk(z)wk(x), wk(x) = vk(x)− v̊k,

è îöåíèì ‖v‖W 1
p (Ω). Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Ω ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì

äâóì îáëàñòÿì Ωk, k ≥ 1, òî

‖v‖p
W 1

p (Ω) ≤ c
N∑

k=1

α
(p′−1)p
k ‖νkwk‖p

W 1
p (Ωk). (2.14)

Èñïîëüçóÿ (2.3) è íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå

‖wk‖Lp(Ωk) ≤ c ϕ(zk)‖∇vk‖Lp(Ωk),

ïîëó÷èì
‖νkwk‖p

W 1
p (Ωk) ≤ c ‖∇vk‖p

Lp(Ωk).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ‖∇vk‖Lp(Ωk) ≤ 1, âûâîäèì èç (2.14) íåðàâåíñòâî

‖v‖W 1
p (Ω) ≤ c

(
N∑

k=1

α
(p′−1)p
k

)1/p

.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (2.13), ïðèõîäèì ê îöåíêå

N∑
k=1

αp′

k ≤ c ‖(1− µ0)(F − F̃ )‖W 1
p (Ω)∗

(
N∑

k=1

αp′

k

)1/p

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò k, αk, N . Îòñþäà ñëåäóåò (2.6).
(ii) Ïóñòü v ∈ W 1

p (Ω). Òîãäà∑
k≥1

|〈λkFk, v〉| ≤
∑

k≥1
|〈λkFk,

∑
|k−i|≤1

µi(v − v̊k)〉| ≤

≤
∑

k≥1

∑
|k−i|≤1

‖λkFk‖W−1
p′ (Ωk)‖µi(v − v̊k)‖W 1

p (Ωk),

ãäå v̊k � ñðåäíåå çíà÷åíèå v íà Ωk. Òàê êàê |k − i| ≤ 1, òî

‖µi(v − v̊k)‖W 1
p (Ωk) ≤ c ‖∇v‖Lp(Ωk),

ïîýòîìó ∑
k≥1

|〈λkFk, v〉| ≤

≤ c
(∑

k≥1
‖λkFk‖p′

W−1
p′ (Ωk)

)1/p′ (∑
k≥1

‖∇v‖p
Lp(Ωk)

)1/p
.

Èòàê, ïðè óñëîâèè (2.7) ôóíêöèîíàë (2.8) êîððåêòíî îïðåäåëåí è âåðíî íåðà-
âåíñòâî (2.9).
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Ïóñòü h ∈ W−1
p′ (Ω0). Òîãäà

|〈F (1), v〉| = |〈h, µ0v〉| ≤ c(h) ‖µ0v‖W 1
p (Ω0) ≤ c(h) ‖v‖W 1

p (Ω0),

è, çíà÷èò, F (1) ∈ W−1
p′ (Ω0).

Íàêîíåö, åñëè g ∈ Xp(0, 1)∗, òî

|〈F (2), v〉| = |〈g, (1− µ0)ṽ〉| ≤ ‖g‖Xp(0,1)∗‖(1− µ0)ṽ‖Xp(0,1) ≤

≤ c(g)
(∫ 1

0
(|ṽ(z)|p + |ṽ′(z)|p)ϕ(z)n−1dz

)1/p

.

Ïî ëåììå 2 ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå áîëüøå c(g) ‖v‖W 1
p (Ω∩U).

Ñëåäîâàòåëüíî, F (2) ∈ W 1
p (Ω)∗. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû. Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå
â � 1 ñ òåîðåìîé 1, ïðèõîäèì ê òàêîìó óòâåðæäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì. Åñëè çàäà÷à (1.5) ðàçðå-
øèìà, òî ôóíêöèîíàë F åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèî-
íàëà, îïðåäåëåííîãî íàW 1

p (Ω) è ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ
F (1), F (2), F (3) ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â óòâåðæäåíèè (i) òåîðåìû. Îáðàò-
íî, åñëè ôóíêöèîíàë F îïðåäåëåí íà W 1

p (Ω) è ðàâåí ñóììå òðåõ ñëàãàåìûõ
F (1), F (2), F (3) ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â óòâåðæäåíèè (ii) òåîðåìû, òî
çàäà÷à (1.5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû a, b íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷åíèå a ∼
b), åñëè c1 ≤ a/b ≤ c2 äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò c1, c2, íå
çàâèñÿùèõ îò a, b.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü F �ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ôóíêöèÿõ
èç W 1

p (Ω), à ôóíêöèîíàë F̃ îïðåäåëåí íà ôóíêöèÿõ ñ íîñèòåëåì â Ω ∩ U
ôîðìóëîé

〈F̃ , v〉 = 〈F, ṽ〉.

Òîãäà ôóíêöèîíàë (1−µ0)(F − F̃ ) íåïðåðûâåí â W 1
p (Ω) â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ∑
k≥1

‖µk(F − F̃ )‖p′

W−1
p′ (Ωk)

<∞. (2.15)

Ïðè ýòîì âåðíî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
(∑

k≥1
‖µk(F − F̃ )‖p′

W−1
p′ (Ωk)

)1/p′

∼ ‖(1− µ0)(F − F̃ )‖W 1
p (Ω)∗ .

Êîíñòàíòû â ýòîì ñîîòíîøåíèè çàâèñÿò òîëüêî îò p,Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ‖(1 − µ0)(F − F̃ )‖W 1
p (Ω)∗ äîêàçàíà â

óòâåðæäåíèè (i) òåîðåìû. Óñòàíîâèì âåðõíþþ îöåíêó. Ðàññìîòðèì ïðè k =
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1, 2, . . . ôóíêöèîíàëû Fk = µk(F−F̃ ), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.15). ßñíî,
÷òî suppFk ⊂ Ωk è Fk îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ôóíêöèÿõ èçW 1

p (Ωk), çàâèñÿùèõ
òîëüêî îò ïåðåìåííîé z. Òàê êàê λkµk = µk, òî λkFk = µk(F − F̃ ) = Fk,
ïîýòîìó óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû äàåò

‖
∑

k≥1
Fk‖W 1

p (Ω)∗ ≤ c
(∑

k≥1
‖Fk‖p′

W−1
p′ (Ωk)

)1/p′

,

÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü F − F̃ ∈
W 1

p (Ω)∗ â ñëó÷àå F ∈ Lq′(Ω) ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ïîêàçàòåëåì q′, à
òàêæå óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

W 1
p (Ω) 3 v 7→ v − ṽ ∈ Lq(Ω ∩ U)

ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáîëåâñêèì ïîêàçàòåëåì q.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü q = np/(n− p) ïðè p < n, q ∈ [p,∞) ïðè p = n è q = ∞
ïðè p > n. Ïóñòü åùå q−1 + q′−1 = 1. Åñëè F ∈ Lq′(Ω), òî ôóíêöèîíàë

W 1
p (Ω) 3 v 7→ 〈(1− µ0)(F − F̃ ), v〉 =

∫
Ω
(1− µ0(x))F (x)(v(x)− ṽ(z))dx

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
p (Ω)∗ è âåðíà îöåíêà

‖(1− µ0)(F − F̃ )‖W 1
p (Ω)∗ ≤ c ‖F‖Lq′ (Ω) (2.16)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò F . Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ v ∈ W 1
p (Ω ∩ U) ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà
‖v − ṽ‖Lq(∂Ω∩U) ≤ c ‖v‖W 1

p (Ω∩U) (2.17)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñóììó â ëåâîé
÷àñòè (2.15). Åñëè v ∈ W 1

p (Ωk), k ≥ 1, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

|〈µk(F − F̃ ), v〉| =
∣∣∣∣∫

Ω
F (x)µk(z)(v(x)− ṽ(z))dx

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖F‖Lq′ (Ωk)‖v − ṽ‖Lq(Ωk). (2.18)

Òàê êàê îáëàñòü Ωk ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1, òî ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà [3, � 8]
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ W 1

p (Ωk) âåðíà îöåíêà

‖u‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)
n
q
−n

p ‖u‖Lp(Ωk) + c ϕ(zk)
1+n

q
−n

p ‖∇u‖Lp,(Ωk).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé p ∈ (1, n). Òîãäà, ïîëàãàÿ â ïðåäûäóùåì íåðàâåí-
ñòâå u = v − ṽ, ïîëó÷èì

‖v − ṽ‖Lq(Γk) ≤ c ϕ(zk)
−1‖v − ṽ‖Lp(Ωk) + c ‖∇(v − ṽ)‖Lp(Ωk). (2.19)

12



Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå íà êàæäîì ñå÷åíèè îáëàñòè Ωk ïëîñêîñòüþ
z = const. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì, ÷òî

‖v − ṽ‖Lp(Ωk) =

(∫ zk−1

zk+1

dz
∫

y/ϕ(z)∈ω
|v(y, z)− ṽ(z)|pdy

)1/p

≤

≤ c

(∫ zk−1

zk+1

ϕ(z)pdz
∫

y/ϕ(z)∈ω
|∇yv(y, z)|pdy

)1/p

.

Îòñþäà ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.19) íå áîëüøå c ‖∇v‖Lp(Ωk). Ïî
ëåììå 2 òàêóþ æå ìaæîðàíòó èìååò è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2.19). Èòàê,
ïðè p < n èìååì

‖v − ṽ‖Lq(Ωk) ≤ c ‖∇v‖Lp(Ωk), k ≥ 1. (2.20)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðè p ≥ n ïðèâîäÿò ê îöåíêå

‖v − ṽ‖Lq(Ωk) ≤ c ϕ(zk)
max{n

q
,1−n

p
}‖∇v‖Lp(Ωk),

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.20) âûïîëíåíî è ïðè p ≥ n. Îáúåäèíÿÿ (2.18) è (2.20),
ïîëó÷àåì

‖µk(F − F̃ )‖W−1
p′ (Ωk) ≤ c ‖F‖Lq′ (Ωk).

Òåïåðü èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò îöåíêà

‖(1− µ0)(F − F̃ )‖W 1
p (Ω)∗ ≤ c

(∑
k≥1

‖F‖p′

Lq′ (Ωk)

)1/p′

. (2.21)

Ïðèìåíÿÿ àëãåáðàè÷åñêîå íåðàâåíñòâî(∑
k≥1

aγ
k

)1/γ
≤
(∑

k≥1
aβ

k

)1/β
, ak ≥ 0, γ > β > 0, (2.22)

è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî q′ ≤ p′, ìàæîðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü (2.21) âûðàæå-
íèåì (∑

k≥1
‖F‖q′

Lq′ (Ωk)

)1/q′

≤ c ‖F‖Lq′ (Ω).

Íåðàâåíñòâî (2.16) óñòàíîâëåíî.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå (2.17). Èç (2.20) ñ ïîìîùüþ (2.22) ïîëó÷èì(∫

Ω′
|v(x)− ṽ(z)|qdx

)1/q

≤
(∑

k≥1

∫
Ωk

|v − ṽ|qdx
)1/q

≤

≤ c
(∑

k≥1
‖∇v‖p

Lp(Ωk)

)1/p
≤ c ‖∇v‖Lp(Ω∩U),

ãäå Ω′ = ∪k≥1Ωk. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà(∫
(Ω∩U)\Ω̄′

|v(x)− ṽ(z)|qdx
)1/q

≤ c ‖∇v‖Lp(Ω∩U)
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âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñîáîëåâà äëÿ îáëàñòè (Ω∩U)\ Ω̄′ êëàññà C0,1

è íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå íà ñå÷åíèè îáëàñòè Ω ∩ U ïëîñêîñòüþ z = const.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ çàêîí÷åíî.

Îáúåäèíÿÿ òåîðåìó 1 è ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêîå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü p ≤ q ≤ pn/(n− p) ïðè p < n, q ∈ [p,∞) ïðè p = n
è p ≤ q ≤ ∞ ïðè p > n. Ïóñòü åùå q−1 + q′−1 = 1. Äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ
âíåøíèì ïèêîì cëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû
(A) Çàäà÷à Íåéìàíà (1.5) ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ F ∈ Lq′(Ω).
(B) Ïðîñòðàíñòâî W 1

p (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(Ω).
(C) Äëÿ âñåõ F ∈ Lq′(Ω) ôóíêöèîíàë

W 1
p (Ω) 3 v 7→

∫
Ω
Fvdx

íåïðåðûâåí.
(D) Îòîáðàæåíèå W 1

p (Ω ∩ U) 3 v 7→ ṽ ∈ Lq(Ω) íåïðåðûâíî.
(E) Äëÿ âñåõ u ∈ Xp(0, 1), òàêèõ, ÷òî u(1) = 0, âåðíà îöåíêà

(∫ 1

0
|u(z)|qϕ(z)n−1dz

)1/q

≤ const ·
(∫ 1

0
|u′(z)|pϕ(z)n−1dz

)1/p

. (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. (A) → (B). Ïîëîæèì

V = {v ∈ W 1
p (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C∞(Ω) : ‖v‖W 1

p (Ω) ≤ 1}

è ïðè êàæäîì v ∈ V ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

Lq′(Ω) 3 F 7→ Φv(F ) =
∫
Ω
Fvdx.

Ôóíêöèîíàëû Φv íåïðåðûâíû è â ñèëó (1.5) òî÷å÷íî îãðàíè÷åíû ïðè v ∈ V .
Ñëåäîâàòåëüíî, èõ íîðìû îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Îòñþäà ‖v‖Lq(Ω) ≤
const äëÿ v ∈ V , è, çíà÷èò,

‖v‖Lq(Ω) ≤ const · ‖v‖W 1
p (Ω)

äëÿ âñåõ v ∈ W 1
p (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C∞(Ω). Òàê êàê ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ïëîòíî

â W 1
p (Ω), òî ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ v ∈ W 1

p (Ω).
(B) → (C). Ïî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà äëÿ âñåõ F ∈ Lq′(Ω) è v ∈ W 1

p (Ω)
èìååì ∣∣∣∣∫

Ω
Fvdx

∣∣∣∣ ≤ ‖F‖Lq′ (Ω)‖v‖Lq(Ω) ≤ c ‖F‖Lq′ (Ω)‖v‖W 1
p (Ω),

ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë W 1
p (Ω) 3 v 7→

∫
Ω Fvdx íåïðåðûâåí.

(C) → (A). Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.5) ïðè óñëîâèè (C) äîêàçàíà â � 1.
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Ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (B) è (D) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.
(D)→ (E). Ïóñòü u ∈ Xp(0, 1), u(1) = 0. Ïîëîæèì v(x) = u(z) ïðè x ∈ Ω∩U .

Òîãäà óòâåðæäåíèå (D) äàåò

(∫ 1

0
|u(z)|qϕ(z)n−1dz

)1/q

≤ c
(∫ 1

0
(|u′(z)|p + |u(z)|p)ϕ(z)n−1dz

)1/p

. (2.24)

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî "íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà"∫ 1

0
|u(z)|pϕ(z)n−1dz ≤

∫ 1

0
|u′(z)|pϕ(z)n−1dz,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè ϕ. Òàêèì îáðàçîì, (2.23) âûòåêàåò èç (2.24).
(E) → (D). Ïóñòü λ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå (0,1), 0 ≤ λ ≤ 1,

λ(z) = 1 ïðè z ∈ (0, 1/2], λ(z) = 0 ïðè z ∈ [2/3, 1). Ïóñòü v ∈ W 1
p (Ω ∩ U).

Ïîëîæèì u(z) = ṽ(z). Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.23) â ñî÷åòàíèè ñ ëåììîé 2 äàþò

(∫ 1

0
|λ(z)ṽ(z)|qϕ(z)n−1dz

)1/q

≤ c

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ddz (λṽ)

∣∣∣∣∣
p

dz

)1/p

≤ c ‖v‖W 1
p (Ω∩U).

Êðîìå òîãî, èç íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ W 1
p (1/2, 1) ⊂ Lq(1/2, 1) è òîé æå

ëåììû âûâîäèì

(∫ 1

0
|(1− λ(z))ṽ(z)|qϕ(z)n−1dz

)1/q

≤ c

(∫ 1

1/2
|ṽ(z)|qdz

)1/q

≤

≤ c ‖ṽ‖W 1
p (1/2,1) ≤ c

(∫ 1

1/2
(|ṽ(z)|p + |ṽ′(z)|p)ϕ(z)n−1dz

)1/p

≤ c ‖v‖W 1
p (Ω∩U).

Èòàê, ‖ṽ‖Lq(Ω∩U) ≤ c ‖v‖W 1
p (Ω∩U). Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ çàêîí÷åíî.

Çàìå÷àíèå 1.Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè âåñîâîãî
íåðàâåíñòâà Õàðäè (2.23) (ñì., íàïðèìåð, [5, 1.3]), äîïîëíèì ïðåäëîæåíèå 1
ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîå èç óòâåðæäåíèé (A) � (E) ðàâíîñèëüíî íåðàâåí-
ñòâó2

sup
r∈(0,1)

(∫ r

0
ϕ(z)n−1dz

)1/q(∫ 1

r
ϕ(z)

1−n
p−1 dz

)(p−1)/p

<∞.

Ïðè q = ∞ åãî ñëåäóåò çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì∫ 1

0
ϕ(z)

1−n
p−1 dz <∞.

2âïðî÷åì, ðàâíîñèëüíîñòü íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ: W 1
p (Ω) → Lq(Ω) òîìó

æå íåðàâåíñòâó òàêæå õîðîøî èçâåñòíà [5, 4.8.5] è áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ åìêîñòíûõ
èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
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� 3 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå óñòàíîâëåíû ëåììû, èñïîëüçóþùèåñÿ ïðè äîêàçàòåëüñò-
âå òåîðåìû 2 â � 4. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â

íà÷àëå � 2. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îáëàñòü ω âìåñòå ñ çàìûêàíèåì ëåæèò â øàðå {y : |y| < 1}, à òàêæå
ϕ′(z) ≤ 1/2 ïðè ï.â. z ∈ (0, 1). Êðîìå òîãî, ñ÷èòàÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå
(2.1), ïîëîæèì

Γ = {x = (y, z) : z ∈ (0, 1), y/ϕ(z) ∈ ∂ω}.

Åñëè f ∈ TW 1
p (Ω)∗ è λ � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà íà

∂Ω, òî ìû ïîëàãàåì

〈λf, v〉 = 〈f, λv〉, v ∈ TW 1
p (Ω).

Äëÿ ôóíêöèè v, çàäàííîé íà Γ, îïðåäåëèì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ñå÷åíèè
Γ ïëîñêîñòüþ z = const

v̄(z) =
1

|γ|

∫
γ

v(ϕ(z)y, z)dγ(y), γ = ∂ω, (3.1)

ãäå |γ| � ïëîùàäü γ.
Åñëè f ∈ TW 1

p (Ω)∗ è íîñèòåëü ôóíêöèè v ∈ TW 1
p (Ω) ëåæèò â Γ, òî ìû

ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ 〈f̄ , v〉 = 〈f, v̄〉.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçáèåíèå åäèíèöû {µk}k≥0 íà ïðîìåæóòêå (0, 1],

ïîñòðîåííîå â � 2. Îäíàêî ïîòðåáóåì, ÷òîáû, êðîìå óñëîâèÿ (2.3), ÷èñëî z0

áûëî âûáðàíî ñòîëü ìàëûì, ÷òî ïðè z < 2 z0

ϕ(z − 2ϕ(z)) > 3ϕ(z)/4 è ϕ(z) < z/4. (3.2)

Ââåäåì ïîâåðõíîñòè

Γk = {(y, z) ∈ Γ : z ∈ ∆k}, ∆k = (zk+1, zk−1), k = 1, 2 . . .

è ïîëîæèì åùå
Γ0 = ∂Ω \ {x ∈ Γ : z ≤ z1}.

Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòîå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà (0, 1] èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå
åäèíèöû íà ∂Ω\{O}, åñëè îïðåäåëèòü µ0 = 1 íà Γ0 \Γ, µk(x) = µk(z) ïðè x ∈
Γk ∩Γ, k ≥ 0, à ïðè k ≥ 1 ïîëîæèòü µk = 0 íà ∂Ω\Γ. Ýòî ðàçáèåíèå åäèíèöû
ïîä÷èíåíî ïîêðûòèþ {Γk}k≥0 â òîì ñìûñëå, ÷òî dist(suppµk, ∂Ω \ Γk) > 0,
k ≥ 0. Ïóñòü åùå {λk}k≥1 � íàáîð ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ λk ∈ C∞

0 (∆k) è
λkµk = µk ïðè âñåõ k ≥ 1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèîíàëà f ∈ TW 1

p (Ω)∗ ëåæèò â Γk (è
ïèñàòü supp f ⊂ Γk), åñëè èç òîãî, ÷òî v|Γk

= 0 ñëåäóåò 〈f, v〉 = 0.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâo TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì äîïóñêàåò

ÿâíîå îïèñàíèå (ñì. [7], [4], [8, 7.2]): îíî ñîñòîèò èç ôóíêöèé íà ∂Ω, õàðàêòåðè-
çóþùèõñÿ êîíå÷íîñòüþ íîðìû(

‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

+
∫
Γ
|v(x)|pϕ(z)dsx + |v|pp,Γ

)1/p

, (3.3)

ãäå

|v|p,Γ =

( ∫∫
Γ×Γ

|v(x)− v(ξ)|pχ
(
|z − ζ|
M(z, ζ)

)
dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2

)1/p

, (3.4)

x = (y, z), ξ = (η, ζ), M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}, χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ïðîìåæóòêà (0, 1), à dsx, dsξ � ýëåìåíòû ïëîùàäè íà Γ. Ïðè ýòîì
íîðìà (3.3) ýêâèâàëåíòíà íîðìå â ïðîñòðàíñòâå TW 1

p (Ω). Ýêâèâàëåíòíîñòü
íîðì ñîõðàíèòñÿ, åñëè â (3.3) ïîâåðõíîñòü Γ0 çàìåíèòü ïîâåðõíîñòüþ ∂Ω\{x ∈
Γ : z ≤ δ}, δ ∈ (0, 1), è îïóñòèòü èíòåãðàë ïî Γ (ñì. [7]).
Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3. Äëÿ v ∈ Lp,loc(0, 1) âåðíî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

∫∫
Γ×Γ

|v(z)− v(ζ)|pχ
(
|z − ζ|
M(z, ζ)

)
dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2
∼

∼
∫∫

{z,ζ∈(0,1)}

|v(z)− v(ζ)|pM(z, ζ)n−2

|z − ζ|p
χ

(
|z − ζ|
M(z, ζ)

)
dzdζ (3.5)

ñ êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò v, à äëÿ v ∈ TW 1
p (Ω) âåðíà îöåíêà

|v̄|p,Γ ≤ c(p,Ω) ‖v‖TW 1
p (Ω). (3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü (3.5) ýêâèâàëåíòíà âåëè÷èíå

1∫
0

dz

z∫
z−ϕ(z)

|v(z)− v(ζ)|p(ϕ(z)ϕ(ζ))n−2dζ
∫∫
γ×γ

dγ(y)dγ(η)

(|z − ζ|+ |ϕ(z)y − ϕ(ζ)η|)n+p−2
,

à, êðîìå òîãî, ïðè y, η ∈ γ èìååì

|z − ζ|+ |ϕ(z)y − ϕ(ζ)η| ∼ |z − ζ|+ ϕ(ζ)|y − η|.

Îòñþäà

(ϕ(z)ϕ(ζ))n−2
∫∫
γ×γ

dγ(y)dγ(η)

(|z − ζ|+ |ϕ(z)y − ϕ(ζ)η|)n+p−2
∼

∼ (ϕ(z)ϕ(ζ))n−2

|z − ζ|n+p−2

∫
γ

dγ(y)
∫
γ

dγ(η)

(1 + λ|y − η|)n+p−2
, (3.7)
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ãäå λ = ϕ(ζ)|z−ζ|−1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ γ ñäåëàåì â ïîñëåäíåì èíòåãðà-
ëå ïî γ çàìåíó η = y + λ−1t. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (3.7)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ϕ(z)n−2

|z − ζ|p
∫

γ
dγ(y)

∫
Sλ

dSλ(t)

(1 + |t|)n+p−2
.

Çäåñü ÷åðåç Sλ îáîçíà÷åíà ïîâåðõíîñòü t : t/λ + y ∈ γ, à dSλ(t) � ýëåìåíò
(n−2)-ìåðíîé ïëîùàäè. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè óñëîâèè |z−ζ| < M(z, ζ)
èìååì ϕ(z) ∼ ϕ(ζ), ïîýòîìó λ ≥ const > 0, è ïîñëåäíèé èíòåãðàë îãðàíè÷åí
ñâåðõó è ñíèçó ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî λ.
Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå (3.6). Òàê êàê èç (3.1) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

âûâîäèòñÿ îöåíêà

|v̄(z)− v̄(ζ)|p ≤ c
∫

γ
|v(ϕ(z)y, z)− v(ϕ(ζ)y, ζ)|pdγ(y),

òî â ñèëó (3.5) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî

Iγ(v) ≤ c ‖v‖TW 1
p (Ω), (3.8)

ãäå

Iγ(v)
p =

1∫
0

ϕ(z)n−2dz

z∫
z−ϕ(z)

dζ

|z − ζ|p
∫

γ
|v(ϕ(z)y, z)− v(ϕ(ζ)y, ζ)|pdγ(y).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = u|∂Ω äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ W 1
p (Ω) è äîêàæåì

îöåíêó
Iγ(v) ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω∩U). (3.9)

Òàêàÿ îöåíêà èçâåñòíà, åñëè ω = {y : |y| < 1} (ñì. ëåììà 7.5/3, íåðàâåí-
ñòâî (7.5/16) â [8]). Â ñëó÷àå êîãäà ω çâåçäíà îòíîñèòåëüíî øàðà ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (3.9) ïî÷òè ñëîâî â ñëîâî ïîâòîðÿåò
ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ω = {y : |y| < 1}. Ìû èõ îïóñòèì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ω çâåçäíà îòíîñèòåëüíî øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå y0 ∈ ω, y0 6= 0. Òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèå

x = (y, z) 7→ x′ = (y′, z′) : z′ = z, y′ = y − ϕ(z)y0,

ïåðåâîäèò îáëàñòü Ω ∩ U â

Ω′ = {(y′, z′) : z′ ∈ (0, 1), y′/ϕ(z′) ∈ ω − y0}

ñî çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî øàðà ñ öåíòðîì â íóëå îáëàñòüþ ω−y0. Îïðåäåëåí-
íàÿ â Ω′ ôóíêöèÿ

Ω′ 3 (y′, z′) 7→ ũ(y′, z′) = u(y′ + ϕ(z′)y0, z
′)
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ïðèíàäëåæèò W 1
p (Ω′), à òàê êàê |∇x′ũ| ∼ |∇xu| è dx′ = dx, òî

‖∇ũ‖Lp(Ω′) ∼ ‖∇u‖Lp(Ω).

Êðîìå òîãî,
Iγ(v) = Iγ−y0(ṽ), ṽ = ũ|∂Ω′ .

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî èìååì

Iγ(v) = Iγ−y0(ṽ) ≤ c ‖∇ũ‖Lp(Ω′) ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω∩U).

Ïóñòü, íàêîíåö, îáëàñòü ω ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé,
çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî øàðà: ω = ∪N

i=1ωi. Â ýòîì ñëó÷àå γ = ∂ω ⊂ ∪N
i=1γi,

γi = ∂ωi è, çíà÷èò,

Iγ(v)
p ≤

N∑
i=1

Iγi
(v)p ≤ c ‖∇u‖p

Lp(Ω∩U).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îáëàñòü ω ∈ C0,1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíå-
íèåì îáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî øàðà [6]. Èòàê, îöåíêà (3.9) óñòàíîâ-
ëåíà. ×òîáû ïîëó÷èòü (3.8) äëÿ ôóíêöèé èç TW 1

p (Ω), ïðîäîëæèì äàííóþ
ôóíêöèþ v ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖v‖TW 1

p (Ω) âíóòðü Ω òàê, ÷òîáû äëÿ åå ïðîäîë-
æåíèÿ u âûïîëíÿëàñü îöåíêà

‖u‖W 1
p (Ω) ≤ c ‖v‖TW 1

p (Ω).

Òîãäà (3.8) ñëåäóåò èç (3.9). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Äëÿ ôóíêöèé v ∈ TW 1
p (Ω), v(x) = 0 ïðè x ∈ Γ, z > z0, ïîëóíîðìà

|v|p,Γ ýêâèâàëåíòíà ïîëóíîðìå
( ∫∫

Γ×Γ

|v(x)− v(ξ)|pχ
(

|z − ζ|
2M(z, ζ)

)
dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2

)1/p

,

ãäå ïðèíÿòû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â (3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü îöåíêó∫∫
S

|v(x)− v(ξ)|p dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2
≤ c |v|pp,Γ, (3.10)

â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó

S = {(x, ξ) ∈ Γ× Γ : ϕ(z) < z − ζ < 2ϕ(z)}.

Òàê êàê v(x) = 0 ïðè z > z0, òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (3.10) îòëè÷íà îò
íóëÿ òîëüêî åñëè z−2ϕ(z) < z0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ z 7→ z−2ϕ(z) ìîíîòîííà
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è åå çíà÷åíèå ïðè z = 2 z0 íå ìåíüøå z0 â ñèëó (3.2), òî óêàçàííîå íåðàâåíñòâî
âåðíî òîëüêî ïðè z < 2 z0. Îòìåòèì åùå, ÷òî |x − ξ| ∼ ϕ(z) ïðè (x, ξ) ∈ S.
Óñòàíîâèì (3.10) ñ ïîìîùüþ ò.í. ôèêòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ââåäåì òî÷êè

x′ = (y′, z′) ∈ Γ : z′ ∈ δ1(z) = (z − ϕ(z), z − 3ϕ(z)/4),

ξ′ = (η′, ζ ′) ∈ Γ : ζ ′ ∈ δ2(z) = (z − 3ϕ(z)/2, z − 5ϕ(z)/4),

Òîãäà
0 < z − z′ < ϕ(z) = M(z, ζ). (3.11)

Ââèäó (3.2) òàêæå èìååì

0 < z′ − ζ ′ < 3ϕ(z)/4 < ϕ(z − 3ϕ(z)/2) < ϕ(z′) = M(z′, ζ ′) (3.12)

è
|ζ ′ − ζ| ≤ 3ϕ(z)/4 < ϕ(ζ ′) ≤M(ζ, ζ ′). (3.13)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî

c |v(x)− v(ξ)|p ≤ |v(x)− v(x′)|p + |v(x′)− v(ξ′)|p + |v(ξ′)− v(ξ)|p

ïî ïåðåìåííûì x′, ξ′ è çàìå÷àÿ, ÷òî êàæäàÿ èç âåëè÷èí

|x− x′|, |x′ − ξ′|, |ξ′ − ξ|

íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû c |x− ξ|, ýêâèâàëåíòíîé ϕ(z), ïîëó÷èì

c
|v(x)− v(ξ)|p

|x− ξ|n+p−2
≤ 1

ϕ(z)n−1

∫
{x′∈Γ:z′∈δ1(z)}

|v(x′)− v(x)|p dsx′

|x′ − x|n+p−2
+

+
1

ϕ(z)2(n−1)

∫∫
{x′,ξ′∈Γ:z′∈δ1(z),ζ′∈δ2(z)}

|v(x′)− v(ξ′)|p dsx′dsξ′

|x′ − ξ′|n+p−2
+

+
1

ϕ(z)n−1

∫
{ξ′∈Γ:ζ′∈δ2(z)}

|v(ξ′)− v(ξ)|p dsξ′

|ξ′ − ξ|n+p−2
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî ìíîæåñòâó S. Ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå (3.11) � (3.13) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèäåì ê (3.10).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Çàìå÷àíèå 2. Èç âèäà íîðìû (3.3) ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

TW 1
p (Ω) 3 v 7→ ψv ∈ TW 1

p (Ω) íåïðåðûâíî, åñëè ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà íà ∂Ω 3.

3ê òîìó æå âûâîäó ìû ïðèäåì â îáùåì ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ôàêò:
ôóíêöèþ ñ óñëîâèåì Ëèïøèöà íà ∂Ω ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè íà Rn

ñ òîé æå êîíñòàíòîé Ëèïøèöà è òåì æå ìàêñèìóìîì ìîäóëÿ (ñì. È. Ñòåéí [9], ãë. VI, � 2).
Òîãäà

‖ψv‖TW 1
p (Ω) = inf{‖u‖W 1

p (Ω) : u|∂Ω = ψv} ≤ inf{‖ψu‖W 1
p (Ω) : u|∂Ω = v} ≤

≤ c(ψ) inf{‖u‖W 1
p (Ω) : u|∂Ω = v} = c(ψ)‖v‖TW 1

p (Ω).
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå äëÿ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü σ � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ãðàíèöû
îáëàñòè êëàññà C0,1 ñ ïîëîæèòåëüíîé ïëîùàäüþ |σ|.
Ëåììà 5. Åñëè v ∈ Lp(σ), 1 < p <∞, òî

‖v − ṽ‖p
Lp(σ) ≤ (diamσ)n+p−2|σ|−1[v]pp,σ,

ãäå ṽ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè v íà σ:

ṽ = |σ|−1
∫

σ
v(x)dsx

è [·]p,σ � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (1.1).
Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåí-

ñòâà Ã¼ëüäåðà.

Óñòàíîâèì åùå äâà óòâåðæäåíèÿ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ëåììà 6. Åñëè Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì è v ∈ TW 1
p (Ω), òî â îáîçíà÷åíè-

ÿõ, ïðèíÿòûõ â (3.4), âåðíà îöåíêà∫∫
Γ×Γ

|µ0(z)v(x)− µ0(ζ)v(ξ)|pχ
(

|z − ζ|
2M(z, ζ)

)
dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2
≤

≤ c ‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

. (3.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü â (3.14) íå ïðåâîñõîäèò ñóììû c I1 + c I2, ãäå

I1 =
∫
Γ

|v(x)|pdsx

∫
{ξ∈Γ:ζ∈(z−2ϕ(z),z)}

|µ0(z)− µ0(ζ)|pdsξ

|x− ξ|n+p−2
,

I2 =
∫
Γ

dsx

∫
{ξ∈Γ:ζ∈(z−2ϕ(z),z)}

µ0(ζ)
p|v(x)− v(ξ)|pdsξ

|x− ξ|n+p−2
.

Òàê êàê µ0(z) = µ0(ζ) = 0 ïðè z, ζ ∈ (0, z1), òî

I1 ≤ c
∫

{x∈Γ:z>z1}

|v(x)|pdsx

∫
{ξ∈Γ:ζ∈(z−2ϕ(z),z)}

dsξ

|x− ξ|n−2
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé ξ íå áîëüøå c ϕ(z), îòêóäà I1 ≤ c ‖v‖p
Lp(Γ0).

Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ µ0(ζ) = 0 ïðè ζ < z1 èíòåãðèðîâàíèå â I2 ôàêòè÷åñêè
ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó z > ζ > z1. Ïîýòîìó I2 ≤ c [v]pp,Γ0

, ãäå [·]p,Γ0 �
ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (1.1). Îòñþäà ñëåäóåò (3.14).

Çàìå÷àíèå 3. Èç (3.14), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ v ∈ TW 1
p (Ω) âåðíà

îöåíêà
‖µ0v‖TW 1

p (Ω) ≤ const · ‖v‖
W

1−1/p
p (Γ0)

.
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Ëåììà 7. Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì, v ∈ TW 1
p (Ω) è v(x) = 0 âíå

ìíîæåñòâà {x ∈ Γ : z ≤ z0}. Òîãäà ‖v‖TW 1
p (Ω) ∼ |v|p,Γ, ãäå | · |p,Γ � ïîëóíîðìà,

îïðåäåëåííàÿ â (3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî.Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè ôóíêöèÿ w îïðåäåëåíà
íà Γ, w(x) = 0 ïðè z > z0 è |w|p,Γ < ∞, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå w 7→ Ev = u ∈ W 1

p (Ω)(Ω ∩ U) ÷òî u|Γ = w, u(y, z) = 0 â
îêðåñòíîñòè z = 1 è

‖u‖W 1
p (Ω∩U) ≤ c |w|p,Γ

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò w (ñì. [8], çàìå÷àíèå 7.2/3). Ïîëîæèì u = Ev
íà Ω ∩ U è u = 0 íà Ω \ U . Òîãäà u ∈ W 1

p (Ω), u|∂Ω = v è

‖u‖W 1
p (Ω) ≤ c |v|p,Γ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå TW 1
p (Ω) âåðíà

îöåíêà
‖v‖TW 1

p (Ω) ≤ c ‖u‖W 1
p (Ω).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ‖v‖TW 1
p (Ω) ≤ c |v|p,Γ. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

� 4. Ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (Ω)∗ äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì

Â ôîðìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìå äàåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà TW 1
p (Ω)∗,

ñîïðÿæåííîãî ê TW 1
p (Ω) äëÿ îáëàñòè ñ âíåøíèì ïèêîì. Ïðåäâàðèòåëüíî

ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Yp(0, 1)ôóíêöèé èç Lp,loc(0, 1), õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êîíå÷-
íîñòüþ íîðìû

‖u‖Yp(0,1) =
( ∫ 1

0
|u(z)|pϕ(z)n−1dz+

+
∫∫

{z,ζ∈(0,1)}

|u(z)− u(ζ)|pM(z, ζ)n−2

|z − ζ|p
χ

(
|z − ζ|
M(z, ζ)

)
dzdζ

)1/p

,

ãäå, êàê è âûøå,M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}, à χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïðîìåæóòêà (0, 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì è {µk}k≥0 � ïîñòðîåííîå
âûøå ðàçáèåíèå åäèíèöû íà ∂Ω \ {O}.
(i)Ïóñòü f ∈ TW 1

p (Ω)∗. Òîãäà f ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ

f = µ0f + (1− µ0)f̄ + (1− µ0)(f − f̄) = f (1) + f (2) + f (3)

èç TW 1
p (Ω)∗ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Íîñèòåëü f (1) ëåæèò â Γ0 è f (1) ∈

W
−1/p′

p′ (Γ0). Ôóíêöèîíàë f (2), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

TW 1
p (Ω) 3 v 7→ 〈f (2), v〉 = 〈f, (1− µ0)v̄〉,
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èìååò íîñèòåëü â ìíîæåñòâå {x ∈ Γ : z ≤ z0} è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Yp(0, 1)∗ â òîì ñìûñëå, ÷òî

|〈f (2), v〉| ≤ const · ‖v̄‖Yp(0,1). (4.1)

Ôóíêöèîíàë f (3) èìååò íîñèòåëü â {x ∈ Γ : z ≤ z0}, âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

〈f (3), v〉 =
∑

k≥1
〈µk(f − f̄), v〉, v ∈ TW 1

p (Ω),

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(∑

k≥1
‖µk(f − f̄)‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

)1/p′

≤ c ‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (Ω)∗ (4.2)

ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò p, Ω.
(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè k ≥ 1 ôóíêöèîíàëû fk ∈ W

−1/p′

p′ (Γk) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì supp fk ⊂ Γk, fk îáðàùàåòñÿ â íóëü íà òàêèõ ôóíêöèÿõ v ∈
W 1−1/p

p (Γk), ÷òî v(y, z) çàâèñèò òîëüêî îò z, è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∑

k≥1
‖λkfk‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

<∞. (4.3)

Òîãäà ôóíêöèîíàë

TW 1
p (Ω) 3 v 7→ 〈f (3), v〉 =

∑
k≥1

〈λkfk, v〉 (4.4)

íåïðåðûâåí, èìååò íîñèòåëü â {x ∈ Γ : z ≤ z0} è âåðíà îöåíêà

‖f (3)‖TW 1
p (Ω)∗ ≤ c

(∑
k≥1

‖λkfk‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

)1/p′

(4.5)

ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò p,Ω. Ïóñòü åùå h ∈ W
−1/p′

p′ (Γ0) è g ∈
Yp(0, 1)∗. Ïîëîæèì f (1) = µ0h,

〈f (2), v〉 = 〈g, (1− µ0)v̄〉, v ∈ TW 1
p (Ω), (4.6)

Òîãäà f (1), f (2) ∈ TW 1
p (Ω)∗, à òàêæå f (1) ∈ W−1/p′

p′ (Γ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðèíàäëåæíîñòü f (1) = µ0f ∈ TW 1
p (Ω)∗ âûòåêàåò èç

çàìå÷àíèÿ 2. Êðîìå òîãî,

|〈f (1), v〉| = |〈f, µ0v〉| ≤ c ‖f‖TW 1
p (Ω)∗‖µ0v‖TW 1

p (Ω).

Òàê êàê ‖µ0v‖TW 1
p (Ω) ≤ c ‖v‖

W
1−1/p
p (Γ0)

(ñì. çàìå÷àíèå 3 ïåðåä ëåììîé 7), òî

f (1) ∈ W−1/p′

p′ (Γ0).
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Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå f (2). Çäåñü

|〈f (2), v〉| = |〈f, (1− µ0)v̄〉|, (4.7)

ãäå v̄ = v̄(z) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè v|Γ, îïðåäåëåííîå â (3.1). Èñïîëüçóÿ
íåïðåðûâíîñòü f è ëåììó 7, óáåäèìñÿ, ÷òî âåëè÷èíà (4.7) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
âûðàæåíèåì c(f)|(1−µ0)v|p,Γ (ïîëóíîðìà |·|p,Γ îïðåäåëåíà â (3.4)). Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 3, ïîëó÷èì ìàæîðàíòó äëÿ p-îé ñòåïåíè âåëè÷èíû (4.7) â âèäå

c
∫∫
S

|(1− µ0(z))v̄(z)− (1− µ0(ζ))v̄(ζ)|pM(z, ζ)n−2 dzdζ

|z − ζ|p
, (4.8)

ãäå S = {(z, ζ) ∈ (0, 1) × (0, 1) : |z − ζ| < M(z, ζ)}. Âûðàæåíèå (4.8) îöåíèì
ñâåðõó ñóììîé

c
∫∫
S

|v̄(z)− v̄(ζ)|p

|z − ζ|p
M(z, ζ)n−2dzdζ+

+c
∫∫
S

|µ0(z)− µ0(ζ)|p

|z − ζ|p
|v̄(z)|pM(z, ζ)n−2dzdζ.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå áîëüøå

c
∫ 1

0
v̄(z)pϕ(z)n−1dz,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò c
∫
Γ |v(x)|pϕ(z)dsx, è ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (4.1) ñ êîíñòàí-

òîé, íå çàâèñÿùåé îò v. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.1) íå áîëüøå
c‖v‖TW 1

p (Ω) ââèäó ëåììû 3. Îòñþäà f (2) ∈ TW 1
p (Ω)∗.

Ðàññìîòðèì òåïåðü f (3). Ïðèíàäëåæíîñòü f (3) ∈ TW 1
p (Ω)∗ âûòåêàåò èç òîãî,

÷òî f (1), f (2) ∈ TW 1
p (Ω)∗. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (4.2) ïðè êàæäîì

k = 1, 2, . . . âûáåðåì vk ∈ W 1−1/p
p (Γk) ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé åäèíèöû,

òàê, ÷òîáû
‖µk(f − f̄)‖

W
−1/p′
p′ (Γk)

≤ 2 〈µk(f − f̄), vk〉.

Ïîëàãàÿ αk = ‖µk(f − f̄)‖
W

−1/p′
p′ (Γk)

, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ïîëó÷èì

N∑
k=1

αp′

k ≤ 2
N∑

k=1

αp′−1
k 〈µk(f − f̄), vk〉 =

= 2 〈f − f̄ ,
N∑

k=1

αp′−1
k µk(vk − v̊k)〉, (4.9)

ãäå v̊k � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè vk íà ïîâåðõíîñòè Γk. Ïðè k ≥ 2 èìååì
µk = (1−µ0)µk è µ1 = (1−µ0)ν1, ãäå ôóíêöèÿ ν1 îïðåäåëåíà â (2.12). Ïîëàãàÿ
νk = µk ïðè k = 2, 3, . . ., ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (4.9) â âèäå

N∑
k=1

αp′

k ≤ 2 〈(1− µ0)(f − f̄),
N∑

k=1

αp′−1
k νk(vk − v̊k)〉. (4.10)
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî νk(z)vk(x) = 0 âíå Γk, îïðåäåëèì íà ∂Ω ôóíêöèþ

v(x) =
N∑

k=1

αp′−1
k νk(z)wk(x), wk(x) = vk(x)− v̊k,

è îöåíèì ‖v‖TW 1
p (Ω). Òàê êàê supp v ⊂ {x ∈ Γ : z ≤ z0}, òî ïî ëåììå 7

äîñòàòî÷íî îöåíèòü ïîëóíîðìó |v|p,Γ. Ïóñòü x, ξ ∈ Γ. Èìååì

v(x)− v(ξ) =
N∑

k=1

αp′−1
k (νk(z)wk(x)− νk(ζ)wk(ξ)) ,

ïðè÷åì â ïîñëåäíåé ñóììå ïðèñóòñòâóþò íå áîëåå ÷åòûðåõ íåíóëåâûõ ñëàãà-
åìûõ. Îòñþäà

|v(x)− v(ξ)|p ≤ c
N∑

k=1

α
(p′−1)p
k |νk(z)wk(x)− νk(ζ)wk(ξ)|p ,

è, çíà÷èò,

|v|pp,Γ ≤ c
N∑

k=1

α
(p′−1)p
k |νkwk|pp,Γ. (4.11)

Çàìåòèì , ÷òî ôóíêöèÿ

Γ× Γ 3 (x, ξ) 7→ νk(z)wk(x)− νk(ζ)wk(ξ)

ðàâíà íóëþ, åñëè x /∈ Γk è ξ /∈ Γk. Ïîýòîìó

|νkwk|pp,Γ ≤ c [νkwk]
p
p,Γk

+

+c
∫
Γk

|νk(z)wk(x)|pdsx

∫
{ξ /∈Γk:|z−ζ|<M(z,ζ)}

|x− ξ|2−p−ndsξ, (4.12)

ãäå [·]p,Γk
� ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (1.1). Äàëåå, ïðè z ∈ supp νk è ζ /∈ ∆k â

ñèëó (2.3) èìååì |z−ζ| ≥ c ϕ(zk), òàê ÷òî â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå |x−ξ| ∼ ϕ(zk).
Òåì ñàìûì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.12) íå áîëüøå

c ϕ(zk)
1−p

∫
Γk

|vk(x)− v̊k|pdsx (4.13)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò k è ôóíêöèè vk. Íàêîíåö, â ñèëó ëåììû 5
âûðàæåíèå (4.13) íå áîëüøå c [vk]

p
p,Γk

.
Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû [νkwk]p,Γk

èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

[νkwk]
p
p,Γk

≤ c [vk]
p
p,Γk

+ c
∫
Γk

|vk(x)− v̊k|pdsx

∫
Γk

|νk(z)− νk(ζ)|p

|x− ξ|n+p−2
dsξ. (4.14)

Ââèäó (2.3)
|νk(z)− νk(ζ)| ≤ c ϕ(zk)

−1|z − ζ|,
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ïîýòîìó ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî Γk íå áîëüøå

c ϕ(zk)
−p
∫
Γk

|x− ξ|2−ndsξ ≤ c ϕ(zk)
1−p.

Ïðèìåíÿÿ çàòåì ëåììó 5, ìàæîðèðóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.14)
âåëè÷èíîé c [vk]

p
p,Γk

.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè îöåíêó

|νkwk|p,Γ ≤ c [vk]p,Γk

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò k è vk, à ïîñêîëüêó ‖vk‖W
1−1/p
p (Γk)

≤ 1, òî èç
ýòîé îöåíêè è (4.11) ïîëó÷àåì

|v|pp,Γ ≤ c
∑N

k=1
α

(p′−1)p
k = c

∑N

k=1
αp′

k .

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.10) íå ïðåâîñõîäèò

c ‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (Ω)∗

(∑N

k=1
αp′

k

)1/p

.

Òåïåðü èç (4.10) âûâîäèì

∑N

k=1
αp′

k ≤ c ‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (Ω)∗

(∑N

k=1
αp′

k

)1/p

.

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò αk = ‖µk(f− f̄)‖
W

−1/p′
p′ (Γk)

è N . Îòñþäà ñëåäóåò

(4.2).
(ii) Ïóñòü v ∈ TW 1

p (Ω). Òîãäà∑
k≥1

|〈λkfk, v〉| ≤
∑

k≥1
|〈λkfk,

∑
|k−i|≤1

µi(v − v̊k)〉| ≤

≤
∑

k≥1

∑
|k−i|≤1

‖λkfk‖W
−1/p′
p′ (Γk)

‖µi(v − v̊k)‖W
1−1/p
p (Γk)

, (4.15)

ãäå v̊k � ñðåäíåå çíà÷åíèå v íà Γk. ßñíî, ÷òî

‖µi(v − v̊k)‖W
1−1/p
p (Γk)

≤ ‖v − v̊k‖Lp(Γk) + [µi(v − v̊k)]p,Γk
.

Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ïî ëåììå 5:

‖v − v̊k‖Lp(Γk) ≤ c ϕ(zk)
1−1/p[v]p,Γk

.

Êðîìå òîãî,
[µi(v − v̊k)]

p
p,Γk

≤ c [v]pp,Γk
+

+c
∫
Γk

|v(x)− v̊k|pdsx

∫
Γk

|µi(z)− µi(ζ)|p

|x− ξ|n+p−2
dsξ. (4.16)
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Ïîñêîëüêó |k− i| ≤ 1, òî |µi(z)−µi(ζ)| ≤ c ϕ(zk)
−1|z−ζ|, è âòîðîå ñëàãàåìîå â

ïðàâîé ÷àñòè (4.16) ìàæîðèðóåòñÿ ïåðâûì òî÷íî òàê æå êàê âòîðîå ñëàãàåìîå
â ïðàâîé ÷àñòè (4.14) ìàæîðèðîâàëîñü ïåðâûì. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

‖µi(v − v̊k)‖W
1−1/p
p (Γk)

≤ c [v]p,Γk
.

Òåïåðü èç (4.15) ñëåäóåò îöåíêà∑
k≥1

|〈λkfk, v〉| ≤ c
∑

k≥1
‖λkfk‖W

−1/p′
p′ (Γk)

[v]p,Γk
≤

≤ c

(∑
k≥1

‖λkfk‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

)1/p′ (∑
k≥1

[v]pp,Γk

)1/p
. (4.17)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x, ξ ∈ Γk âûïîëíåíî óñëîâèå |z − ζ| < 2M(z, ζ), ïîýòîìó

∑
k≥1

[v]pp,Γk
≤

∫∫
{x,ξ∈Γ:|ζ−z|<2M(z,ζ)}

|v(x)− v(ξ)|p dsxdsξ

|x− ξ|n+p−2
.

Â ñèëó ëåììû 4 è ëåììû 6 ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåé îöåíêè íå áîëüøå

c |(1− µ0)v|pp,Γ + c ‖µ0v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò c ‖v‖p
TW 1

p (Ω) ââèäó çàìå÷àíèÿ 2. Òåïåðü èç (4.17) ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèîíàë (4.4) êîððåêòíî îïðåäåëåí, íåïðåðûâåí, è äëÿ åãî íîðìû
âåðíà îöåíêà (4.5).
Âêëþ÷åíèå f (1) ∈ W−1/p′

p′ (Γ0) âûòåêàåò èç òåîðåìû Ãàëüÿðäî è çàìå÷àíèÿ 2,
à òàê êàê TW 1

p (Ω) ⊂ W 1−1/p
p (Γ0), òî f (1) ∈ TW 1

p (Ω)∗.
Ïðîâåðêà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà (4.6) â TW 1

p (Ω) ïðè óñëîâèè, ÷òî
g ∈ Yp(0, 1)∗ ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è â óòâåðæäåíèè (i). Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû çàêîí÷åíî.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû. Ïåðâîå âûòåêàåò èç
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà, ðàññìîòðåííîé â � 1.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì è ôóíêöèîíàë f : W 1
p (Ω) →

R1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ñëàãàåìûõ f (1), f (2), f (3) ñî ñâîéñòâàìè, îïè-
ñàííûìè â â óòâåðæäåíèè (ii) òåîðåìû 2, òî çàäà÷à Íåéìàíà (1.2), (1.3)
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü f �ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ôóíêöèÿõ
èç TW 1

p (Ω), à ôóíêöèîíàë f̄ îïðåäåëåí íà ôóíêöèÿõ ñ íîñèòåëåì â Γôîðìóëîé

〈f̄ , v〉 = 〈f, v̄〉.

Òîãäà ôóíêöèîíàë (1 − µ0)(f − f̄) íåïðåðûâåí â TW 1
p (Ω) â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè ∑
k≥1

‖µk(f − f̄)‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

<∞. (4.18)
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Ïðè ýòîì âåðíî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè(∑
k≥1

‖µk(f − f̄)‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

)1/p′

∼ ‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (Ω)∗ .

Êîíñòàíòû â ýòîì ñîîòíîøåíèè çàâèñÿò òîëüêî îò p,Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 2
â � 2 ñ çàìåíîé ññûëîê íà òåîðåìó 1 ññûëêàìè íà òåîðåìó 2.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

TW 1
p (Ω) 3 v 7→ v − v̄ ∈ Lq(Γ)

ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáîëåâñêèì ïîêàçàòåëåì q, à òàêæå äîêàçàòü âêëþ÷åíèå
f − f̄ ∈ TW 1

p (Ω)∗ äëÿ f ∈ Lq′(∂Ω) ñ ïîêàçàòåëåì q′ = q/(q − 1).

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü q = (n − 1)p/(n − p) ïðè p < n, q ∈ [p,∞) ïðè p = n è
q = ∞ ïðè p > n. Ïóñòü åùå q′−1 + q−1 = 1. Åñëè f ∈ Lq′(∂Ω), òî ôóíêöèîíàë

TW 1
p (Ω) 3 v 7→ 〈(1− µ0)(f − f̄), v〉 =

∫
Γ
f(x)(v(x)− v̄(z))(1− µ0(z))dsx

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó TW 1
p (Ω)∗ è âåðíà îöåíêà

‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (Ω)∗ ≤ c ‖f − f̄‖Lq′ (Γ) (4.19)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò f . Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ v ∈ TW 1
p (Ω) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà
‖v − v̄‖Lq(Γ) ≤ c ‖v‖TW 1

p (Ω) (4.20)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñóììó â ëåâîé ÷àñòè (4.18). Åñëè v ∈ W 1−1/p
p (Γk),

òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

|〈µk(f − f̄), v〉| =
∣∣∣∣∫

Γk

µk(f − f̄)(v − v̊k)dsx

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖f − f̄‖Lq′ (Γk)‖µk(v − v̊k‖Lq(Γk), (4.21)

ãäå, êàê è âûøå, v̊k � ñðåäíåå çíà÷åíèå v íà Γk. Òàê êàê îáëàñòü

Ωk = {(y, z) : z ∈ (zk+1, zk−1), y/ϕ(z) ∈ ω}

ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,1, òî ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà [3, � 8] äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè u ∈ W 1−1/p

p (∂Ωk) âåðíà îöåíêà

‖u‖Lq(∂Ωk) ≤ c ϕ(zk)
n−1

q
−n−1

p ‖u‖Lp(∂Ωk)+
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+c ϕ(zk)
1+n−1

q
−n

p [u]p,∂Ωk
.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé p < n. Òîãäà

‖u‖Lq(∂Ωk) ≤ c ϕ(zk)
−1/p′‖u‖Lp(∂Ωk) + c [u]p,∂Ωk

.

Çäåñü [·]p,∂Ωk
� ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (1.1). Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå íå-

ðàâåíñòâî u = µk(v− v̊k), ñ÷èòàÿ u = 0 íà ∂Ωk \Γk, è èñïîëüçóåì ëåììó 5 äëÿ
îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

‖µk(v − v̊k‖Lq(Γk) ≤ c [v]p,Γk
+ c [µk(v − v̊k]p,∂Ωk

. (4.22)

Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå. ßñíî, ÷òî

[µk(v − v̊k]
p
p,∂Ωk

≤ c [µk(v − v̊k]
p
p,Γk

+

+c
∫
Γk

|µk(z)(v(x)− v̊k)|pdsx

∫
∂Ωk\Γk

|x− ξ|2−n−pdsξ. (4.23)

Åñëè x = (y, z) ∈ Γk, z ∈ suppµk, à ξ /∈ Γk, òî |x− ξ| ≥ cϕ(zk) â ñèëó óñëîâèé
(2.3). Ïîýòîìó ïîñëåäíèé ÷ëåí â (4.23) íå áîëüøå

c ϕ(zk)
1−p

∫
Γk

|v(x)− v̊k|pdsx,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò c [v]pp,Γk
ïî ëåììå 5. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû [µk(v − v̊k]

p
p,Γk

ìàæîðèðóåì åå ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà (4.14), ãäå ñëåäóåò vk(x) çàìåíèòü
íà v(x) è νk çàìåíèòü íà µk. Äàëåå òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 2,
ïðèâîäÿò íàñ ê îöåíêå

[µk(v − v̊k]p,Γk
≤ c [v]p,Γk

.

Íåðàâåíñòâà (4.22), (4.23) â ñî÷åòàíèè ñ ïîñëåäíèìè îöåíêàìè ïîêàçûâàþò,
÷òî

‖µk(v − v̊k‖Lq(Γk) ≤ c [v]p,Γk
. (4.24)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå p ≥ n ïîêàçûâàþò, ÷òî (4.24) âåðíî è
äëÿ p ≥ n. Èç (4.21) è (4.24) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖µk(f − f̄)‖
W

−1/p′
p′ (Γk)

≤ c ‖f − f̄‖Lq′ (Γk),

îòêóäà∑
k≥1

‖µk(f − f̄)‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

1/p′

≤ c

∑
k≥1

‖f − f̄‖p′

Lq′ (Γk)

1/p′

. (4.25)

Ïðèìåíÿÿ äàëåå àëãåáðàè÷åñêîå íåðàâåíñòâî (2.22) òàê æå, êàê è â ñëåäñòâèè 3,
ìàæîðèðóåì ëåâóþ ÷àñòü â (4.25) âåëè÷èíîé c ‖f − f̄‖Lq′ (Γ). Îöåíêà (4.19)
òåïåðü âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.
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Ïåðåéäåì ê îöåíêå (4.20). Òàê êàê

〈(1− µ0)f, v − v̄〉 = 〈(1− µ0)f − f̄ , v〉

è ‖f̄‖Lq′ (Γ) ≤ c ‖f‖Lq′ (Γ), òî èç (4.19) ñëåäóåò, ÷òî

|〈f, (1− µ0)(v − v̄)〉| ≤ c ‖f‖Lq′ (Γ)‖v‖TW 1
p (Ω) (4.26)

äëÿ âñåõ f ∈ Lq′(Γ) è v ∈ TW 1
p (Ω). Ïóñòü V îçíà÷àåò åäèíè÷íûé øàð â

TW 1
p (Ω). Ïðè êàæäîì v ∈ V ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

Lq′(Γ) 3 f 7→ Fv(f) = 〈f, (1− µ0)(v − v̄)〉 =
∫
Γ
f(x)(1− µ0(z))(v(x)− v̄(z))dsx.

Ââèäó (4.26) ôóíêöèîíàëû Fv(·) íåïðåðûâíû è òî÷å÷íî îãðàíè÷åíû ïðè v ∈
V , ñëåäîâàòåëüíî èõ íîðìû îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî v ∈ V . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

‖(1− µ0)(v − v̄)‖Lq(Γ) ≤ const‖v‖TW 1
p (Ω)

äëÿ âñåõ v ∈ TW 1
p (Ω).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (4.20) ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî

‖µ0(v − v̄)‖Lq(Γ) ≤ const · ‖v‖TW 1
p (Ω).

Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ (3.1) è íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ïîëó÷àåì

|v̄(z)|qϕ(z)n−2|γ| ≤
∫

y∈ϕ(z)γ
|v(y, z)|qdγ(y).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî z ∈ (z1, 1) äàåò

‖µ0v̄‖q
Lq(Γ∩Γ0) ≤ c ‖µ0v‖q

Lq(Γ∩Γ0).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå Ñîáîëåâà ïîñëåäíÿÿ íîðìà íå áîëüøå
c ‖µ0v‖W

1−1/p
p (Γ0)

, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò ‖v‖TW 1
p (Ω) ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2. Äîêàçà-

òåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 6 çàêîí÷åíî.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç ïðåäû-
äóùåãî ñëåäñòâèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ p(n − 1)/(n − p) ïðè p < n, q ∈ [1,∞) ïðè
p = n è 1 ≤ q ≤ ∞ ïðè p > n. Ïóñòü åùå q−1 + q′−1 = 1. Äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn

ñ âíåøíèì ïèêîì cëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.
(A) Çàäà÷à Íåéìàíà (1.2), (1.3) ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ f ∈ Lq′(∂Ω).
(B) Ïðîñòðàíñòâî TW 1

p (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(∂Ω).
(C) Äëÿ âñåõ f ∈ Lq′(∂Ω) ôóíêöèîíàë TW 1

p (Ω) 3 v 7→
∫
∂Ω fvdsx íåïðåðûâåí.

(D) Îòîáðàæåíèå TW 1
p (Ω) 3 v 7→ v̄ ∈ Lq(Γ) íåïðåðûâíî.
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(E) Ïðîñòðàíñòâî Yp(0, 1) âëîæåíî â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Lq ñ íîðìîé

u 7→
(∫ 1

0
|u(z)|qϕ(z)n−2dz

)1/q

.

Äîêàçàòåëüñòâî. (A)→ (B). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå (A)
→ (B) â ïðåäëîæåíèè 1, ïðèäåì ê îöåíêå

‖v‖Lq(∂Ω) ≤ const ‖v‖W 1
p (Ω)

äëÿ âñåõ v èç ìíîæåñòâà W 1
p (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C∞(Ω), à òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî

ïëîòíî â W 1
p (Ω), òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûïîëíåíà äëÿ âñåõ v ∈ W 1

p (Ω). Òåì
ñàìûì îïåðàòîð ñóæåíèÿ íà ãðàíèöóW 1

p (Ω) 3 v 7→ v|∂Ω ∈ Lq(∂Ω) íåïðåðûâåí,
îòêóäà âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ TW 1

p (Ω) ⊂ Lq(∂Ω).
(B) → (C). Ïóñòü f ∈ Lq′(∂Ω) è v ∈ TW 1

p (Ω). Òàê êàê TW 1
p (Ω) âëîæåíî â

Lq(∂Ω), òî ∣∣∣∣∫
∂Ω
fvdsx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lq′ (∂Ω)‖v‖Lq(∂Ω) ≤ c ‖f‖Lq′ (∂Ω)‖v‖TW 1
p (Ω),

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
(C) → (A) Êàê áûëî ïîêàçàíî â � 1, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà v ∈

TW 1
p (Ω) 7→

∫
∂Ω fvdsx âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé (B) è (D) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 6.
(D) → (E). Ïóñòü u ∈ Yp(0, 1). Ïóñòü åùå λ ∈ C∞(0, 1),

0 ≤ λ ≤ 1, λ|(0,z2) = 1, λ|(z1,1) = 0.

Îïðåäåëèì v ∈ TW 1
p (Ω): v(x) = λ(z)u(z) ïðè x ∈ Γ, v = 0 íà ∂Ω \ Γ. Ââèäó

ëåììû 3 íåðàâåíñòâî ‖v̄‖Lq(Γ) ≤ c ‖v‖TW 1
p (Ω) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(∫ 1

0
|λ(z)u(z)|qϕ(z)n−2dz

)1/q

≤ c ‖λu‖Yp(0,1).

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíåííûå ïðè âûâîäå îöåíêè (4.1) â òåîðåìå 2, ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå áîëüøå c(λ) ‖u‖Yp(0,1). Òàêèì
îáðàçîì,

‖λu‖Lq(Γ) ≤ c ‖u‖Yp(0,1). (4.27)

Äàëåå, î÷åâèäíî

‖(1− λ)u‖Lq(Γ) ≤ c
(∫ 1

z2

|u(z)|qdz
)1/q

.

Ïî óñëîâèþ èìååì 1−n/p+(n− 1)/q ≥ 0, îòêóäà 1− 2/p+1/q > 0 ïðè q ≥ p
è, çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî W 1−1/p

p (z2, 1) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lq(z2, 1), (ñì.,
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íàïðèìåð, [11, � 16]). Ïðè q < p íåïðåðûâíîñòü óêàçàííîãî âëîæåíèÿ ñëåäóåò
èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà. Îòñþäà

(∫ 1

0
|(1− λ(z))u(z)|qϕ(z)n−2dz

)1/q

≤ c ‖u‖
W

1−1/p
p (z2,1)

≤ c ‖u‖Yp(0,1).

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (4.27), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ (E).
(E) → (D). Ïóñòü v ∈ TW 1

p (Ω). Â ñèëó ëåììû 3 ‖v̄‖Yp(0,1) ≤ c ‖v‖TW 1
p (Ω).

Ïîýòîìó (∫ 1

0
|v̄(z)|qϕ(z)n−2dz

)1/q

≤ c ‖v‖TW 1
p (Ω),

÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ TW 1
p (Ω) 3 v 7→ v̄ ∈ Lq(Γ). Äîêàçà-

òåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ çàêîí÷åíî.

Çàìå÷àíèå 4.Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10], ìîæíî äîïîëíèòü ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå. Èìåííî, ëþáîå èç óñëîâèé (A) � (E) ðàâíîñèëüíî ñïðàâåäëèâîñ-
òè íåðàâåíñòâà

1∫
0

 z∫
0

ϕ(t)n−2dt

 1∫
z

dt

ϕ(t)
n−1
p−1

q−1


p
p−q

dz

ϕ(z)
n−1
p−1

<∞

â ñëó÷àå q < p è íåðàâåíñòâà

sup
r∈(0,1)

(∫ r

0
ϕ(z)n−2dz

)1/q(∫ 1

r
ϕ(z)

1−n
p−1 dz

)(p−1)/p

<∞

â ñëó÷àå q ≥ p.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ïèê

Ω = {(y, z) ∈ Rn : z ∈ (0, 1), |y| < c zλ}, λ > 1.

Òîãäà çàäà÷à Íåéìàíà (1.2), (1.3) ðàçðåøèìà âñåõ f ∈ Lq′(∂Ω) â ñëåäóþùèõ
ñëó÷àÿõ:
1) p ≥ 1 + λ(n− 1) è q ∈ [1, p);
2) p < 1 + λ(n− 1) è 1 ≤ q < p min{1, (1 + λ(n− 2))/(1 + λ(n− 1)− p)}.
3) p > 1 + λ(n− 1) è p ≤ q ≤ ∞;
4) p = 1 + λ(n− 1) è p ≤ q <∞;
5) 1 < p < 1 + λ(n− 1) è p ≤ q ≤ (λ(n− 2) + 1)p/(1 + λ(n− 1)− p).

� 5. Îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâ, ñîïðÿæåííûõ ê W 1
p , TW 1

p äëÿ îáëàñòè
ñ âíóòðåííèì ïèêîì. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, êàê è âûøå, � îáëàñòü ñ âíåøíèì
ïèêîì ïðè n > 2. Òîãäà åå äîïîëíåíèå G = Rn \ Ω̄) åñòü ìíîãîìåðíàÿ
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îáëàñòü ñ âíóòðåííèì ïèêîì. Ïî òåîðåìå Äæîíñà [12] ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E : W 1

p (G) → W 1
p (Rn) . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ïðîñòðàíñòâî W 1
p (G)∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì W 1

p (Rn)∗, à ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå

W 1
p (Rn)∗ 3 F 7→ F ∈ W 1

p (G)∗,

çàäàííîå ôîðìóëîé 〈F, v〉 = 〈F , Ev〉, åñòü íåïðåðûâíûé ïðîåêòîð, òàê ÷òî
îïèñàíèå W 1

p (G)∗ ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ñòàíäàðòíîãî êëàññà W 1
p (Rn)∗.

Îáðàòèìñÿ ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà TW 1
p (G)∗. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòà-

òàìè ðàáîòû [7] (ñì. òàêæå [8, ãëàâà 7]) ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (G) õàðàêòåðèçóåòñÿ

ðàçëè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àÿõ p ∈ (1, n− 1), p = n− 1 è p > n− 1. Òàê, ïðè
1 < p < n− 1 íîðìà â TW 1

p (G) ýêâèâàëåíòíà íîðìå

(
‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

+
∫
Γ
|v(x)|pϕ(z)1−pdsx + |v|pp,Γ

)1/p

,

ãäå | · |p,Γ � ïîëóíîðìà, îïðåäåëåííàÿ â (3.4). Ïðè p = n − 1 > 1 âåðíî
ñîîòíîøåíèå

‖v‖TW 1
p (G) ∼

{
‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

+ |v|pp,Γ +
∫
Γ

|v(x)|pdsx

(ϕ(z) log(z/ϕ(z)))p−1
+ |||v|||pp,Γ

}1/p
,

ãäå

|||v|||p,Γ =

{∫∫
S

|v(x)− v(ξ)|p M(z, ζ)2−2pdsxdsξ

|x− ξ|(1 + log(|x− ξ|/M(z, ζ)))p

}1/p

. (5.1)

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó

S = {x, ξ ∈ Γ : |z − ζ| > M(z, ζ), 1/2 < z/ζ < 2},

èñïîëüçîâàíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â (3.4), ïðè÷åì â ñëó÷àå p = n − 1
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ′(z) = O(ϕ(z)/z)) ïðè z → 0, îòêóäà, â
÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ϕ(z) ∼ ϕ(ζ), åñëè 2−1 ≤ zζ−1 ≤ 2.
Íàêîíåö, ïðè p > n−1 íîðìà â ïðîñòðàíñòâå TW 1

p (G) ýêâèâàëåíòíà íîðìå

{
‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

+ |v|pp,Γ +
∫
Γ

|v(x)|pϕ(z)2−ndsx + (v)p
p,Γ

}1/p
,

ãäå

(v)p,Γ =

{ ∫∫
Γ×Γ

|v(x)− v(ξ)|p (ϕ(z)ϕ(ζ))2−n

|x− ξ|p+2−n
χ

(
M(z, ζ)

|z − ζ|

)
dsxdsξ

}1/p

. (5.2)

Óêàçàííûå íîðìû èíäóöèðóþò íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Yp(0, 1), êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ êàê ñóæåíèÿ íîðì â TW 1

p (G) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ
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íîñèòåëåì â Γ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ïåðåìåííîé z. Âûïèøåì ýòè íîðìû.
Ïðè p ∈ (1, n− 1) èìååì

‖u‖Yp(0,1) =

=

 1∫
0

|u(z)|p dz

ϕ(z)p+1−n
+
∫∫

{z,ζ∈(0,1)}

|u(z)− u(ζ)|pM(z, ζ)n−2

|z − ζ|p
χ

(
|z − ζ|
M(z, ζ)

)
dzdζ


1
p

.

Ïðè p = n− 1 ìîæíî ïîëîæèòü

‖u‖Yp(0,1) =

 1∫
0

|u(z)|pdz
(log(z/ϕ(z)))p−1

+

1∫
0

1∫
0

|u(z)− u(ζ)|p

|z − ζ|
σ(z, ζ)dzdζ


1
p

,

ãäå
σ(z, ζ) = χ(1/2,2)(z/ζ)Q

(
|z − ζ|(M(z, ζ))−1

)
,

χ(1/2,2) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîìåæóòêà (1/2, 2) è

Q(t) =

{
t1−p, t ∈ (0, 1),
(log(et))−p, t > 1.

Åñëè p > n− 1, òî ìîæíî âûáðàòü

‖u‖Yp(0,1) =

 1∫
0

|u(z)|pdz +

1∫
0

1∫
0

|u(z)− u(ζ)|p

|z − ζ|p+2−n
max

{
M(z, ζ)n−2

|z − ζ|n−2
, 1

}
dzdζ


1
p

.

Ôîðìóëèðóåìàÿ íèæå òåîðåìà äàåò îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà TW 1
p (G)∗ äëÿ

îáëàñòè ñ âíóòðåííèì ïèêîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ âíåøíèì ïèêîì, G = Rn \ Ω̄ è {µk}k≥0 �
ðàçáèåíèå åäèíèöû èç òåîðåìû 2.
(i) Âñÿêèé ôóíêöèîíàë f èç ïðîñòðàíñòâà TW 1

p (G)∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû

f = µ0f + (1− µ0)f̄ + (1− µ0)(f − f̄),

ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò òîìó æå ïðîñòðàíñòâó. Êðîìå òîãî, ïåðâîå
ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò W−1/p′

p′ (Γ0) è èìååò íîñèòåëü â Γ0. Âòîðîå ñëàãàåìîå
èìååò íîñèòåëü â ìíîæåñòâå {x ∈ Γ : z ≤ z0} è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Yp(0, 1)∗ â òîì ñìûñëå, ÷òî âåðíà îöåíêà

|〈f (2), v〉| ≤ const · ‖v̄‖Yp(0,1). (5.3)

Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî âåðíî ðàçëîæåíèå

(1− µ0)(f − f̄) =
∑

k≥1
µk(f − f̄)

34



è ñïðàâåäëèâà îöåíêà(∑
k≥1

‖µk(f − f̄)‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

)1/p′

≤ c ‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (G)∗ (5.4)

(ii) Åñëè ïðè âñåõ k ≥ 1 ôóíêöèîíàëû fk ∈ W−1/p′

p′ (Γk) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì (ii) òåîðåìû 2, à ôóíêöèîíàëû g è h ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ïðîñò-
ðàíñòâàì Yp(0, 1)∗ è W−1/p′

p′ (Γ0), òî êàæäûé èç ôóíêöèîíàëîâ f (1) = µ0h,

TW 1
p (G) 3 v 7→ 〈f (2), v〉 = 〈g, (1− µ0)v̄〉,

TW 1
p (G)) 3 v 7→ 〈f (3), v〉 =

∑
k≥1

〈λkfk, v〉

íåïðåðûâåí â TW 1
p (G). Êðîìå òîãî, f (1) ∈ W−1/p′

p′ (Γ0), à äëÿ íîðìû ôóíêöèî-
íàëà f (3) âåðíà îöåíêà

‖f (3)‖TW 1
p (G)∗ ≤ c

(∑
k≥1

‖λkfk‖p′

W
−1/p′
p′ (Γk)

)1/p′

. (5.5)

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ïðèâåäåì îòäåëüíî íåêîòîðûå îöåíêè
ïîëóíîðì (è íîðì), ôèãóðèðóþùèõ â íîðìàõ ‖ · ‖TW 1

p (G).

Ëåììà 8. Åñëè v ∈ TW 1
p (G), òî

‖µ0v‖TW 1
p (G) ≤ const · ‖v‖

W
1−1/p
p (Γ0)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü îöåíêè

|µ0v|pp,Γ ≤ c ‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

, p ∈ (1,∞), (5.6)

(µ0v)
p
p,Γ ≤ c ‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

, p > n− 1, (5.7)

|||µ0v|||pp,Γ ≤ c ‖v‖p

W
1−1/p
p (Γ0)

, p = n− 1. (5.8)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáîì p ∈ (1,∞) ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (G) âëîæåíî

â TW 1
p (Ω), ïîýòîìó îöåíêà (5.6) ñëåäóåò èç ëåììû 6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.7)

çàìåòèì, ÷òî |x− ξ| ∼ |z− ζ| ïðè |ζ−z| > M(z, ζ). Ïîýòîìó èç (5.2) ïîëó÷àåì
ìàæîðàíòó äëÿ ëåâîé ÷àñòè (5.7) â âèäå ñóììû c I1 + c I2, ãäå

I1 =
∫
Γ

|v(x)|p

ϕ(z)n−2
dsx

∫ z−ϕ(z)

0

|µ0(z)− µ0(ζ)|p

|z − ζ|p+2−n
dζ,

I2 =
∫
Γ

dsx

ϕ(z)p

∫
{ξ∈Γ:ζ<z−ϕ(z)}

µ0(ζ)
p|v(x)− v(ξ)|pdsξ

ϕ(ζ)n−2
.
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Òàê êàê µ0(t) = 0 ïðè t ∈ (0, z1), òî

I1 ≤ c
∫
{x∈Γ:z>z1}

|v(x)|pdsx

∫ 1

0
|z − ζ|n−2dζ ≤ c ‖v‖p

Lp(Γ0)

è
I2 ≤ c

∫
{x∈Γ:z>z1}

dsx

∫
{ξ∈Γ:ζ>z1}

(|v(x)|p + |v(ξ)|p)dsξ ≤ c ‖v‖p
Lp(Γ0).

Îòñþäà ñëåäóåò (5.7).
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è îöåíêà (5.8). Èç (5.1) ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ

÷àñòü (5.8) ìàæîðèðóåòñÿ ñóììîé

c
∫
{x∈Γ:z>z1}

|v(x)|pdsx

∫ z−ϕ(z)

0

|µ0(z)− µ0(ζ)|p

|z − ζ|
dζ+

+c
∫
{x∈Γ:z>z1}

dsx

∫
{ξ∈Γ:ζ>z1}

(|v(x)|p + |v(ξ)|p)µ0(ζ)
pdsξ,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò c ‖v‖p
Lp(Γ0). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 9. Ïóñòü v ∈ TW 1
p (G) è v èìååò íîñèòåëü â ìíîæåñòâå {x ∈ Γ : z ≤

z0}. Òîãäà
‖v‖p

TW 1
p (G) ≤ c |v|pp,Γ + c

∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)p−1
. (5.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 7 âåðíà îöåíêà

‖v‖
W

1−1/p
p (Γ0)

≤ c |v|p,Γ,

ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.9) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâà

(v)p
p,Γ ≤ c

∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)p−1
, p > n− 1, (5.10)

|||v|||pp,Γ ≤ c
∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)p−1
, p = n− 1, (5.11)

ãäå |||v|||p,Γ è (v)p,Γ � ïîëóíîðìû (5.1) è (5.2). Ðàññìàòðèâàÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ
ñëó÷àÿ z > ζ è z < ζ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå |z − ζ| ∼ |x − ξ|
ïðè |z − ζ| > M(z, ζ), ïîëó÷èì, ÷òî

(v)p
p,Γ ≤ c

∫
Γ

|v(x)|pdsx

ϕ(z)n−2

∫
{ξ∈Γ:|z−ζ|>ϕ(z)}

ϕ(ζ)2−ndsx

|z − ζ|p+2−n
≤

≤ c
∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)n−2

∫
|z−ζ|>ϕ(z)

dζ

|z − ζ|p+2−n
≤ c

∫
Γ
|v(x)p dsx

ϕ(z)p−1
.

36



Â ñëó÷àå p = n− 1 èìååì ϕ(z) ∼ ϕ(ζ) ïðè 2−1 ≤ zζ−1 ≤ 2, ïîýòîìó

|||v|||pp,Γ ≤ c
∫
Γ

|v(x)|p

ϕ(z)2p−2
dsx

∫
{ξ∈Γ:|z−ζ|>ϕ(z)}

dsξ

|z − ζ|
(
1 + log

∣∣∣ z−ζ
ϕ(z)

∣∣∣)p ≤

≤ c
∫
Γ

|v(x)|p

ϕ(z)p−1
dsx

∫
|z−ζ|>ϕ(z)

dζ

|ζ − z|
(
1 + log

∣∣∣ ζ−z
ϕ(z)

∣∣∣)p ≤ c
∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)p−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî ëåììå 3.

Ëåììà 10. Ïóñòü v ∈ TW 1
p (G). Òîãäà

‖v̄‖Yp(0,1) ≤ c ‖v‖TW 1
p (G). (5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p ∈ (1,∞) çàïèøåì íîðìó â ëåâîé ÷àñòè (5.12) â âèäå

‖v̄‖Yp(0,1) =

=

( 1∫
0

Q(z)|v̄(z)|pdz + |v̄|pp,Γ +

1∫
0

1∫
0

σ(z, ζ)|v̄(z)− v̄(ζ)|p dzdζ

|z − ζ|p+2−n

)1/p

, (5.13)

ãäå

|v̄|pp,Γ =

1∫
0

1∫
0

|u(z)− u(ζ)|pM(z, ζ)n−2

|z − ζ|p
χ

(
|z − ζ|
M(z, ζ)

)
dzdζ,

χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîìåæóòêà (0, 1), Q, σ � íåîòðèöàòåëüíûå
âåñîâûå ôóíêöèè,

Q(z) =


ϕ(z)n−1−p, p < n− 1,
(log(z/ϕ(z)))1−p, p = n− 1,
1, p > n− 1,

σ(z, ζ) =


0, p < n− 1,(
1 + (log

(
|z−ζ|

M(z,ζ)

))−p
χ(1/2,2)(zζ

−1)χ
(

M(z,ζ)
|z−ζ|

)
, p = n− 1,

χ(M(z, ζ)/|z − ζ|), p > n− 1.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (G) âëîæåíî â TW 1

p (Ω), òî îöåíêà

|v̄|p,Γ ≤ c ‖v‖TW 1
p (G). (5.14)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 3.
Äàëåå, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ïîëó÷èì, ÷òî

|v̄(z)|p ≤ c ϕ(z)2−n
∫

γz

|v(y, z)|pdγz(y), γz = {y : y/ϕ(z) ∈ γ = ∂ω},

37



îòêóäà
1∫

0

Q(z)|v̄(z)|pdz ≤ c
∫
Γ

Q(z)

ϕ(z)n−2
|v(x)|pdsx,

ãäå dsx � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðè p < n−1 æåëàåìûé ðåçóëüòàò
âûòåêàåò èç (5.14) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.
Ïðè p ≥ n − 1 òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.13). Èñïîëüçóÿ

îïÿòü íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (3.1), íàéäåì, ÷òî

|v̄(z)− v̄(ζ)|p ≤ c
∫

γ
|v(ϕ(z)Y, z)− v(ϕ(ζ)Y, ζ)|pdγ(Y ).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé Y ′ ∈ γ äàåò

|v̄(z)− v̄(ζ)|p ≤ c
∫∫
γ×γ

|v(ϕ(z)Y, z)− v(ϕ(z)Y ′, z)|pdγ(Y )dγ(Y ′)+

c
∫∫
γ×γ

|v(ϕ(z)Y ′, z)− v(ϕ(ζ)Y, ζ)|pdγ(Y )dγ(Y ′).

Èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåííûì z, ζ, ïðèäåì ê îöåíêå

1∫
0

1∫
0

σ(z, ζ)|v̄(z)− v̄(ζ)|p dzdζ

|z − ζ|p+2−n
≤ c I1 + c I2,

ãäå

I1 =
∫∫
Γ×Γ

|v(x)− v(ξ)|p

|z − ζ|p+2−n
(ϕ(z)ϕ(ζ))2−nσ(z, ζ)dsxdsξ,

I2 =

1∫
0

dz
∫∫
γ×γ

|v(ϕ(z)Y, z)− v(ϕ(z)Y ′, z)|pdγ(Y )dγ(Y ′)

1∫
0

σ(z, ζ)

|z − ζ|p+2−n
dζ.

Èç îïðåäåëåíèé (5.1), (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

I1 ≤
{
c |||v|||pp,Γ, p = n− 1,
c (v)p

p,Γ, p > n− 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (5.12) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íå-
ðàâåíñòâî I2 ≤ c‖v‖p

TW 1
p (G).

Åñëè p > n− 1, òî

1∫
0

σ(z, ζ)dζ

|z − ζ|p+2−n
≤ c

∫
|ζ−z|>ϕ(z)

dζ

|z − ζ|p+2−n
≤ c ϕ(z)n−p−1.
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Â ñëó÷àå p = n− 1 èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå ϕ(z) ∼ ϕ(ζ) ïðè 2−1 ≤ zζ−1 ≤ 2
è ïîëó÷èì

1∫
0

σ(z, ζ)dζ

|z − ζ|p+2−n
≤ c

∫
|ζ−z|>ϕ(z)

|ζ − z|−1dζ

(1 + log(|ζ − z|/ϕ(z)))p
≤ c.

Îòñþäà ïðè p ≥ n− 1 èìååì

I2 ≤ c

1∫
0

dz
∫∫

γz×γz

|v(y, z)− v(y′, z)|pdγz(y)dγz(y
′)

ϕ(z)n+p−3
≤

≤ c

1∫
0

dz
∫∫

γz×γz

|v(y, z)− v(y′, z)|pdγz(y)dγz(y
′)

|y − y′|n+p−3
,

ãäå γz = ∂ωz, ωz = {y ∈ Rn−1 : y/ϕ(z) ∈ ω}. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî TW 1
p (G)

âëîæåíî â TW 1
p (Ω), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîäîëæåíèå u ∈ W 1

p (Ω) ôóíêöèè v ñ
îáùåé ãðàíèöû ∂Ω = ∂G, äëÿ êîòîðîãî âåðíà îöåíêà ‖u‖W 1

p (Ω) ≤ c ‖v‖TW 1
p (G).

Ïðè ïî÷òè âñåõ z ∈ (0, 1) èìååì u(·, z) ∈ W 1
p (ωz), è ïî òåîðåìå Ãàëüÿðäî [1]

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫∫
γz×γz

|v(y, z)− v(y′, z)|pdγz(y)dγz(y
′)

|y − y′|n+p−3
≤ c ‖∇u(·, z)‖p

Lp(ωz)

ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò z, v. Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî
z ∈ (0, 1), íàéäåì, ÷òî

I2 ≤ c ‖∇u‖p
Lp(Ω∩U) ≤ c ‖v‖p

TW 1
p (G),

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. (i) Ïðèíàäëåæíîñòü f (1) = µ0f ∈ TW 1
p (Ω)∗

âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 2. Êðîìå òîãî,

|〈f (1), v〉| = |〈f, µ0v〉| ≤ c ‖f‖TW 1
p (G)∗‖µ0v‖TW 1

p (G).

Ïî ëåììå 8 ïîñëåäíÿÿ íîðìà íå áîëüøå c ‖v‖
W

1−1/p
p (Γ0)

. Òåì ñàìûì f (1) ∈

W
−1/p′

p′ (Γ0).
Ïðîâåðèì îöåíêó (5.3). Òàê êàê

‖(1− µ0)v̄‖TW 1
p (G) ∼ ‖(1− µ0)v̄‖Yp(0,1),

òî
|〈f (2), v〉| ≤ c(f) ‖(1− µ0)v̄‖Yp(0,1).
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Òàêèì îáðàçîì, (5.3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè

‖(1− µ0)v̄‖Yp(0,1) ≤ c ‖v̄‖Yp(0,1). (5.15)

Â ñëó÷àå p < n− 1 äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñò-
âóþùèå ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü p > n− 1. Òîãäà

‖(1− µ0)v̄‖p
Yp(0,1) ≤

∫ 1

0
|(1− µ0(z))v̄(z)|pdz+

+

1∫
0

1∫
0

|(1− µ0(z))v̄(z)− (1− µ0(ζ))v̄(ζ)|p

|z − ζ|p+2−n
σ(z, ζ)dzdζ, (5.16)

ãäå

σ(z, ζ) = max

{
M(z, ζ)n−2

|z − ζ|n−2
, 1

}
.

ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5.16) íå áîëüøå

c ‖v̄‖p
Yp(0,1) + c

1∫
0

1∫
0

|v̄(z)|p max{M(z, ζ)n−2, |z − ζ|n−2}dzdζ.

Èíòåãðàë ïî (0, 1)× (0, 1) íå ïðåâîñõîäèò ‖v̄‖p
Lp(0,1), îòêóäà ñëåäóåò (5.15).

Â ñëó÷àå p = n− 1 èìååì îöåíêó

‖(1− µ0)v̄‖p
Yp(0,1) ≤ c ‖v̄‖p

Yp(0,1) + c

1∫
0

1∫
0

|µ0(z)− µ0(ζ)|p|v̄(z)|p

|z − ζ|
σ(z, ζ)dzdζ,

ãäå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ σ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå 2−1 ≤ zζ−1 ≤ 2
è äîïóñêàåò îöåíêó σ(z, ζ)|z−ζ|p−1 ≤ const. Òàê êàê µ0|(0,z1) = 0, òî ïîñëåäíèé
èíòåãðàë ïî (0, 1)× (0, 1) íå ïðåâîñõîäèò

c

1∫
z1/2

|v̄(z)|pdz
1∫

0

|z − ζ|p−1σ(z, ζ)dζ,

÷òî íå áîëüøå c
∫ 1
z1/2 |v̄(z)|pdz, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåâîñõîäèò c ‖v̄‖p

Yp(0,1).
Îòñþäà âûòåêàåò (5.15) è ïðè p = n − 1. Èòàê, îöåíêà (5.3) óñòàíîâëåíà.
Êðîìå òîãî, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà

TW 1
p (G) 3 v 7→ 〈(1− µ0)f̄ , v〉

âûòåêàåò èç ëåììû 10.
Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå (5.4). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðà-

âåíñòâà (4.2) â òåîðåìå 2, ïðèäåì ê îöåíêå (4.10), êîòîðóþ ïåðåïèøåì â âèäå∑N

k=1
αp′

k ≤ 2 〈(1− µ0)(f − f̄), v〉, (5.17)
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ãäå
v(x) =

∑N

k=1
αp′−1

k νk(z)(vk(x)− v̊k), x ∈ ∂Ω,

νk(z)vk(x) = 0 âíå Γk, à âñå îáîçíà÷åíèÿ èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â
òåîðåìå 2. Äàëåå îöåíèì ‖v‖TW 1

p (G). Òàê êàê v(x) = 0 âíå ìíîæåñòâà {x ∈
Γ : z ≤ z0}, òî âåðíà îöåíêà (5.9). Ïîëóíîðìà |v|p,Γ îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê
è â òåîðåìå 2, è çäåñü âåðíî íåðàâåíñòâî

|v|pp,Γ ≤ c
∑N

k=1
αp′

k . (5.18)

Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.9). Èìååì∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)p−1
≤ c

N∑
k=1

α
(p′−1)p
k

∫
Γ
νk(z)

p|vk(x)− v̊k|p
dsx

ϕ(z)p−1
≤

≤ c
N∑

k=1

αp′

k ϕ(zk)
1−p‖vk − v̊k‖p

Lp(Γk) ≤ c
N∑

k=1

αp′

k [vk]
p
p,Γk

,

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå èñïîëüçîâàíà ëåììà 5. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ
[vk]p,Γk

≤ 1, òî ∫
Γ
|v(x)|p dsx

ϕ(z)p−1
≤ c

∑N

k=1
αp′

k . (5.19)

Îáúåäèíÿÿ (5.9) è (5.18) � (5.19), ïîëó÷àåì

‖v‖p
TW 1

p (G) ≤ c
∑N

k=1
αp′

k .

Îòñþäà è èç (5.17) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∑N

k=1
αp′

k ≤ c ‖(1− µ0)(f − f̄)‖TW 1
p (G)∗

(∑N

k=1
αp′

k

)1/p

,

à, çíà÷èò, è îöåíêà (5.4).
(ii) Åñëè h ∈ W

−1/p′

p′ (Γ0), òî f (1) = µ0h ∈ W
−1/p′

p′ (Γ0) â ñèëó òåîðåìû
Ãàëüÿðäî è çàìå÷àíèÿ 2, à òàê êàê TW 1

p (G) ⊂ W 1−1/p
p (Γ0), òî f (1) ∈ TW 1

p (G)∗.
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ôóíêöèîíàë

v 7→ 〈f (3), v〉 =
∑

k≥1
〈λkfk, v〉

íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå TW 1
p (Ω) ïî òåîðåìå 2, à çíà÷èò, è â ïðîñòðàíñòâå

TW 1
p (G) ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå âëîæåíî â TW 1

p (Ω). Îòñþäà è èç (4.5) ñëåäóåò
òàêæå îöåíêà (5.5).
Â çàêëþ÷åíèå óáåäèìñÿ â íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà TW 1

p (G) 3 v 7→
〈f (2), v〉. Òàê êàê g ∈ Yp(0, 1)∗, òî

|〈f (2), v〉| ≤ c(g) ‖(1− µ0)v̄‖Yp(0,1).

Òåïåðü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç îöåíêè (5.15) è ëåììû 10. Äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.
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ÓÄÊ 517.5
Â. Ã. Ìàçüÿ, Ñ. Â. Ïîáîð÷èé. Î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè ñ
ïèêîì.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè ñ âåðøèíîé ïèêà íà ãïàíèöå.
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà
ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà
W 1

p (Ω), 1 < p < ∞ èëè (â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåîäíîðîäíûì
êðàåâûì ócëîâèåì) ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó
TW 1

p (Ω) ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç êëàññàW 1
p (Ω). Óïîìÿíóòûå ñîïðÿæåí-

íûå ïðîñòðàíñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ â òåðìèíàõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ îòðèöà-
òåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ãëàäêîñòè íà ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ èëè ëèïøèöåâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ, à òàêæå â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ âåñîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé íà
èíòåðâàëå (0, 1) ÷èñëîâîé îñè. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ áàçèðó-
åòñÿ íà èçâåñòíîì ÿâíîì îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâ TW 1

p (Ω) â îáëàñòè ñ âåðøèíîé
âíåøíåãî èëè âíóòðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå.
Áèáëèîãð. 12 íàçâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Íåéìàíà, ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, îáëàñòè ñ ïèêàìè,
ãðàíè÷íûå ñëåäû, ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà.
Key words: Neumann problem, Sobolev spaces, domains with cusps, boundary

traces, dual spaces.



ÐÅÇÞÌÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè ñ âåðøèíîé ïèêà íà ãðàíèöå. Ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèå åå ðàçðåøèìîñòè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïðîñò-
ðàíñòâ W 1

p (Ω)∗ èëè TW 1
p (Ω)∗, ñîïðÿæåííûõ ê ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 1

p (Ω)
èëè ê ïðîñòðàíñòâó ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ TW 1

p (Ω) ôóíêöèé èç êëàññà W 1
p (Ω).

Äàíî ÿâíîå îïèñàíèå óêàçàííûõ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ îáëàñòè ñ
âåðøèíîé âíåøíåãî èëè âíóòðåííåãî ïèêà íà ãðàíèöå.


