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Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ
íà ãðàíèöå îáëàñòè ñ ïèêîì

Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

∆u = 0 â Ω, u
∣∣
Γ

= f, Γ = ∂Ω

äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ u = V % ïðèâî-
äèò ê ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîò-
íîñòè % â âèäå V % = f . Ðàçðåøèìîñòü ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé òåîðèè ïîòåíöèàëà èññëåäîâàëàñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðà-
áîòàõ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè Γ
(ñì. îáçîð [1], íåäàâíþþ ðàáîòó [2] è èìåþùóþñÿ òàì ëèòåðàòóðó).

Îïåðàòîð V åñòü ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ãëàâíàÿ
÷àñòü ñèìâîëà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé ÷àñòüþ ñèìâîëà îïå-
ðàòîðà (−δ)−1/2, ãäå δ � îïåðàòîð Áåëüòðàìè íà Γ. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ýòîò ôàêò, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòè Γ îïåðàòîð V −1 îòîáðàæàåò W s

2 (Γ) íà W s−1
2 (Γ) ïðè

ëþáîì âåùåñòâåííîì s.
Åcëè Γ ∈ C0,1, òî óðàâíåíèå V % = f îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â

êëàññå W
−1/2
2 (Γ) ïðè âñåõ f ∈ W

1/2
2 (Γ) [2]. Ðàçðåøèìîñòü èíòåã-

ðàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïîòåíöèàëà íà ïëîñêîì êîíòóðå ñ òî÷-
êîé âîçâðàòà èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [3] � [5]. Íàñòîÿùåé ðàáîòîé ìû
íà÷èíàåì èññëåäîâàíèå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåî-
ðèè ïîòåíöèàëà äëÿ ìíîãîìåðíîé îáëàñòè ñ èçîëèðîâàííûì ïèêîì.
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè Γ � ãðàíèöà óïîìÿíóòîé îáëàñòè, òî ïî-
òåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ C(Γ) 3 % 7→ V % ∈ Tr(Γ), äåéñòâóþùèé â
ïðîñòðàíñòâî Tr(Γ) ñëåäîâ íà Γ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì
Äèðèõëå íà Rn, ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðåí äî
èçîìîðôèçìà ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðÿæåííûì ê Tr(Γ) è ñà-
ìèì ïðîñòðàíñòâîì Tr(Γ). Èñïîëüçóÿ ÿâíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà
Tr(Γ) [6], [7, ãëàâà 7], ìîæíî ïðèâåñòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ V % = f â òåðìèíàõ
ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé çàîñòðåíèå ïèêà.
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Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè Γ, ñ êîòîðîé äàëåå áóäåì
èìåòü äåëî. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω ⊂
Rn, n > 2, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò, ∂Ω\{O} ∈
C0,1, à òî÷êà {O} èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ
Ω èëè ñ Rn \ Ω̄ ïî ìíîæåñòâó

{x = (x′, xn) ∈ Rn : xn ∈ (0, 1), x′/ϕ(xn) ∈ ω},
ãäå ϕ � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C0,1([0, 1]), òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) =
limt→0 ϕ′(t) = 0, à ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn−1 ñ ãðàíèöåé
êëàññà C0,1. Ïîëîæèì Γ = ∂Ω.

Äàëåå Br(x) îçíà÷àåò îòêðûòûé øàð â Rn ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â x, Br = Br(0). Åñëè G � îáëàñòü â Rn, òî C∞0 (G) åñòü ìíîæåñòâî
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
â G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̊1
2(R

n) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞0 (Rn) îòíîñè-
òåëüíî íîðìû ‖∇u‖L2(Rn), ãäå ∇u îçíà÷àåò ãðàäèåíò ôóíêöèè u.

Ëåììà 1. Ïðè n > 2 ïðîñòðàíñòâî L̊1
2(R

n) ñîñòîèò èç ôóíêöèé
u ∈ Lq(Rn), q = 2n/(n − 2), äëÿ êîòîðûõ ∇u ∈ L2(Rn). Îíî ãèëü-
áåðòîâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

L̊1
2(R

n) 3 u, v 7→
∫

Rn

∇u∇vdx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W 1
2,q(R

n) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíê-
öèé â Rn ñ êîíå÷íîé íîðìîé u 7→ ‖u‖Lq(Rn) + ‖∇u‖L2(Rn). Â ñèëó
íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà [8]

‖v‖Lq(Rn) ≤ const ‖∇v‖L2(Rn), v ∈ C∞0 (Rn),

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ C∞0 (Rn), ôóíäàìåíòàëüíàÿ â L̊1
2(R

n),
ôóíäàìåíòàëüíà è â Lq(Rn). Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà
ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L̊1

2(R
n) íåïðåðûâíî âëîæåíî â W 1

2,q(R
n).

Îáðàòíîå âëîæåíèå âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî C∞0 (Rn) ïëîòíî â
W 1

2,q(R
n). Óñòàíîâèì ïîñëåäíåå.

Ïóñòü u ∈ W 1
2,q(R

n) è ïóñòü η ∈ C∞0 (B2), η|B1 = 1, 0 ≤ η ≤ 1.
Ïîëîæèì ηk(x) = η(x/k), k = 1, 2, . . ., è ïðîâåðèì, ÷òî u àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ ôóíêöèÿìè uk = ηku. Â ñàìîì äåëå,

‖u− uk‖Lq(Rn) ≤ ‖u‖Lq(Rn\Bk) → 0.
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Äàëåå
‖∇(uk − u)‖L2(Rn) ≤ ‖(1− ηk)∇u‖L2(Rn)+

+const ‖|x|−1u‖L2(B2k\Bk). (1)

Òàê êàê ηk|Bk
= 1, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1) ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Rn 3 x 7→ |x|−1u(x) ïðèíàäëåæèò
L2(Rn). Òîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (1) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Èñïîëüçóÿ ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â Rn, ïîëó÷èì

‖|x|−1u‖2L2(Rn) =
∫

Sn−1
dSn−1(α)

∫ ∞

0

|u(r, α)/r|2rn−1dr.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè, ìàæîðèðóåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî
(0,∞) âåëè÷èíîé

const
∫ ∞

0

∣∣∣∣
∂u

∂r
(r, α)

∣∣∣∣
2

rn−1dr,

è çíà÷èò,

‖|x|−1u‖2L2(Rn) ≤ const
∫

Rn

|∇u(x)|2dx < ∞.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî limk→∞ ‖u − uk‖W 1
2,q(Rn) = 0. Îñòàåò-

ñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèè uk ñðåäíèìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò C∞0 (Rn) ïîñêîëüêó suppuk ⊂ B2k. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷àåì L̊1

2(R
n) = W 1

2,q(R
n) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì. Äîêà-

çàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Tr(Γ) ñëåäîâ u|Γ ôóíêöèé u ∈ L̊1

2(R
n) ñ

íîðìîé

‖f‖Tr(Γ) = inf{‖∇u‖L2(Rn) : u ∈ L̊1
2(R

n), u|Γ = f}.
Ñîïðÿæåííîå ê Tr(Γ) ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Tr(Γ)∗.

Ïóñòü H(Γ) � ïîäïðîñòðàíñòâî L̊1
2(R

n) ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ
â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω è Rn \ Ω̄.
Ëåììà 2. Îòîáðàæåíèå

H(Γ) 3 u 7→ Tu = u|Γ ∈ Tr(Γ) (2)

åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè H(Γ) è Tr(Γ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Tu = f , òî ôóíêöèÿ u ðåøàåò êàê âíóòðåí-
íþþ, òàê è âíåøíþþ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u|Γ = f . Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òà-
êîé ôóíêöèè äëÿ âñåõ f ∈ Tr(Γ) õîðîøî èçâåñòíû [9, �12], òàê
÷òî îòîáðàæåíèå (2) âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ñþðúåêòèâíî. Ðàâåí-
ñòâî ‖f‖Tr(Γ) = ‖∇u‖L2(Rn) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìèíèìóì èíòåãðà-
ëà Äèðèõëå íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ñëåä íà
ãðàíèöå îáëàñòè, äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè, ãàðìîíè÷åñêîé âíå Γ.

Èçó÷èì ñâîéñòâà íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ òèïà ïîòåíöèàëà.
Ëåììà 3. Ïðè λ ∈ (0, 1] èíòåãðàë

∫

Γ

|ξ − x|1−n+λdΓ(ξ)

îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Rn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x′ ∈ Γ � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî

|x′ − x| = min {|ξ − x| : ξ ∈ Γ},
òî

|x′ − ξ| ≤ |x′ − x|+ |x− ξ| ≤ 2 |x− ξ|, ξ ∈ Γ,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x ∈ Γ
� òî÷êà, áëèçêàÿ ê âåðøèíå ïèêà. Ïîëîæèì x = (ϕ(z)y, z), ξ =
(ϕ(ζ)η, ζ), z, ζ ∈ (0, 1), y, η ∈ ∂ω. Ïóñòü åùå

Γ1(x) = {ξ : ζ ∈ (0, z−ϕ(z))}; Γ2(x) = {ξ : ζ ∈ (z−ϕ(z), z +ϕ(z))};
Γ3(x) = {ξ : ϕ(z) < ζ − z < ϕ(ζ)}; Γ4(x) = {ξ : ζ ∈ (z + ϕ(ζ), 1)}.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç èíòåãðàëîâ

Ji(x) =
∫

Γi(x)

|ξ − x|1−n+λdΓ(ξ), i = 1, 2, 3, 4,

îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x.
Èìååì

J1(x) ≤ c

∫ z−ϕ(z)

0

ϕ(ζ)n−2dζ

(z − ζ)n−1−λ
=

= c

∫ z/ϕ(z)

1

ϕ(z − tϕ(z))n−2ϕ(z)dt

(ϕ(z)t)n−1−λ
≤ c ϕ(z)λ

∫ z/ϕ(z)

1

tλ+1−n ≤ c,
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ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò x.
Äàëåå, ïîëàãàÿ γ = ∂ω, çàìåòèì, ÷òî

J2(x) ≤ c

∫ z+ϕ(z)

z−ϕ(z)

ϕ(ζ)n−2dζ

∫

γ

dγ(η)
|x− ξ|n−1−λ

.

Òàê êàê

|x− ξ| = (|ζ−z|2 + |ϕ(z)y−ϕ(ζ)η|2)1/2 ≥ c (|ζ−z|+ϕ(z)|y−η|), (3)

è ϕ(ζ) ≤ c ϕ(z), òî

J2(x) ≤ c ϕ(z)n−2

∫ z+ϕ(z)

z−ϕ(z)

dζ

∫

γ

dγ(η)
(|ζ − z|+ ϕ(z)|y − η|)n−1−λ

,

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è â èíòåãðàëå ïî ïåðåìåííîé ζ
ñäåëàåì çàìåíó ζ − z = tϕ(z). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

J2(x) ≤ c ϕ(z)λ

∫

γ

dγ(η)
∫ 1

−1

(|t|+ |y − η|)1+λ−ndt. (4)

Åùå îäíà çàìåíà t = |y − η|s ïðèâîäèò ïðàâóþ ÷àñòü (4) ê âèäó

c ϕ(z)λ

∫

γ

dγ(η)
|y − η|n−2−λ

∫ 1/|y−η|

−1/|y−η|

ds

(1 + |s|)n−1−λ
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè n 6= 3 èëè λ 6= 1, òî

J2(x) ≤ c

∫

γ

dγ(η)
|y − η|n−2−λ

∫ ∞

−∞

ds

(1 + |s|)n−1−λ
≤ c

∫

γ

dγ(η)
|y − η|n−2−λ

.

Ïîñêîëüêó γ � ïîâåðõíîñòü êëàññà C0,1, òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë
îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ γ, è, çíà÷èò, âåëè÷èíà
J2(x) îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x.

Â ñëó÷àå n = 3, λ = 1 èìååì

J2(x) ≤ c ϕ(z)
∫

γ

log(1 + |y − η|−1)dγ(η),

è âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ñíîâà ìàæîðèðóåòñÿ êîíñòàíòîé , íå
çàâèñÿùåé îò x.
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Îáðàùàÿñü ê îöåíêå J3(x), çàìåòèì, ÷òî z > ζ − ϕ(ζ) ïðè ξ ∈
Γ3(x), ïîýòîìó ϕ(z) > ϕ(ζ)(1− o(1)), ãäå o(1) � ïîëîæèòåëüíàÿ áåñ-
êîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ζ → 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
c0 > 1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèè ϕ, äëÿ êîòîðîé ϕ(ζ) < c0ϕ(z)
ïðè ξ ∈ Γ3(x). Îòñþäà

Γ3(x) ⊂ {ξ = (ϕ(ζ)η, ζ) : 1 < ϕ(z)−1(ζ − z) < c0, η ∈ γ}.

Ïðèíèìàÿ åùå âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (3), ïîëó÷èì

J3(x) ≤ c

∫

{1<(ζ−z)/ϕ(z)<c0}

ϕ(ζ)n−2dζ

∫

γ

dγ(η)
(ζ − z + ϕ(z)|y − η|)n−1−λ

≤

≤ c ϕ(z)λ

∫

γ

dγ(η)
∫ c0

1

dt

(t + |y − η|)n−1−λ
≤

≤ c

∫

γ

dγ(η)
|y − η|n−2−λ

∫ c0/|y−η|

1/|y−η|

ds

(1 + s)n−1−λ
.

Ðàññóæäàÿ êàê è âûøå ïðè îöåíêå J2(x), óáåäèìñÿ, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìàæîðèðóåòñÿ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿ-
ùåé îò x. Íàêîíåö

J4(x) ≤ c

∫

ζ−ϕ(ζ)>z

ϕ(ζ)n−2

(ζ − z)n−1−λ
≤ c

∫ 1

z

(ζ − z)λ−1dζ ≤ const,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ëåììà 4. Îïåðàòîðû

L2(Γ) 3 v 7→
∫

Γ

v(y)dΓ(y)
|x− y|n−1−λ

∈ L2(Γ), λ ∈ (0, 1],

L2(Rn) 3 v 7→
∫

Rn

v(y)dy

|x− y|n−1
∈ L2(Γ)

íåïðåðûâíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî,
ïîëó÷èì

∣∣∣∣
∫

Γ

v(y)dΓ(y)
|x− y|n−1−λ

∣∣∣∣
2

≤
∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
|x− y|n−1−λ

∫

Γ

dΓ(y)
|x− y|n−1−λ

.
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Ïî ëåììå 3 ïîñëåäíèé èíòåãðàë îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëü-
íî x, ïîýòîìó

∫

Γ

dΓ(x)
∣∣∣∣
∫

Γ

v(y)dΓ(y)
|x− y|n−1−λ

∣∣∣∣
2

≤ c

∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
∫

Γ

dΓ(x)
|x− y|n−1−λ

.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íå áîëüøå c ‖v‖2L2(Γ), è ïåðâîå óòâåðæäå-
íèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïåðåõîäÿ êî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ, ïîëîæèì ïðè x ∈ Γ \ {O}

u1(x) =
∫

{|x−y|<|x|}

|v(y)|dy

|x− y|n−1
, u2(x) =

∫

{|x−y|>|x|}

|v(y)|dy

|x− y|n−1
.

Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü îöåíêè

‖ui‖L2(Γ) ≤ c ‖v‖L2(Rn), i = 1, 2. (5)

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî èìååì

u1(x)2 ≤
∫

{|x−y|<|x|}

v(y)2dy

|x− y|n−3/2

∫

{|x−y|<|x|}

dy

|x− y|n−1/2
≤

≤ c |x|1/2

∫

Br

v(y)2dy

|x− y|n−3/2
, r = 2 diam(Γ).

Èíòåãðèðóÿ ïî Γ, ïîëó÷èì
∫

Γ

u1(x)2dx ≤
∫

Br

v(y)2dy

∫

Γ

dΓ(x)
|x− y|n−3/2

.

Â ñèëó ëåììû 3 ïîñëåäíèé èíòåãðàë îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî îòíîñè-
òåëüíî y, è îöåíêà (5) ïðè i = 1 óñòàíîâëåíà. Ïåðåõîäÿ êî âòîðîé
îöåíêå (5), âíîâü èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

u2(x)2 ≤
∫

{|x−y|>|x|}
v(y)2dy

∫

{|x−y|>|x|}

dy

|x− y|2n−2
,

îòêóäà ∫

Γ

u2(x)2dx ≤ c ‖v‖2L2(Rn)

∫

Γ

dΓ(x)
|x|n−2

.

Ïî ëåììå 3 ïîñëåäíèé èíòåãðàë êîíå÷åí, è ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå
(5) ïðè i = 2. Ëåììà äîêàçàíà.

7



Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ u ∈ L̊1
2(R

n) è ï.â. x ∈ Γ âåðíî èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå

u(x) =
∫

Rn

∇u(y)(∇xE)(x, y)dy, (6)

ãäå E(x, y) = ((2−n)|Sn−1||x−y|n−2)−1 � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 4 è õîðîøî èçâåñòíîé ôîð-
ìóëû (6) äëÿ u ∈ C∞0 (Rn) è x ∈ Rn.
Ëåììà 5. Äëÿ v ∈ L2(Γ) ïîëîæèì

(Sαv)(x) =
∫

Γ

v(y)dy

|x− y|n−α
.

Òîãäà S1 : L2(Γ) → L2(Rn) è S2 : L2(Γ) → L2,loc(Rn) � íåïðåðûâíûå
ëèíåéíûå îïåðàòîðû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òàêîå R > 0, ÷òî Γ ⊂ BR. Ïðè
x ∈ BR ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

(S1v)(x)2 ≤
∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
|x− y|n−1/2

∫

Γ

dΓ(y)
|x− y|n−3/2

.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî ëåììå 3, ïîýòîìó
∫

BR

(S1v)(x)2dx ≤ c

∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
∫

|x−y|<2R

dx

|x− y|n−1/2
≤ cR1/2‖v‖2L2(Γ). (7)

Â ñëó÷àå |x| ≥ R ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî â
âèäå

(S1v)(x)2 ≤
∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
∫

Γ

dΓ(y)
|x− y|2(n−1)

.

Îòñþäà
∫

|x|>R

(S1v)(x)2dx ≤ ‖v‖2L2(Γ)

∫

Γ

dΓ(y)
∫

|x−y|>dist(∂BR,Γ)

dx

|x− y|2(n−1)
≤

≤ c dist(∂BR,Γ)2−n‖v‖2L2(Γ). (8)

8



Èç (7) è (8) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû îòíîñèòåëüíî S1.
Äëÿ îïåðàòîðà S2 äîñòàòî÷íî ïðè r > 0 ïðîâåðèòü îöåíêó

∫

Br

S2v
2dx ≤ c(r,Γ, n)

∫

Γ

v(y)2dΓ(y). (9)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

(S2v)(x)2 ≤
∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
|x− y|n−2

∫

Γ

dΓ(y)
|x− y|n−2

.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî ëåììå 3, è ëåâàÿ
÷àñòü (9) íå áîëüøå

c

∫

Γ

v(y)2dΓ(y)
∫

|x|<r

dx

|x− y|n−2
,

÷òî íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè (9).
Ïîñëåäíÿÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òàêîå óòâåðæäå-

íèå.
Ñëåäñòâèå 2. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

(V %)(x) =
∫

Γ

%(y)E(x, y)dΓ(y) (10)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì: L2(Γ) → H(Γ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ïðè ìàëîì ε > 0

%ε(y) =
{

%(y), åñëè |%(y)| < ε−1,
0, åñëè |%(y)| ≥ ε−1.

Òîãäà uε = V %ε ∈ C(Rn) è uε ãàðìîíè÷åñêàÿ â êàæäîé èç îáëàñòåé
Ω è Rn \ Ω̄. Êðîìå òîãî,

∇uε(x) =
∫

Γ

%ε(y)∇xE(x, y)dΓ(y), x ∈ Rn \ Γ,

à òàê êàê |∇xE(x, y)| ≤ c |x − y|1−n, òî ïî ëåììå 5 uε ∈ L̊1
2(R

n).
Ñëåäîâàòåëüíî, uε ∈ H(Γ). Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî %ε → % â L2(Γ)
ïðè ε → 0 è ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, ïîëó÷èì

‖∇(uε − uδ)‖L2(Rn) ≤ c ‖%ε − %δ‖L2(Γ),
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uε → u = V % â L2,loc(Rn) ïðè ε → 0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî u ∈ L̊1
2(R

n) è uε → u â L̊1
2(R

n) ïðè ε → 0.
Òàê êàê uε ãàðìîíè÷åñêàÿ â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω è Rn \ Ω̄, òî
òàêîâà æå è ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà
u(x) = O(|x|2−n) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (10).

Çàìå÷àíèå 1.Îáúåäèíÿÿ ñëåäñòâèå 2 ñ ëåììîé 2, ïîëó÷àåì íåïðå-
ðûâíîñòü îïåðàòîðà V : L2(Γ) → Tr(Γ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû ïîíàäîáèòñÿ
åùå îäíà ëåììà.
Ëåììà 6. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (10) êàê îïåðà-
òîð V : L2(Γ) → H(Γ) èëè êàê îïåðàòîð V : L2(Γ) → Tr(Γ). Åãî
îáðàç åñòü ïëîòíîå ìíîæåñòâî êàê â H(Γ), òàê è â Tr(Γ), à åãî
ÿäðî òðèâèàëüíî â îáîèõ ñëó÷àÿõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ðåçóëü-
òàò äëÿ ïðîñòðàíñòâà H(Γ). Íàéäåì îïåðàòîð V ∗ : H(Γ) → L2(Γ),
òàêîé, ÷òî

(V %, u)H(Γ) = (%, V ∗u)L2(Γ)

äëÿ âñåõ % ∈ L2(Γ), u ∈ H(Γ). Èìååì

(V %, u)H(Γ)=
∫

Rn

∇(V %)∇udx =
∫

Rn

∇u(x)dx∇x

∫

Γ

%(y)E(x, y)dΓ(y). (11)

Ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇x ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê èí-
òåãðàëà ïî Γ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ψ ∈ C∞0 (Rn). Ïî ëåììå 5 èí-
òåãðàë ïî Γ îò ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ èç
L2,loc(Rn), è òåîðåìà Ôóáèíè äàåò

∫

Rn

(∇ψ)(x)dx

∫

Γ

%(y)E(x, y)dΓ(y) =

=
∫

Γ

%(y)dΓ(y)
∫

Rn

(∇ψ)(x)E(x, y)dx. (12)

Ôóíêöèÿ Rn 3 x 7→ E(x, y) èìååò â Rn ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, è ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî Rn ðàâåí

−
∫

Rn

ψ(x)(∇xE)(x, y)dx. (13)

10



Ôóíêöèÿ ψ îãðàíè÷åíà è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ïîýòîìó èí-
òåãðàë îò ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â (13) îãðàíè÷åí. Ïðè-
ìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (12) â âèäå

−
∫

Rn

ψ(x)dx

∫

Γ

%(y)∇xE(x, y)dΓ(y).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè ψ ∈ C∞0 (Rn) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ V % èìååò îáîáùåííûé ãðàäèåíò â Rn, ðàâíûé

∫

Γ

%(y)∇xE(x, y)dΓ(y).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (11) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
∫

Rn

∇u(x)dx

∫

Γ

%(y)∇xE(x, y)dΓ(y). (14)

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 5 îáîñíîâûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåìåíû ïîðÿä-
êà èíòåãðèðîâàíèÿ â (14), òàê ÷òî èíòåãðàë (14) ðàâåí

∫

Γ

%(y)dΓ(y)
∫

Rn

∇u(x)∇xE(x, y)dx.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1 ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî Rn åñòü −u(y), è ìû
ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

∫

Rn

∇(V %)∇udx = −
∫

Γ

%udΓ, (15)

ñïðàâåäëèâîé äëÿ âñåõ % ∈ L2(Γ), u ∈ H(Γ). Èòàê, V ∗u = −u|Γ ïðè
u ∈ H(Γ).

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [10, ãë. 3, � 3]), ÷òî îïåðàòîð V
èíäóöèðóåò ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ L2(Γ) è H(Γ) â âèäå

L2(Γ) = Ker V ⊕ Im V ∗, H(Γ) = Ker V ∗ ⊕ ImV , (16)

ãäå ñèìâîëû Ker è Im îçíà÷àþò ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà, à ⊕ �
îðòîãîíàëüíóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðâíñòâà.

Ïîñêîëüêó KerV ∗ = 0, ôîðìóëû (16) äàþò V (L2(Γ)) = H(Γ).
Èç (16) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå Ker V = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
Im V ∗ = L2(Γ), ò.å. ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà Tr(Γ) â L2(Γ). Ïðîâåðèì
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ïîñëåäíåå. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî Tr(Γ) ñîäåðæèò ïðîñòðàí-
ñòâî C0,1(Γ) ôóíêöèé íà Γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà, è
ìíîæåñòâî C0,1(Γ) ïëîòíî â L2(Γ).

Ïóñòü f ∈ C0,1(Γ). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 èìååì

sup{|f(x)− f(y)|/|x− y| : x, y ∈ Γ, x 6= y} ≤ M.

Ôóíêöèÿ U , îïðåäåëåííàÿ â Rn ðàâåíñòâîì

U(x) = sup{f(y)−M |x− y| : y ∈ Γ},
ñîâïàäàåò ñ f íà Γ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|U(x)− U(y)| ≤ M |x− y|, x, y ∈ Rn.

Ïóñòü η ∈ C∞0 (B2), η|B1 = 1. ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
R > 0 ôóíêöèÿ Rn 3 x 7→ η(x/R)U(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó L̊1

2(R
n)

è èìååò íà Γ ñëåä f . Òåì ñàìûì C0,1(Γ) ⊂ Tr(Γ).
Ïðè ìàëîì ε > 0 ïîëîæèì Γε = ∂(Ω \ Bε). ×òîáû óñòàíîâèòü

ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà C0,1(Γ) â L2(Γ), äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðî-
âàòü ôóíêöèþ èç L2(Γε) ëèïøèöåâûìè íà Γε ôóíêöèÿìè, ðàâíû-
ìè íóëþ íà ∂Bε. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü Γε ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷-
íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ óêàçàííàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ãðàôèêîì ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè, òî òðåáóåìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïî-
ìîùüþ êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, ïîä÷èíåííîãî óïîìÿíóòîìó
ïîêðûòèþ, è àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè èç L2 ëèïøèöåâûìè ôóíêöè-
ÿìè â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

Ìû òåïåðü ìîæåì óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Îòîáðàæåíèå

L2(Γ) 3 % 7→ V % ∈ Tr(Γ)

ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíî äî èçîìîðôèçìà
ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Tr(Γ)∗ è Tr(Γ), åñëè îòîæäåñòâèòü ýëå-
ìåíò % ∈ L2(Γ) ñ ôóíêöèîíàëîì1

〈%, g〉 =
∫

Γ

%gdΓ, g ∈ Tr(Γ). (17)

1óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëà íà ýëå-
ìåíò
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèÿ
1) ‖%‖Tr(Γ)∗ = ‖V %‖Tr(Γ), % ∈ L2(Γ);
2) V (L2(Γ)) = Tr(Γ);
3) ôóíêöèîíàëû âèäà (17) îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Tr(Γ)∗.

Óòâåðæäåíèå 2) óñòàíîâëåíî â ïðåäûäóùåé ëåììå. Ïðîâåðèì ðà-
âåíñòâî 1). Ïóñòü g ∈ Tr(Γ) è u ∈ H(Γ) � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
u|Γ = g. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (15), ïîëó÷èì

|〈%, g〉| =
∣∣∣∣
∫

Rn

∇(V %)∇udx

∣∣∣∣ ≤

≤ ‖∇(V %‖L2(Rn)‖∇u‖L2(Rn) = ‖V %‖Tr(Γ)‖g‖Tr(Γ).

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ‖%‖Tr(Γ)∗ ≤ ‖V %‖Tr(Γ). Îáðàòíîå íåðà-
âåíñòâî âûòåêàåò èç öåïî÷êè

‖V %‖2Tr(Γ) = ‖∇(V %)‖2L2(Rn) = |〈%, V %〉| ≤ ‖%‖Tr(Γ)∗‖V %‖Tr(Γ),

âåðíîé íà îñíîâàíèè (15).
Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå óñëîâèÿ 3). Ïóñòü F ∈ Tr(Γ)∗ è T � îïåðà-

òîð âçÿòèÿ ñëåäà (2). Ïî òåîðåìå Ðèññà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
f ∈ Tr(Γ), ÷òî

〈F, g〉 =
∫

Rn

∇(T−1f)∇(T−1g)dx

äëÿ âñåõ g ∈ Tr(Γ). Ââèäó ëåììû 6 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
%k ∈ L2(Γ), äëÿ êîòîðîé

‖V %k − f‖Tr(Γ) = ‖∇(V %k − T−1f)‖L2(Rn) → 0.

Ïîëàãàÿ

〈Fk, g〉 =
∫

Rn

∇(V %k)∇(T−1g)dx, g ∈ Tr(Γ),

ïîëó÷èì, ÷òî

‖F − Fk‖Tr(Γ)∗ ≤ ‖V %k − f‖Tr(Γ) → 0.

Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ (15) ôóíêöèîíàë Fk ∈ Tr(Γ)∗ ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå

〈Fk, g〉 = −
∫

Γ

%kgdΓ, g ∈ Tr(Γ).
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Èòàê, ôóíêöèîíàëû âèäà (17) îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Tr(Γ)∗.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 3. Ðåøåíèå äâóñòîðîííåé çàäà÷è Äèðèõëå

u ∈ H(Γ), u|Γ = f

ïðè ëþáîì f ∈ Tr(Γ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïîòåíöèàëîì
ïðîñòîãî ñëîÿ u = V %, ãäå ïëîòíîñòü % ∈ Tr(Γ)∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ V % = f åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Îáúåäèíÿÿ òåîðåìó ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [6], (ñì. òàêæå [7, ãë.
7]) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ÿâíîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ
V % = f .
Ñëåäñòâèå 4. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

f(x) =
∫

Γ

%(y)E(x, y)dΓ(y), f ∈ Tr(Γ),

â êëàññå Tr(Γ)∗ ïðè n > 3 ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∫

Γ

f(x)2
dΓ(x)
ϕ(xn)

+
∫∫

Γ×Γ

|f(x)− f(ξ)|2 dΓ(x)dΓ(ξ)
|x− ξ|n < ∞,

à ïðè n = 3 � íåðàâåíñòâî
∫

Γ

f(x)2
dΓ(x)(

ϕ(z) log(z/ϕ(z))
) +

∫∫

Γ×Γ

|f(x)− f(ξ)|2 dΓ(x)dΓ(ξ)
r3

+

+
∫∫

{x,ξ∈Γ:r>M(z,ζ)}

|f(x)− f(ξ)|2 M(z, ζ)−2dΓ(x)dΓ(ξ)

r
(
log(1 + r/M(z, ζ))

)2 < ∞,

ãäå r = |x − ξ|, x = (y, z), ξ = (η, ζ), M(z, ζ) = max{ϕ(z), ϕ(ζ)}.
Ïðè n = 3 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà çàîñòðåíèå
ïèêà: ϕ′(z) = O(ϕ(z)z−1).

Çàìå÷àíèå 2. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà Tr(Γ)∗ ìîæíî íàéòè â [7,
8.3] è â [11].
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