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Ïðåäóïðåæäåíèå (Äèñêëåéìåð)

ß íå ñòàâëþ öåëüþ

à) âñåì îáúÿñíèòü âñå ïðî àëãåáðû

á) çàðàçèòü èíòåðåñîì çàíèìàòüñÿ àëãåáðàìè

â) ðàññêàçàòü òî÷íåå ïðî òî, ÷åì ÿ çàíèìàþñü áîëåå êîíêðåòíî.

Íî åñëè ðàññêàç áóäåò ñëèøêîì ýëåìåíòàðíûì, òî åñòü ññûëêà íà ìîè áîëåå ïîëíûå
ðàññêàçû!
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Figure: Ïåðåïèñü 1782 ãîäà ïî ñëîáîäå Äåäîâêà, Áîãó÷àðñêèé óåçä
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Î ÷åì ðå÷ü? Íåêîììóòàòèâíàÿ Êðàñíàÿ Øàïî÷êà

Íåêîììóòàòèâíîñòü:

Íåàññîöèàòèâíîñòü:

(Îõîòíèê+ Êðàñíàÿ øàïî÷êà) + Âîëê ̸= Îõîòíèê+ (Êðàñíàÿ øàïî÷êà+ Âîëê)
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Ìîòèâàöèÿ

Âî-ïåðâûõ � ïî÷åìó âîîáùå àëãåáðû? Ïîòîìó ÷òî ýòî áàçîâîå ïîíÿòèå, ýòî
ñâîåãî ðîäà ìíîãîìåðíûå ÷èñëà: ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæåòü, åäèíñòâåííîå
÷òî íåëüçÿ � äåëèòü (èíîãäà ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, íî íå âñåãäà). Ñàìûå
ïîíÿòíûå ïðèìåðû àëãåáð � âåùåñòâåííûå ÷èñëà ("èçìåðÿòü äëèíû"),
êîìïëåêñíûå ÷èñëà (ïðèñîáëåííû ê ïëîñêîñòè è äàæå áîëüøå) è êâàòåðíèîíû
(ôàêòè÷åñêè îòâåòñòâåííû çà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå).

Ïîèñêè è èññëåäîâàíèå èìåííî íåàññîöèàòèâíûõ (èëè íåêîììóòàòèâíûõ)
ñòðóêòóð íå ÿâëÿþòñÿ ñàìîöåëüþ. Òàê ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà, êîòîðàÿ
è êîììóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà, èçîìîðôíà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ ñâîåîáðàçíûå êà÷åëè (èíü-ÿíü):
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Îñíîâû è îïðåäåëåíèÿ

Àëãåáðà = Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî + óìíîæåíèå ñâÿçàíííûå çàêîíàìè
äèñòðèáóòèâíîñòè (òî åñòü "îòêðûâàíèÿ ñêîáîê")

Ñëîæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ âñåãäà +, à óìíîæåíèå ïî ðàçíîìó x · y, x× y, x • y, xy
è ò.ä. Ñòàíäàðòíîå óìíîæåíèå ÷èñåë êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî:

x · y = y · x x · (y · z) = (x · y) · z

Áîëåå èíòåðåñíàÿ àëãåáðà � âåêòîðà â R3 ñ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì, êîòîðîå
àíòèêîììóòàòèâíî è íåàññîöèàòèâíî:

x× y = −y × x

(x× y)× z + (y × z)× x+ (z × x)× y = 0 (àëãåáðà Ëè)

Óìíîæåíèå íà x � äèôôåðåíöèðîâàíèå, òàê êàê âûïîëíåíî ïðàâèëî Ëåéáíèöà

x× (y × z) = (x× y)× z + y × (x× z)
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Ýïèçîä 1: È ñîçäàë Ãàìèëüòîí êâàòåðíèîíû...

Ñýð Ãàìèëüòîí íåñêîëüêî ëåò ðàáîòàë íàä
îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è
ñîçäàíèåì ïîëíîöåííîé ñèñòåìû "÷èñåë" èç òðîåê
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òðèïëåòîâ.
Çàäà÷à î òðèïëåòàõ, áåñïðåñòàííî çàíèìàâøàÿ
Ãàìèëüòîíà, îêàçàëàñü êðåïêèì îðåøêîì. Âñÿ åãî
ñåìüÿ ïåðåæèâàëà ñ íèì åãî íåóäà÷è. Ñàì îí
ðàññêàçûâàë, ÷òî ñòîèëî åìó ñïóñòèòüñÿ ê çàâòðàêó,
êàê îäèí èç åãî ñûíîâåé ñïðàøèâàë: "Íó, ïàïà,

ìîæåøü ëè òû óæå óìíîæàòü òðèïëåòû?" È ïàïà
äîëæåí áûë óäðó÷åííî îòâå÷àòü: "Íåò, ÿ ìîãó

òîëüêî ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü èõ".
Îçàðåíèå ïðèøëî ê íåìó â îäèí èç îêòÿáðüñêèõ äíåé 1843 ãîäà � âî âðåìÿ
ïðîãóëêè ïî äóáëèíñêîìó ìîñòó; òàê ïîÿâèëèñü êâàòåðíèîíû. Êâàòåðèíèîíû
ïîòåðÿëè êîììóòàòèâíîñòü, íî îñòàâàëèñü åùå àññîöèàòèâíûìè. Òàê âûãëÿäèò
óìíîæåíèå êâàòåðèíîíîâ:

i ⋆ i = j ⋆ j = k ⋆ k = −1, i ⋆ j = k, j ⋆ i = −k, etc.
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Ýïèçîä 2: Îêòîíèîíû

Êîììóòàòèâíûì çàêîíîì ó êâàòåðíèîíîâ
ïðèøëîñü ïîæåðòâîâàòü, íî ïðî÷èå ïðàâèëà
àðèôìåòèêè ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè
óòðÿñëèñü. Äæîí Ãðåéâñ, äðóã Ãàìèëüòîíà
åùå ñî âðåìåí êîëëåäæà, ÷åðåç äâà ìåñÿöà
îáúÿâèë, ÷òî èçîáðåë âîñüìèìåðíóþ ÷èñëîâóþ
ñèñòåìó è íàçâàë èõ îêòàâàìè. Îäíàêî ïîêà
äåëî äîøëî äî ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ, åãî
îïåðåäèë Àðòóð Êýëè, íàïèñàâ ðàáîòó îá
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, îí ñîïðîâîäèë åå
ïðèëîæåíèåì, â êîòîðîì îïèñàë îêòîíèîíû.
Â ñèëó ýòîãî èñòîðè÷åñêîãî êàçóñà îòêðûòèå
îêòîíèîíîâ ïðèïèñûâàåòñÿ íå òîìó ÷åëîâåêó
(îíè èçâåñòíû êàê ÷èñëà Êýëè, äàæå ñåãîäíÿ).

Íåñêîëüêî ñëîâ î ïðèëîæåíèÿõ îêòîíèîíîâ îò òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè äî Deep
octonion networks, 2020
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Ýïèçîä 2: Ñåäåíèîíû?...

1,2,4,8,... ×òî äàëüøå? Íè÷åãî.
Åñëè ðàçãîâîð î ÷èñëàõ, 16 ÿâëÿåòñÿ
î÷åâèäíûì ñëåäóþùèì ÷ëåíîì. Íî åñëè
ïîäðàçóìåâàåòñÿ àëãåáðà îïðåäåëåííîãî
òèïà, ñëåäóþùåãî ÷ëåíà íå ñóùåñòâóåò.
È îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî î÷åíü âàæíî.
Ïîñëåäíåå ÷èñëî, ñêðîìíàÿ âîñüìåðêà,
ëåæèò â ñåðäöåâèíå ìàòåìàòè÷åñêîé
ñèñòåìû, èçâåñòíîé êàê îêòîíèîíû. È
ýòà ñèñòåìà ïîõîæå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì,
êîòîðûé ïîçâîëèò ôèçèêàì ñîåäèíèòü
âìåñòå êâàíòîâóþ òåîðèþ è ãðàâèòàöèþ.
Êàê íè ñòðàííî íå çâó÷èò, ÷èñëî 8 ìîæåò
ïðèâåñòè íàñ ê "Òåîðèè Âñåãî".
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Ýïèçîä 2.5: Ñâåò íàäåæäû: ñïèí-ôàêòîðû Êëèôôîðäà

Ñïèí-ôàêòîð, ýòî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà, òî åñòü ñóììà äâóõ óðîâíåé: ÷èñåë
(óðîâåíü 0, èëè "÷åò") è âåêòîðîâ (óðîâåíü 1, èëè "íå÷åò"). Ãðàäóèðîâêà ýòî
ïðàâèëî êîãäà ïðîèçâåäåíèå óðîâíåé i è k äàåò ýëåìåíò óðîâíÿ i+ k. Íàïðèìåð,
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë èëè âåêòîðîâ ìåæäó ñîáîé = ÷èñëî, à âåêòîðà íà ÷èñëî áóäåò
âåêòîð. ×èñëîâóþ ÷àñòü íàçûâàþò âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, à âåêòîðíóþ � ìíèìîþ
÷àñòüþ. Âåêòîðà ëåæàò â êàêîì-íèáóäü ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð R3:

x = (a,u) ≈ a+ u, u ∈ R3.

Ñêëàäûâàòü ýëåìåíòû áóäåì êàê îáû÷íî, à óìíîæàòü ñîãëàñíî

(a,u) • (b,v) = (ab− u · v, av + bu)

(· - îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå). Óìíîæåíèå êîììóòàòèòâíî è êðîìå òîãî

x•2 = (a,u)•2 = (b,v) = (a2 − |u|2, 2au)

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ
x•2 − 2ax+ ∥x∥2 = 0

Òî åñòü âñå ÷èñëà â òàêîé àëãåáðå óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ!
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Ýïèçîä 2.5: Ñïèí-ôàêòîðû Êëèôôîðäà

(a,u) • (b,v) = (ab− u · v, av + bu)

Çàìåòüòå, ÷òî åñòü ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, íî íå ñ êâàòåðíè-
îíàìè (îíè íå êîììóòàòèâíû!). Â íåêîòîðîì ñìûñëå, ñïèí-ôàêòîðû åñòü
"ïîñëåäíåå êèòàéñêîå (((((((

ïðåäóïðåæäåíèå îáîáùåíèå" êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
ñîõðàíÿþùåå ïðèñóùóþ èì ãðàäóèðîâêó è êîììóòàòèâíîñòü.

Îäíàêî, åñòü è íþàíñû. Íàïîìíþ, ÷òî ó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âñåãî îäíà
êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà. À âîò åñëè èõ êàê ìèíèìóì äâå, òî óìíîæåíèå óæå íå
àññîöèàòèâíî:

e1 • e2 = 0, e2 • e2 = −1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà íåàññîöèàòèâíà:

(e1 • e2) • e2 = 0 ̸= −e1 = e1 • (e2 • e2)

Ñïèí-ôàêòîðû èìåþò ðÿä ïðèëîæåíèé â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òàê
êàê èõ ñòðóêòóðà â òî÷íîñòè ñëåäóåò ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî è âîîáùå
õîðîøî îïèñûâàåò êîíóñû. Íî ñàìîå âàæíîå èõ ïðèëîæåíèå � â òåîðèè Éîðäàíîâûõ
àëãåáð. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

x2 • (x • y) = x • (x2 • y) äîìàøíåå çàäàíèå!
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Ýïèçîä 3. Éîðäàíîâû àëãåáðû

Â 1932 Ïàñêàëü Éîðäàí ïðåäëîæèë èäåþ àëãåáðàè÷åñêîãî
îñíîâàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íåçàâèñèìîé îò
"íåâèäèìîé", íî âñåîïðåäåëÿþùåé ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû.
Îí ïîïûòàëñÿ àêñèîìàòèçèðîâàòü êâàíòîâóþ òåîðèþ òàê,
÷òîáû àëãåáðà íàáëþäàåìûõ êâàíòîâîé ñèñòåìû äîëæíà
áûòü ôîðìàëüíî âåùåñòâåííîé àëãåáðîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé (x • y = y • x) è ñòåïåííî-àññîöèàòèâíîé
(çàêîí àññîöèàòèâíîñòè ñïðàâåäëèâ äëÿ ïðîèçâåäåíèé,
âêëþ÷àþùèõ òîëüêî îäíó ïåðåìåííóþ x).
Íî êàê ïåðåìíîæèòü äâå ýðìèòîâûõ ìàòðèöû ÷òîáû
ïðîèçâåäåíèå ñòàëî ñíîâà ýðìèòîâûì?... Ê ñîæàëåíèþ,

Ìàòðèöà ·Ìàòðèöà = Ìàòðèöà,

Ýðìèòîâà ìàòðèöà · Ýðìèòîâà ìàòðèöà ̸= Ýðìèòîâà ìàòðèöà

Â ñàìîì äåëå: (
1 2
2 0

)
·
(

2 1
1 3

)
=

(
4 7
4 2

)
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Ýïèçîä 3. Éîðäàíîâû àëãåáðû

Òîãäà Éîðäàí "ñèììåòðèçîâàë" ïðîèçâåäåíèå, âìåñòî îáû÷íîãî ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ îí ââîäèò àíòèêîììóòàòîð:

x • y =
1

2
(xy + yx),

íàïðèìåð (
1 2
2 0

)
•
(

2 1
1 3

)
=

(
4 11/2

11/2 2

)
Ãëàâíûé âîïðîñ, êîòîðûé Éîðäàí ïûòàëñÿ ðåøèòü: Ìîæåò ëè êâàíòîâàÿ òåîðèÿ

îñíîâûâàòüñÿ òîëüêî íà êîììóòàòèâíîì è íåàññîöèàòèâíîì ïðîèçâåäåíèè, èëè

íóæíî åùå àññîöèàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå xy ãäå-òî "íà çàäíåì ïëàíå"?

Òàê ïîÿâèëîñü, ñòàâøåå óæå çíàìåíèòûì, îïðåäåëåíèå: àëãåáðà Éîðäàíîâà åñëè

x • y = y • x êîììóòàòèâíîñòü

x2 • (x • y) = x • (x2 • y) òîæäåñòâî Éîðäàíà
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Ýïèçîä 3. Éîðäàíîâû àëãåáðû

×òî èíòåðåñíîãî â Éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ è êàê èõ "êëàññèôèöèðîâàòü"? ×òîáû
ïîíÿòü êàê óñòðîåíû ìîëåêóëû íóæíî êëàññèôèöèðîâàòü "àòîìû", â àëãåáðå îíè
íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè (íåðàçëîæèìûìè) àëãåáðàìè.
Ãîä ñïóñòÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ, ïîÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ êëàññèôèêàöèÿ:

Éîðäàí, Äæîí ôîí Íåéìàí è Âèãíåð (1934)

Âñå ïðîñòûå Éîðäàíîâûå àëãåáðû ïðèíàæëåæàò îäíîìó èç òðåõ òèïîâ:

ñïèí-ôàêòîðû;

òðè ðåãóëÿðíûå ñåìåéñòâà: ýðìèòîâû ìàòðèöû íàä âåùåñòâåííûìè,
êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è êâàòåðíèîíàìè;

çàãàäî÷íàÿ àëãåáðà Ýðìèòîâûõ ìàòðèö 3× 3 íàä îêòîíèîíàìè

Òîëüêî ïåðå÷èñåëåíèå ðàçíûõ ïðèëîæåíèé ýòîé çàãàäî÷íîé àëãåáðû Àëüáåðòà
çàéìåò öåëóþ ëåêöèþ, ïðîñòî óïîìÿíó, ÷òî ïî êàêèì-òî (ïîêà åùå íåÿñíûì)
ìèñòè÷åñêèì ïðè÷èíàì âñå íåïðèâîäèìûå ôîðìàëüíî âåùåñòâåííûå éîðäàíîâû
àëãåáðû ïðîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðèè, àëãåáðû, àíàëèçà, Ó×Ï,
êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè ãðóïïû, à òàêæå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.
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Éîðäàíîâû àëãåáðû è èíòåãðèðóåìûå èåðàðõèè

Òèïè÷íûé ïðèìåð � óðàâíåíèÿ Êîðòâåãà�äå Ôðèçà ut = uxxx − 6uux.

Ñ. Ñâèíîëóïîâ è Â. Ñîêîëîâ â 1990õ óñòàíîâèëè èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû

wi
x = wj

xxx − 6ai
jkw

jwk
x, ai

jk = ai
kj (1)

ñ ïîìîùüþ Éîðäàíîâûõ àëãåáð. À èìåííî, îíè èññëåäîâàëè âîïðîñ

Èíòåãðèðóåìîñòü: Êàê îïèñàòü êîíåêðåòíûå ai
jk = ai

kj òàê ÷òî (1) îáëàäàåò
îáîáùåííûìè ñèììåòðèÿìè è çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ?

Ïîäõîä Ñâèíîëóïîâà: îïðåäåëèì äëÿ (1) N -ìåðíóþ êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó J ñî
ñòðóêòóðíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai

jk, ò.å.

ej • ek = ek • ej :=
∑
i

ai
jkei,

â íåêîòîðîì áàçèñå ei. Òîãäà ðàçíûå áàçèñû ïîðîæäàþò ýêâèâàëåíòíûå àëãåáðû.
Ïóñòü W = eiw

i ∈ J , òîãäà (1) ñòàíîâèòñÿ Ó×Ï â àëãåáðå J :

Wt = Wxxx − 6W •Wx

Ñâèíîëóïîâ (1991). Óðàâíåíèÿ (1) îáëàäàþò îáîáùåííûìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà J áóäåò Éîðäàíîâà àëãåáðà!
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Ìíîãîîáðàçèå àëãåáð òóò íå çàêàí÷èâàåòñÿ, à òîëüêî íà÷èíàåòñÿ. ß òîëüêî åùå
ðàññêàæó î ïàðå âàæíûõ êëàññîâ.
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Ýïèçîä 4. Àëãåáðà Ìîíñòðà

Ãðóïïà � ýòî îáúåêò, ãäå ìîæíî óìíîæàòü è íàõîäèòü
îáðàòíûé ýëåìåíò ïî "åñòåñòâåííûì" (àññîöèàòèâíûì)
ïðàâèëàì. Íàïðèìåð ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

Ãðóïïû îïûñûâàþò ñèììåòðèè è ëþáàÿ ñèììåòðèÿ � ýòî
÷àñòü êàêîé-òî ãðóïïû.

×åì áîëüøå ãðóïïà ñèììåòðèé, òåì "êðóãëåå", èëè
ñèììåòðè÷íåå, îáúåêò.

Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Í¼òåð ãîâîðèò, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà
ñèììåòðèè ïîðîæäàåò "çàêîí ñîõðàíåíèÿ" (è íàîáîðîò)

Êàê è ÷èñëà, ãðóïïû ðàçëàãàþòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ (êàê ïðîñòûå ÷èñëà 2, 3, 5, 7, 11,. . . ).

Ïðîñòûå ãðóïïû ìîæíî âñå ïåðåïèñàòü, ýòî äîëãàÿ
èñòîðèÿ, íî ñåãîäíÿ îíè óæå âñå èçâåñòíû

Åñòü íåñêîëüêî (18) ðåãóëÿðíûõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ,
íî åñòü è íåðåãóëÿðíûå � "ñïîðàäè÷åñêèå" (âñåãî 26).

È âîò ñðåäè ñïîðàäè÷åñêèõ åñòü ñàìàÿ áîëüøàÿ,
"ïîñëåäíÿÿ" � ãðóïïà Ìîíñòð! Ôîðìàëüíî, êàæäûé
ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû òðåáóåò 4Ãá äàííûõ ïàìÿòè

Âëàäèìèð Ã. Òêà÷åâ Âîëîãðàäñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò 11 àïðåëÿ, 2024 (19 of 31)



Ìèñòåðèÿ ãðóïïû Ìîíñòð: Moonshine

Ãðóïïà Ìîíñòåð Ôèøåðà-Ãðèñà M èìååò îãðîìíîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ

246 ·320 ·59 ·76 ·112 ·133 ·17·19·23·29·31·41·47·59·71· ≈ 8 · 1053

Ýòî ãðóïïà ñèììåòðèé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû Ãðèñà VM
ðàçìåðíîñòè 196884.

Monstrous moonshine: McKay ñèäÿ íà "÷óæîé" êîíôåðåíöèè
ïî òåîðèè ÷èñåë âíåçàïíî çàìåòèë, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà
Ëîðàíà j-èíâàðèàíòà (q = e2πiτ ) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòÿìè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ìîíñòåð!

j(τ) =
(θ32 + θ33 + θ34)

3

8η24
=

1

q
+ 744 + (196884)q + . . .

Â 1988, È. Ôðåíêåëü, Lepowsky è Meurman ïîñòðîèëè
ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó âåðøèííûõ îïåðàòîðîâ

V ♯ = ⊕n≥0Vn V2 = VM
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Ìèñòåðèÿ ãðóïïû Ìîíñòð: Moonshine

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî Ìîíñòð ìîæíî "ïîðîäèòü" âñåãî èç òðåõ èíâîëþöèé
("îòðàæåíèé")! Äðóãîå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî àëãåáðû Ãðèñà ýòî òî, ÷òî îíà
àëãåáðà ðàññûïàåòñÿ íà 4 èíòåðåñíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà:

A = A1 ⊕A0 ⊕A 1
4
⊕A 1

32

êîòîðûå ïðåìíîæàþòñÿ ïî Z2-ãðàäóèðîâàííûì
ïðàâèëàì Èçèíãà (ïðàâèëà ñëèÿíèÿ � ýòî
ïðàâèëà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðàçëîæåíèå
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé.)

⋆ 1 0 1
4

1
32

1 1 ∅ 1
4

1
32

0 ∅ 0 1
4

1
32

1
4

1
4

1
4 1, 0 1

32

1
32

1
32

1
32

1
32 1, 0, 1

4
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Ýïèçîä 5: Ãåíåòè÷åñêèå àëãåáðû
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Ýïèçîä 5: Ãåíåòè÷åñêèå àëãåáðû

Â ïîïóëÿöèÿõ ñ ðàçëè÷íûìè ãåíåòè÷åñêèìè ïðèçíàêàìè
êàæäàÿ êîíêðåòíàÿ ïîïóëÿöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòàìè ýòèõ
ïðèçíàêîâ, íàïðèìåð, ÷àñòîòû ãåíîâ èëè ãåíîòèïîâ. Ýòè
÷àñòîòû ñîáèðàþòñÿ â âèäå âåêòîðà, è âûïóêëûå êîìáèíàöèè
òàêèõ âåêòîðîâ îïèñûâàþò ñìåñè ïîïóëÿöèé, òàê ÷òî ñëîæåíèå
âåêòîðîâ è óìíîæåíèå íà êîíñòàíòû èìåþò ñìûñë.

Ïîëîâîå ðàçìíîæåíèå ïðèâîäèò ê êîììóòàòèâíîé, íî íåàññîöèàòèâíîé ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ñòðóêòóðå, êîòîðàÿ îòðàæàåò ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå çàêîíîâ Ìåíäå-
ëÿ. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèÿ ýâîëþöèè ìåíäåëåâñêîé ïîïóëÿöèè
ãàìåò (ïîëîâûõ êëåòîê). Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � óðàâíåíèÿ Ìåíäåëÿ äëÿ äâóõ çèãîò,

• e1 e2

e1 e1 0.5e1 + 0.5e2

e2 0.5e1 + 0.5e2 e2

Ñîãëàñíî ýòèì óðàâíåíèÿì, óìíîæåíèå íåàññîöèàòèâíî:

e1 • (e1 • e2) = 0.5e1 • e1 + 0.5e1 • e2 = 0.75e1 + 0.25e1

(e1 • e1) • e2 = e1 • e2 = 0.5e1 + 0.5e2

×òî ìû èùåì? Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå, òî åñòü èäåìïîòåíò c • c = c:
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Ýïèçîä 5: Ãåíåòè÷åñêèå àëãåáðû

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ x = t1e1 + t2e2 îçíà÷àåò ïîïóëÿöèþ, òîãäà çàêîí ðàâíîâåñèÿ

x • x = (t1e1 + t2e2) • (t1e1 + t2e2)

= (t21 + 2t1t2 · 0.5)e1 + (2t1t2 · 0.5 + t22)e2 = x = t1e1 + t2e2

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå {
t21 + t1t2 = t1
t1t2 + t22 = t2

Òàêàÿ ñèñòåìà "âñåãäà" èìååò 2× 2 = 4 ðåøåíèÿ, òðè èç êîòîðûõ òðèâèàëüíû:
0, e1, e2. À íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ áóäóò öåëàÿ ëèíèÿ èäåìïîòåíòîâ:

x = t e1 + (1− t)e2, t ∈ R.

Â ðåàëüíîñòè âñå íåñêîëüêî ñëîæíåå è íóæíî êîíòðîëèðîâàòü íåñêîëüêî ïîêîëåíèé.
Äëÿ ýòîãî âûâîäÿòñÿ ãåíåòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè,
êîòîðûå çàòåì ìîæíî ïåðåâåñòè íà ìàòåìàòè÷åñêèé
ÿçûê. Íàïðèìåð ñàìîå èçâåñòíîå ãåíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå,
óðàâíåíèå Áåðíøòåéíà, âûðàæàåò ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè
âî âòîðîì ïîêîëåíèè:

(x • x) • (x • x) = ω2(x)x • x

x2x2

x2

x x

x2

x x
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Ðîäñòâåííûé êîíòåêñò: Íåàññîöèàòèâíûé ëåñ

Â îáùåì ñëó÷àå âñå ìîæåò åùå áîëåå íåòðèâèàëüíî:

(x • x) • ((((x • x) • x) • x) • (x • x)) = x[2] • (x4 • x[2]).

Íàïðèìåð, òàê âûãëÿäèò íåàññîöèàòèâíàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà (äëÿ óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè
Ñìîëóõîâñêîãî, Malham (2024):

g(t) = ξ + tξ • ξ +
1

2
t2 · 2ξ • (ξ • ξ) +

1

6
t3(4ξ • (ξ • (ξ • ξ)) + 2(ξ • ξ) • (ξ • ξ)) + . . . ,

Èíîãäà áîëåå åñòåñòâåííî ðàáîòàòü ñ áèíàðíûìè äåðåâüÿìè âìåñòî ïðîèçâåäåíèé

x • x[3]

x x[3]

x2

x x

x2

x x
Ðåàëüíîå áèíàðíîå äåðåâî â Àôðèêå
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Êàæäûé äîëæåí ... ïîñàäèòü ñâîå áèíàðíîå äåðåâî
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Âû õî÷åòå çâåçäíûõ àëãåáð? Èõ åñòü ó ìåíÿ!
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Ýïèçîä 6. Êâàçèãðóïïû è èäåìïîòåíòû

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ âàæíûì èçó÷èòü ãëàâíûå ýëåìåíòû, íàçûâàåìûå
èäåìïîòåíòàìè, òî åñòü äëÿ êîòîðûõ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íåéòðàëüíà:

c • c = c

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû (Z7,⊙) � èäåìïîòåíòû:

x⊙ x =
1

2
(x+ x) mod 7 = x

Íà ïðàêòèêå èäåìïîòåíòû ÷àñòî îçíà÷àþò:

ïðîåêöèè

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

îïòèìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ è ò.ä.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàæíûé â ïðèëîæåíèÿõ ïðèìåð.
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Ýïèçîä 6. Êâàçèãðóïïû è èäåìïîòåíòû

Ðàññìîòðèì ñëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë (òî÷íåå èõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 7) ïî çàêîíó:

x⊙ y =
1

2
(x+ y) mod 7

Íàïðèìåð

1̄⊙ 2̄ =
1

2
(1̄ + 2̄) =

3̄

2
=

3̄ + 7̄

2
= 5̄

Ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ òàáëèöà ñëîæåíèÿ:

⊙ 1 2 3 4 5 6 7

1 1 5 2 6 3 7 4

2 5 2 6 3 7 4 1

3 2 6 3 7 4 1 5

4 6 3 7 4 1 5 2

5 3 7 4 1 5 2 6

6 7 4 1 5 2 6 3

7 4 1 5 2 6 3 7

Î÷åâèäíî, ÷òî x⊙ y = y ⊙ x (òî åñòü ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî), íî

3̄⊙ (1̄⊙ 2̄) = 3̄⊙ 5̄ = 4̄ ̸= (3̄⊙ 1̄)⊙ 2̄ = 2̄⊙ 2̄ = 2̄

Çíà÷èò óìíîæåíèå íåàññîöèàòèâíî! Äðóãèìè ñëîâàìè, ó âûðàæåíèÿ

3̄⊙ 1̄⊙ 2̄

íåò ñìûñëà, ïîêà íå ðàññòàâèøü ñêîáêè!
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Ìåòîä Ïèðñà

Êàê æå ðàáîòàòü ñ íåàññîöèàòèâíûìè àëãåáðàìè? Ñàìûé òðàäèöèîííûé ìåòîä �
ðàçëîæåíèå Ïèðñà, íóæíî ðàçáèòü àëãåáðó íà áëîêè, óìíîæåíèå ìåæäó êîòîðûìè
óñòðîåíî íå òàê çàïóòàííî. Ïèðñ âïåðâûå ïðèìåíèë ñâîé ìåòîä â 1800å ê ìàòðèöàì
è àíàëîãè÷íûì àññîöèàòèâíûì àëãåáðàì. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ âîò ÷òî:

A =
⊕
α∈I

Aα

à óìíîæåíèå ìåæäó áëîêàìè ñîãëàñíî ïðàâèëàì ñëèÿíèÿ (fusion rules), íàïðèìåð
ãðàäóèðîâêà "÷åò-íå÷åò" èëè ïðàâèëà Èçèíãà, èëè îáùèå ïðàâèëà âèäà

AαAβ ⊂
⊕

γ∈θ(α,β)

Aγ , θ(α, β) � ýòî ïðàâèëà ñëèÿíèÿ

Ðàçëîæåíèå Ïèðñà � âàæíûé ìåòîä â "àëãåáðàè÷åñêîì àíàëèçå".

Íàïðèìåð, ëþáàÿ Éîðäàíîâà àëãåáðà óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëàì ñëèÿíèÿ:

⋆ 1 0 1
2

1 1 ∅ 1
2

0 ∅ 0 1
2

1
2

1
2

1
2 1, 0
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Ñïàñèáî çà òåðïåíèå!
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