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(1)

1. Рассматриваемое ниже нелинейное уравне­

ние возникает в ряде задач математической физи­

ки о плоском течении Хеле-Шоу вязкой жидкос­

ти со свободной границей [1, 2]. В последние де­

сять лет интерес к этой проблематике усилился

благодаря появившимся приложениям в задачах

кристаллографии и полимерообразования, а так­

же из-за глубокой связи решений уравнения Хе­

ле-Шоу с задачами нелинейной теории потенциа­

ла и геометрической теорией конформных отоб­

ражений [3, 4]. В своей общей постановке

проблема Хеле-Шоу состоит в описании качест­

венных свойств эволюционного семейства облас­

тей, которое порождается конечным числом то­

чечных источников (или стоков) в начальной пло­

ской области О. Отметим, что число источников

и конфигурация начальной области существенно

отражаются как на топологии задачи, так и на ее

аналитических свойствах [5]. Всюду далее мы

рассматриваем модельный случай начальной од­

носвязной области и одного источника.

Обозначим через В = {z Е С: Iz/ :::; 1} замкнутый
единичный круг. Пусть функция w(z, (): В ~ О, яв­

ляется аналитическим решением неливейного

уравнения

aw(z, () = QW~S( 1 ),
д! Iw~( ei~, t)1 2

w(O, () = О, w~(O, () > О,

2тr . ~

1 f 'у е' + z
где S(u) = -2 и (e1

\ t)-i-~- d~ - оператор Шварца,
1t е -z

о

восстанавливающийаналитическую в В .функцию

по ее вещественнойчастина дВ = {z Е С: Izl = 1}.Па­
раметр Q является нормированной мощностью

источника и в случаях Q = 1 и Q =-1 описываетза­

дачу с источником в начале координат или сто­

ком соответственно. Начальная конфигурация

области Q = 00 задается условиями w(z, t)l,=о =
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= w(z): В ~ 00' Тогда функция w(z, () описывает
динамику перемещающейся границы дО, области

О, дЛЯ всего времени своего существования [О, (*).
Всюду далее через А(О,) обозначается площадь

области О,.

Локальная разрешимость краевой задачи (1)
при начальных аналитических данных была в

разное время установлена в [6, 7]. При этом слу­

чаи стока и источника имеют качественное раз­

личие. Именно, при Q = -1 задача плохо обуслов­

лена и возможные особенности решений задачи

Хеле-Шоурассматривалисьв работах [1, 9].
2. Ниже мы рассматриваем (1) с Q = 1 (задача

с источником). Одним из основных вопросов в

этом случае является проблема описания на­

чальных конфигураций 00' для которых реше­

ние w(z, () существует на всей положительной

полуоси t Е [О, +00) И каждая функция w(z, () реа­
лизует однолистное конформное отображение

круга В на О,. Введем следующее определение.

Пусть М - класс односвязных областей, отве­

чающий некоторому геометрическому или функ­

циональному условию. Будем говорить, что класс

М является инвариантным относительно уравне­

ния Хеле-Шоу, если для 00 Е М решениеw(z, () су­

ществует при всех t Е [О, +00) И для любого t ~ О

выполнено О, Е М.

Простейшим инвариантным классом является

семейство звездных относительно начала коорди­

нат областей. Другой нетривиальный пример - так

называемые о-спиралеобразные области, Т.е. обла­

сти, граница которых достижима с помощью лога­

рифмических спиралей с фиксированным угловым

параметром о [8].В качестве инвариантных классов

с функциональным условием укажем класс квадра­

турных областей, Т.е. областей с данным набором

фиксированных комплексных моментов

Мп(О) = ffzndxdy;

Q

здесь п пробегает множество целых положитель­

ных чисел. В работе [2] показано, что для эволю­

ционного семейства областей О, моменты МпСО,)

не зависят от t (см. также недавний обзор [3]).
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3. Пусть Q - произвольная односвязная об­

ласть в комплексной плоскости и л ~ О. Обозна­

чим через л .Q область, гомотетичную Q с коэф­

фициентом Ъ: Для данных двух областей А и В с

компактным замыканием обозначим через d(A; В)

расстояние по Хаусдорфу, Т.е. наибольшее из чи­

сел inf{r: Аг ~ В} и inf{r: В, ~ А}. Здесь для r ~ О

через Аг обозначена r-окрестность множества А.
Напомним, что семейство Аг сходится к В при r~ ro,
или Аг ~ В, если выполнено

lim d(A p В) = О.
г~гo

Через 8(П) обозначим изопериметрический

дефект данного компактного множества Q со

спрямляемой границей, т.е.

1 2
8(П) = 4пР (П) - А(П),

где р(П) - периметр П.

Сформулируем основной результат заметки.

Т е о р е м а 1. Пусть М - произвольный инва­

риантный класс и ПО Е М. Пусть {Qt} - эволюци­

онное семейство, соответствующее решению

уравнения (1) с начальной областью ПО. Тогда

для любого t ~ О

где Ао - площадь А(По) начальной области.

Хорошо известно, что площадь области П!

удовлетворяет соотношению A(Qt) = 2Qt + А(По) =
= 2t + Ао [2]. Используя классические свойства

изопериметрического неравенства и хаусдорфо­

вой метрики, получаем следующее утверждение.

С л е Д с т в и е 1. Пусть М - произвольный ин-

вариантный класс и по Е М. Пусть (О! = 1 Qt,
J2t + Ао

где П! - область, соответствующая решению

уравнения (1) с начальной областью ПО. Тогда

имеет место сходимость

(Ot~B,

где В - замкнутый единичный круг с центром в

нуле и Ао - площадь А(По) начальной области.

З а м е ч а н и е. Подчеркнем, что указанная

сходимость к единичному кругу имеет место для

произвольного класса М. Отметим также, что ут­

верждение, аналогичное теореме 1, но в более

слабой форме, получено методами теории потен­

циалов в недавней работе [3].
Доказательство сформулированных выше ут­

верждений опирается на изучение субгармоничес­

ких функций, ассоциированных с решениями урав­

нения Хеле-Шоу, а также на изучение связей между

конформными и геометрическими характеристи­

ками эволюционного семейства областей Qt.
Авторы выражают признательность В.М. Мик­

люкову и Д.В. Прохорову за полезное обсужде­

ние результатов.
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