
Hamilton Jacobi equation 

௧ᇱݑ ൅ ,ݑܦሺܪ ሻݔ ൌ 0 

 

Example 1. Let ܪሺ݌, ሻݔ ൌ ଶ|݌| െ 1, then ݑሺݔ, ሻݐ ൌ ݐ ൅ ‐ሻ is a solution to the Hamiltonݔሺݒ
Jacobi equation if and only if ݒሺݔሻ is a solution to the ikonal equation  

|ݒܦ| ൌ 1. 

 

Example 2. Let ܪሺ݌, ሻݔ ൌ |௣|మ

ଶ௠
൅ ௞௫మ

ଶ
. This is the Hamiltonian for a particle on an elastic 

string (Hooke’s Hamiltonian), which is equal to the total energy: the sum of kinetic energy 
|௣|మ

ଶ௠
 and potential energy  ௞௫

మ

ଶ
. Here ݌ is the momentum of the particle. 

 

In order to find characteristics we notice that our independent variables: ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ
and ݐ.Taking ݏ as a inner parameter along the characteristic curves we obtain famous 
Hamilton relations for duality between t and coordinate ݔ:  momen um ݌ 

ሶ௞ ሺݔ ൌ ௣ೖܪ ,݌  ሻݔ

ሶ௞݌ ൌ െܪ௫ೖሺ݌,  ሻݔ

and equation for time, ݐሶ ൌ 1 and for th  unknown function: e

ሶݑ ൌ ෍݌௞ܪ௣ೖሺ݌, ሻݔ
௡

൅   ௡ାଵ݌
௞ୀଵ

• , ௡ାଵ݌ Hereݑ ൌ ௧ᇱݑ  and ݌ ൌ ݑܦ ൌ ሺݑ௫భ
ᇱ , ௫మݑ

ᇱ , … ௫೙
ᇱ ሻ is the generalized momentum 

• It follows form the third equation that ݐ ൌ  hence without loss of generality we can ,ݏ
consider time ݐ as the inner parameter along the characteristic curves 

 

As in the case of the eikonal and inviscid Burger’s equation, in general, there are “few” 
classical solutions, and our goal is to find a formula for an appropriate weak or generalized 
olution which exists for all times ݐ ൐ 0. s

 

 

 

 



 

Variational interpretation 

Historically, the pair  

ݔ ൌ ௣ೖܪ ,݌ ,ሻݔ ݇ ൌ 1…݊ ሶ௞ ሺ

ሶ௞݌ ൌ െܪ௫ೖሺ݌, ,ሻݔ ݇ ൌ 1…݊ 

of Hamilton‐Jacobi equations arises in the classical mechanics as consequence of some 
calculus of variations.  

Dictionary:  

࢖  ൌ ࢛ࡰ

ࢗ ൌ ሶ࢞  

Let us consider an ar  fun l  and coordinates: bitrary Lagrangian, that is a ction of ݍ‐variab es

ଵ, ,ଶݍ … , ܮ ,௡ሻݍ ൌ ,ݍሺܮ ሻ: Թ௡ݔ ൈ Թ௡ ՜ Թ, ݍ ൌ ሺݍ

is a smooth function and introduce the action (functional) 

ࣟሺݓሻ ൌ න ሶݓ൫ܮ ሺݏሻ, ݏ݀ ሻ൯ݏሺݓ
௧

 
଴

defined for vector‐functions ݓሺݏሻ: ሾ0, ሿݐ ՜ Թ௡ in the class 

ܣ ൌ ሼݓ ൌ ሺ0ሻݓ    :ሻݏሺݓ ൌ ሻݐሺݓ   ,ݕ ൌ  ሽݔ

 

  ݔ                                                                                                                           ݕ            

 

Euler­Lagrange equations. The function ܺ ൌ ܺሺݏሻ solves the system of Euler­Lagrange 
equations: 

݀ 
൫ܮ௤ܦቀ ݏ݀

ሶܺ , ܺ൯ቁ ൌ ൫ܮ௫ܦ ሶܺ , ܺ൯, 0 ൑ ݏ ൑  ݐ

 

Example 3: Hooke’s law. Let us consider the Lagrangian for one‐dimensional case: ݊ ൌ 1, 

,ݍሺܮ ሻݔ ൌ
ଶ
െ ௞௫మ

ଶ
  ௠௤మ

Then the Euler‐Lagrange q e uation is the Hooke law: 

ௗ 
ௗ௦
 ൫݉ ሶܺ ൯ ൌ െ݇ܺ,        that is          ሷܺ ൌ െ ௞

௠
ܺ  



Reduction to Hamilton’s ODE 

We now convert the Euler‐Lagrange equations (2nd order ODE) into Hamiltonian’s 
equations (1st order ODE).  

In mechanics, the ݍ‐derivative of the Lagrangian is called the generalized momentum, 
hence we define the momentum variab em les by the syst

݌ ൌ ,ݍሺܮ௤ܦ  ሻݔ

We shall assume that ܮሺݍ,  ሻ satisfies the following property: the above equation allows toݔ
express all  ݍ as functions of ݌ and ݔ: 

ݍ ൌ ܳሺ݌,  ሻݔ

and the function ܳሺ݌,  ሻ is smooth. In other words, we haveݔ

݌ ൌ ,݌ሺܳሺܮ௤ܦ ,ሻݔ  .ሻݔ

Then we can associate with the giv iltonian  en Lagrangian ܮሺݍ, ሻ the Hamݔ

,݌ሺܪ ሻݔ ൌ ,݌ۃ ܳሺ݌, ۄሻݔ െ ,݌ሺܳሺܮ  ,ሻݔ  .ሻݔ

 

Example 3 (cont). For the Hooke’s Lagr an have angi  we 

,ݍሺܮ௤ܦ ሻݔ ൌ ቆ
ଶݍ݉

2 െ
ଶݔ݇

2 ቇ ൌ  ݍ݉ ؠ  .݌
௤

Hence   ݍ ൌ ܳሺ݌, ሻݔ ൌ ௣
௠
 and the corresponding Hamiltonian is 

,݌ሺܪ ሻݔ ൌ
ଶ݌

݉ െ ቆ
݉ܳଶሺ݌, ሻݔ

2 െ
ଶݔ݇

2 ቇ ൌ
ଶ݌

݉ ൅
ଶݔ݇

2  

(cf. Example 2). 

 

Now we re ions in terms of ݌ and ݔ: write our Euler‐Lagrange equat

Theorem (Derivation of Hamilto I d notation, n’s ODE).  n the introduce

ሶܺ ሺݏሻ ൌ ,ሻݏሺ݌ሺܪ௣ܦ ܺሺݏሻሻ   

ሻݏሶሺ݌ ൌ െܦ௫ܪሺ݌ሺݏሻ, ܺሺݏሻሻ 

and ܪሺ݌ሺݏሻ, ܺሺݏሻ is constant along the integral curves.  

   



Legendre transform and Hopf­Lax formula 

’s ODE Hamilton‐Jacobi PDE    ุ   Hamilton

                                                                 ՟                                             ՟  

Variational interpretation   ุ   Euler‐Lagrange ODE 

Our conjectures: 

• e assume that ܪ ൌ ሻ (that is our situation is homogeneous with respect to W݌ሺܪ
space coordinates)  
 

• The Lagrangian under consideration ܮ  also independent of ݔ and will be 
assumed to be a convex function h  growth at infinity: 

ሺݍሻ is
aving superlinear

lim
ஶ

ሻݍሺܮ
ൌ ൅∞  

௤՜ |ݍ|
• onvexity:  C

ଵݍݐሺܮ ൅ ሺ1 െ ଶሻݍሻݐ ൑ ଵሻݍሺܮ ݐ  ൅ ሺ1 െ  ଶሻݍሺܮ ሻݐ
 

• Convexity implies continuity (and even almost everywhere differentiability and a.e. 
existence the second differential) 

 

The Legendre transfor ሻ is m of a function ܮሺݍ  

כ ܮ , ௡ܮ ሺ݌ሻ ൌ max
௤אԹ೙

ሼ ݌ۃ , ۄݍ െ ሺݍሻሽ ݌ א Թ  . 

• The maximum is achieved at some p כ ௡ and applying the Fermat theorem oint ݍ א Թ  

 
we deduce that  

݌ ൌ ሻכݍሺܮ௤׏
e the last equation, that is  כݍ ൌ ܳሺ݌ሻ Hence, one can solv

 
•  Moreover, we find 

ሻ݌ሺכܮ ൌ , ݌ۃ ۄכݍ െ ሻכݍሺܮ ൌ , ݌ۃ ܳሺ݌ሻۄ െ ሻ൯݌൫ܳሺܮ  ൌ  ሻ݌ሺܪ

 

ሻ݌ሺܪ ൌ  ሻ݌ሺכܮ

 

 

Theorem 1. The Legendre transform is an involution: 

s vex function with superlinear growth, and 
ሻ. 

(i) ܪሺ݌ሻ i  a con
(ii) כܪሺݍሻ ൌ ݍሺܮ



Finally, let us minimize the following act on functional: i

ࣟ ሺݓሻ ൌ න ሶݓ൫ܮ ሺݏሻ൯ ݀ݏ
௧

൅  ݃൫ݓሺ0ሻ൯ ௅,௚
଴

ሺ0ሻ ൌ ݓ :subject to the conditions .ݔ ሻ is the givenݐሺݓ is an arbitrary point in Թ௡ and ݕ

In other words, we define 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ inf ቊන ሶݓ൫ܮ ሺݏሻ൯ ݀ݏ
௧

൅  ݃൫ݓሺ0ሻ൯,      ݓሺ0ሻ ൌ ሻݐሺݓ,ݕ ൌ  ቋݔ
଴

he infimum is taken over all ܥଵ‐functions ݓ with ݓሺݐሻ ൌ T .ݔ

 

Theorem 2. (Hopf‐Lax formu An ined function ݑሺݔ,  (ሻ is  laݐ  explicit form of the above def

ݔ െ ݕ
,ݔሺݑ ሻݐ ൌ min

௬אԹ೙
ሼܮ ݐ ቀ ݐ ቁ ൅ ݃ሺݕሻሽ 

Proof: Denote by ܷ the right hand s t . Fix ݕ א Թ௡ and consider  ide in the las  formula

ሻݏሺݓ ൌ ݕ ൅
ݏ
ݐ ሺݔ െ  ሻݕ

we obtain 

,ݔሺݑ ሻݐ ൑ න ሶݓ൫ܮ ሺݏሻ൯ ݀ݏ
௧

଴
൅  ݃൫ݓሺ0ሻ൯ ൌ ܮ ݐ ቀ

ݔ െ ݕ
ݐ ቁ ൅ ݃ሺݕሻ 

Hence ݑሺݔ, ሻݐ ൑ ܷ. 

In other direction, since ܮ is conve , it satisfies t  J nsen’s inequality: x he e

ܮ ቆ
1
ݐ න ሶݓ ሺݏሻ ݀ݏ

௧
ቇ ൑  

1

଴ ݐ න ሶݓሺܮ ሺݏሻሻ ݀ݏ
௧

. 
଴

Because ଵ
௧ ׬ ሶݓ ሺݏሻ ݀ݏ௧

଴ ൌ ௪ሺ௧ሻି௪ሺ଴ሻ
௧

ൌ
௧

௫ି௬ , where we denoted ݓሺ0ሻ ൌ  we obtain ,ݕ

ܮݐ ቀ
ݔ െ ݕ
ݐ ቁ ൅ ݃ሺݕሻ ൑  න ሶݓ൫ܮ ሺݏሻ൯݀ݏ

௧

଴
൅ ݃ሺݕሻ 

Hence ܷ ൑ ,ݔሺݑ   ז .ሻݐ

Theorem. Suppose ݑሺݔ,  ሻ is defined by the Hopf‐Lax formula and the initial data is aݐ
Lipschitz function: 

|݃ሺݔሻ െ ݃ሺݕሻ| ൑ ԡܯ ,ݔ׊       ,ԡݕ ݕ א Թ௡   

Then ݑሺݔ, ሻ is Lipschitz conݐ n  the initial value problem 

ݔ െ

ti uous in Թ௡  ൈ ሺ0,൅∞ሻ, and solves 

௧ᇱݑ ൅ ,ݑܦሺܪ ሻݔ ൌ ,ݔሺݑ     ,0 0ሻ ൌ ݃ሺݔሻ. 


