
5. Sobolev spaces: basic definitions  

5.1  Auxiliary facts 

ԡ

We shall use the following well‐known facts about completion of a normed space.  

Let ܺ, ܻ be two vector spaces with norms ԡڄԡ௑ and   ·ԡ௒ respectively. A linear map ܶ: ܺ ՜ ܻ 
is called an  isometry    if ԡܶݔԡ௒ ൌ ԡݔԡ௑ for any ݔ א ܺ. As a corollary, an isometry is always 
an injection and one usually identify ܺ and ܶሺܺሻ ؿ ܻ. 

Theorem (completion of a normed space).  

ed  space  ሺܺ, ԡڄԡ௑ሻ embeds  isome
  re  is a Ban

Every norm trically as a dense  subspace of a Banach  space 
ሺܻ, ԡڄԡ ሻ. That is the ach space ሺܻ, ԡڄԡ ሻ and a  linear  isometry ݅: ܺ ܻ such that 

ense in ܻ.  
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Examples. 

ԡ

 

Usually one denotes the completion as a closure: ܻ  

Remark. The canonical  completion can be defined even  for general metric  spaces.  It has 
the  structure  of  the  factor  space  ܺ஼௔௨௖௛௬/׽,  where  ܺ஼௔௨௖௛௬  is  the  (vector)  space  of  all 
Cauchy  sequences  in ܺ w.  r.  t.  the norm ԡڄԡ௑  .  The  equivalence  relation ׽  is  defined by: 
ሺݔ௡ሻ ׽ ሺݔ௡ᇱ ሻ  iff  lim௡՜ஶԡݔ௡ െ ௡ᇱݔ ԡ௑ ൌ 0.  The  canonical  embedding  is  then  the  map 
݅ሺݔሻ ൌ ሺݔ, ,ݔ ,ݔ … ሻ א ܺ஼௔௨௖௛௬ which maps a point ݔ א ܺ to the constant sequence. 

Էഥ ൌ Թa) The  real  numbers  are  completion  of  rational  numbers   with  respect  to  the 
absolute value norm ԡݔԡ ൌ  |ݔ|

b) The completion of rational numbers with respect to the n ԡݔ ൌ ௣ is Էഥ|ݔ| ൌ Է௣ 
൒ 2, ݌ א Գ d for a

 

orm 
 ௣|ݔ|) is the so called ݌‐adic norm defined for a given prime ݌    an  

non‐zero rational number ݔ ൌ ௣ೖ௔
௕
 as |ݔ|௣ ൌ ,ܽ ௞, whereି݌ ܾ are  o ݌). 

c)  The Lebesgue ݌‐space 
ൌ ሻ me le and   ׬ |݂ሺݔሻ|௣ ݀ݔ ൏ ∞௎ ሽ,         1 ൑ ݌ ൏ ∞ 
n ract  as t tion of sp e ܷሻ of test f n

coprime t

asurab
erized he comple ac ctions 
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with respect to the integral norm  

ԡ߮ԡ௣ ؠ ԡ߮ԡ௅೛ሺ௎ሻ ൌ ቆන |߮ሺݔሻ|௣݀ݔ 
௎

ቇ
ଵ/

Notice that for ݌ ൌ 1, a linear functional ܫሺ߮ሻ ൌ ׬ ߮ሺݔሻ݀ݔ ௎ is a bounded functional: 
ሺ߮ሻܫ ൑

hence it has a u  extension to a boun  ଵሺܷሻ. This extension isܮ 
well‐known as the Lebesgue integral. 
 

mples  (a)  and  (c)  (for  ݌ ൌ 2)  the  norms  are  generated  b rresponding  inner 
) products. 



Equivalent norms. Two norms  and ԡݔԡଶ on ܺ are equivalent if they which satisfy the 
bilateral  inequality ܯଵԡݔԡଵ ൑ ԡ ൑  ,ԡଵݔଶԡܯ with ܯ௞ ൐ 0.  Then  topologically  ሺܺ, ԡݔԡଵሻ 
and ሺܺ, ԡݔԡଶሻ  (as well as  their  letions) are homeomorphic  (with a homeomorphism 
given by the identit

 ԡݔԡଵ
ԡଶݔ
comp

s how regular the function is. We have the 
llowing chain of classes of regularity: 

ሻࢁ૚ሺ࡯ ـ ሻࢁ૛ሺ࡯ ـ ڮ ـ ሻࢁஶሺ࡯ ـ ሻࢁሺ࣓࡯ ـ  ܡܔܗ۾

y operator).  

In what follows, we identify two (normed) spaces with equivalent norms.    

Another important fact is the following  

ti n  തܺ is a scalar 
er,  തܺ is a Hilbert 

Theorem. If ሺܺ, then the comple ۄ·,·ۃ ሻ is a space with the scalar productۄ·,·ۃ o
product space; the scalar product restriction to ܺ coincides with ۄ·,·ۃ. Moreov

sion of ۄ·,·ۃ.  space with respect to the mentioned exten

 

aces: ba5.2 Sobolev sp sic definitions 

The number of continuous derivatives measure
fo

௟௢௖ଵܮ ሺܷሻ ـ ଴ሺܷሻܥ ـ Lipሺܷሻ ـ

In  order  to  work  with  weak  solutions  one  has  to  relax  the  notion  of  derivative  and 
understand it in an “integral” sense. For any domain ܷ in Թ௡ we define the scalar product  

,ݑۃ ۄݒ ൌ ,ݑۃ ۄݒ భ, ൌ න ሺݑ׏ ·  ݒ׏ ൅ ଵ ݔ݀ ሻݒݑ ு మሺ௎ሻ
௎

and the associated norm 

ԡݑԡଵ,ଶ ൌ ඥݑۃ, ଵۄݑ ൌ ቆන ሺ|ݑ׏|ଶ  ൅ ଶݑ ݔ݀ 
௎

ቇ
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ൌ ൬ ԡଶଶ ൅෍ ฮݑ௫ೖ
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ଶ
ଶ௡
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ଵ/ଶ
  ሻ ԡݑ

f class ܥଵሺܷሻ (or class ܥ଴ଵሺܷሻ).  

‐norm of the gradient  ԡݑ׏ԡଶ  has effect of a “sm othness” on ܮଶ. 
r w lly d eriva s  for  functions  i   the completed 

where ݑ, are functions o  ݒ

 

Remark 1. Adding the ܮଶ o
nIn othe ords, one can canonica efine the d tive

space. We shall see this later. 

 

Remark 2. The introduced ԡݑԡଵ,ଶ satisfies all the properties of a norm on any subspace of 
differentiable  functions.  In  particular,  if  we  consider  all  differentiable  functions  with 
continuous derivative we obtain a normed vector space (ܥଵሺܷሻ, ԡ·ԡଵ,ଶሻ. Unfortunately, this 
normed) space is not complete as shows the next example.  (

 

 



Example 1. Consider the sequence  

௞݂ሺݔሻ ൌ ൞
1 െ

1
2݊ െ

ଶݔ݊

2 , |ݔ| ൏
1
݊

1 െ ,|ݔ| |ݔ| ൒
1
݊

 

is a Cauchy sequence (in ԡ·ԡ ) in the interval ܷ ൌ ሾ0,1ሿ, while it has no limit in ܥଵሺሾെ1,1ሿሻ.  

Indeed, one can show (check!) that for 1 ൑ ݉ ൑ ݊  

0݊ଶ݉ଶ ൅ 3݊ଶ ൅ 6݊݉ െ݉ଶሻሺ݉ െ ݊ሻଶ

60݊ଷ݉ସ

ଵ,ଶ

ԡ ௡݂ െ ௠݂ԡଵ,ଶଶ ൌ
ሺ2

 

Hence ሺ ௡݂ሻ  is a Cauchy sequence e the pointwise  limit (which is a strong limit  in the 
ion ݂ ee that  ݂

as  c   respect  t
tes the co ple ion of ܥଵ ሺܷሻ in the same norm. 

k 3.

 b

ܪ 

, whil
ଶሺሾെ1,1ሿሻ‐norm) is functܮ ൌ One can s .|ݔ| ב  ז .ଵሺሾെ1,1ሿሻܥ

଴
ଵ,ଶሺܷሻ  ompletion of ܥ଴ଵሺܷሻ with o 

 

Definition. Define  the Sobolev space ܪ the 
the norm ԡ·ԡଵ,ଶ.  Similarly, ܪ

ଵ,ଶሺܷሻ deno m t

Remar ଴ܪ 
ଵ,ଶሺܷሻ and ܪଵ,ଶሺܷሻ are Hilbert spaces with the corresponding scalar products 

induced y ݑۃ, ଴ܪ ଵ. Intuitively, one can think of functions inۄݒ
ଵ,ଶሺܷሻ as functions with zero 

boundary values on ߲ܷ. 

 

Lemma 1. ଴
ଵ,ଶሺܷሻ is a subspace of ܮଶሺܷሻ.  

Indeed, let ሺז ௡݂ሻ א ஶሺܷሻ be a Cauchy sequence in ԡ·ԡܥ  . Then  ଴ ଵ,ଶ

ԡ ௡݂ െ ௠݂ԡଶ  ൑ ԡ ௡݂ െ ௠݂ԡଵ,ଶ 

which implies that ሺ ௡݂ሻ converges in ܮଶሺܷሻ to some function ݂ א  ,ଶሺܷሻ. In particular1ܮ

଴ஶሺܷሻതതതതതതതതതܥ ؿ   ז                                                                          .ଶሺܷሻܮ

hus we have  T

଴ܪ
ଵ,ଶሺܷሻ մ ଶሺܷܮ

and the opera on is continuous in the usual sense. 

a Cau

ሻ 

tor of inclusi

nce chy  ሻ for 
y  suc e ܦ௫ೖ ௡݂  c ሻ  to 

ଶሺܮ l to 
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Similarly, the seque  of partial derivatives ሺܦ௫ೖ ௡݂ሻ form  sequence in ܮଶሺܷ
any 1 ൑ ݇ ൑ ݊.  It  follows  that  for  an h ݇,  the derivativ onverges  in ܮଶሺܷ
some function ݃௞ א ܷሻ. It is natura think of t
݂ with respect to ݔ௞ he described i ral sense

he  ݃௞ as the generalized derivative of 
.  

 
·ԡଵ,ଶ1 The completion with respect to ԡ .   



Lemma 2. In th

regular distribu

e above notation, the weak derivative ܦ ೖ݂ (in the sense of distributions) is a 
tion which belongs to class ܮଶሺܷሻ. Moreover, ܦ ݂ ൌ ݃௞ . 

 .ஶሺܷሻܥ Since  ܦ ݂ ՜ ݃௞  in 

0. 

ೖ  ߮

௡

න  ߮
௎

 ݔ݀

Since ՜ ݂ in ܮଶሺܷሻ, the latter identity yields 

ஶ
න  
௎

௫ೖܦ ߮ ௡݂ ݀ݔ ൌ െ lim
௡՜ஶ

න ௡݂ ܦ௫ೖ߮ ݀ݔ
௎

ൌ െන ݔ݀ ௫ೖ߮ܦ ݂
௎

 

t  

න ݔ݀ ௫ೖ߮ܦ ݂
௎

, 

st  lemma sugg Sobolev  space may be defined. Namely, we 
he foll ng de

enote  by ܹଵ,ଶሺܷሻ  the  subspace  of   ଶሺܷሻܮ c nsisting  of  functions whose 
are  functions  in   .ଶሺܷሻܮ In  other  words,  ܹଵ,ଶሺܷሻ  consists  of  functions 
at for any  ݇ ൌ 1,… , ݊ there is ݃௞ א   ଶሺܷሻ andܮ

න ௫ೖ߮ݑ
ᇱ ݔ݀

௎
 

א

 

௫

௫ೖ

 ז Consider  some  ݇ א ሼ1,2, … , ݊ሽ  and  any  test  function  ߮ א ଴ ௫ೖ ௡

 ,ଶሺܷሻܮ

ቤන ௫ೖܦ ߮  ௡݂ ݀ݔ
௎

െ න  ߮݃௞ ݀ݔ
௎

ቤ ൑ ቆන  ߮ଶ ݀ݔ
௎

ቇ
ଵ/ଶ

ቆන   ሺܦ௫ೖ ௡݂ െ ݃௞ሻଶ ݀ݔ
௎

ቇ
ଵ/ଶ

՜

It follows that  

׌  lim
௡՜ஶ

න  
௎

௫ܦ ߮ ௡݂ ݀ݔ ൌ න ݃௞ ݀ݔ
௎

 

݂  is differentiOn the other hand,  able, hence  

௫ೖܦ  ௡݂ ݀ݔ ൌ െන ௡݂ ܦ௫ೖ߮ 
௎

  ௡݂

lim
௡՜

This proves tha

න  ߮݃௞ ݀ݔ
௎

ൌ െ

that is ݃௞ is the weak ܦ௫ೖ‐derivative of ݂. ז 

 

The  la ests  that a more general 
have t owi finition. 

Definition. We  d
weak  derivatives 
݂ א ଶሺܷሻ such thܮ

o

න ݔ௞݀ݒ߮ 
௎

ൌ െ

or any test function ߮  .଴ஶሺܷሻܥ

 

f

Corollary 1. We have the following embeddings: 

଴ܪ
ଵ,ଶሺܷሻ մ ଵ,ଶሺܷሻܪ մ ܹଵ,ଶሺܷሻ մ  .ଶሺܷሻܮ

Moreover, each inclusion is a bounded operator with respect to the corresponding norms. 



Remark 4. In fact, it can be shown that ܪଵ,ଶሺܷሻ ൌ ܹଵ,ଶሺܷሻ. 

 

We already know that all Lebesgue s aces ܮ௣ሺܷሻ are complete.   natural to extend the 
initions on these  la

p It is
above def sses. 

௣ ௣ ቇ
ଵ/௣

, 1 ൑ ݌ ൏ ∞. 

By the Minkowski inequality, the latter is a norm on ܥ଴ଵሺܷሻ and ܥଵ ሺܷሻ, that is  

ence we  nd ܪଵ,௣ሺܷሻ as the mpletions with respect to the 

e weak derivatives ܦ௫ೖݑ belong to class ܮ
௣ሺܷሻሽ 

 

analogously  for derivatives. 
1  we e ܹ௠   space  of  all 
൑ ݉

ԡݑ ൌ ቆන ௣ቇ|ݑ ቇݔ݀ 
ଵ/

ൌ ቆ෍ ԡܦఈݑԡ௅೛|ఈ|ஸ௠
 ቇ  

 sh

ԡ௅೛ݑఈܦ
|ఈ|ஸ௠

 

emma. ܹ௠,௣ሺܷሻ is a Banach space. 

roof follows is evident. 

 

c

Definition. In general we define 

ԡݑԡଵ,௣ ൌ ቆන ሺ|ݑ׏|  ൅ ݑ ሻ ݀ݔ
௎

ԡݑ ൅ ԡଵ,௣ݒ ൑ ԡݑԡଵ,௣ ൅ ԡݒԡଵ,௣. 

H can similarly define ܪ଴
ଵ,௣ሺܷሻ a  co

ԡڄԡଵ,௣ of ܥ଴ଵሺܷሻ and ܥଵ ሺܷሻ respectively. 

 

In general ܹ௣‐Sobolev spaces are defined then as: 

 

 thܹଵ,௣ሺܷሻ ൌ ሼݑ א  :௣ሺܷሻܮ

Finally,  one  defines  the  general  Sobolev  spaces    higher 
Namely,  for  a  given  integer  ݉ ൒ 1  and  a  real  ݌ ൒   defin ,௣ሺܷሻ  as
|ߙ| ௣ሺܷሻ‐functions whose weak derivatives of orderܮ  are also in ܮ௣ሺܷሻ: 

ሼݑ א ௣ܮ ݑఈܦ ௠,௣ሺܷሻܹא ൌ ሺܷሻ:    ,௣ሺܷሻܮ |ߙ| ൑ ݉ ሽ 

The norm in ܹ௠,௣ሺܷሻ is then defined by 

ԡ ቆ෍ ఈܦ|
௣

௣
ଵ/௣

௠,௣
|ఈ|ஸ௠௎

t is easy to ow that this norm is equivalent to 

ԡݑԡԢ௠,௣ ൌ෍ ԡ

I

L

P

 



We comment briefly some special cases: 

• ܹଵ,ଵሺ∆ሻ ൌ  ,ሺ∆ሻܥܣ where  ∆  is  an  interval  in  Թ  and   ሺ∆ሻܥܣ is s  of  absolutely 
continuous functions in ∆ 

  clas

Lip ሺ∆ሻ is class of Lipschitz functions in the interval  ∆ 

are  nor uct  of  two  elements  is  again  an  element  of  the 

ny integer ݉ ൒ 1 nd sometimes they are 

5.3 Examples 

he  argument  given  in  Example  1  one  can  show  that  function 
ሺݔሻ ൌ 0 otherwise is in ܪ଴

ଵ,ଶሺሾെ1,1ሿሻ.  

ଶሻ ൌ ܽሺݔଵሻ ൅ ܾሺݔଶሻ such that ܽ and ܾ are arbitrary measurable 
r ).  Th

.   l ough
n

ଵ
ିெ

ሻ ݀ݔ න ߲ଶ ݔ݀ ߮
ெ

 

h
r

The

Lem 0 

௞ ௠,௣ ݊

 
• ܹଵ,ஶሺ∆ሻ ൌ

 
• ܹ௠,ஶሺܷሻ  med  algebras  (prod

space) 
 

• ܹ௠,ଶሺܷሻ are Hilbert subspaces of ܮଶሺܷሻ for a
denoted  also by ܪ௠ሺܷሻ 

 

 a

Example  1.  Modifying  t
ሺݔሻ ൌ 1 െ ݂ on ሾെ1,1ሿ and |ݔ|

 

݂

Example 2. Consider ݂ሺݔଵ, ݔ
functions  (for  examp m
߲௫భ௫
ଶ ݂ exists and equ

le  they  ay  be  nowhere  diffe entiable en  the  weak  derivative 

మ al to zero Indeed, we choose ܯ arge en  such that the support of 
a test function ߮ is contained i  ሾെܯ,ܯሿ ൈ ሾെܯ,ܯሿ. Then 

න ݔ݀ 
ெ

න ݂߲ଶ
ெ

 

௫భ௫మ
ିெ ିெ

భ మ
ିெ

ଶ ଶ
ିெ

௫భ௫మ ଵ
ିெ

 
where t e inner integrals in the right hand side are equal to zero. Hence ߲௫భ௫మ

ଶ ݂ ൌ 0 in 
the  ist

ଶݔ݀ ߮ ൌ න ܽሺݔଵሻ ݀ݔଵ
ெ

න ߲௫ ௫
ଶ ଶݔ݀ ߮

ெ
൅ න ܾሺݔ

ெ

d ibutional sense. 
 

 following fact is useful in our further applications.  

ma. For any ܴ ൐

|ݔ| א ܹ ሺܤ଴ሺܴሻሻ     ݂݅ ܽ݊݀ ݕ݈݊݋ ݂݅      ݇ ൏ ݌ െ݉ 

k derivatives coincide with the usual derivatives of |ݔ|௞ in ܤ଴ሺܴሻ\ሼ0ሽ. 
 

ሺோሻ ൌ   and notice that ܤ

and the wea

଴ܤ Denoteז
 

ି௞ ௣                             |ݔ| א ܮ ሺܤሻ     if and only if       ݇݌ ൏ ݊.                    ሺ*ሻ 
 



Consider  any  test  function  ߮ א  ሻܤ଴ஶሺܥ and  fix  some  ݇ ൏
௡
௣
.  Then  ݊ െ ݇ ൐ ݊ െ ݇݌ ൐ 0  

(since ݌ ൒ 1) and  

න ߮௫ᇱ ߮௫೔
ᇱ |ݔ|

  

೔
ݔ݀ ௞ି|ݔ|

஻
ൌ lim

ఌ՜଴
න ି௞ ݀ݔ
஻\஻ഄ

 

because ߮௫೔
ᇱ ݅ ௞ is integrable for anyି|ݔ| ൌ 1,… , ݊. Integrating by parts yields 

න ௞߮௫೔ି|ݔ|
ᇱ ݔ݀ 

஻\஻ഄ
ൌ න ቈ൬

߮
௞൰௫೔|ݔ|

ᇱ
൅
௜߮ݔ݇
௞ାଶ቉|ݔ| ஻\஻ഄ ݔ݀

ൌ െන ߮
,௜݁ۃ ۄߥ
௞డ஻ഄ|ݔ|

൅ න
௜߮ݔ݇
௞ାଶ஻\஻ഄ|ݔ|

 

 
We have also  

ቤන ߮
,௜݁ۃ ۄߥ
௞డ஻ഄ|ݔ|

ቤ ൑ ߱௡ maxడ஻ഄ
|߮|  

for th  ሺ݊ െ 1ሻ‐dimensional measure o

·  ௡ି௞ିଵߝ 

f the unit sphere in Թ௡). It follows 
that  the latter  integral  converges  to  zero  as  ߝ ՜ 0  for  ݊ െ ݇ ൐ 1  and  may  diverge  for 
݊ െ ݇ ൑  if  ߮ሺ0ሻ ൌ 1. Thus, we have for ݊ ൐ ݇ ൅ 1: 

௜߮

(here ߱௡ stands  e
 
1

න ߮௫೔
ᇱ ݔ݀ ௞ି|ݔ| ൌ න ௞ାଶ஻|ݔ|

ݔ݇

஻
 

It  follows t he made assumpthat  in t ions, ܦ௫೔ሺ|ݔ|
ି௞ሻ ൌ ௞௫೔

|௫|ೖశభ
  in the weak sense. This yields 

|that |ܦሺ|ݔ ି௞ሻ| ൌ ௞
|௫|ೖశభ

. This function belongs to ܮ௣ሺܤሻ for ݌ ሻ ൏ ݊.  ሺ݇ ൅ 1

௞|ݔ| א ൏ ௡
௣

 
Summarizing,  we  conclude  that  ܹଵ,௣ሺܤ଴ሺܴሻሻ  if  ݇ െ 1.  Th  

௞|ݔ| א ܹ௠,௣ሺܤ଴ሺܴሻሻ follows by induction. ז 
 
 

e  general  inclusion


