
7. Sobolev inequalities and embedding theorems 

The simplest Sobolev imbedding theorem is the following (trivial) inclusion 

                              ሺ1ሻ ܪ଴
ଵ,௣ሺܷሻ մ                                          ௣ሺܷሻܮ

which follows immediately from gen  Po richs inequality  eral incare‐Fried

ԡݒԡଵ,௣ ൑ ԡ௣ݒ׏௣ԡܥ  
It turns out that even this information can be made more precise if one takes into account 
the dimension of the ambient space. There two distinguished cases: ݌ ൏ ݊ and ݌ ൐ ݊. The 
case ݌ ൌ ݊ is also called critical.  

We start with the sub‐critical case: 

 

Theorem 1(Sobolev inequality: ݌ )   ൏ ݊ Let ܷ be a bounded domain in Թ௡. Then  

ԡݒԡ௣כ  ൑ ԡ௣ݒ׏௣ԡܥ ,                                                                                 ሺ2ሻ  

כ݌ ൌ
݊݌
݊ െ  ݌

Here 

s the so­called critical Sobolev’s exponent and ܥ௣ depends only on ݌ and ݊. i

 

 The crucial step is to prove the Sobolev inequality for ז

The first case  ࢖ ൌ ૚.  

Notice that it suffices only to prove (2) for test functions, that is ݒ א  ଴ஶሺܷሻ. We extend anyܥ
given ݒ א ଴ஶሺܷሻ by zero to the whole Թ௡ and shall denote for any index 1ܥ ൑ ݅ ൑ ݊ and a 
point ݕ א Թ௡ 

௜ ሻ ൌ ሼݔ א Թ௡|ݔ௜ ൌ ,௜ݕ ௝ݔ ൌ ሻݕ௜ሺܮ  .௝ሽ     etcݕ ൌ ሼݔ א Թ௡|ݔ ൌ ݕ௜௝ሺܮ           ,௜ሽݕ

 ሻݕ௜ሺܮ                  ௜ݔ                                                     

                                                                                                          ሻݕ௜௝ሺܮ                     

                                                                                                         

       ሻݕ௝ሺܮ                                                                         ݕ                                      

 

 

   



Since ݒ א  :݅ ଴ஶሺܷሻ we have for any indexܥ

ሻ|ଵ/ሺ௡ିଵሻݕሺݒ|  ൌ ቤන ᇱݒ ሺݕ , … , ݔ , … , ݕ ሻ݀ݔ
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ቇ
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Here and in w t  ha  follows in the proof we use the shorthand  

ሻݕ௜ሺܮ ൌ ,௜ܮ ݄௜ ൌ න |ݒ׏| , ݄௜௝ ൌ න ௝݄݀ݔ௜ ؠ න |ݒ׏| , etc.  
௅೔ ௅೔ ௅೔ْ௅ೕ

(the latter integrals should be understood as line, surface integrals with respect to the 
corresponding measure). Notice also that ݄௜ does not depend on ݕ௜, ݄௜௝ does not depend on 
,௜ݕ  .௝ and so onݕ

And after multiplication over all ݅ ൌ 1,2,… , ݊: 

ݕ
ଵ

ሺݒ| ሻ|௡/ሺ௡ିଵሻ ൑ ݄ଵ
௡ିଵ · ݄ଶ

௡ିଵ
ଵ
ڄ ڄ … ݄ଶ

௡ିଵ
ଵ
                      

 Thus, integrating (3) over  ܮଵሺݕሻ and applying the Hölder inequality gives  

                          ሺ3ሻ 
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Writing the last product as 
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and integrating over ܮଶሺݕሻ (recall that ݄ଵଶ does not depend on ݕଵ and ݕଶ) with application 
the Hölder inequality yields 
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Applying this argument, we obtain easily by induction that for any ݇ ൑ ݊ െ 1  

න |ݒ|
௡

௡ିଵ
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Hence for ݇ ൌ ݊ െ 1 we have  

න |ݒ|
௡

௡ିଵ
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൑ ݄ଵଶ…௡ିଵ ڄ ݄ଵଶ…௡ିଵ,௡
ଵ
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Integrating this inequality over ܮ௡, and taking into account that ݄ଵଶ…௡ିଵ,௡
భ

೙షభ  does not depend 
on ݕ௡ and that  Թ௡ ൌ  ଵଶ…௡ , we findܮ



න |ݒ|
௡

௡ିଵ
Թ೙

ؠ න |ݒ|
௡

௡ିଵ
௅భమ…೙

ଵଶ…௡ିଵ,௡൑ ݄
ଵ

௡ିଵ න ݄ …௡ିଵ
௅

ൌ ݄ଵଶ…௡
௡

௡ିଵ
ଵଶ

೙

ؠ ቆන |ݒ׏|
Թ೙

ቇ

௡
௡ିଵ

 

S

 

o we have proved the Sobolev inequality for ݌ ൌ 1. 

The second case: ૚ ൏ ݌ ൏ ݊.  

Now, let us denote by ݓ ൌ ݏ ௦, where|ݒ| ൐ 0 and ݒ א   ଴ஶሺԹ௡ሻ. It is easy to see thatܥ
ݓ א ݌ ଴ஶሺԹ௡ሻ. Hence applying the Sobolev inequality forܥ ൌ 1 to ݓ and then the Hölder 
inequality, we get 

ቆන |ݒ|
௦௡
௡ିଵ

Թ೙
ቇ
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௡
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௡
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൑ න |ݓ׏| ൌ නݏ |ݒ׏|௦ିଵ|ݒ|
Թ೙

൑ 
Թ೙

(by Hölder’s inequality) 

൑ ݏ ቆන |ݒ|
ሺ௦ିଵሻ௣
௣ିଵ

Թ೙
ቇ

௣ିଵ
௣
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ଵ
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Let us choose ݏ so that  

݊ݏ
݊ െ 1 ൌ

ሺݏ െ 1ሻ݌
݌1 െ , 

that is ݏ ൌ ሺ௡ିଵሻ௣
௡ି௣

. Then we find for this value of ݏ: 

ቆන |ݒ|
௣௡
௡ି௣

Թ೙
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ଵ
௣ି

ଵ
௡
൑  ݏ ቆන ௣|ݒ׏|

Թ೙
ቇ

ଵ
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which is equivalent to the required inequality 

ԡݒԡ ௣௡
௡ି௣

൑  ԡ௣ݒ׏ԡ ݏ

The theorem is proved. ז 

 

Corollary 1 ሺSobolev embedding theorem for ݌ ൏ ݊ሻ. Let  ܷ be a bounded domain in Թ௡ 
Then for  ݌ ൏ ݊  

. 

଴ܪ
ଵ,௣ሺܷሻ մ ,௤ሺܷሻܮ if 1 ൑ ݌ ൑ ݍ ൑ כ݌ ؠ

݌݊
݊ െ  ሺ4ሻ                                      .݌

and the embedding continuou the s ats in   sen e th  the following inequality true: 

ԡݒԡ௤  ൑ ,ԡଵ,௣ݒ௣ԡܥ ݌ ൑ ݍ ൏                                                         .כ݌



 ז .Proof: apply the Hölder inequality ז

 

In other words, taking into account inequality כ݌ ؠ ௣
ଵି೛೙

൐  we have the following diagram ,݌

recall that ܷ is a bounded domainሻ: (

 

… ؿ ଴ሺܥ ഥܷሻ ؿ ஶሺܷሻܮ ؿ ૙ࡴ 
૚,࢖ሺܷሻ ؿ ሺܷሻכ࢖ࡸ ؿ ሺܷሻࢗࡸ ؿ ሺܷሻ࢖ࡸ ؿ ݍଵሺܷሻ             ሺܮ ൒  .ሻ݌

                                                                   

כ ௣మ                                                                                ݌ െ ݌ ൌ
௡ି௣

׽
௡
௣మ 

inally we prove the super‐critical case of the Sobolev inequality.  F

  

Theorem 2(Sobolev inequa y: et ܷ  bou ௡lit ݌  ൐ ݊) L  be a nded domain in Թ . Then 

ଵ,௣ ଴,ଵି௡௣ܪ଴ ሺܷሻ ؿ ܥ ሺܷሻ

Moreover, the embedding ݅: ଴ܪ
ଵ,௣ሺܷሻ մ ଴,ଵିܥ

೙
೛

ഥ , ݌ ൐ ݊.                                                              

ሺܷሻ is continuous in the sense that the following 
inequality true: 

ሻݔሺݒ| െ |ሻݕሺݒ

ݔ| െ ଵି|ݕ
௡
௣

൑ ,ሺܷܥ ݊,  ԡ௣ݒ׏ሻԡ݌

The latter is called Morrey’s inequality. 

ݒ We consider ז א ݒ ଴ஶሺܷሻ and extend it by zero outside ܷ so thatܥ א  ଴ஶሺԹ௡ሻ. For anyܥ
ixed pair of points ݔ, ݕ א ܷ we denote by ܤ the ball centered at ௫ା௬

ଶ
f  of radius ܴ ؠ |௫ି௬|

ଶ
: 

 

  ݕ                                                    ݖ                                                          

 

                 ݔ                                                                       

 

The points of segment ሾݔ, ݔ :ሿ can be parameterized byݖ ൅ ݖሺݐ െ ݐ ሻ, whenݔ א ሾ0,1ሿ. We 
have 

ሻݖሺݒ െ ሻݔሺݒ ൌ න
݀
ݐ݀

ଵ

଴
ݔ൫ݒ ൅ ݖሺݐ െ ݐሻ൯݀ݔ ൑ න หݒ׏൫ݔ ൅ ݖሺݐ െ ሻ൯หݔ ڄ ݖ| െ ݐ݀|ݔ

ଵ

଴
 



Integrating the obtained inequality over all points ݖ א  and dividing by the measure of the ܤ
ball |ܤ| ൌ Ω௡ܴ௡ ሺhere Ω௡ stands for the ݊‐dimensional volume of the ݊‐dimensional unit 
ballሻ gives 

1
Ω௡ܴ௡

නݒሺݖሻ ݀ݖ െ ሻݔሺݒ ൑
1

஻ Ω௡ܴ௡
න|ݖ െ න ݖ݀ |ݔ หݒ׏൫ݔ ൅ ݖሺݐ െ ሻ൯หݔ ڄ ݐ݀

ଵ
 

஻ ଴

We have also |ݖ െ |ݔ ൑ 2ܴ for any ݖ in the ball ܤ. Hence, passing to the absolute values and 
applying Fubini’s theorem we find 

ቤ
1

Ω௡ܴ௡
නݒሺݖሻ ݀ݖ െ ሻቤݔሺݒ ൑

2

஻ Ω௡ܴ௡ିଵ
 න ݐ݀

ଵ
 න  หݒ׏൫ݔ ൅ ݖሺݐ െ  ሺ5ሻ             ݖ݀ ሻ൯หݔ

଴ ஻

Applying the (linear) change of variables ߦሺݖሻ ൌ ݔ ൅ ݖሺݐ െ ሻ with Jacobian ௗ௭ݔ
ௗక
ൌ  ௡ weିݐ

obtain for the inner integral:  

න  หݒ׏൫ݔ ൅ ݖሺݐ െ ݖ݀ ሻ൯หݔ
஻

ൌ න |ሻߦሺݒ׏| 
ݖ݀
ߦ݀ ߦ݀  ൌ

1
௡஻ᇱݐ
න ߦ݀ |ሻߦሺݒ׏| 
஻ᇱ

൑ 

by  the Hölder inequality 

൑
1
௡ݐ ቆන ቇߦ݀ ሻ|௣ߦሺݒ׏| 

ଵ
௣

஻ᇲ
ڄ ቆන ቇߦ݀ 1

௣ିଵ
௣

஻ᇲ
൑
1
௡ݐ
ԡݒ׏ԡ ڄ ሺΩ ௡ܴ௡ሻݐ

௣ିଵ
௣௣ ௡  

Here we used the fact that ܤᇱ ൌ  The substitution of the found .ܴݐ ሻ is a ball of radiusܤሺߦ
relations into (5) implies  

ቤ
1

௡Ω௡ܴ
නݒሺݖሻ ݀ݖ െ ሻቤݔሺݒ ൑ ܴ ଵܥ

ଵି௡௣

஻
 ԡݒ׏ԡ௣ න ିݐ

௡
௣݀ݐ

ଵ
  

଴

Notice that for ݌ ൐ ݊ the integral ׬ ିݐ
೙
೛݀ݐଵ

଴  converges, so that we find (recalling that 

ܴ ൌ ଵ
ଶ
ݔ| െ   (|ݕ

|ܽ െ |ሻݔሺݒ ൑ ݔ| ଶܥ െ ଵି|ݕ
௡
௣ ԡݒ׏ԡ௣ 

and changing the roles ݔ  ՞  : ݕ

ଵି௡|ܽ െ |ሻݕሺݒ ൑ ݔ| ଶܥ െ |ݕ ௣ ԡݒ׏ԡ௣ 

where ܽ ൌ ଵ
Ω೙ோ೙

׬ ஻ݖ݀ ሻݖሺݒ . Applying the triangle inequality to the last two inequalities we 

arrive at 

ሻݔሺݒ| െ |ሻݕሺݒ ൑ |ܽ െ |ሻݔሺݒ ൅ |ܽ െ |ሻݕሺݒ ൑ ݔ| ଷܥ െ ଵି|ݕ
௡
௣ ԡݒ׏ԡ௣ 

The theorem is proved. ז 


