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• Linear functions on  : solutions of differential equation  ൌ 0 
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For all these examples the following version of the (weak) maximum principle holds: 

sup ݂ሺݔሻ ൌm
௫א

ሻݔ
௫א௎ ப

Moreover, for these examples the following (strong) maximum  holds:  

଴ݔ א ሾܽ, ܾሿif   is an inner point then  

݂ ؠ const 
ሻ ൏ max ݂ሺݔሻ

• eit
or  ப௎  
her   

• ݂ሺݔ଴ א

 

Higher‐dimensional analogues 

• linear functions   ՜   harm  (solutions of  Δ ሺݔሻ ൌ 0) satisfy the mean‐
value property 
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in particular, the strong maximum principle also holds 
convex functions   ՜   subharmonic functions (solutions of  Δ݂ሺݔሻ ൒ 0) satisfy the 
mean‐value property 
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The maximum principle in the above sense depends on point‐wise properties of a function, 

c and subharmonic functions was known to Gauss on the basis of the 

tic type 

 (symmetric) continuous functions: 
ሺ ሻ ሺ ሻ, ሺ ሻ ଴ሺഥሻ ሺ ଴ሺഥሻ and  ሺ ሻ satisfying the (uniform) 

෍ ܽ௜௝ሺݔሻ ௝ߦ௜ߦ ൒    .ԡଶߦԡߙ

Remark. A function satisfying ݑܮ ൒ ݑܮ) 0 ൑ 0 respectively) is called a supersolution 
(subsolution respectively). 

ܥ ሺܷሻ ת ሺܥ ഥܷሻ and ܿ ؠ 0 ݅݊ ܷ. If ݑܮ ൒ 0 in U then 

max
௫א௎ഥ

ሻݔሺݑ ൌmax
௫אப௎

 .ሻݔሺݑ

Proof. Let us first suppose that we have a strict inequality ݑܮ ൐ 0 in ܷ and yet there exists 
௎ഥ ሻݔሺݑ ൌݑሺݔ଴ሻ. Then ݔ଴ is an in  maxim  that is we 

have the following necessary conditions: 

that is it requires some regularity the function. For example, it is meaningless for ܮ௣‐classes 
in the above form.  

 

Some historical remarks: 

• For harmoni
mean value property 

•
(1839) 

 An extension to elliptic equations and inequalities remained open until the 20th 
century: S.N. Bernstein (1904) and E. Picard (1905) obtained various results by 
using analyticity or higher regularity assumptions 

• E. Hopf (1927) a transparent and powerful approach which gave an enormous 
number of applications in many further directions 

• Many modifications like comparison (touching) principle are very useful in 
connection to various geometrical problems (curvature estimates etc.)  

 

e discuss briefly the basic maximum principles for (sub‐, super‐)solutions of ellip
or instance, linear operators having the form 
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In this case we always assume that all coefficients are
ܽ௜௝ ݔ ൌ ௝ܽ௜ ݔ ௝ܽ௜ ݔ א ܥ ܷ , ܾ௜ሺݔሻ, ܿ ݔ א ܥ ܷ ܽ௜௝ ݔ
ellipticity condition: 
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Weak maximum principle 

heorem.  Assume that ݑ א ଶT

a point ݔ଴ א ܷ with max௫א ner um point,



଴ሻݔሺݑܦ ൌ 0 

and  

଴ሻݔሺݑଶܦ ൑ 0. 

 the m trix ܣ ൌ ቀܽ௜௝ሺݔ଴ሻቁ
௜௝ୀଵ

௡
 is symmSince

ortho

a

 m
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gonal atrix Λ ൌ ሺߣ௜௝ሻ such that  

ΛܣΛ் ൌ diag ሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ, ݀௟ ൐ 0. 

 any ݕ ൌ ݔ ൅ Λሺ
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ൌ ݀௞ߜ௞௟). Moreover, we have ݀௞ ൐ 0 and ݑ௬ೖ௬ೖ
ᇱᇱ ሺݔ଴ሻ ൑ 0, hence  

ݑܮ ൌ ෍ ܽ௜௝ ௫೔௫ೕ
ᇱᇱ

ଵஸ௜,௝ஸ௡

൑ 0 

that contradicts our assumption ݑܮ ൐ 0. Thus, the first case  roved. 

troduce an auxiliary func

ݑ א ൐ 0. 

The uniform ellipticity implies ܽ ሺݔሻ ൒ ߙ ൐ 0. 
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௫אப௎

 ሻݔ௧ሺݑ

obtain as the limit relation 

max
௫א௎ഥ

ሻݔ଴ሺݑ ൌmax௫אப௎
 ሻݔ଴ሺݑ

where ݑ଴ ؠ  .and the required property follows ݑ

Then we have for ଴ ݔ െ   ଴ሻ we haveݔ

ݔ െ ଴ݔ ൌ Λିଵሺݕ െ ଴ሻݔ ൌ Λ்ሺݕ െ  ଴ሻݔ

so that 

ݑ ௫೔௫ೕݑ
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Now return to the weak inequality  ݑܮ ൒ 0. We in tion 

௧ሺݔሻ ൌ ሻݔሺݑ ൅ ,ெ௫భ݁ݐ ݔ ܯ,ܷ

௜௜

Therefore, 

భሺݑܮܯ௧ ൌ ݑܮ ൅ ሺ݁ெ௫భሻܮ ݐ ൒ 0 ൅ ݁ ݐ ଶܽଵଵ ൅ ܾଵܯሻ ൒ ߙܯெ௫భሺ݁ ݐܯ െ ԡܾଵԡ

in ܷ for ܯ large enough. According t ious step we have for any ݐ ൐ 0: e

௧ሺ

Now we let ݐ ՜ 0 ൅, so that we 



Corollary. (Weak maximum principle for ܿ ൑ 0) Assume that ܿ ൑ 0 an ൒

maxݑሺݔሻ ൑ max  ,ሻݔାሺݑ

d ݑܮ 0 in ܷ. Then  

maxሼݑ

൑ et us assume now that the set  

ሻ ൐ 0ሽ 

is non‐emp

ݑܭ ൌ ݑܮ െ ݑܿ ൒ 0, ݔ א ܸ. 

evious theorem to our new operator ܭ since it 
contains no zero‐term (ܿ‐term). We have (see picture) 

 

                                                                     

 order to prove the second statement one has to apply the previous result to ሺ–  ז .ሻݑ

ଵሺܥ ഥܷሻ and ܿ ؠ 0 ݅݊ ܷ. Suppose 
rther that ݑܮ ൒ 0 in ܷ an int ݔ଴ א ߲ܷ such that  

଴ሻݔሺݑ ൐ ,ሻݔሺݑ for all ݔ א ܷ. 
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where ݑା ൌ , 0ሽ. If ݑܮ ൌ 0 then  
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Proof. If ݑ 0 in ܷ then our statement is trivial. L
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trong maximum principle 

heorem (Hopf’s lemma, 1 ଶሺܷሻܥ ת
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927)  Assume that ݑ Tא
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Assume also that ܷ is regular at ݔ଴ in the sense that there exists an open ball ܤ ؿ ith 
଴ݔ א  Then .(this condition is called the interior ball condition) ܤ߲

• డ௨
డఔ
ሺݔ଴ሻ ൐ 0, where ߥ is the outward unit normal to ܤ at ݔ଴ 

• if ܿ ൑ 0 then the same conclusion holds provided ݑሺݔ଴ሻ ൒ 0. 



Remark. A weak inequality డ௨
డఔ
ሺݔ଴ሻ ൐ 0 is trivial and follows immediately from usual 

maximum property, so that significance of the theorem is  rict inequathe st lity డ௨
డఔ
ሺݔ଴ሻ ൐ 0. 

 

א ଶܥ
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he level set 
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 the  ith center ݕ whose interior lies in ܸ. Then there exists 
n at ݔ଴, whence Hopf’s 

Corollary (Strong maximum principle). Let ܷ be a connected open set and ݑ ሺܷሻ ת
e a solution of ݑܮ ൒ 0 in U with ܿ ؠ 0 ݅݊ ܷ. If ݑ attains its ma

Proof (of Corollary). Write ܯ ൌ max௎ഥ and consider t ݑ

ݔ א ሻݔሺݑ |ܷ ൌ   .ሽܯ

Then if ݑ ء   then we can consider the set ܯ

ܸ ൌ ሼݔ א ሻݔሺݑ | ܷ ൏  .ሽܯ

C oint ݕ א ܸ satisfying  

distሺݕ, ሻܧ ൏ distሺݕ, ߲ܷሻ 

                                                                                                                    

 

                                                                                      

              

 

and denote by ܤ lar est ball w
some point ݔ א ܤ߲  Clearly, 
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଴ ܧ ת ܸ satisfies the interior ball conditio
Lemma implies డ௨

డఔ
ሺݔ଴ሻ ൐ 0. But This is a contradiction sinc

that is we have ݑܦሺݔ଴ሻ ൌ 0). 
e ݑ attains its maximum at ݔ଴ 

f generality, ܤ ൌ  ሻ, for someݎ଴ሺܤ
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Proof of Hopf’s Lemma 

 first that ܿ ൑ 0 and 0. ithout loss
൐ 0. Define 
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ሻݔሺݒ ൌ ݁ିఒ|௫|మ െ ݁ିఒ௥మ, ݔ א ,଴ሺܴሻܤ ߣ ൐ . 

Then using the uniform ellipticity condition, we find 
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ൌ ݁ିఒ|௫|మ   ෍ ௝ݔ ௜ݔଶߣ െ ௜௝ ൯ߜߣ2 െ ఒ|௫|మ෍ܾ௜ି݁ߣ2 ௜ݔ
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൒ ݁ିఒ మሺ4ߣߙଶ|ݔ|ଶ െ ሻܣtr ሺ ߣ2 െ ܾߣ2 ڄ |ݔ| ൅ ܿ ሻ 

ିఒ௥మ ൒ 0) ൅ ܾ௡ଶ(recall that ܿ ൑ 0, hence െܿ݁ , where ܾ ൌ sup௫אUഥ ඥܾଵଶ ൅ ڮ . 

n gion ܤ଴ሺConsider the open an ular re ሻݎ ך ଴ܤ ቀ
௥
ଶ
ቁ. We have 

ݒܮ ൒   ݁ିఒ|௫|మሺߙଶߣଶݎଶ െ tr ߣ2 ሻܣ െ ݎܾߣ2 ൅ ܿ ሻ ൒ 0 

଴ ቀ
௥
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 ሺ

if ߣ is chosen large enough.  Hence ݒܮ ൒ 0 in ܤ଴ሺݎሻ ך ܤ ቁ. 

onstant ߳ ൐ 0  such that  

଴ሻݔሺݑ ൒ ݔሺݑ ൅ ,ሻݔሺݒ ߳ ݔ א ଴ܤ߲ ቀ
ݎ
2

In view of our condition ݑሺݔ଴ሻ ൐ ሻ we can find a cݔሺݑ

ሻ ቁ.                                                 ሺכሻ 

In addition we have (since ݒ ؠ 0 on ߲ܤ଴ሺݎሻ) 

଴ሻݔሺݑ ൒ ሻݔሺݑ ൅ ,ሻݔሺݒ ߳ ݔ א  ሻככሻ                                                      ሺݎ଴ሺܤ߲

ng ܮ d  ݒܮ ൒ 0, w

൒ ሻݎ଴ሺܤ ך ଴ܤ ቀ

Thus, applyi ݑ ൒ 0 an e see 

െܿݑሺݔ଴ሻ
ݎ
ݑ൫ܮ2 ൅ ݒ߳ െ ଴ሻ൯ݔሺݑ 0, ݔ ൒א ቁ.  

ሻ ൑ 0 ଴ሺݎሻ ך ଴ܤ ቀ
ݎ
2

From (*) and (**) we have  

ሻݔሺݑ ൅ ሻݔሺݒ ߳ െ ଴ݔሺݑ              on              ߲ ቆܤ ቁቇ 

le r inequality holds By virtue of weak maxim  we obtain that that latte
everywhere in ܤ଴ሺݎሻ ך ଴ܤ

um princip
ቀ௥
ଶ
ቁ. But 

଴ሻݔሺݑ

deriv e  

ሻݔ ൅ ሻݔ െ ݑ ଴ሻ൯|௫బ ൌ ߲ఔݑሺݔ଴ሻ ൅ ߳ ߲ఔ ଴ሻ 

߲ఔݑሺݔ െ߲߳ఔݒ
߳
ݎ

൅ ଴ሻݔሺݒ ߳ െ ଴ሻݔሺݑ ൌ 0 

and so we have the normal  ativ

0 ൑ ఔ߲൫ ݑሺ ሺݒ ߳ ሺݔ ݔሺݒ

It follows that  

଴ሻ ൒   ሺݔ଴ሻ ൌ െ ଴ሻݔሺݒܦ ڄ ଴ݔ ൌ ௥మି݁ ݎ߳ߣ2 0. 
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