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Nomenclature: 

 

dist  ,  ,

, , | | , .  

, … ,  

• i st everywhere in   in general,   is well def ned almo
•  is a linear operator:   
•  can be thought of as an approximation of partial derivative    

 

Integration by parts: For any supp  ,     and all  , 0 | |

            

“Extended version” of Proof . Denote by  supp  . Then 

                 
1 1

 

                                   
1 1

 

                                   
1 1

 

                                     

                                          .  

Leibniz rule. For any two adm if well‐defined) holds issible functions the following (

, 

Here  . 
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Lemma 1. If  1 ∞ and   the    , n for each

   

for some constant  ,  and all 0 | | dist  , .  

 

Proof (Extended version).   

Assume first that   is smooth. Then for any    nd 0 | | dist  ,  a

 

so that  

| |
| | | |  

Then 

| |   max  

| |  

(by Hölder) 

| |  

Integration over  : 

| |   / | | / | |  

Thus  

| |   / | |    

This estimate holds for smooth  , hence it is valid by approximation for arbitrary 
,  and the lemma follows for  / . 
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Lemma 2. If   for 1 ∞ and for some   there exists a constant   such 
that for all 0 | | dist ,  the in ty holequali ds 

 

Then  ,  and  

Proof.  Consider 

, , . 

, where  dist , .  

•                  for a ily 
, ,… 

 ny fixed  1,2, … , , the fam

is bounded in  ‐sense.  

• n a reflexive Banach space (that is  ) any bounded set is weakly compact  
 
I
 

• Since  1             1               ‐space is a reflexive Banach space, 

hence a bounded sequence in   is weakly compact 
 

• Thus (for any index  ) we can find  nce  0 ( ) and a function  a subseque
 

such that  

   
. 

• This, in its turn, means that for   have any   we

lim          . 

• Since  , for any    

lim             

• Integration by parts (in th o )  yields e versi n for difference quotients

            

• Thus 

    lim       lim       

• But   (converges uniformly in   as  ∞), hence  

lim               
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• It follows that 

        

• e k dThis proves that   is the w a   erivative of   with respect to   in  , in particular, 
 

• Thus the weak gradient  . Since   is itself in  , we deduce therefore that 
, .  

• Finally, setting    in

      lim    

we obtain (notice that 1 ) 

        lim        

    lim sup    

/      

Hence, dividing we obtain 

     

which yields the required estima ete of th  weak gradient:  
,                          

The lemma is proved completely.    
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Inner regularity for   ∑    ∑  ,

Structure conditi no s:     and 

, , . ,

The uniform ellipticity: there is a 0 s c r ny  and all    constant  u h that fo  a

,
.   

 

Main et  ,  be a wea  of  .   Theorem. L k solution

Then  ,  and for an en sub  th ing stimate holds: y op set  e follow  e

,   . 

H

 

ere  , , . 

Corollary. We have the classical ide tnti y 

         a. e.  in   

Indeed, for any function   w dentity e have the weak i

, , . 

On the other hand, since  ,  we can  t y parts the left hand side: in egrate b

, , . 

hus  , 0 for all  , and so   a.e. in  . T

 

Proof of the Main Theorem. We choo e open set   such that  se arbitrarily som

 

and select some sm uooth f nction   satisfying  

1,         1 on          and     0 on  . 0

Such a function is called a cutoff function. 

Since   is a weak solution we have  , ,  for all  , , hence 

 
,

  ,                                    
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• For any  an index   consider the test function 

 

•  for small   ,

• We have 

    :  
,

1) Estimate of  . Integration by parts and Leibniz rule (in the difference quotients versions) 
yield: 

   
,

 
,

 

     
,

Here  . Expanding the d    we obtain  erivative

 

where  

   
,

 

and  

  2       2   
,

By uniform ellipticity,  

         | |  

Moreover, we have for some appropriate  , , , 0 from boundedness of the 
coefficients of    :

| | | | | |    
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Applying Cauchy’s inequalities 

2  2 , 

| |
2  2

| | , 

| |
2   2

| |  

Notice that  

if       then         . 

Thus, taking into account that  1 everywhere and   0 in   we get 

| |   | |  

Now choose additionally    and apply the integral estimate for difference quotients 
(Lemma 1 above) 

| |   , , . 

Thus we arrive at  

| | 2
| |   , 1 . 

These two estimates for   imply together 

2
| |  . 

2) Estimate o  f B. Applying Lemma 1 to  we find  

  

Here  2 , hence for some   

 

and integra e  Lemma 1 to  vtion tog ther with application of  gi es 

| | ,      
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Appling again the above trick with Cauchy’s inequality we find  

| | | | | | | | | |   

| | | | | | | |  

| | | | | |  

For   this finally yields  

| |
4

| | | | | |  

Recalling that   we n obtai  

4
| | | | | |  

The first int tima  be w e egral may be es ted from lo  sinc 1 on  : 

  ,  

This uniform bound for  egularity of  :   by Lemma 2 implies r

,                   , , 

and therefore ,   and 

, , ,   ,  

 

3) In order to achieve the required  ‐norm of   in the latter estimate we notice that the 
above argument also ds   yiel

, ,   ,  ,

By choosing a new cutoff function  

, 1 on    

and applying formula t   (*)  ogether the uniform ellipticity, one can prove that 

 | |                                                                    
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Indeed,  

 
,

   

Here  

2
,

| | 2
,

 
,

This yields  

| |   2
,

 

We have as above 

| |  

and 

2 | |  
,

Combining these estim s we ob implies finally that ate tain the required inequality. It 

, ,    ,

The theorem is proved completely.   

 


