
Motivations  

A single conservation law in one space variable is a first order equation partial equation of 
the form 
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In other words, the quantity   is never created nor destroyed: the
contained inside of any given interval  ,  can change only due to flow of   across t e
endpoints. 

Another equivalent form of the above conservation law is  
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For smooth solutions these two equations are equivalent 
• If   has a jump, the second equation is not well‐defined 

 

However, the first equation (1) allows considering discontinuous solutions as well, 
interpreted in distributional sense. Namely, a locally integrable function  ,  is a 
weak solution of (1) provided that  
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for every differentiable function   with compact support   for some specified 
domain  .  

In general, we consider the following system 
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These functions, unified in a vector  , … ,  can also be thought as a generalized 
flux.  
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u tion in the form (1).  

 point of view of an observer”) 

How to get a system? 

Example 1 (the  ‐system). A modifi ion where the speed of wave 
ropagation (or the flux) is a functio y, we consider a nonlinear wave p
equation of the form 

0 

(observe that for  0 we have a hyperbolic equation), where the flux depends on 
we can reduce this equation to a system if we set 
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stem takes the divergent form (1) if we setThis sy
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we obtain an equivalent description of our initial eq a

 

Example 2 (Gas dynamics in Eulerian coordinates, “from the

0

0

0

e three conservations laws: for mass, momentum and energy respectively. An 
cuses on specific locations in the space through which the fluid flows: here   

 

Here we se
observer fo
stands for velocity,   is density,   is pressure and   is energy. In order to define the 
solution one needs an additional equation, the so‐called equation of state. For example, one 
can take an adiabatic relation  

 



Here   is an adiabatic constant which for usual  ‐atomic gas is  ; for instance 

1.4 for earth’s  atmosphere.  

 

Definition.  One says that the system (3) above is st ictly atrix r  hyperbolic if m
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has    eal distinct eigenvalues, say  
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Linear hyperbolic systems 

n be written explicitly. In the simplest caseExample 3. Sometimes solutions ca

we have homogeneous scalar Cauch
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y problem  
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and the solution can be found as follows: 

, . 

n describes a travelling wave with the profile function  . Even   is no
n, the above solution can be interpreted as 

This functio
differentiable, for instance, merely a   functio
a weak solution in the distributional sense. 

 RiemAs a special case we consider the so‐called

Then can be represented as follows: 

 

                                                                                                                                      

 

           

 

                                                       

                                                                       

 

 



Example 4. Similarly, one can solve an higher‐dimensional analogue of the a
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bove equation 

 

 a hyperbolic matrix (a matrix with real eigenvalues). Let us look for a solution in the 
ing form  
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on can be obtained as follows. Write the vector   as a 
ctors of  , i.e. 
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where  , … ,  are some unknown vector‐function and   are eigenvectors 
associated with  . Such an a priori given solution is what is usually called an ansatz (an 

rm of solution). Then t e substitution of the ansatz gives us  h
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Thus we need on
the following linea
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which obviously has a unique solution since our eigenvectors form a basis for any    

Thus, we have a “wave packet”, that is a solution is a sum of simple wave

Consider again the Riemann initial data: 
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Now the corresponding soluti
linear combination of eigenve

 

And define the intermediate states  

So that each difference  

 

is a  ‐eigenvector of  .  



Then solution takes the form 
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d  ∞). See the picture below. 
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d  ∞). See the picture below. 
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A basic feature  nlineof no ar systems of the fo for smooth initial data, the rm is that, even 
solution of the Cauchy problem may develop discontinuities in finite time. 
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The solution can be prolonged for supercritical times only within the class of discontinuo
function.  

imilarly to the one‐dimensional case, one can derive the conditions imposed by the wea
tion a me that  ,

S
problem above (1w) on a solu t points of jump. We assu
iscontinuity across a line    d
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 define the averaged matrix 
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the right and left limits of  ,  at the point of jump. A  
(1w) (more precisely, to the vector‐field  , ) in
unction   with compact support 
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Thus we obtain the general Rankine‐Hugoniot condition (in vector 

              

If we

1   ,   

where   is the Jacobi matrix. Then the above condition can be written in the 
following equivalent form 

1   ,  

It follows that   is an eigenvector of the averaged matrix  ,  and   coincides 
with the corresponding eigenvalue. 

Remark. In the scalar case we have  
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mensional case that   is a convex function. One usually requires in the one‐di



Admissibility conditions  

resenc  to In the p e of discontinuities, the Rankine‐Hugoniot equations  may not suffice
single out a unique solution to the Cauchy problem.  

For example, if we consider the scalar Burger’s equation with   and with in
data 
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provides a solution in distributional sense. Indeed, the Rankine‐Hugoniot conditions ho
along the two lines of discontinuity 

ld 
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From the previous example it is clear that, in order to achieve a  stating 
uniqueness and continuous dependence on the initial data, the n ution 
must 

 theorem
otion of weak sol

be supplemented with urther “admissibility conditions”, possibly motivated by 
conditio
turbed 2

Vanishing viscosity 

A weak solution   is admissible if there exists a sequence of smooth solutions  ,   to  

 f
physical considerations. We discuss the most well‐known  n which follows form 
approximation of our 1st order hyperbolic system by a per nd order system with a 
viscous term. 
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which converges in   as  0.  

A  ‐smooth function  :  is called an entropy for the system (1) with entropy flux 
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Notice that the entropy relation above yields that if  ,  is some  ‐smooth solution o
(1) then  
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Hence we have a  additional conservation law.  

Assume that the entropy   is a convex and  ‐smooth.  

Definition.  A weak solution  ,  of (1) is entropy admissible if 
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in the sense of distribu  is  
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for any pair  , , where   is a convex entropy and  e correspo ding entropy flux. 

 

Remark. In the scalar case one can consider  
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