
Lecture 10: The Laplac
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is called the fundamental solution of the Laplace equation. 

Theorem 1. Let Ω  be a bounded domain with smooth boundary and   (twice 
continuously differentiable up to the boundary). Then  
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Then applying the second Green identity we get 
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• Since Ψ is locally integrable, the integral over Ω  becomes the integral over Ω. 
 

∂  is (for   • The integral over the sphere  3)
 

∂ Ψ Ψ  ∂
| |

1
2  ∂

| |
 

 

 

Hence it converges to   (since the latter integral converges to zero) and we obtain 
the required formula.   



Remark 1.   Recall that in   the Coulomb’s potential for a point charge placed at the origin 
(or the corresponding Newtonian potential) has the form 
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Another way how to write this is  
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The latter may be interpreted as a weak form of our identity above for 

|
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                 Deltafunction                                               An arbitrary density   

 

 we replace in the above integrals the singular density   by some continuous function wit 
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compact support   (or rather   ), we ob n a potential function induced by 

: 
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ceNoti  that in this case we obtain the potential theo etic interpretation of the distribution of r
charges (masses) in terms of Laplacian: 
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Corollary 1.  If Ω  is bounded with smooth boundary and  Ω  then for any  Ω 
we have  
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ow we assume that for any point  Ω we can find a harmonic function  ,  such that  
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of the Laplacian fo o t e Dirichlet boundary condition).  
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ution of the Dirichlet problem: Δ 0 in  ,  | , is given by 
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• , Ψ   harmonic and continous in Ω  
 

• , 0 on the boundary

Definition. The function  , , if s, is uniquely defined and it is cal een’s functio e t
r Ω (with respect t   h
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aracteristic property of Green’s function is the following integral foThe main ch
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which  is valid  for any  Ω .  In particular,  for harmonic  functions we obtain
presentation by the boundary data: 
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where  ,   ,  and  | Ω .  
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