
Serguei L’vovich Sobolev (06.  

Gener

10.1908 ‐ 03.01.1989).  

alized  functions  (later  known  as  distributions),  were 
first  introduced  by  Sobolev  in  1935  for weak  solutions,  and 
further developed by Laurent Schwartz.  

1943‐57  participated  in  the  A‐bomb  project  of  the  USSR.  In 
1956 Sobolev joined a number of prominent scientists in pro‐
posing  a  large‐scale  scientific  and  educational  initiative  for 
the  Eastern  parts  of  the  Soviet Union, which  resulted  in  the 
creation of the Siberian Division of the Academy of Sciences. 
He was  the  founder and  first director of  the  Institute of Ma‐
thematics  at  Akademgorodok  near  Novosibirsk,  which  was 
later to bear his name. 

 

Laurent Schwartz (05.03.1915 ‐ 04.02.2002).  

In November 1944 Schwartz discovered distributions: as con‐
volution  operators  on  the  space  of  test  functions,  not  quite 
their  final  definition  (that  was  to  come  to  him  in  February 

ntinuous linear 1945) as co functionals on space ܥ଴ஶሺԹ௡ሻ.  

One  of  the  “founders”  of  Bourbaki.  In  1950  he was  awarded 
the Fields Medal  for his distribution theory. Among other  im‐
portant  contributions  are  homology  and  cohomology  of 
smooth manifolds and quantum field theory, noncommutative 
armonic analysis. h

 

 

Paul Adrien Maurice Dirac, (0 .8 08.1902 – 20.10.1984)  

A  British  theoretical  physicist,  made  fundamental  contribu‐
tions  to  the  early  development  of  both  quantum  mechanics 
and  quantum  electrodynamics.  Nobel  Prize  in  physics  for 
1933. Among other discoveries, he formulated the Dirac equa‐
tion, which describes the behavior of  fermions and which  led 

he prediction of the existence ofto t  antimatter. 

In Principles of Quantum Mechanics, published in 1930, the del­
ta­function ߜ is appeared for the first time.  
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Test functions and distributions 

The support of a function ݂ defi  is the set ned in an open subset ܷ of Թ௡

supp ߮ ൌ ሼݔ א ܷ: ݂ሺݔሻ ് 0ሽതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത. 

Def. Denote by ࣞሺܷሻ ൌ ‐଴ஶሺܷሻ the class of all infinitely differentiable functions with comܥ
pact support  in ܷ: supp ߮  ؿ ܷ. The elements of ࣞሺܷሻ are called also test  functions. A se‐
quence  ߮௡  converges  in  ࣞሺܷሻ  to  a  test  function  ߮ א ࣞሺܷሻ  if  there  is  a  compact  subset 
ܭ ؿ ܷ such that  

supp ߮௡ ܷ, ݊׊ ൌ 1,2,3… 

nd ԡ߮௡ െ ߮ԡ஼೘ሺ௎ሻ ՜ 0 in for any ݉ ൒ 0. We write also in this case ߮௡
ࣞሺ௎ሻ
ሱ

ؿ

a ሮۛ  ߮. 

  

Def. A linear functional  

:ܨ  

is  called  a  generalized  function,  or  a  distribution,  if  it  is  continuous  in  the  sense  that 

߮௡
ࣞሺ௎ሻ
ሱ

 ࣞሺܷሻ ՜ Թ

ሮۛ  ߮  implies  ሺ߮௡ሻܨ ՜  .ሺ߮ሻܨ  The  (vector)  space  of  all  distribution  is  denoted  by 
Ԣሺܷሻ. Similarly one defines distributions with values in ԧ.   ࣞ

 

Example 1. Recall that ܮ௟௢௖ଵ ሺܷሻ denotes the class of locally integrable functions in ܷ, that is 
functions integrable on any compact subset of ܷ. Then one easily can prove that any locally 
integrable function ݂ א ௟௢௖ଵܮ ሺܷሻ induces a distribution 

ܨ ሺ߮ሻ ൌ න ݂ሺݔሻ߮ሺݔሻ݀ݔ. ௙
௎

In this case, ݂ sometimes is called the symbol of ܨ௙. Usually we identify the distribution ܨ௙ 
and its symbol ݂. 

Any distribution which can be obtained as in Example 1 is called regular.  

Remark 1. Notice that a regular distribution is uniquely determined by its symbol, that is if 
௙ܨ ൌ ݂ ௚ thenܨ ൌ ݃ a.e. in ܷ.  

 

Example 2. The delta‐function of Dirac, ߜ௔ሺ߮ሻ ൌ ߮ሺܽሻ (ܽ א ܷ) is an example of non‐regular 
distribution. 

 The fact that the delta‐function is a distribution follows readily from the definition. We ז
show  that  it  is  non‐regular.  Let  us  argue  by  contradiction,  say,  there  is  a  function  
݂ א ௟௢௖ଵܮ ሺԹ௡ሻ such that  



ߜ ሺ߮ሻ ൌ ߮ሺ0ሻ ൌ න ݂ሺݔሻ߮ሺݔሻ݀ݔ ଴
௎

for  any ߮ א ࣞሺܷሻ.  Consider  the  function ݄ሺݐሻ which  is  equal  to  0  for  ݐ ൐ 1,  given by  the 
formula 

݄ሺݐሻ ൌ ൬1 െ exp ൬െ
1
ଶ൰ ൰ݐ · exp ൬1 െ

1
ሺ1 െ   .ሻଶ൰ݐ

for ݐ א ሺ0,1ሻ, and equal to 1 for ݐ ൌ 0. Then a radial symmetric function ݄ሺ|ݔ|ሻ is an infinite‐
ly differentiable in Թ௡ and p has the compact su port  

supp ݄ሺ|ݔ|ሻ ൌ ଴ሺ1ሻതതതതതതതതܤ ൌ ݔ א Թ௡: ݔ| ൑ 1|ሽ. 

Notice that for any ߝ ൐ 0 the dilat |௫|

ሼ

ed function ݄ ቀ
ఌ
ቁ is a  es

߮ ݔ ቀ|௫|

t t function:  

ఌሺ ሻ ൌ ݄
ఌ
ቁ א ࣞሺԹ௡ሻ. 

Then we have by the definition  ߜ଴ሺ߮ ሻ ൌ ߮ ሺ0ሻ ൌ 1 and |߮ ሺݔሻ| ൑ 1. Hence,  ఌ ఌ ఌ

1 ൌ ቤන ݂ሺݔሻ߮ఌሺݔሻ݀ݔቤ ൑  න |݂ሺݔሻ| ݀ݔ, 
஻బሺఌሻ ஻బሺఌሻ

because supp߮ఌ ൌ ߝ ሻ and lettingߝ଴ሺܤ ሻതതതതതതത. The function ݂ is integrable onߝ଴ሺܤ  ՜ 0 we con‐
lude that the latter integral converges to zero. The contradiction follows. ז c

 

Example 3.  It can be shown ሺsee lectur n ሻ that th u onal  e  otes e f ncti

ሺ߮ሻܩ ൌ lim
ఌ՜଴

ቆන
݂ሺݔሻ
ݔ ݔ݀ 

ିఌ

ିஶ
൅ න

݂ሺݔሻ
ݔ ݔ݀ 

ାஶ

ఌ
ቇ    

is also a distribution.  

 

Product of a distribution ܨ א ࣞԢሺܷሻ and a smooth function ݄ א  ஶሺܷሻ is a new distributionܥ
defined by 

ሺ݄ܨሻሺ߮ሻ ൌ  .ሺ݄߮ሻܨ

Then for regular distributions we have ݄ܨ௚ ൌ ݄ ௚௛ ሺforܨ א ,ஶሺܷሻܥ ݃ א ௟௢௖ଵܮ ሺܷሻሻ which mo‐
ivates the definition. t

 

 

 



Derivative of a distribution  

Let us consider a regular distribution ܨ௙ in ܷ with a smooth symbol, say, ݂ א ݉ ,௠ሺܷሻܥ ൒ 1. 
Then for any test function ߮ א ࣞሺܷሻ we have ሺby integrating by partsሻ 

ܨ ሺܦఈ߮ሻ ൌ න ݔ݀ ఈ߮ܦ ݂ ൌ ሺെ1ሻ|ఈ| න ݔఈ݂݀ܦ ߮ ൌ ሺെ1ሻ|ఈ|ܨ ഀ ሺ߮ሻ ௙
௎ ௎

஽ ௙

Taking into account our identification between a symbol and the associate regular distribu‐
tion, the following definition is a natural generalization of derivative.  

Def. For any  ܨ  א ࣞԢሺܷሻ we define  the ሺweakሻ derivative ܦఈܨ ሺߙ  is some multi‐indexሻ by 
the following rule: 

ሺܦఈܨሻሺ߮ሻ ൌ ሺെ1ሻ|ఈ| ܨሺܦఈ߮ሻ. 

It easy to see that this new functional is actually a distribution: ܦఈܨ א ࣞԢሺܷሻ. 

Hence any generalized function becomes infinitely differentiable in the above sense. In par‐
ticular, regarding any function in ܮ௟௢௖ଵ ሺܷሻ as a symbol of the associate regular distribution, 
we see that the weak derivative of such a function is defined at least on the level of distri‐
bution. Sometimes the weak derivative is also a regular functional. This motivates the fol‐
lowing definition.   

Def. If both the distribution ܨ א ࣞԢሺܷሻ and its derivative ܦఈܨ are regular then one says on 
the  existence  of  the weak  derivative  ሺܦఈሻ  of  the  associate  symbol.  That  is,  if  ܨ ൌ  ௚ܨ for 
some  ݃ א ௟௢௖ଵܮ ሺܷሻ  and    ܨఈܦ ൌ  ,௛ܨ for  some  ݄ א ௟௢௖ଵܮ ሺܷሻ  then  ݄  is  called  the  weak  ‐ఈܦ
derivative of ݃. In other words, a function ݃ א ௟௢௖ଵܮ ሺܷሻ has a weak ܦఈ‐derivative if there is 
݄ א ௟௢௖ଵܮ ሺܷሻ such that  

 න ݔఈ߮݀ܦ ݃  ൌ   ሺെ1ሻ|ఈ| න , ݔ݀ ݄߮ ߮׊ א ࣞሺܷሻ.  
௎ ௎

One denotes the weak derivative also by ܦఈ݃. As a corollary of Remark 1, the weak deriva‐
ive of a locally integrable function, if well‐defined, is uniquely determined. t

 

Fundamental solution 

Now we can also define action of  a  linear partial differential operator  ሺPDOሻ on distribu‐
tions. Consider an operator of order ݉ 

߮ܮ ൌ ෍ ܽఈ ܦఈ߮ 
|ఈ|ஸ௠

with smooth coefficients ܽఈ. Then it is natural to define action of ܮ on distributions by 



ܨܮ ൌ෍ܽఈܦఈܨ
ఈ

, ܨ א ࣞԢሺܷሻ. 

Hence, by the definition  

ሺܨܮሻሺ߮ሻ ൌ෍ܽఈ ܦఈܨ
ఈ

ሺ߮ሻ ൌ෍ ܦఈܨ
ఈ

ሺܽఈ߮ሻ ൌ෍ ሺെ1ሻ|ఈ| ܨሺܦఈ

ఈ

ሺܽఈ߮ሻሻ

ൌ ܨ ቌ෍ ሺെ1ሻ|ఈ|ܦఈሺܽఈ
ఈ

߮ሻቍ 

The operator  

ᇱ߮ܮ ൌ෍ ሺെ1ሻ|ఈ|ܦఈሺܽఈ ߮ሻ 
ఈ

sometimes is called the adjoint operator  e obtain to ܮ. This, w

ܨܮ ൌ  .ᇱܮܨ

Definition. A distribution ܧ ൌ  is a solution ܧ if ܮ ሺܽሻ is called the fundamental solution ofܧ
ሺin the distributional senseሻ of the inhomogeneous equation 

ܧܮ ൌ  .௔ߜ

 

Examples of weak derivatives 

Example 4.  The weak de v t ensional case is  ri a ive of the delta‐function in the one‐dim

߲ 
ݔ߲ ௔ߜ

ሺ߮ሻ ؠ ௔ᇱߜ ሺ߮ሻ ൌ െߜ௔ ൬
߲߮
൰ݔ߲ ൌ െ 

߲߮
ݔ߲ ሺ0ሻ. 

 

Example 5.  Let ݄ be the Heaviside function: ݄ሺݔሻ ൌ 1 for ݔ ൒ 0 and ݄ሺݔሻ ൌ 0 for negative 
ݔ ൏ 0. Take ߮ א ࣞሺԹሻ and find ܯ 0 such that   pp ߮ ؿ ሾെܯ,ܯሿ. Then ൐ su

݄ᇱሺ߮ሻ ൌ െන ߮Ԣ݄ ݀ݔ
ାஶ

ൌ െන ߮Ԣ ݀ݔ
ெ

ൌ ߮ሺ0ሻ ൌ ߜ ሺ߮ሻ. 
ିஶ ଴

଴

Hence, the weak derivative of the Heaviside function is the delta‐function centered at zero. 
Another interpretation of this property is that ሺdue to definition aboveሻ the shifted Heavi‐
side function ݄ሺݔ െ ܽሻ is the fundamental solution of the first order operator ܮ ൌ ௗ

ௗ௫
.  

 



Example  6  ሺTwo‐dimensional  Heaviside  functionሻ.  Consider  now  the  following  step‐
function 

݄ሺݔ , ݔ ሻ ൌ ቄ1 ,ଵݔ ଶݔ ൐ 0 ଵ ଶ 0 otherwise

Let ܦ ൌ డమ        
డ௫భడ௫మ

 . For any ߮ א ࣞሺԹଶሻ we find ܯ ൐ 0 such that supp ߮ ؿ ሾെܯ,ܯሿ ൈ ሾെܯ,ܯሿ. 

We have 

ሺ߮ሻ ݄ܦ ൌ න ݔ݀߮ܦ ݄ ൌ න ଵݔ݀ න
 ߲ଶ߮       

Թమ ଶݔଵ߲ݔ߲
ଶݔ݀ 

ெெ
ൌ െන ߮௫ᇱ ଵሺݔଵ, 0ሻ݀ݔଵ

ெ
ൌ ߮ሺ0,0ሻ. 

଴଴ ଴

Hence ݄ is the fundamental solution of the operator ܮ ൌ  డమ      
డ௫భడ௫మ

. Notice that the latter opera‐

tor is the normal form of the wave operator. Hence, the fundamental solution of the wave 
operator  in  two  dimensions  is  a  regular  distribution  ሺlocally  integrable  functionሻ 
ሺݔଵ െ ܽଵ, ଶݔ െ ܽଶሻ. It turns out that it is not true for higher dimensions. ݄

 

Example 4. The Laplace operator in Թ௡ is self‐adjoint: ∆ ൌ  ∆Ԣ  . One can show ሺsee lecture 
notesሻ that the function  

Ψሺݔሻ ൌ

ە
۔

ۓ
1
ߨ2 ln |ݔ| ݊ ൌ 2

െ
1

ሺ݊ െ 2ሻ߱௡|ݔ|௡ିଶ
݊ ൒ 3

 

is  uthe f ndamental solution of the ݊‐dimensional Laplacian in the weak sense. 

Remark 2. An important property of the above function Ψሺݔሻ is that it is actually is a local 
integrable function in Թ௡. It follows from a general fact that |ݔ|௣ is locally integrable in Թ௡ 
for ݌ ൅ ݊ ൐ 0. 


