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Problem1. (5 points) Solve the Cauchy problem  

ሺݑ ൅ ௫ᇱݑሻݔ െ ሺݑ െ ݑሻݕ

Solution. The characteristic equations are 

ݑ ൅ ,ݕ ݕ

௬
ᇱ ൌ 2 , ,ݔሺ3ݑ ሻݔ ൌ  .ݔ2

ሶ ൌ ݕ െ ,ݑ ሶݑ ൌ  ݑ2

ݑ

ሶݔ ൌ

•  
ௗ

The last equation yields ݑ ൌ ଵ݁ଶ௧ܥ

• ns  we find: From the first equatio
ௗ௧
ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ൅ ݕ ൌ ଶ

௧ሺݔ ൅ ݔ ֜ ሻݕ ܥ ݁  

• Similarly, we obtain: 
݀
ݐ݀
ሺݔ െ ሻݕ ൌ ሺݔ െ ሻݕ ൅ ݐ݀

ݑ݀
ൌ ሺݔ െ ݕ  ଵ݁ଶ௧ܥ2

and solving the last (linear) equation with respect to  ݔ  we find  
ଷ݁௧ܥ ଶ௧

ݐ ൌ 0

ሻ ൅

െ ݕ

ݔ ൌ 3 , ଴ݕ ൌ ,ݏ ଴ ൌ  ݏ2

ଶ ൌ ݏ4 ଷ ൌ െ2ݏ

,௧݁ݏ ݔ െ ݕ ൌ െ ௧݁ݏ ൅  ଶ௧݁ݏ4
ݔ ൅ ሻݕ ൅ 2 ሻݕ ൌ 8

ݑ ൌ
ݔ3 െ ݕ
4

ݔ െ ݕ ൌ ൅ ଵ݁ܥ2  
• Substitution the initial conditions and   into the obtained system of equations 

yields 
ݔ ൅ ݕ ൌ ,ଶܥ ଴ݔ െ ଴ݕ ൌ ଷܥ ൅ ,ଵܥ2 ଴ݑ ൌ ଵ ଴ܥ ଴

• The initial conditions are 
଴ ݏ ݑ

• Solving the linear system we find:  
ଵܥ ൌ ,ݏ2

ݑ ൌ ,ଶ௧݁ݏ2 ݔ ൅ ݕ

ܥ       ܥ    , , 

ൌ 4 2
ሺݔ െ ݁ݏ

that is  

• Eliminating ݁௧ we find ሺ ଶ௧ ൌ  and finally we obtain the , ݑ4
required solution: 

 

 

 nonlinearProblem 2  the Cauchy problem for the  equation

ݔ߲

. (6 points) Solve  

൬
ݑ߲
൰
ଶ

൅  ݕ
ݑ߲
ݕ߲ ൌ ,ݑ ,ݔሺݑ 1ሻ ൌ  .ଶݔ

Remark. The formulation of this problem on exam contained a misprint: in the left hand 
side, the partial derivative డ௨

డ௬
 has been incorrectly displayed as  డ௨

డ௫
. The resulted problem 

becomes more trivial and it can be shown that it has no solution (below you can find the 
explanation of this and the solution of the planned problem). Criteria for this problem wer
changed: any correct and reasonable attempt to find solution by using the standard 
methods of solving of non‐linear 1st order PDE was estimated by the maximal number of 
points (6). If an incorrect method or argument was used, the points were reduced 
respectively.  

e 



Solution of the actual problem. We assume that there is a solution to the following
problem 

 Cauchy 

൬߲ݔ
ݑ߲
൰
ଶ

൅  ݕ
ݑ߲
ݔ߲ ൌ ,ݑ ,ݔሺݑ 1ሻ ൌ  .ଶݔ

Then differentiating the initial data with respect to ݔ we find 

ݑ߲
ݔ߲

ሺݔ, 1ሻ ൌ  .ݔ2

Inserting this relation together with the initial conditions: ݔ ൌ ,ݔ ݕ ൌ 1 and the initial 

 and ݔ ൌ െ
 no solutions. 

solution ݑሺݔ, 1ሻ ൌ   ଶ into the original equation yieldsݔ

ሺ2ݔሻଶ ൅ 1 ڄ ݔ2  ൌ  ଶݔ

However the latter identity holds only for two points ݔ ൌ 0 2 and it fails for any 
other ݔ. This proves that the posed Cauchy problem has

Solution of the planned problem. The equation  

ݑ߲
൬߲ݔ൰ ൅  ݕ ߲

ଶ ݑ߲
ݕ ൌ  ݑ

has the form ܨ ൌ ଶ݌ ൅ ݍݕ െ ݑ ൌ 0, so that the charact

ሶݕ ൌ ᇱܨ ൌ ,ݕ

eristic system is found as 

ሶݔ ൌ ௣ᇱܨ ൌ ,݌2 ሶݑ ൌ ଶ݌2 ൅ ݍݕ ൌ ݑ ൅  ଶ݌

 

ሶ݌ ൌ െܨ௫ᇱ െ ݌௨ᇱܨ

y‐step: 

௧ 

ଶ௧ 

ions are  

ݔ ൌ ,ݏ ଴ݕ ൌ 1, ଴ݑ ൌ ,ଶݏ ଴ଶ݌ ൅ ଴ݍ଴ݕ ൌ  ଴ݑ

௤

and similarly 

ൌ ,݌ ሶݍ ൌ െܨ௬ᇱ െ ݍ௨ܨ ൌ ݍ െ ݍ ൌ 0 ᇱ

We find step‐b

݌ • ൌ ଴݁݌
ݍ • ൌ  ଴ݍ
ݕ • ൌ  ଴݁௧ݕ
ݔ • ൌ ଴݁௧݌2 ൅  ଵܥ

ݑ ൌ ଶܥ ௧ ൅ ݁ •଴ଶ݁݌

The initial condit

଴

and the strip condition is  ௗ
ௗ௦
ሻݏ଴ሺݑ ൌ ሻݏ଴ሺ݌ ·

ௗ௫బ
ௗ௦

൅ ሻݏ଴ሺݍ ·
ௗ௬బ
ௗ௦
:  

ݏ2 ൌ ଴݌ ൅ 0        ֜        ଴݌ ൌ  ݏ2

଴ݍ଴ݕ ൌ ଴ݍ ଴ yieldsݑ ൌ ݏ2 െ  .ଶݏ4

ions gives 

Substitution this into ݌଴ଶ ൅

Combining the found relat



ݔ ൌ ሺ4

ݕ

ൌ ሺ4݁ଶ௧

݁௧ െ 3ሻݏ 

ൌ ݁௧ 

െ 3݁௧ሻݏଶ 

ݑ ൌ
ଶݔݕ

ݕ4 െ 3

ݑ

And finally, 

 

Solve the Cauchy problem  

௫௫ᇱᇱݑଶݔ െ ௫௬ᇱᇱݑ ݔ2 ൅ ௬௬ᇱᇱݑ ൅ 2 ௫ᇱݑ െ ௬ᇱݑ ൌ 0. 

a) Determine the characteristic curves and type f equation 
b) Tran uation to the canonical form

 

Solution.  

, ܽ ൌ ܾ ,ଶݔ ൌ െ2ݔ and ܿ ൌ 1. Since 
arabolic. The characteristic line is found by 

integrating 
ݕ݀
ݔ݀

 

Problem 3. (6 points) 

ݔ

 o
 sform the eq

c) Determine its general solution 

(a
ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ 0 the equation is p

) The principal symbol is ݔଶݑ௫௫ᇱᇱ െ ௫௬ᇱᇱݑ ݔ2 ൅ ௬௬ᇱᇱݑ

ൌ
ܾ േ √ܾଶ െ 4ܽܿ

2ܽ ൌ െݔ
1
 

That is: ݕ ൅ ln ݔ ൌ  .ܥ
(b) Take the first coordinate ߣ ൌ ݕ ൅ ln  and the second (since the equation is ݔ

parabolic) we can choose arbitrarily, say, ߤ ൌ  Then we find after change of the .ݕ
variables 

ᇱᇱݑଶݔ െ 2 ௫௬ᇱᇱݑ  ൅ ௬௬ᇱᇱݑ ൅ ௫ᇱݑݔ2 െ ௬ᇱݑ ൌ ఓఓᇱᇱݑ െ ఓᇱݑ ൌ 0 
tion

௫௫

 The solu la
ݔ

ଵ

(c)  of the  tter equation is found as  
ܥ ሺ

le, observe that  

௬ݔሻ 

Hence,

ఓᇱݑ ൌ ሻ݁ఓߣ       ֜ ݑ        ൌ ሻ݁ఓߣଵሺܥ ൅  ሻߣଶሺܥ
Hence the general solution in the old coordinates is  

ݑ ൌ ݂ሺݕ ൅ ln ሻ݁௬ݔ ൅ ݃ሺݕ ൅ ln  ሻݔ
for two arbitrary functions ݂, ݃. 

unique, and there were several Remark. This form of general solution is by no means 
equivalent solutions found during the exam. For examp

݂ሺݕ ൅ ln ሻݔ ൌ ݂ሺlnሺ݁௬ ሻሻݔ ൌ ሺ݁ܨ

݁௬ݔ ൌ ிభሺ௘೤௫ሻ
௫

 for instance, ܨሺ݁௬ݔሻ݁௬ ൅ ሺܩ ሻ ൅   ሻ etc. will be equivalent forms ofݔሺ݁௬ܩ
the general solution given above. 



 

Problem 4. (6 points) Solve the initial problem for the equation 

 
௫௫ᇱᇱݑ െ ௧௧ᇱᇱݑ ൌ ௧ᇱݑ2 െ 2 ௫, ,ݔ௧ᇱሺݑ 0ሻ ൌ 1. 

Solution. Setting  

௫ᇱݑ , ,ݔሺݑ 0ሻ ൌ ି݁ݔ

ݒ ൌ ݁௔௫ା௕௧ ݑ 

ion to the wave equation 
௫௫ᇱᇱݒ ௧௧

ᇱᇱ ൌ initial conditions are found then as 

,ݔሺݒ 0ሻ ൌ ݁௫ݑሺݔ, 0ሻ ൌ ݔ ؠ ݃ሺݔሻ 

,ݔ௧ᇱሺݒ 0ሻ ൌ ݁௫൫ݑሺݔ, 0ሻ ൅ ,ݔ௧ᇱሺݑ 0ሻ ൅ ݁௫ ݄ሺݔሻ 

ula we

we find that for ܽ ൌ ܾ ൌ 1 the new function ݒ ൌ ௫ା௧ is a solut݁ݑ
0. The new െ ݒ

൯ ൌ ݔ ؠ

By D’Alambert f  find  

,ݔሺݒ ሻݐ ൌ
1
2

orm

ሾ݃ሺݔ ൅ ሻݐܿ ൅ ݃ሺݔ െ ሻሿݐܿ ൅
1
2ܿන ݄ሺݏሻ ݀ݏ

௫ା௖௧

௫ି௖௧
ൌ ݔ ൅ ݐݔ ൅ ݁௫ sinh  ݐ

g to the old functio  we find the required solutand returnin ion 

ൌ ݁ି௫ି௧ሺݔ ൅ ݐݔ ൅ ݁௫ sinh  ሻݐ

ሺݔ, ሻ:  0ݕ ൑ ݔ ൑ ߨ 0 ൑ ݕ ൑  ሽ. Solve the boundary valueߨ
௫௫ᇱᇱݑ  ൅ ௬௬ᇱᇱݑ ൌ 0: 

ሺݔ, ሻߨ ൌ 4 nݔ ൅  ݔߨ

monic  function. Hence,  the 
nction ݒሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺݑ ሻݕ െ ݔ  will be also harmonic with the new boundary conditions: 

,ሺ0ݒ ሻݕ ൌ ݔሺݒ ሻ ൌ 0,   

ൌ ,ݔሺݒ    ,0 ߨ ൌ 4 sin ݔ ൅ ݔߨ െ ݔߨ ൌ 4 sin  

Thus we can apply the 

ݒ

n

ݑ

 

Problem 5. (5 points ) Let ܷ ൌ ሼ
problem for the Laplace equation

,

,ሺ0ݑ   ሻݕ ൌ 0, ,ߨሺݑ ሻݕ ൌ ,ݕߨ ,ݔሺݑ 0ሻ ൌ 0, ݑ
 

olution. Denote by ݑ our solution and notice that ݕݔ  is a har

si

S
fu ݕ

, 0

and 

,ߨሺݒ   ሻݕ ൌ ݕߨ െ ݕߨ ሻ ݔ

method of separating of variables: the solution is found as the sum  

ሺݔ, ሻݐ ൌ ଵܣ sin ݔ sinh ݕ ൅ ଶܣ sin ݔ2 sinh ݕ2 ൅ڮ 

Comparing our bound ry condition ݒሺݔ, ሻߨ ൌ 4 sin ଵܣ with the series we find ݔ ൌ
ସ

ୱ୧୬୦గ
a  and 

௞ܣ ൌ 0 ൌ ସ for ݇ ൒ 2 Hence ݒ
ୱ୧୬୦గ

.  ڄ sin ݔ sinh  :we obtain finally ݑ Returning to .ݕ

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ݕݔ ൅ ସ
ୱ୧୬୦గ

ڄ sin ݔ sinhז    ݕ 



 

Problem 6. (6 points) Show that the characteristic function of the set ܣ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א Թଶ: ݔ2 ൅
ݕ ൐ 0, ݕ ൐ 0ሽ is a solution of the equation  

2
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ െ

߲ ݑ
ଶݔ߲
ଶ

ൌ

߶ሺ0,0ሻ is the Di
(Hint: the Ga ݔ ൅ ݕ݀ܳ ൌ ׭ ሺܳ௫ᇱ െ௎

olution I (by using of the Gauss theorem). Denote the dif tial operator   

ଶ

 ଴ߜ ܿ

in the sense of distributions (ߜ଴ሺ߶ሻ ൌ rac delta­function). Find the constant ܿ. 
uss theorem ׬ ܲ݀డ௎ ௬ܲ

ᇱ ሻ݀ݕ݀ݔ ). 

ferenS

ݑܲ ൌ 2
߲ ݑ
ݕ߲ݔ߲ െ

߲ ݑ
ଶݔ߲
ଶ
 

note the chaand by ݄ de istic function of the set ܣ. Notice that the adjoint operator 
כܲ ൌ ܲ because all the derivatives have even order. Then by the definition of weak 
derivative we have for a y test function ߮:  

ሺ߮ሻ൯כ ൌ ඵ ݕ݀ݔ݀ ߮ܲ ݄
Թమ

ൌ ඵ ቆ2

racter

n

ሺ݄ܲሻ߮ ൌ ݄൫ܲ
߲ଶ߮ ߲ଶ߮

െ߲ݕ߲ݔ ଶቇݔ߲  ݕ݀ݔ݀

supp ߮ ؿ ሾെܯ

ሿ

ݔ                        Ԣܣ            ൌ  ܯ

ܯ                                        

ݕ݀ܳ ൌ ׭ ሺܳ௫ᇱ െ ௬ܲ
ᇱ ሻ݀ݕ݀ݔ௎   l 

஺

Since the support of ߮ is a compact set, we can choose ܯ ൐ 0 such that 

ሿܯ, ൈ ሾെܯ,ܯሿ 

Then the integral above is taken over ܣᇱ ൌ ܣ ת ሾെܯ,ܯ ൈ ሾെܯ,ܯሿ which is drown on 
picture below 

ݕ                                                                                       ൌ  ܯ

                                                                    

ݕ                                           ൅ ݔ2 ൌ 0               

 

                                                         

                                                                       0

Applying the Gauss theorem (׬ ݔ݀ܲ ൅ ) to the latter integra

 

డ௎
with ܳ ൌ െ߮௫ᇱ  and  ܲ ൌ െ2߮௫ᇱ , we find  

ඵ ቆ2
߲ଶ߮

െ
߲ଶ߮
ݕ݀ݔଶቇ݀ݔ߲

ls along the

஺ݕ߲ݔ߲ డ஺

he boundary integra  parts of lines  ݕ ൌ ݔ and ܯ ൌ re equal to zero because 
ൌ 0 there. The integ he line ݕ ൅ ݔ2 0 is also zer ce
inally we have only th  along the horizontal  part:  

ൌ െන ሺ2 ൅߮௫ᇱ ݔ݀ ߮௫ᇱ ሻݕ݀ ൌ െන ߮௫ᇱ ሺ2݀ݔ ൅ ሻݕ݀
డ஺

 

a ܯ
ral alon ൌ o (sin ݔ2݀  ൅ ݕ݀ ൌ 0). 
e inte

T
߮
F

g t
gral



െන ߮௫ᇱ ሺ2݀ݔ ൅ ሻݕ݀ ൌ െන 2߮௫ᇱ ݔ݀
ெ

଴
ൌ െ2߮ሺܯ, 0 ൅ 2

quired relation is pr v

డ஺

This shows that ݄ܲ ൌ ଴. Hence the reߜ2 nd  ܿ ൌ  ז.2

 

Solut  direc Starting as

ሻ ߮ሺ0,0ሻ ൌ 2߮ሺ0,0ሻ. 

o ed a

ion II (a t proof).   above, we obtain 

ሺ݄ܲሻ߮ ൌඵ ቆ2
߲ଶ߮
ݕ߲ݔ߲ െ

߲ଶ߮
ଶቇ஺ݔ߲

ݕ݀ݔ݀ ൌ 2ඵ ݕ߲
߲ଶ߮
஺ݔ߲

ݕ݀ݔ݀
߲ଶ߮
ଶെඵݔ߲

஺
ݕ݀ݔ݀ ൌ: ଵܫ2 െ  ଶܫ

We have for the first integral (since ߮௬ᇱ ሺܯ, ሻݕ ൌ 0) 

ଵܫ ൌ ඵ߮௫௬ᇱᇱ
஺

ݕ݀ݔ݀ ൌ න ݕ݀
ெ

଴
න ߮௫௬ᇱᇱ ሺݔ, ݔሻ݀ݕ
ெ

ି௬ଶ

ൌ න ቆ߮௬ᇱ ሺܯ, ሻݕ െ ߮௬ᇱ ቀെ
ݕ
2 , ቁቇ݀ݕ

ൌ െ

ݕ
ெ

଴

න ߮௬ᇱ ቀെ
ݕ
2 , ቁݕ ݕ݀

ெ

଴
                                      

bs!: the Newton  formula is non‐applicable to latter integral because O ‐Leibniz

ݕ
߮௬ᇱ ቀെ 2 , ቁݕ ്

݀
ݕ݀ ቆ߮ ቀെ

ݕ
2 , ቁቇݕ ؠ െ

1
2߮௫

ᇱ ቀെ
ݕ
2 , ቁݕ ൅ ߮௬ᇱ ቀെ

ݕ
2 ,  .ቁݕ

We find similarly  

߮௫௫ᇱᇱ ሺݔ, ଶܫݔሻ݀ݕ ൌ ඵ߮௫௫ᇱᇱ
஺

ݕ݀ݔ݀ ൌ න ݕ݀
ெ

଴
න
ெ

ି௬ଶ

ൌ න ቆ߮௫ᇱ ሺܯ, ሻݕ െ ߮௫ᇱ ቀെ
ݕ
2 , ቁቇݕ ݕ

ெ

଴

2

݀

ൌ െන ߮௫ᇱ ቀെ
ݕ
, ቁݕ ݕ݀

଴
 

Combing we obtain 

ெ

ଵܫ2 െ ଶܫ ൌ න ቆെ2߮௬ᇱ ቀെ
ݕ
2 , ቁݕ ൅ ߮௫ᇱ ቀെ

ݕ
2 , ݕቁቇ݀ݕ

ெ

଴
ൌ െ2න

݀
ݕ݀ ቆ߮ ቀെ

ݕ
2 ,

ெ

଴

ൌ െ2߮ ൬െ
ܯ
2

ቁቇݕ ݕ݀

൰ܯ, ൅ 2߮ሺ0,0ሻ ൌ 2߮ሺ0,0ሻ 

Which yields again

 

Problem 7. (6 poin

 the required property.ז 

ts) Let ݑሺݔ, ௫ᇱݑݑ ሻ be the weak solution to Burgers equationݐ ൅ ௧ᇱݑ ൌ
0 with the initial data 

,ݔሺݑ 0ሻ ൌ ൝
0, ݔ ൑ 0
െݔ, 0 ൑ ݔ ൑ 1
െ1, ݔ ൒ 1

  

ankine­Hugoniot condition find the equation of the shock line.   
form of the weak solution. 

a) By using the R
b) Find an exact 



c) Also sketch the characteristics and shock curves (if any) in the ሺݔ,  .ሻ-planeݐ

Solution. The characterist

n by ݑ ൌ ݑ ,0 ൌ ௫
௧ିଵ

ics (dashed lines)are given by 

଴ݔ

es of

൝
ݔ ൌ ,଴ݔ
ݔ ൌ െݔ଴ݐ ൅
ݔ ൌ െݐ ൅ ଴ݔ

long these re any crossings, the valu

ݔ ൑ 0
ݔ ൑ 1 

଴
, 0 ൑

, ݔ ൒ 1

 solution is giveA lines, befo  and 
ൌ 1 

 

 

ሻ࢚ሺࣈ                                       ൌ െ ࢚

ݑ ൌ െ1 respectively. The initial jump discontinuity occurs at the point ݔ ൌ 0, ݐ

൅ ૚
૛ ૛

 ࢚                       
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