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Vad héander om vi i en Markovkedja har kontinuerlig tid istéllet for diskreta steg? Detta ar
ett specialfall av en kategori stokastiska processer som kallas for Markovprocesser. Dessa
definieras av foljande villkor.

Markovprocess

Definition. En stokastisk process {X;}c;, som tar virden i R, med kontinuerlig tid,
kallas en Markovprocess om
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for alla x, x1, xs,...,x,_1 och alla vixande foljder t; <ty < --- < t, av tider.

Slarvigt uttryckt innebér detta att det inte spelar nagon roll hur processen har kommit till
ett visst tillstand, utan endast det nuvarande tillstandet bestdmmer vad som hinder harnést;
precis som fér Markovkedjor.

@ Markovegenskapen och exponentialférdelningen

Sats. Om en icke-negativ stokastisk variabel 7" har Markovegenskapen, d v s

P(T>t+a|T>a)=PT>1t), atel0,ox]

sa ar T exponentialfordelad.

Bevis: Markovegenskapen implicerar att
P(T >t+a)
P(T >a) ’

sa P(T>t+a)=P(T > a)P(T >t) for alla a,t > 0. Lat g(s) =In P(T > s) for s > 0. Da
kommer g att vara hogerkontinuerlig (varfor?) och

PT>t)=P(T>t+a|T>a)=

gl +y)=g(r)+g(y), =y=>0.

Lat m,n € N med n # 0. Da maste
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Vidare ser vi da att
m o 1 m
— | = — | = —qg(1).
g(ﬂ) ;g(r) —g(1)

Alltsa har vi visat att g(s) = sg(1) for alla positiva rationella tal s. Eftersom alla reella tal kan
approximeras godtyckligt ndra med rationella tal (vi kan vilja en sekvens r,, sa att r, € Q
och r,, — s med r, > s for alla n) och g dr hogerkontinuerlig, foljer det att g(s) = sg(1) for
alla s > 0. Detta implicerar direkt att

Fr(s)=1-P(T>s)=1—¢e% =1—¢  5>0,

dédr A = —In P(T > 1). Detta &r fordelningsfunktionen for en exponentialférdelad variabel T'.

11.1 Markovkedjor med kontinuerlig tid

Vi betraktar den sa kallade fodelse-déds-processen. Typexemplet ér att lata X (¢) vara
antalet kunder vid ett betjéningsstélle vid tiden ¢. Det foljer att tillstandsrummet E lamp-
ligen véljs som FE = {0,1,2,...} (dndligt eller odndligt). Tanken &r att processen nu endast
kan dndra sitt tillstand med ett steg i vardera riktning, alternativt inte dndra sig alls. Vi
preciserar i féljande definition.

W( Fodelse-dods-process

Definition. Den stokastiska processen {X (%) }sc(0,00 &1 en fodelse-déds-process om och
endast om, i alla sma tidsintervall |¢, ¢ + h[, foljande géaller:

(i) tillstandet okar fran k till £ 4+ 1 med sannolikhet Ayh + o(h),
(ii) tillstandet minskar fran k till £ — 1 med sannolikhet puih + o(h),

(iii) tillstandet &r oférédndrat k& med sannolikhet 1 — A\yh — pih + o(h).

Vi kraver att pg = 0.

Vi kallar )\, for fodelseintensiteterna och p; for dodsintensiteterna.
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Detta dr en Markovkedja med kontinuerlig tid. Tyvérr kan vi inte 16sa ut sannolikheter lika
enkelt som for Poissonprocessen (det gar att stéilla upp liknande differentialekvationer, men
forutom i specialfall blir dessa svarlosta). Vad vi kan gora dr att med lite argumentation
ta fram stationdra sannolikheter. Om kedjan befinner sig i ett stationért tillstand maste
det rimligen vara samma "flode” in och ut ur ett tvarsnitt av grafen ovan. Vi kikar mellan
tillstand n och n + 1:



Hn+1

An

Antag att kedjan befinner sig i jamnvikt (har uppnatt ett stationért tillstand). Lat p, vara
sannolikheten att kedjan befinner sig i tillstand n. Da maste p, A\, = ppi1/ins1 fOr att vi ska
ha jamnvikt. Saledes blir
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Pn+1 = DPo-

Vidare vet vi att alla p, maste summera till ett (kedjan maste befinna sig i nagot tillstand),
sa
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14+ 224 204 < 0.
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Vi finner alltsa att
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Biluthyraren Billy har fyra stycken likadana bilar och hyr ut i linjar taxa (sa har du
bilen i 28 timmar betalar du for 28/24 ~ 1.17 dygn). Antag att kunder anléinder som en
Poissonprocess med intensitet A = 1.8 per dygn. Varje uthyrning har exponentialférdelad
utlaningstid med véntevarde 1.5 dygn och vi antar att olika uthyrningar &r oberoende av
varandra. Vad dr sannolikheten att en kund forloras (pa grund av att alla bilar &r uthyrda)?

Skulle man tjéna pa att ha en extra bil for samma kostnad man betalar for att leasa 6vriga
bilar?

Losning: Vi ténker oss en fodelse-dods process X () med fem tillstand (noll till alla fyra
1
bilar uthyrda), dir A\; = 1.8, pu; = ip for i = 0,1,2,3,4 och = —. Vi skissar processen:



Vi stéller upp uttrycken for den stationéra fordelningen:
1+>\+>\2+)\3+)\4 - N A"
= —t+—+ - oc n = :
Po oo 2u® 0 3lpd o Alpt b n!u”po
Med siffror erhaller vi vektorn

:(0.0779 0.2103 0.2839 0.2555 0.1725).

Det &r alltsa 17.3% risk att uthyraren forlorar en kund (detta intréaffar da processen befinner
sig i tillstand 4 och alla bilar &r uthyrda). Det forvintade antalet uthyrda bilar &r

E(X(t) =) kpy=2.234

k=0

sa forvantad vinst per tidsenhet blir 2.234a — 45 dér « ar uthyrningspriset och 3 ér kostnad
for en bil.

Vi gor om samma beridkning med fem bilar istéllet. Det som &ndras &r att vi har ett extra
tillstand for fem bilar uthyrda. Vi finner nu att

:(0.0712 0.1924 0.2597 0.2337 0.1578 0.0852 )

Alltsa &ar det nu 8.5% chans att vi forlorar en kund. Béattre, men ar det vért priset? Det
forvintade antalet uthyrda bilar ar

5
X(t) =) kpp =247
k=0

sa forvantad vinst per tidsenhet blir 2.47a — 55 med « och ( enligt ovan. Svaret pa om det
ar vart priset att skaffa en bil till beror alltsa pa uthyrningspris och kostnad fér bilarna, men
vi har nu en uppskattning av pa vilket sétt!

11.2 Mer om Exponentialférdelningen

Om vi summerar tva oberoende variabler X och Y ges tathetsfunktionen for 7 = X +Y av
/ fx(@)fy(z — ) dx
se foreldsning 4. Antag att X,Y ~ Exp(u) ar oberoende. Da blir
fz(z) = fX(x)fy(z —x)dr = p*e M /z M dy = zpfe M 2 > 0.
0 0

Genom induktion kan man visa att, om Wy, Wy, ... , W, 1 ~ Exp(u) ar oberoende, sa
har W = W, + Wy + - - - W, téathetsfunktionen

fw(w) = (,uw) e w > 0.

Denna fordelning brukar kallas Gammafordelnlngen. Ofta ser man W ~ I'(n + 1, ).
Genom partialintegration (i n steg) kan vi rdkna ut att

v N ()
w):/o fw(t)dtzl—e“kzzo o w > 0.




@ Gammaférdelning
Sats. Vi skriver att X ~ I'(a, ), a, p > 0, om

«

fx(z) = 'u—:r;o"le””, x> 0.

()
: a a
Variabeln X uppfyller E(X) = — och V(X) = —.
K H
Har ar I'(a) gammafunktionen, och om o = n > 1 ar ett heltal kan den beriknas en-

ligt ['(n) = (n — 1)!. Observera &aven att I'(1, ) &r Exp(u).

@ Summa av oberoende Exp(u)-variabler

Sats. Om W, ~ Exp(u), i = 1,2,...,n, ar oberoende sa &r

W:W1+W2++Wn~F(n,u)

Ibland vill man &ven ta minimum av exponentialférdelade variabler, och da géller féljande.

@ Minimum av oberoende Exp(uy)-variabler

Sats. Antag att X; ~ Exp(u;), i = 1,2,...,n, & oberoende. Da géller att

X =min{ X1, Xo,..., X, } ~Exp(ps +p2+ -+ ptn)-

Vi later
X = min{Xl,XQ, N >Xn}

Eftersom variablerna X; ar oberoende erhaller vi

Fx(x)=P(X<z2)=1—-P(X >z)=1—P(min{ X1, Xs,..., X,, } > 2)
=1-PXy>2)P(Xo>2) - P(X, >x)=1—e T H2T...o7HnT

=1—exp (—chuk> :
k=1

vilket ar fordelningsfunktionen for en exponentialfordelad varibel.

11.3 Koteori: terminologi och notation

Det naturligaste exemplet pa ett kosystem &r kanske en affar med ett visst antal kassor.
Kunder kommer, stéller sig i ko, betjénas, och gar dérifran. Men kémodeller existerar i
vildigt manga mer abstrakta tillimpningar. Till exempel anvéinder en router for datapaket
en ko for att ta mot paket samtidigt som paket vidarebefodras. Vi kommer mest att studera
koer i termer av stationédra fordelningar .
Foljande illustration beskriver situationen.



Betjéning

Potentiella
kunder

|

Betjaning

Kunder ankommer till ett kdsystem med viss intensitet A, véntar, betjdnas och lamnar
systemet med intensitet u.

Vi kommer att beteckna olika kdsystem med notationen A/B/c/K/m/O, dir dessa bok-
staver har foljande betydelse:

Fordelning for tiden mellan kundankomster; typiskt M (Markov).
Fordelning for betjéningstiden; typiskt M (Markov).

Antal betjaningsstéllen.

Maximala antalet tillatna kunder i systemet; typiskt oo.
Maximala antalet kunder i populationen; typiskt oc.

CE R >

Betjdningsordning; typiskt FIFO (first-in-first-out).

Till exempel M/M/1 dr en k6 med "Markovsk” ankomst- och betjianingstid (vilket innebér
exponentialfordelade tider). Det innebér dven att ankomsterna drivs av en Poissonprocess.
Vidare har vi bara ett betjéningsstéille. Om bokstidver &r utelimnade i slutet antar vi de
typiska vérderna, sa i vart exempel &r K = m = oo och ordningen FIFO.

For att beskriva trafiken genom systemet introducerar vi foljande stokastiska variabler:

N,(t) = antalet kunder i kén vid tiden ¢,
N,(t) = antalet kunder i betjaning vid tiden ¢,
N(t) = totala antalet kunder i systemet vid tiden ¢,
W = kotiden for en kund,
S = betjéningstiden for en kund,

T = totala tiden i systemet for en kund.

Observera att T'= W 4 S samt N(t) = Ny(t) + Ny(t). Nér vi pratar om kosystem anvinder
vi vissa parametrar for att beskriva trafiken. Intensiteten A\ anger ankomstintensiteten

och pu = m anger betjiningsintensiteten. Vi anvinder ocksa utnyttjandegraden
AE(S) A
p = = —,
c cp
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%@ Littles formler

Sats. Med beteckningarna ovan géller att

E(N(t) = AE(T) och  E(N,(t)) = \E(W).

Bada dessa kénns inte helt orimliga intuitivt. Det forviantade antalet kunder i systemet
borde vara lika med ankomstintensiteten ganger den forviantade tiden varje kund befinner
sig 1 systemet; Alltsa E(N(t)) = AE(T). Pa liknande sétt forefaller Littles andra ekvation
rimlig. Lite mer noggrant: vi infor beteckningarna 7; for tiden kund ¢ &r i systemet, och
funktionerna A(t) och D(t) ér antalet ankomna kunder respektive avgagna kunder vi tiden ¢.
Det foljer ddarmed att N(t) = A(t)—D(t) ar antalet kunder i systemet vid tiden ¢. Vi antar att
systemet dr tomt vid tiden ¢ = 0 (N(0) = 0) och fixerar en tidpunkt ¢, da vi for enkelhetens
skull antar att systemet &r tomt igen: N(ty) = 0.
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En realisering av den stokastiska processen {N(t)}.
Den skuggade arean kan berdknas pa flera sétt:
to D(to) Alto)
Ntydt= > T,=) T (1)
0 k=1 k=1

eftersom N(tp) = 0 sa A(ty) = D(tp).
Det forefaller rimligt (behover bevisas) att

%ﬁﬁ@ﬁ%ﬂMm,m%w

Pa samma séitt borde ocksa vara sa att, om T ar tiden for en kund i systemet,

1 A(t
E(T) = lim T, och A= lim (to)
to—o0 A(t(]) to—oo  tg



Men detta innebér enligt (1) ovan att
E(N(1)) = AE(T),

vilket ar precis vad vi ville visa. Saken &r biff! Pa liknande sétt kan Littles andra formel
"bevisas.”

Observera att vi inte gjort nagra antaganden kring fordelningar och turordning i systemet,
sa dessa formler géller i valdigt generella fall. Vi kréaver egentligen bara att systemet befinner
sig i ett stationért tillstand. Kom bara ihag att A 4r den verkliga intensiteten in i systemet,
sa om man har ett system déar kunder kan avvisas maste A skalas om for att ta hansyn till
detta.

@ Exempel

Tre inkopare fyller pa ett forrad med varor med intensiteterna 24, 48 respektive 36 varor
per vecka. Forradet ar stort och blir aldrig fullt. Genom bokféring vet man att det finns i
genomsnitt 2800 varor i foérradet. Chefen blir en dag orolig fér att varorna ska bli for gamla
och fragar statistikern i foretaget hur lang tid i medel en vara ligger i forradet.

Losning: Fragan verkar vid forsta anblick svar att svara pa, vi har ju néstan ingen informa-
tion! Hur plockas varor ut (ké-ordning)? Hur ofta? Men faktum &r att sa linge vi antar att
forradet befinner sig i ett stationért tillstand, kan vi anvénda Littles formel. Total intensitet
in i systemet &r A = 24 4 48 4+ 36 = 108 varor per vecka och E(N(t)) = 2800 varor. Vi
erhaller alltsa forvantad tid i lagret E(T") = 2800/108 ~ 28 veckor.



